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Chapitre 1

Introduction générale

La physique quantique est une branche de la physique qui permet I’étude des systémes
a I’échelle microscopique. Cette étude consiste en la recherche des fonctions d’onde et des
énergies car toutes les informations relatives aux systémes étudiés sont nontenues dans
ces deux grandeurs. La physique quantique se présente sous plusieurs formulations, la
formulation de Schrodinger[1, 2] qui est une formulation analytique basée sur la résolution
d’une équation aux dérivées partielles, de Heisenberg[4, 3], de Dirac[5] qui sont deux
formulations algébriques basées sur le calcul matriciel et enfin ’approche des intégrales
de chemin|6, 7] qui est une formulation "géométrique" basée sur le calcul d’intégrales.

Dans le domaine ne relativiste I’étude de ces systémes quantiques se fait par la réso-
lution de I’équation de schrédinger. Dans le domaine relativiste ce sont les équations de
Klein-Gordon et de Dirac qui permettent d’obtenir les fonctions d’ondes et les énergies
du systéme. Parmi ces méthodes on cite la méthode de Nikiforov-Uvarov[8], la méthode
des itérations asymptotiques[9], la mécanique quantique supersymétrique[10] etc. Les
deux premiéres méthodes sont purement mathématiques et sans aucune considération
physique. Elles sont basées respectivement sur des changement de variables permettant
de ramener I’équation différentielle en question a une forme particuliére et la prise en
compte du comportement asymptotique des fonctions. Ces deux méthodes permettent

une résolution directe des équations de la physique quntique. Pour la mécanique quan-
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tique supersymétrique par contre, ¢’est une technique mathématique algébrique qui utilise
des concepts physiques a savoir la supersymétrie et I'invariance de forme. Enfin, pour la
formulation des intégrales de chemins, ’approche est completement différente, elle est
adaptée a la fois au domaine non relativiste et relativiste. C’est une formulation lagran-
gienne de la physique quantique. Elle est basée sur la détermination du propagateur
quantique relatif au systéme étudié par le calcul d'une intégrale fonctionnelle. Ce popa-
gateur qui est la grandeure clé des intégrales de chemin comporte toutes les informations
liées au systéme étudié.

Il est important de mentionner, a ce niveau, que la difficulté d’obtenir des solutions
exactes des équations de la physique quantique provient du type d’interaction mise en
jeu. Les interactins nucléaires, atomiques et interatomiques décrites par des potentiels
centraux sont parmi ces interactions qui conduisent & des équations trés particuliéres et

difficiles & résoudre. La difficulté riside dans la forme mathématique du potentiel auquel

R21(141)

est soumis le systéme ainsi que le terme centrifuge —3

présent dans la partie radiale
des équations obtenues. C’est pourquoi il est difficile et parfois impossible d’évaluer le
spectre d’énergie des états [ et se contenter seulement des états s. Cependant, il est &
noter qu’une approximation du terme centrifuge largement utilisée dans la litterature &
été introduite pour remédier a ce probléme et pouvoir ainsi évaluer les fonctions d’onde
et le spectre de ’énegie pour n’importequelle valeur de [.

Dans ce mémoire, nous nous proposons d’étudier quelques systemes quantiques sans
spin, non relativistes et relativistes par trois méthodes parmi celles citées ci-dessus. Il
s’agit de la mécanique supersymétrique, la méthode des iterrations asymptotoques et
enfin la formulation des intégrales de chemin.

Ce travail est subdivisé de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre nous allons déterminer les propriétés thermodynamiques de
certains systémes quantiques déja étudiés, il s’agit du potentiel de Morse et le potentiel
de Poschl-Teller modifié . Aprés avoir calculer les fonctions d’ondes et les énergies des

systémes, qui sont des résultats déja obtenus, on définit dans chaque cas la fonction de



partition relative au systéme pour ensuite déterminer I’énergie interne du systéme, son
énergie libre et la chaleur spécifique.

Le deuxiéme chapitre sera consacré a la résolution de I’équation de Schrodinger rela-
tive & deux systémes physiques. Le premier est constitué d’une particule non relativiste
soumise & un potentiel hyperbolique déformé et I'autre soumis & un potentiel diatomique
déformé par la méthode des iterrations asymptotiques. Cette méthode, par un change-
ment de variables adéquat, permet de résoudre les équations différentielles homogénes du
second ordre dont les solutions se présentent souvent sous formes de certains polynémes,
a savoir le polynome d’Hermite, le polynome de Laguerre,...etc.

Dans le troisiéme chapitre, nous présentrons I’étude d’un systeme quantique constitué
d’une particule relativiste sans spin en mouvement sous ’actions d’un potentiel & quatre
parameétres. L’étude consiste au calcul du propagateur sous sa forme compacte pour
ensuite déterminer les fonctions d’onde normalisées et les énergies du systémes. Dans
ce but, nous construisons d’abord l'intégrale de chemin & partir de I’équation de Klein-
Gordon relative au systeme. Ensuite en utilisant le principe de Shwinger nous passons a
la forme intégrale que une fois évaluée, la fonction de Green est obtenue sous sa forme
compacte ainsi que I’équation donnant le spectre de ’énergie.

Nous terminons enfin par une conclusion générale.



Chapitre 2

Mécanique quantique

supersymétrique

2.1 Intdoduction :

La théorie de la supersymétrie a été élaborée dans le but d’unifier les intéractions
fondamentales. En physique des particules, Miyazawa[l1] était le premier a proposer un
procédé d’unification possible basé sur une superalgébre caractérisée par une combinai-
son de relations de commutation et d’anticommutation d’opérateurs. C’est une symétrie
entre etats bosoniques et fermioniques [12, 13, 14]. Chaque particule bosonique (état
bosonique), selon cette symétrie, a un superpartenaire qui est une fermionique (état fer-
mionique) et inversement. Depuis, elle est devenue un concept algébrique et une technique
de calcul largement utilisés dans de nombreuses théories telles que la théorie des champs
[15], la théorie des cordes[17, 18] et la théorie de la relativité générale. En mécanique
quantique, la supersymétrie peut étre considérée comme une formulation mathématique
qui permet une résolution exactes des équations en construisant de nouvelles formes de
potentiels solubles analytiquement. Le développement de la mécanique quantique super-
symétrique (MQSUSY) comme technique de calcul est basé sur la méthode de factorisa-

tion de Schrodinger [19]. Ceci a conduit a I’élaboration d’'un formalisme mathématique



basé sur des concepets physiques, et permet ainsi la résolution des équations de la phy-
sique quantique dans les deux domaines relativiste et non relativiste. La technique de la
mécanique quantique supersymétrique est largement utilisée dans 1’étude des systémes en
intéraction mettent en jeu des potentiels avec des formes complexes. Elle consiste a défi-
nir & partir du potentiel en question un superpoteniel avec une forme simplifiée et vérifier
ensuite I'invariance de forme. Dans ce chapitre, nous nous proposons de d’étudier certains

systémes quantiques dans le but de déterminer leurs propriétés thermodynamiques.

2.2 Meéthode de la mécanique supersymetrique

La supersymétrie en mécanique quantique, selon I’approche de Schrédinger peut étre
décrite par une paire d’Hamiltoniens bosoniques. Cette technique consiste a exprimer
I’Hamiltonien d’une particule de masse M & une dimension

h?  d?

sous la forme d’un produit de deux opérateurs différentiels du premier ordre.
A partir ’équation de Schrodinger relative a I’état fondamental décrit par la fonction
Uo(z)
- h?  d?

H_Vy(z) = “oaf a2 T V_(x)| ¥p(x) =0 (2.2)

ou V_(z) = V(z) — Ey, il est facile de factoriser I'Hamiltonien H_ comme suit :

H =ATA (2.3)

ou les opérateurs A" et A sont des opérateurs d’échelle (opérateur d’annihilation et de
création) définis par

A= — 4+ W(x), (2.4)

h
V2M dx



AY =" L W(a) (2.5)

et W(x) est une fonction qui sera définie ultérieurement comme "superpotentiel".

Les opérateurs de création et d’annihilation A et AT sont une forme généralisée des
opérateurs de création et d’annihilation standards introduit dans ’étude algébrique de
oscillateur harmonique ordinaire. ATet A dépendent du potentiel V(z) et de I’énergie
FEy du niveau fondamental. Ce sont des opérateurs adjoints 'un de 'autre. En tenant
compte de (2.2) et (2.3), la fonction W (z) doit satisfaire 1’équation

h

W (z) — V@) = V) - B (2.6)

Cette équation différentielle non linéaire n’est autre que ’équation de Riccati bien
connue ott W' (z) = LW (z). La fonction W (z) est une fonction réelle appelée potentiel
supersymétrique [20, 21] ou “superpotentiel” en MQSUSY. En utilisant les définitions
(2.3) et (2.4) et 'équation (2.2), on obtient une équation différentielle du premier ordre
donnée par :

h d

AV (z) = (m@ + W(z))¥o(z) =0 (2.7)

En onnaissant la fonction d’one relative a 1’état fondamental, cette équation permet

de déterminer le superpotentiel W (x), c’est & dire :

h Wy
VoM Yo(x

~—

Wi(z) =—

(2.8)

~—

De la méme maniére, en connaissant le superpotentiel W (z), on peut obtenir la fonc-

tion d’onde de I’état fondamental par I’équation :

Uo(z) = U§7)(2) = Nyexp —@ / W (z')da' (2.9)

Qo



ol \I!((f) (x) est la fonction propre de H_ supposée de carré sommable et Nj est un facteur

de normalisation.

toie) o [ 20010)

{—;—m% +V (x)] U (z) = EV (x)
U (z)  2m
U(z) R (V- E)

On pose :

/ / 2
Uy(@) (\Ifo(x)) _ g tmy,  2mg
Vo(w) |

- U (z) " h2 n?

Avec W (x) est le superpotentiel

Z +72%=v(z) —go

D’apres I'équation (2.2), on a

H Wi (2) = EgW (2) = 0,

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

ceci conduit donc résultat que ’énergie de I’état fondamental a pour valeur : E(gl) =0

2.2.1 Hamiltoniens partenaires :

En faisant un changement dans l’ordre des opérateurs A et A"dans ’expresiion

de 'Hamiltonien H_ = A1 A, on peut définir 'Hamiltonien f[+ = AA™" correspondant

au un nouveau potentiel V (x). Autrement dit, H, peut s’écrire sous la forme

~ n* d?
H

+= o g V)

(2.16)



ou V, (z) est défini en terme du superpotentiel W (z) par

, hoo
Vi(z)=W?x)+ WW (x) (2.17)

Les potentiels V_(z) et Vi (x) sont des potentiels partenaires supersymétriques et
comme H_et H, sont les hamiltoniens correspondant respectivement a V_(z) et Vi (x),
ils sont par conséquent des Hamiltoniens partenaires supersymétriques. Pour établir le
lien entre les valeurs propres et les fonctions propres de H_ et ]:LL, notons d’abord que

leurs valeurs propres sont

E® >0 (2.18)
D’autre part, on a
H (AT () = AATATO)(2) (2.19)
= AH_9)(x)

- BDAYO(@)
et aussi

H_(ATUWM(z) = ATAATTD(2) (2.20)

= EDATT (@)

Les équations (2.20) et (2.21) signifient que AW, (z) est une fonction propre de
H+ pour la valeur propre ES) et ATTSY est une fonction propre de H_ pour la valeur
propre E,(JL) . A partir de ces relations, on en déduit que les valeurs propres et les fonctions

propres des Hamiltoniens H_ et I:Lr sont reliées de la maniére suivante :
B = BB =0 (2.21)

10



\IISF) - Er(L:L)1A‘I’7(;r)1 (2.22)

W () = B e (2.23)

On voit donc qu’il est possible de déterminer les fonctions propres de I:Lr par applica-
tion de 'opérateur A sur celles de H_ et vice-versa par application de l'opérateur A™ a
I’exception de la fonction d’onde de I'état fondamental qui ne posséde pas de partenaire
supersymétrique. On remarque que opérateur A (respectivement AT ) transforme non
seulement une fonction propre de H_ (respectivement de ﬁ+) en une fonction propre de
H, (respectivement de H_) avec la méme énergie, mais il annihile (créé) aussi un noeud
dans la fonction propre. La fonction d’onde de ’état fondamental de ﬁ+ est annihilée

par 'opérateur A.

2.2.2 Invariance de forme des potentiels superpartenaires :

Considérons deux potentiels partenaire supersymétriques V_(z) et V, (z) les

hamiltoniens associés

H:t = ——7 + V:t(l‘) (224)

ont des spectres identiques a 1 ’exception de Eél) = 0. Supposons de plus qu’ils obéissent

a la condition d’invariance de forme suivante (GENDENSHTEIN 1983 ) :

Vi(z,a0) = V_(z,a1) + R(ay) (2.25)

ol ag représente un jeu de paramétres, a; = f(ag) et ou la fonction R(ay) représente un
reste et elle est indépendante de la variable x . On peut alors écrire une relation entre les

deux hamiltoniens

A~ A

H(ap) = H_(a1) + R(a,) (2.26)

11



de sorte que

Ho(a0) ¥ (2, 00) = (B (a1) + R(ar)) ¥ (2, a1) (2.27)

= R(al)\llgl)(a:, ap)
ce qui entraine

Ui (@, a0) = Ui (z, a1) (2.28)

ES7(ag) = R(ay) (2.29)

En mettant d’ autre part a profit la correspondance (2.21) entre les spectres, on

obtient 1’ énergie du premier niveau excité de H_ :

B\ (a0) = E" (a0) = R(an) (2:30)

ainsi que la fonction d’onde associée, en utilisant

U (2, a0) = TA+(ao)\pg+>(x,a0) (2.31)
Eq” (ao)

ou \I/(()_)(x, ap) est donnée par le superpotentiel W (x) a1’ aide de (2.9) et par la relation
a; = f(ag) qui découle de 'invariance de forme.

Les relations (2.28) et (2.29) se généralisent a niveau quelconque :

\Il,(f) (z,a0) = T (g, ay) (2.32)

n

12



E)(ag) = E7)(ay) + R(ay) (2.33)

Cela suggére de réitérer le processus (2.26) en définissant une famille d’hamiltoniens
constituant des paires successives de partenaires supersymétriques, de maniére & ce que

le éniéme niveau de Hjcorresponde a I’état fondamental du (n-1)-iémé hamiltoniens :

A h d?
(s) __ (s)
H'Y (ay) 5N d0? + V¥ (x, ag) (2.34)
HE (q4) = _h & + VED (2, a0) (2.35)
2M dx? ’
V(2 a0) = VO (2, a1) + R(ay) (2.36)

on obtient ainsi une récurrence de la forme :

- h o d?
H(O) (ao) = —m@ + ‘/1(56, ao) (237)
f{(l) (ao) = ﬁ(0)<a1) + R(al) (238)

F[(Q)(ao) = f[(l)(al)—i—R(al)

= H(as) + R(az) + R(ay). (2.39)
A9 a0) = H9(0) + Y Rla) (240

Ces hamiltoniens successifs ne différent finalement que par une constante additive

et par la valeur des paramétres .Ils ont donc memes fonctions propres aux valeurs des

13



paramétre prés :

E¥(ag) = E¥V(ay) + R(ay) (2.41)
la relation (2.39) entraine
E(ao) = E(as) + > R(ax) (2.42)
k=1
et, par ailleurs
E®)(ag) = E¥P(ag) = oo = EY (a) (2.43)

le spectre de H(®(ay) est donc totalement déterminé par (2.42) et (2.43) avec n =0 :

EQ (a0) = 3 R(ay) (2.44)

2.2.3 La relation de recurence
La relation de recurence de la normalisation des coefficients [ | ¥ (z) |* dx = 1.

“+oo —+o00

/ V2 (z,a0) dz = / U, 11 (z,00) AT (2, 00) U, (2, 01) dz (2.45)

—0o0 —00

Quand © — +ooW, 11 (z,a9) et U, (x,a9) égal a zéro.

On obtient :
+o0o +oo
/ U1 (x,a0) de = / U, (z,a0) Hy (,00) ¥y, (x,01) dz (2.46)

Ou H, (z,a0) peut écrire :

14



H,(z,a0) = —=——-—+V_(2,a0) + R (a1) (2.47)

=H_(z,a0) + R (ay) (2.48)

On remplace (2.47)dans(2.45) et (2.46) on obtient :

o0 oo
[ W) de = [ W) (H oy + RG] 0o ode (249
/ U, 1dr = / U, (x,a1) [ET(L_) (a1) + R (a1)] ¥, (z,a1) dz (2.50)

= (B (@) + R(a1)] / V2 (2,a1) do (2.51)

N,11(a1) et Ny, (a1) sont les coefficients de normalisation de ¥, (z,a0) et ¥, (z,a4)

respectivement
+oo
[ 32000 B (0 ao) da
7
= Nip (a0) [Er(z_) (a1) + R (al)] N2 (a1) / Ny (a1) ¥}, (z,a1) dz
Nn (al)
_ 1

= N2, (0) [ES) (@) + R(a)] 1 @) = (2.52)

15



donc

. N, (a1)
(ao) =
VE (a0) + R (a1)

Cette relation est la relation de récurence généralisée pour tous les potentiels inva-

Nyt (2.53)

riants de forme.

2.3 Application : Etude des propriétés thermodyna-
miques

A partir de calcul de I’énergie on déterminer la fonction de partition et grace a
cette derniére on peut déterminer les proprietés thermodynamiques (I’énergie l'interne

U, I’énergie libre F et la chaleur specifique C,)

2.3.1 La fonction de partition

On définit la fonction de partition a 1’état d’équilibre par :

Z(Byp) =Y e frt (2.54)
ou : F, est 'énergie du systeme, ﬁ = Br .

Quelque proprietés thermodynamiques

L’énergie libre

F(Br) = —3-WZ () (2.55)
['énergie interne
U (5r) = 55~ W Z (B (2.56)
Et la chaleur spécifique
Cy (Br) = —%; (2.57)

16



2.3.2 Potentiel de morse :

Le potentiel de Morse décrit les interactions interatomiques dans les molécules diato-

miques, il est défini par ’expression

V (z) = Up [exp (—2ax) — 2 exp (—ax)] (2.58)

La partie radiale de ’équation de Schrodinger relative & une particule sans spin de
masse m soumise au potentiel de Morse s’écrit
d?R  2mVj

Tzt [Fme 2 R=0, (2.59)

ol nous avons considéré seulement les états s, c’est-adire [ = 0.

En faisant le changement de variables y = e~ **, I’équation (2.59) devient

d?’R 1dR 2mVy [E 2
—_—+ —— —+-—1|R=0. 2.60
dy2+ydy+h2a2 {yz—i_y } (2.60)

En posant R (y) = e N (2)\y)g F (y), nous obtenons

e (20)2 2 {2M)2 F () + (2\y) 2 [b+ 1 — 29\ F

20V, 4uV;

2 [ \2 0 0

+ {(2)@) (/\ g T 2X (2)\y) (/\b—l— A— a2h2>

8UIWWA?
272 _
+Ab° + 272 ) F(y)} } =0 (2.61)
pour W = 0‘22—2’\2.
Avec la transformation :z = 2A\y et en choisit A = 207;V° :
d*F dF b 1

'equation(2.62)permet d’utiliser le polynome comme solution.
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2F7 +(b+1—2)F +nF =0 F(2) =L ()
donc

22—2n—1

Rn (7,) — Nnefge—a("—no) (ke—a(nfno)) 2 L12I/\72n71 (k,efoc(nfno))

avec x = n — ng; LY (x) les polynomes de Laguerre géralisées.

La condition de normalisation :

!

(U] 0’y = /TQRn (r) R} (x)dr =1

donc :

avec()gng[)\—%}.

(2.63)

(2.64)

(2.65)

On utilise la méthode de fraction et Nieto and Simmoms on obtient la normalisation

et les vecteurs propres associés a polynomme deLa Guerre

U (z) = N (n,\) () exp (—9) L (27271 (y)

0<n< -]
1
2

ou A = (%24

;Y =2\ exp (—ax)

2)\—2n—1)F(n+1)r

_ ol
N(n,)\)—{ ['(2\ —n)

Z (z) = Aexp (—ax) + B on la remplace dans I’équation(2.14)on obtient

A=BB=%-5
B = (2mLo)>
La forme de V, (z),V_ (z) :

(2.66)

(2.67)

(2.68)



on obtient :

h
— A2 —2ax B2 2A B g —ax 92
V() = A 4 524 (B4 G ) e (2.69)
et on a :
B 9 h dz(x)
V (z,a1) = [z (2)] 5 dr (2.70)
donc :
V (z,ay) = A% + B? + 24 (B + o b ) e (2.71)
- 22m
on a
R(ar) = Vi (z,a0) = V_(2,01) (2.72)
donc :
h? V2mV,
R(ay) = - <204 - > (2.73)
avec :
ap=5—f=DBeta= f(a)ao—
donc
sy
R(ay) = 5 (ag — a?) (2.74)
Ry,
E() (ag) = o (a5 — az) (2.75)
? 2
ES) (a1) + R () = o [ag — (a + na + a)] (2.76)

L’opérateur A (x,ag) et etat fondamental dela fonction d’onde ¥ (z, ag)non nor-
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malisée sont donées par :

At (2, a0) = _\/%_m (di:r + fexp (—ax) + ao) (2.77)
donc
Uy (x,a9) = exp <—§ exp (—ax) + aox) (2.78)
/ N2 (ag) U2 (x, age) d — 1 (2.79)
+oo

On obtient les coefficients des premies vécteurs propres

\/a
NO (&0 == ao 2.80
) (28/a)= [I'(=2a0/a)] 280

IV

i es | [aen ] s

N

{—% (2a9 + 20) 2@] : - } ‘ (2.82)

{F (=2 (ag + 2a) /)
Avec la définition de la fonction gamma,nous avons pour N, (ao)
ag + na(0

s 2mU 1
n< h2a20 T2

La non normalisation des fonctions d’ondes s’obtient a partir des équations (2.6) , (2.77) et (2.78)
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Uy (x,a0) = —\/% (28 exp (—ax) + 2a9 + @)
exp (—g exp (—ax) + (ag + @) x) (2.83)
et
Uy (z,a9) = % [45% exp (—2ax) + (108ar + 8fag) exp (—ax)
+4ag + 10aga + 6a2]

X exp (—g exp (—ax) + (ap + 2«) :c> (2.84)

La normalisation des fonctions d’ondes

o (x) = (ﬁ) " 20 exp (— 2A2_ Loz — Nexp (—ax)) (2.85)

« 2)
2

((2A —2)T 2\ — 3)) T 20 (20 - 2~ 2hexp (—aw))

2\ —
X exp (— 5 30@ — \exp (—a:c)) (2.86)

La méthode de récurence :
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2 2
Valr) = <(2)\ —3)(2N—4)T (2h — 5)> (23)
x [2)% exp (—2az) — 2X (2X — 3) exp (—az) + 2A% — TA + 6]

X exp (—2)\2_ 50& — dexp (—ax)) (2.87)

2)\75)
2

A\ =

Q=

ce résultat consiste a la résultat qui obtient en équation (2.66)

2.3.3 Potentiel de Poschel-Teller modifié :

2
V() = —;—m)\ (A+ 1) sec h2 (2.88)
D’aprés [48] on obtient :
EC) (@) + R(ay) = 2h (n+1)a; — L (n®—1);n=1,2,3,... (2.89)
2m 2m Y Y Y J
h d V2m
A __ L fa_vem 2,
(x,ap) Tom (dx 7 a0 tan:c) (2.90)
()
Uq (z,a9) = (sec ha) \vam/)™ (2.91)
oﬂaoij%;al—ao—\/%
Pour :
+o00

NG (ao) WG (2, ao) dz

o {2(“?7”)«1@ ((@) ao + 1)] B o
’ (@) aol (2 (@) ao + 1)

—0o0

Le coeffcient de la normalisation s’obtient d’aprés 1'utilisation des équations (2.53) ; (2.89)
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Ny (ag) = [‘/%aor (2@%“) % (2.93)
X lzw?m)‘“’r (Vfi_mao + 1) R
et
Ny (ag) — [@ ‘/;_mao - 1) r (2\/73_%0 - 1)] §
oo () ()]
en plus

x T (@ao - 1)] _ (2.95)

D’aprés la définition de la fonction gamma I' (x) = fj;o t*Lexp (—t) dt et avec les

équations (2.6), (2.89)et(2.90) . La non normalisation des fonctions d’ondes

h \V2m Vom \ g
Uy (2, a0) = NeT) <2 a0 — 1) (sech:c)( 72 )ao "tanz (2.96)

et
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/o 2
Uy (z,a9) = <2 ?_Lmao—?)) [—h—< 2ma0_2) sech

2m

2 h
+—sec hz + o0

2m V2m

tanx} (sechx Y Jao- ?tan x (2.97)

On utilise les équations (2.90),(2.91)et aprés une simplification algebrique ,on obtient

la normalisation des fonctions d’ondes

(AT (2\ + 1))2

Uy (x) = PT AT 1) sec hx (2.98)
Uy (z) = <%) ’ tan x sec h* ' (2.99)
en plus
Uy (2) = ﬁ (2(A—2) (2A —2) (2A — 3)T (2\ — 3))?
x [(2A — 1) tan® z — 1] sec A *x (2.100)

Ces résultats sont les mémes[49] dans les termes généralisées associées & polynome de

Legendre en utilisant la fonction hyperbolique.

2.3.4 potentiel Hulthen :

V(r)=——F— (2.101)

Vo,a >0

Le potentiel équivalence :
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W N B2 (1+1)
exp (g) —1 2mr?

‘/l:

Pour I’état fondametal(l = 0) on obtient

B (ar) + R (o) = 2 (ﬁ) . (<n + 1>2a%a—16>2

2m 2ay 2(n+1)

et
h d 2 _
At (73 ao) _ v (_ Qo Qg 5)
2m \dr = exp(ar)—1 2a
avec
o ag + 3
Xo (r,a0) = (exp (ar) — 1) exp ( —( —5— | r
2&0
ou’ :ag = a,a; = ag + o, = % et g = 2’;2‘/0;
x(r)=rR(r)
La condition de normalisation :
e Xo (7”: ap) ? 2
/ N§ (ao) <—) redr =1
0 T
on obtient

No(ao):\/E{B (ﬁ—@,zﬂﬂ)}l

On obtient les coefficients de normalisations :
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(2.102)

n,=0,1,2..

(2.103)

(2.104)

(2.105)

(2.106)

(2.107)



(522 (VT

Avec la relation de recurence

N (ap) = \/E[h—23 <L—@—2,%—|—5)

2m~ \aag+2d2  «
2
o [lao+ra) =B)
2@0 + QCY

-] e

ag + 2« i
20,0+40é

On utilise la définition de la fonction Beta

B A
x, = ,y >0
(z,9) /O 1+ Z)"”y T,y

La non normalisation des fonctions d’ondes sont obtient & partir des équations (2.17) , (2.104)

et(2.105)

X1 (7",(10) - -

5

=B _(a+a)+P
(ao+a)eXp(ar)+< 2aq a 2(a0+a) )

a0+a

(exp (ar) — 1) + ao] (exp (ar) — 1)(7)_1

X exp [_—(ao ta) 67"

Y@+ a) (2.110)

et
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exp (ar) + 1 2ag 2 (ap + 2a)

h? 2a9 + « a2 -3 (ag+2a)+7
X2 (Ta aU) =

2m

X

(ag+a)* =B (ag+2a)" + 8
(CLO + 204) exp (ar) + ( 92 (GO + Oé) N 2 ((Io + QCV) )

X (exp (ar) —1) +ap + q]

< (exp (ar) - D) exp [_ arn

2

Tom

(ag + 20) exp (ar) + <(ao+a)2 -8 (ao+2a)2+5>

2 (ao + Oé) 2 (ao + 20&)

(ap + 2@)2 + 06
2 (ap + 2a)

ap+1

x exp (ar) — 1] (exp (ar) — 1) = exp

(2.111)

La normalisation des fonctions d’ondes

Va exp (ar) — 1 o+

o) 5 e (F20)),

Ryo(r) = Va BO‘ exp (ar) + ;a + g exp (Owa)}
17 -1
B a f 2 3 27 2 exp (ar) — 1
* B(f«f“) [(5—5) - (a—@ ] ] « oplon) -1
R (4&15 ﬁ) " (2.113)
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Rso(r) = Va |rB (ﬁ_?’ 7) [(40‘ — )2 <9O‘Za5>2r (2.114)

() - (=]

( 3 23 ) 3acexp (ar) — (§ + 555)
|| ———— 2% —a
exp(ar) —1 3a (exp (ar) — 1) 4+ 2«
2 2
3a” exp (ar) — (% + %) (exp (ar) — 1)% exp — (90[6;_ B) 7@2.116)

2.4 Propriétés thermodynamiques

2.4.1 Potentiel de Morse

Pour le e potentiel de Morse, 1’énergie est donnée

ﬁ2
ES) (@) + R(ay) = ~5 [a? — (a +na + a)?]
ﬁ2
= —5- [a§ — af — 2afa (n + 1) — &” (n+1)2] (2.117)

En pose le changement de variable suivant n + 1 = p,

h2
E(7) (@) + R(ar) = 5 [2a0p + ap?] (2.118)

alors

Z(B) = /dpexp (5% (2a0p + ozpz)) (2.119)

2 2
on pose :ﬁzh—ma =0, 2h—m2a0 =7

'eqt(2.119)devient
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Z(B) = / dpexp (0p” +7p) (2.120)

= /dpexp <a <p2 + gp>) (2.121)
2y A
_ B S S 2.122
/ dp exp (0 (p o Pt m T o (2.122)
TV
2 2
= exp (—#) /dpexp <0 (,0 + %) ) (2.124)
7 T
= exXp <—@> —; (2125)
donc
2
ol 2mm
Z(B) = - - 2.12
B e (- 1) - o (2.126)
L’energie interne

h*a?  2mm
U =2 2.127
(67 U) QmOK h262a ( )

L’energie libre

F(B)=—-kTInZz (2.128)

F(B) = —kT l%ﬁ%ﬁ In ;Z;T (2.129)

FB)=—5-——- (2.130)

La chaleur spécifique
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CB)=-%5 (2.131)

h? 2mm
U) = ~3me * 12570 (2.132)
C(B) = hfg;; (2.133)

E{7(a) + R(a) =

h
\/%(n —1) (2.134)

On pose (n—1)=p

Z8) = /eXp< <2a1 - \/%—mp» dp

= exp(—28a,) /exp( \/Z—mp> dp

= exp(—2fa;) x % X exp (ﬁ\/%—mp)
h
= \/ﬂ? X exp [3 (mp - 2a1) (2.135)
Z(p) = % X exp 3 <\/%_mp — 2a1) (2.136)
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L’énergie libre

F=—-kT'lnZ

F=—KTIn (ﬂ — ip — 2a1)

La chaleur leur spécifique C
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(2.138)
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(2.140)

(2.141)

(2.142)



Chapitre 3

Méthode des iterrations

asymptotique (AIM)

3.1 Introduction

L’étude de certains problémes de la physique quantique est souvent ramenée a la
résolution d’équations différentielles linéaires homogeénes du second ordre. Cependant,
il existe plusieurs techniques qui permettent d’obtenir des solutions exactes pour ces
équations. Récemment, une nouvelle approche a été proposée pour résoudre le probleme
de la propagation de la lumiére & travers une dalle inhomogéne & une dimension. Il s’agit
de la méthode des itérations asymptotiques [22, 23, 24]. Dans la section suivante nous

allons présenter un rappel succint de cette méthode.

3.2 Meéthode des itérations asymptotiques (AIM)

La méthode des itérations asymptotiques (AIM) est proposée pour obtenir des solu-

tions exates des équations de second ordre ayant la forme
Y" (2) = X ()Y (2) — 50 (2)Y (x) =0, (3.1)

32



ot A\ () # 0 et sp (z) sont les coefficients de I’équation différentielle et sont des fonctions
définies et supposées suffisamment différentiables.
Dans le but d’obtenir une solution générale de I’équation différentielle, la méthode

consiste d’abord en la dérivée par rapport & = de I’équation (3.1), nous obtenons ainsi
Y" () =M (2)Y'(2) — 51 ()Y (z) =0, (3.2)

avec les nouveaux coefficients \; (z) = \j + A3 + so et 51 (z) = s) + sp\g exprimés en
terme des anciens coefficients.

Nous poursuivons avec la dérivée de I’équation (3.2), ce qui donne
Y (x) = Ay ()Y (2) — 59 (2) Y (x) =0, (3.3)

ol Ag () = A + Mo + 81 et so (1) = s} + spAs.
En prenant la k™ dérivée le 'équation (3.1), nous obtenons finalement 1’équation

suivante

Y8 (1) = Mg (2) Y () — sp_a (2) Y (2) = 0, (3.4)

ol les coefficients de I’équation différenteille sont donnés par les relations de récurrence

suivantes

)\k (l’) = ;_1 + )\k,1A0 + Sk—1,
Sk ({L‘) = S;g—l + 30>\k—17
E o= 1,2,.. (3.5)

Par conséquent, et a partir de I’équation (3.4), nous obtenons la relation suivante

y (k+2) (z) _ Y [Y’ (x) + f\—’ZY (:13)] | 56
YEN@) AL [y @)+ 2 @) Y ()]
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En introduisant maintenant I’aspect asymptotique de la méthode d’itération pour une

valeur suffisamment grande de k, I’équation (3.6) se réduit a la nouvelle équation

y (k+2) (7) Yy (3.7)
Y (k+1) (x) - Ne1 :

Par l'intégration de cette équation, nous écrivons

YD (2) = Cexp { / Ai’“l(s(”;) d:v} , (3.8)

ou C représente la constante d’intégration.
En utilisant les relations (3.5) et 'aspect asymptotique (3.7), 'équation (3.8) prend

la nouvelle forme
YEHD (1) = ONj_y () exp {/ [ () + Ao ()] da:} : (3.9)
La substitution de (3.9) dans (3.4) conduit a I’équation différentielle du premier ordre
Y' (z) + aY (z) — Cexp {/ [ (z) + Ao ()] dm} =0 (3.10)
dont la solution générale est
Y (z) = e~ ) olw)dz {C" + C’/eﬂh(mHAO(z)}d:”} dx, (3.11)

ou C'’ est la nouvelle constante de normalisation.

Enfin, les valeurs de I’énergie sont obtenues a partir des racines de 1’équation

M () sp—1 () = Mgy (2) s () =0,  k=1,2,3,.... (3.12)
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3.3 Equation de Schrédinger pour une particule sou-
mise a un potentiel hyperbolique déformé

L’équation de Schrodinger est I'une des équations de la physique quantique dont la
solution peut facilement étre obtenue par la méthode des itérations asymptotiques. Dans
cette section et pour mettre en oeuvre la méthode des itérations asymptotiques, nous
considérons un systéme quantique constitué d’une particule non relativiste soumise a un

potentiel hyperbolique déformé donné par I’expression

v tanh, (o) +

V(z) = , (3.13)

coshg (o)

ou Vp, a et v sont des constantes positives et ¢ un parameétre de déformation.

L’équation de Schrodinger stationnaire a une dimension relative a ce systéme s’écrit

—h2d* () tanh, () + v
—rev\y g _E
2m  da?

b (z) = 0. (3.14)

cosh? (ax)

Pour pouvoir appliquer la méthode des itérations asymptotiques a ce probléme, nous

procédons au changement de variables

on pose
r = tanh, (ax) (3.15)
avec
1
2
COShq (Oél’) = m (316)
d d dr
- 22 .1
dr drdz (3.17)
et
dv (z) d¥dr
= —— .1
dx dr dx (3.18)
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donc

et

donc

on obtient

Lo ()

dz2  dr

PV (v) 0 (r) (dr)®
de?2  dr? dx

_ sinh, (ax)
~ cosh, (ax)

a (cosh? (ax) — sinh

dr dz

AU d*r

dr da?

(&x))

"= coshz ()

dr=(1- tanhg (az))

X

dx

d’r = —2a” (1 — tanh? (o)) tanh, (az) d*z

d?r
pos = —2a’r (1 — 7“2)
n? [d?W (r) 2 d¥
o | a @ 0 g (P28 (1))

Vo(r+7)(1—=7*) —E]¥(r)=0

avee (1—r2) =(1=r)(1+7r)=0—-7r)21+

h* d*V (r) 2 h? dv
B = G i e e Gy
—[Vo(r+7) (1—=7*) —E]¥(r)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)



donc

d*V () _ 2 (r =)
dr? (1—7)(1+47r)
2m

_I._
a2h2(1—r)*(147r)?

(Vor — Vor® + Voy — Voyr® — E) U (1)

(3.30)

qui permet d’éliminer les fonctions hyperboliques déformés de 1’équation de Schro-

dinger et ainsi obtenir une forme similaire au type d’équations auquel la méthode (AIM)

est appliquable.

Ceci conduit & la nouvelle équation

d* (r)
dr?

dy (r)
dr

:)\0(7”)

+ 80 (1) ¥ (1),

ol Ao (7) et so (r) sont donnés par les expressions

2
Mo (1) = r—ors
0() (T+1)2<T_1)2( )
et
2
s0(r) = v (Vor — Voyr® = Vor® + Voy — E) .

a2h? (r41)% (r —1)°

Le spectre de I’énergie est obtenu en calculant les racines de 1’équation

Me—1 (1) 8k (1) — N (1) $g—1 (1) = 0.

" (r) = Aoy’ (r) + Sovb (7)
ol Ao (1) et Sp () sont donnés par les expressions

2 3
Ao (1) = r+ 12 (r 1) (T_T)
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(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)



et
2
So (1) = Vor — Voyr? = Vor + Voy — E 3.37
o) = e Vo T Ve e+ Yoy — B) (3.37)

avec (r+1)2 (r —1)> = (r2 = 1%t (r — %) = —r (12 — 1)

dériver I’équation (3.35)nous trouvons
" (r) =M’ (r) + Sivp (1) (3.38)

avec Ay = Ay + A\j + Sp et Sy = SoAg + 5}

ol A () et S (r) sont donnés par les expressions

2
A (7‘) = m (TQ + 1) + 22 + 5 (‘/07" — ‘/I)’}/’I“Q _ ‘/br3 + Voy — E):| (339)
on pose 3 = (Vor — Voyr? — Vor3Vyy — E)
donc
2 ) , 1

A (r) = 17 (r+1) +2r* + L (3.40)

et
1
Si(r) = a2 (r? — 1)2 [(5Vor* — 4Voyr® — 3Viyr® + 2V — Er)  (341)
4r
M) (Vor — Voyr® = Vor® + Vory — E)]

on pose § = (5Vort — 4Vyryrd3 — 3Voyr + 2Vy — Er)
et B = (Vor — Voyr? = Vor® + Voy — E)

donc

1 4r
Sl (7’) = ——1)2 |:(5 + (72 — 1)ﬁ:| (342)

a2h? (7”2 _
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Calculer ’énergie

A1 (r) So (1) — Ao (1) Sy (r) =0 (3.43)
0= T f P {(r2 +1) + 27 + aWﬁ}
<a2h2 <52 1)25> 1 ilf =)
(gl ew
donc
2

R (e o) I

(3.45)

o2h? (r2 —1)*

A ce niveau il est important de noter qu’a chaque itération, I’équation (3.34) qui
donne les énergies F, dépendra de F et de r. C’est pourquoi toutes valeurs de r racines

de I’équation (3.34) qui donne un spectre divergent sont & écarter.

3.4 Equation de Schrédinger pour une particule dans

un potentiel diatomique déformé

Dans cette section, nous proposons de I’équation de Schriodinger relative & un systéme
quantique constitué d’une particule soumise a un potentiel diatomique déformé[26, 27).

Il s’écrit sous la forme

aexp(~g) . Bexp(=g)

V() =- r 2
( ) 1—gexp (—5) (l—leP (_£)>

, (3.46)
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ol « et [ sont des constantes positives, a la portée du potentiel et ¢ un parameétre de
déformation..

La partie radiale de I’équation de Schrédinger pour ce potentiel dans le systéme d’unité
h = =1 prend la forme

d2 Rnl (’f‘)

dT’2 + 2 [Enl — ‘/eff] Rnl (7’) = 0, (347)

ot le potentiel efficace V¢ est donné par

B aexp (1) N Bexp (—1) [(1+1)
oo (D) (1gew (o) 7

Vers (r) =

ol [ est le nombre quantique orbitale.
Pour contourner la difficulté que présente le terme centrifuge, et pour donner une

solution analytique pour n’importe quelle valeur de [, nous utilisons I’approximation

~
~

e 7 (3.49)
re @ (1—qexp(-1))

1 gexp(—£)

Maintenant, pour ramener l'équation (3.47) au type d’équation donnée par (3.1),

nous posons le changement de variable

1
Y= m (3.50)

et on définit ainsi la nouvelle dérivée

Py Pyt (142 d (3.51)

dr? a? dr? a? dy

En utilisant les quatres dérniéres equations, nous obtenons la I’équation

2 d? Ry (y)
dy?

anl (y)

+y(1+y)(1+2y) 2y + (A+ By + Ly*) Ry (y) =0, (3.52)

(1+y)y
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ol nous avons introduit les nouvelles constantes

= 2a*(E —a),
= L —2ad?,
L = —28a®>—-1(+1). (3.53)

Enfin, en posant
y(1+y) (1 +2y)
(1+y%)y?

Ao (y) = (3.54)

et
(A+ By + Ly?)
(1+y2)y?

nous obtenons la forme de ’équations (3.1).

(3.55)

so(y) =
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Chapitre 4

Particule de Klein-Gordon dans des

potentiels vecteur et scalaire de

Hulthén modifié

4.1 Introduction

Dans la physique de nucléaire et la physique des hautes énergies, I'un des problémes in-
téressants est d’obtenir une solution exacte des équations de Klein-Gordon[38], de Duffin-
Kemmer-Petiau [41] et de Dirac[42] pour n’'importe quel systéme en interaction. La so-
lution exacte de I’équation d’onde est trés importante car la fonction d’onde contient
toutes les informations nécessaires concernant le systéme quantique a ’étude. Il convient
de mentionner que la plupart des contributions figurant dans la littérature sont concer-
nées par les états s. Toutefois, pour les états [ , on peut seulement résoudre en utilisant
une approximation du terme centrifuge. Un certain nombre de méthodes ont été uti-
lisé pour résoudre les équations d’onde exactement ou quasi exactement pour le nombre
quantique [ # 0 . Lorsqu’une particule se trouve dans un champ de potentiel fort, on
doit considérer l'effet relativiste. Récemment, la généralisation des solutions des équa-

tions d’ondes relativistes et non relativistes, aussi avec des potentiels différents dans le
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cas de la masse constante au cas de la masse dépendant de la position est devenue treés
attractive. Ces solutions sont trés utiles pour étudier les propriétés de certains systémes
physiques dans des nombreux domaines, tels que la physique des semi-conducteurs, les
liquides quantiques et la physique de plasmas. En outre, les descriptions des systémes
non relativistes et relativistes de masse dépendante de la position ont récemment recu
beaucoup d’attention aussi. Des nombreux auteurs sont utilisés des différentes méthodes
pour résolution des équations de Schrodinger, Klein-Gordon et de Dirac[30, 31], ou la
résolution est partielle ou exacte, pour différents potentiels ol la masse variable ayant
une fonction de distributions dans tous les cas de 1,2.. D dimensions, tels que les poten-
tiels de type exponentiel, le potentiel coulombien, les interactions scalaires de Lorentz,
les potentiels de type hyperbolique, le potentiel de Morse, le potentiel Poschl-Teller , les
potentiels de Coulomb et harmoniques, les potentiels de type Kratzer modifiée et Morse
rotationnel corrigée et le potentiel de Mie-type et pseudoharmonic. Aussi I’étude des po-
tentiels de type exponentiel a attiré beaucoup ’attention de nombreux auteurs a la fois en
mécanique quantique non relativistes et la mécanique quantique relativiste, comprennent
le potentiel Manning-Rosen, le potentiel de type Eckart, de type exponentiel multipara-
métriques et d’autres. Le potentiel Hulthén est 'un des potentiels & courte portée qui a
été étudié en physique. Ce potentiel a des applications dans différentes branches de la
physique comme la physique atomique, nucléaire et de la physique de haute énergie,la
physique du solide et chimie physique .Le potentiel Hulthén a été étudié par certains

auteurs dans les deux cas de la mécanique quantique non relativistes et relativiste.

Dans ce chapitre, nous tentons de trouver par ’approche des intégrales de chemin les
états liés d’un system quantique constitué d’une particule relativiste, sans spin, de charge
(—e) et de masse M dépendant de la position, sous 'action d’un champ central représenté

par un potentiel vecteur V,(r) et un potentiel scalaire S,(r) de Hulthén modifiés.
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4.2 Potentiels vecteur et scalaire de Hulthén modi-
fiés
Les potentiels vectaur et sclaire de Hulthén modifiés sont donnés par les expressions :

Vi S
Vy(r) =Vo— ———,8,(r) = So — ——

e —q e —q’

(4.1)

ou Vy, V1,50, S1 et a sont des constantes réelles et positives et ¢ est un parameétre de
déformation qui peut prendre des valeurs réelles quelconques. Lorsque le parameétre de
déformation g est négatif, les potentiels (4.1) décrivent une forme générale du potentiel
de Hulthén. Ils sont trés utiles dans plusieurs branches de la physique. Pour ¢ = 1, les
potentiels (4.1) se réduisent aux potentiels de Hulthén standard [29], dont la solution,
a travers la résolution de I’équation de Klein-Gordon associée aux ondes s [43] ,dans le
méme cadre, nous pouvons mentionner également le travail sur le potentiel S,(r) aussi
sur V,(r) par la méthode de Nikiforov-Ouvarov et dans le cadre des intégrales de chemin
[44], a été obtenue depuis longtemps. Dans ces derniers temps, les potentiels(4.1)ont
été analysés au moyen de déférentes méthodes. Nous pouvons citer, a titre d’exemple, la
résolution de I’équation de Duffin-Kemmer-Petiau [41]. De plus, les solutions de I’équation
de Klein-Gordon relatives aux états liés avec les potentiels vecteur et scalaire(4.1) ont
été obtenues a 1’aide de ’approche de la supersymétrie en mécanique quantique et par
la méthode d’itération asymptotique, pour les ondes s, c’est & dire, pour le moment
angulaire [ = 0, et en mécanique quantique standard pour les ondes [ en utilisant une
approximation particuliére pour le terme centrifuge .

En revanche, en cas de couplage fort, il est trés important de comprendre les effets
relativistes sur la masse d’une particule qui se déplagant dans un champ du potentiel de
Hulthén. la résolution du probléme de la masse efficace spatialement-dépendante de la
position est muni au choix de la variation de la masse, déférent formes de la masse ont
utilisés avec plusieurs potentiels, dans notre probléme en choisissant la fonction de masse

suivant la forme dans [38] mais seulement notre distribution est une forme généralisé, car
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elle dépend aussi le parametre de déformation ¢ , et donnée par :

—Qar

e
M(T’) = MO+M1W

Dans le paragraphe qui suit, nous allons décrire briévement I'intégrale de chemin en
coordonnées polaires pour la fonction de Green associée & une particule chargée sans
spin en présence d’un potentiel vecteur et d’un potentiel scalaire qui possedent la symé-
trie sphérique. Dans le troisiéme paragraphe, nous présentons 1’évaluation de I'intégrale
de chemin pour les potentiels de Hulthén généralisés (¢ > 0) en distinguant deux cas :
0<g<letq>1.Lorsque g > 1 et élnq < r < oo , nous montrons que la fonction
de Green radiale relative aux potentiels en question pour un état de moment cinétique
orbital [ se raméne a la fonction de Green pour le potentiel de Rosen-Morse g-déformé en

2 ar
utilisant comme approximation du terme centrifuge——— et en appliquant la tech-

ar _
nique de transformation spatio-temporelle. L’expressif)n analytique du spectre d’énergie
et les fonctions d’onde correspondantes avec un facteur de normalisation correct pour
[ quelconque sont obtenues.Pour0 < ¢ < 1 , la fonction de Green radiale avec | = 0
relative aux potentiels (4.1) dans U'intervalle |0, +o0] est transformé en celle du potentiel
de Rosen-Morse g-déformé qui est défini sur la demi-droite |5-In(1 — ¢), +oo[ .Dans ce
cas, nous calculons la fonction de Green en utilisant une perturbation représentée par une

fonction § de Dirac. Les poles de la fonction de Green donnent une équation transcendante

qui permet de connaitre les niveaux d’énergie discrets du systeme physique.

4.3 Construction de l’intégrale de chemin

Considérons la fonction de Green correspondante & I’équation de Klein-Gordon pour

le probléme d’une particule sans spin sous ’action des potentiels (4.1)
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(P —eA)? — (S + M)?|G(a",2') = §* (2" — o) (4.3)

ou eA = (V‘%T)) et M est la masse dépendante de la position (I1.2), d’une particule de
charge (—e) dans 'espace-temps de Minkowski muni de la métrique g, = diag(1, —1, -1, —1)
. Pour résoudre ce probléme, nous partons de la représentation intégrale de Schwinger[36]

qui consiste a écrire formellement la fonction de Green comme suit :

G(2"; ) 21 / dA (2| exp {% (P —eA)” — (S, + M)?] A} ') (4.4)

!

Tant que les potentiels (4.1) sont du type Hulthén, nous avons un systéme a symétrie
sphérique qui peut étre convenablement décrit en coordonnées polaires. La fonction de

Green peut étre développée en ondes partielles

1 = (20+1
G(?Ha t/,; ?/7 t’) = Z( + ) Gl (r”7 t”; T/, t/>Pl (COS 6) (4'5)

rir! pre 4

ou la fonction de Green radiale est donnée par

I(1+1)

r2

?

{—Pf +(Py— V)% — — (S, + M)Q} A} 1’ t)

(4.6)

N |

1 o
Gi(r" t":r' ) = ?/d/\ (r'" " exp{
i
0

et P, (cos ©) est un polynome de Legendre de degré [ en cos © avec cos © = cos 0" cos ' +
sin 0" sin 0’ cos(p” — ). Suivant la référence [32], nous pouvons exprimer comme une

intégrale de chemin sous la forme discréte par rapport au pseudo-temps s’ ,

(e o]

1
Gi(r", " 1" 1) = Z/dS/Pl (", "', 1) (4.7
0

ol le propagateur transformé est donné sous la forme canonique compacte par
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P, (r",t”;r’,t'; S,) _ fR(T”)fL(T,)
x (1", "] exp {%S/fL(T) [_PT? + (P — Vq)2
l(l + 1)

w+Mﬂmu%rw

= /Dr )Dt (s /DP DPD)

X exp z/ {—Prr + P0t§fL(r)><

0

(=724 (P = Vo)? = M55 — (S, + M)?) fr(r)] ds'} (48)

sous forme discrete, il s’écrit

N

PI(T’H,t”;T,,t’;Sl) = fr ( ” fL hH;o H

Frd(P);d PO)J
xhl A

J=1

/rjdt]
0

N+1

exp ZAJ (4.9)

dans lequel nous avons introduit les fonctions régulatrices fr(r) et fr(r) définies par

Kleinert [32] :

fr) = frlr) fulr) = F720) () (4.10)

o A est le paramétre de dédoublement. L’intégrale de chemin (4.8) comprend 'action

élémentaire
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. Eg
AL = = (B A+ (Ro); Aty + = firy)

[— (P2 4 ((Fo)y = Vafry)) = "S5 — (S, ) + M(ry)? | Fnlry-(111)

€ al ds' dr d € A
s[ pu— pu— pu— ; T = T =
N + 1 fL(Tj)fR<Tj—1) N + 1

Remarquons d’abord que les intégrations sur les variables ¢; dans l'expression (4.8) pro-

(4.12)

duisent N distributions de Dirac § ((PO) i — (o), +1) n,. Par la suite, aprés intégration

sur les (F); nous trouvons

(P0)1 = (PO)z = = (PU)N+1 =EB (4-13)
L’intégrale de chemin représentée par le propagateur P, (r”,t"; 7', t'; \) se réécrit alors

+oo
1
R ) = o [ABes WE (W - O)RGS) (1)
™

ol le noyau est donné par

N ® N+ld(Pr>- N+1 '
P = a0 Jim (T[] < (I G [P (45)
7=1 0 j=1 Jj=1

avec action élémentaire

. Egl
Ay = = (B); Ary 4 - fulry) X

— (B)] Ay + (B = V(ry))* = 552 = (S, () + M(?‘j))g] fr(rj-1) (4.16)

J
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En substituant (4.13) dans (4.16), nous remarquons que le terme dépendant du temps t
ne contient pas la variable pseudo-temporelle s’. Donc, nous pouvons réécrire la fonction

de Green partielle (4.7) sous la forme

“+o00

1
G (", "5 1) = o / dE exp iB (" t')] Gy (r",7') (4.17)
T
ou
1 o
G (") = 2—/ds’Pl (r" r'; s (4.18)
T

Afin de simplifier le calcul du noyau P, (r”,7’;s") , posons le paramétre de dédoublement
A =1, c’est a dire, nous choisissons un développement de ’action et de la mesure autour
du point moyen puisque le résultat final ne dépend d’aucun point [32]. Alors, en intégrant

par rapport aux variables (P,) ; » nous obtenons

/A M i OO—
B (') = ines #, 1_:[/ 2imey f(r;)

N+1 ) )
i) 2 _ Vi I(1+1)
X exp {ZZ [268, f(ﬁ)f(rj_l) + 5 ((E Vo + pr q) + 7»]2.

_ <SO — - Sl . + M, + Ml ) f(?"j)f(rjl)] } (419)

Cette intégrale de chemin (4.18) dépend du parametre réel arbitraire de déformation ¢
et ne peut pas étre évaluée exactement a cause de la présence d’un terme centrifuge dans
I’expression de I'action lorsque nous nous intéressons a 1’étude des ondes [ . Cependant,
il a été montré[44] que Pexpression % peut étre employée comme une trés bonne

approximation du terme 5 centrifuge lorsque le parametre ¢ > 1 et ar < 1. Nous allons

aborder dans ce qui suit le calcul de la fonction de Green (4.17) en distinguant deux cas.
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4.4  Validité de l'approximation du terme centri-

fuge :

Examinons maintenant la condition de validité de cette approximation. pour ¢ > 0,

on réécrira

sous la forme

goe™ a
(eer —q)*  4sinh? |

(Sl
—
=3
R [~
—
=
ES)
SN—"
—_

et pourar—Ing<1,ona

qgae” 1 o'

R — — — 00 lorsqueqg>1
(ear — ¢)? (r—1ln q)2 12 1~ 1mg

Dans le cas contraire ot ¢ < 0 , on peut réécrire

qa26ar Oé2

(eor — q)* ~ 4cosh? 15 (r+ 2In(=q))]

et si on suppose a 7 +In(—¢) < 1, on obtient

2 ar
qoce o 1

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

A partir des équations (4.22) et (4.24), on voit clairement que Iapproximation (4.20)

peut étre appliquée uniquement dans le cas ot g > 1
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4.5 Fonction de Green et équation du spéctre de
I’énergie

Lorsque le parameétre de déformation g est positif, les potentiels (4.1) représentent
des formes mofifiées du potentiel de Hulthén [29]. Si 0 < ¢ < 1, la masse variable(4.2) et
les potentiels (4.1) sont continus sur tout U'intervalle R mais, si ¢ > 1, ils ont une forte
singularité au point r = rg = iln (q) , créant une barriére impénétrable, et dans ce cas,
nous avons deux régions distinctes, 'une est définie par Uintervalle|0, o[ et 'autre par
'intervalle |rg, +00[ . Ceci nous conduit & construire la fonction de Green radiale (4.17)
par 'intégrale des chemins dans chaque cas. Dans ce travail, nous nous limitons au cas
g>letrg<r<+oo.

Afin de construire 'intégrale de chemin pour un état de moment cinétique orbi-
qa2ear
(ev7—q)*

contenu dans le terme centrifuge et nous effectuons ensuite la transformation spatiale r

tal [, nous remplagons d’abord TLZ par comme une approximation du facteur

€|rg, +00[— £ €] — 00, +00| définie par

r= éln lexp (2a€) + ¢] (4.25)

accompagnée de la fonction régulatrice appropriée

exp (2a€)

coshg (af) =" 20

fr(€) =

et sous ces transformations, le noyau (4.18) devient
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PP 0k 4 () I o e U
Plr.ris) = [cosh, (az") coshy (o ')]Z&T}’Ogl [2”55’} [gl/dgj

§
N+1 ) N\ 2 "
1 g 29
X exp {ZZ 2y 8551 [(?) - 5?
Eg X 1/2

2

v 2 2 1 2 2

St 4B 5 —ega® (S I+ 1
2 (q2 " B)coshg(ozﬁj) e <92 : ( ))

(Z—z — 2+ 101+ 1)) tanh, (agj)l } (4.27)

ol les paramétres, yu, 5 et v sont définis par

- 1\/E Vo) — (So + My)%: 0 :—\/v My)?: (4.28)

B = a\/2v1 (E — Vo) + 2 (Mo + So) (M — Sh);

Dans les équations (4.26) et (4.27) , nous avons utilisé les fonctions hyperboliques dé-

formées introduites pour la premiere fois par Arai [33]

sinh, x

1
(e" — qe™") , coshyz = 5(6’” +qe "), tanh, z = (4.29)

N | —

sinh, x =
cos hyx

oll ¢ est un parameétre réel.
Notons que le terme en (A¢,)* apparaissant dans 1’action contenue dans le noyau (4.27)
contribue de fagon significative a l'intégrale de chemin. Il peut étre estimé en utilisant la

théorie des perturbations et remplacé par

(a6 = [ aae)oe) (i) en @] = s
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Le changement de variables u,, = af, et ¢, = a’cy nous permet de mettre la fonction

de Green ,(4.18) pour les états [ , sous la forme

"noJ 1 " INE: "ot
Gi(r",1') = = L) F ()] G (W00 ) (4.31)
et
Gl (W ' By = z/ do exp(iEyo) Py (u” o' 0) (4.32)
0
avec
E=- 2+V—2+l(z+1)+1 (4.33)
| — 2 q2 4 .
et
o uQ
Pl ', ) = [ Dur)espli [ 15 = Viygolr) (4:34)
0

est le propagateur associé au potentiel de Rosen-Morse [28] (ou potentiel de Poschl-Teller

modifié général) défini en termes des fonctions hyperboliques déformées ainsi

B
Vi (1) = Aptanh q(u) — m; ueR (4.35)

Ici, nous avons poséz

AzZ/f—z—;—l(l‘Fl)—%;

1 . (4.36)
B=gqu*+% +8 -1

Puisque la solution exacte de (4.32) est bien connue, nous pouvons donc écrire directement

le résultat[46]
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D(M; — )T (I + My + 1)

G //’ /’E —
rar (0 ) = e DM — 3 + 1)

1 — tanh o’ My 4 My 1 —tanhu” my+my, 14+ tanho' m-my 1+ tanho” My~

I e e e IR

1 +tanh|q‘ U,
XoFy(—=lg + My, lg+ My + 1, My — My + 1; #)
(] ' 1— tanh|q‘ U,
o Fy ( E+M1alE+Ml+1>M1+M2+17—2 ) (4.37)
ol nous avons utilisé les abréviations suivantes :
lp=—%+ (& +2Epp)2;
v2 2
Epr = %(q_z % +p2) — 3_12§ (4.38)
M, :H+5li+%7Mz—M—5li 2
avec
1 V2 1
O = —— L+ 4/ — [+ = 4.39
I+ 5 p + (I + 2) (4.39)

Dans la suite, nous devons prendre d; = d;, , pour éviter la chute de la particule sur le
centre[47]. Compte tenu des relations entre les variables r, £ et u, la fonction de Green
radiale Gy (17, ry) associée aux potentiels(4.1) , pour ¢ > 1 et dans l'intervalle |ry + oo

est alors donnée par

1 T'(My—1g)l(l M, +1 'y
Gl(T”,T/) _ = ( 1 E) (E+ 1+ ) (q26—a(r+r ))
O[F(M1+M2+1)F(M1 —M2+ ].)

" / My —Ma+1
(1= e )(1 = ge=" ) —

><2F1(_ZE + Ml,lE —|—M1 + 1aM1 — ]\42 + 1’ 1 — qe—ar’)

My +My
2

><2F1(—ZE+M17ZE+M1+1,M1+M2+1;q€_wu) (4.40)

le spectre d’énergie s’obtient a partir des poles de la fonction de Green qui se présentent

54



lorsque My — lg = —n, , dans la fonction d’Euler T' (M; — lg) ou n, = 0,1,2,... Ils sont

donnés par I’équation

B2 —q(ne+1)°+ 2n, + 1) 8 +1(1+1)]
2q(n, + 6, + 1) '

(4.41)

€n,.l =

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons calculé, par les intégrales de chemin, la fonction de
green relative & une particule soumise a un potentiel vecteur et un potentiel scalaire
de type Hulthén modifiés (potentiels a cing parameétres) généralisant plusieurs systémes
quantique. Il est trés important de comprendre les effets relativistes sur une particule
se déplacant dans un champ de potentiel,en cas de couplage fort. C’est pourquoi nous
avons choisi de traiter le probléme avec une masse variable et plus précisément une masse
dépendant de la position. Cette considération permet une généralisation de I’étude du
probléme. Ensuite, et pour contourner la difficulté que présente le terme centrifuge, nous
avons introduit une approximation qui n’est valable que pour ¢ > 1. Ceci nous a permis
de donner une solution analytique du probléme pour n’importe quelle valeur de [. Il faut
noter que cette démarche de calcul de la fonction de Green en utilisant I’approximation

du terme centrifuge est largement appliquée dans le cas des potentiels centraux.
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Chapitre 5

Conclusion générale

Dans ce présent travail, nous avons présenté ’étude de quelque systemes quantiques
relativistes et non relativistes avec des differents méthodes et formulations. Le choix de
la technique & utiliser dans la résolution des équations de la physique quantique est dicté
par la nature du systéme étudié du point de vue interaction, autrement dit, du potentiel
auquel est soumis le systéme en question. Ainsi, dans le cas des potentiels qui se pré-
sentent sous une forme mathématique complexe, la technique de la mécanique quantique
supersymétrique est plus adptée car elle permet d’avoir une forme beaucoup plus simple.
Quand il s’agit de potentiels qui conduisent a une forme particuliére de I’équation dif-
férentielle, a savoir une équation linéaire du second ordre dont la solution s’exprime en
termes de certains polynémes orthogonaux, la méthode des itérations asymptotoiques est
plus utilisée. Enfin, la formulation des intégrales de chemin, méme si elle peut paraitre
plus compliquée d’un point de vue mathématique, elle la plus adaptée a tout les problémes
de la physique quantique & un grand nombre de degrés de liberté car ell permet d’avoir
des résultats plus exactes. Dans la premiére application, nous avons choisi de résoudre
I’équation de Schrodinger relative a deus potentiels afin de calculer les fonctions d’onde
et le spectre de I’énergie ; il s’agit du potentiel de Morse et du potentiel de Hulthén. Nous
avons aussi déterminer quelques propriétés thermodynamiques de ces systéme. Pour la

deuxiéme application, nous avons choisi de résoudre ’équation de Schrodinger relative
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a un potentiel hyperboliqur déformé par la méthode des itérations asymptotoiques. Les
équations qui donnent les fonctions d’onde ainsi que le spectre d’énergie sont obtenues.
Enfin, la derniére application concerne ’étude d’une particule relativiste soumise a un
potentiel vecteur et un potentiel scalaire a cinq parameétres et avec une masse variable
par le formalisme des intégrales de chemin. ils s’agit d’une forme modifiée du potentiel
de Hulthen. Dans ce cas, nous sommes contentés de donner ’expression de la fonction de

Green sous une gorme compacte ainsi que ’équation qui donne le spectre
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Résumé

Dans ce présent travail, nous avons donné une étude variée de certains
problemes de la physique quantique du point de vue technique de résolution.
Dans le contexte de la mécanique non relativiste il s’agit de la résolution de
I’équation de Schrodinger quelques systemes quantiques mettant des potentiels
largement utilisés dans la description des interactions nucléaires, atomiques,
interatomiques et moléculaires. Pour obtenir les fonctions d’onde ainsi le spectre
d’énergie nous avons utilis€ la technique de la mécanique quantique super
symétrique, la méthode des itérations asymptotiques. Enfin, dans le contexte
relativiste la formulation des intégrales de chemin a été utilisée. Les fonctions
d’onde et le spectre de 1’énergie pour chacune de ces méthodes ont été obtenus.

Abstract:

In this present work, we have given an varied study of some problems of
quantum physics from the technical point of view of resolution. In the context of
non-relativistic mechanics, this is the resolution of the Schrodinger equation,
some quantum systems putting potentials widely used in the description of
nuclear, atomic, interatomic and molecular interaction. To obtain the wave
functions thus the energy spectrum we used the technique of super symmetric
quantum mechanics, the asymptotic iteration method. Finally, in the relativistic
context, the formulation of path integrals has been used. The wave functions and
the energy spectrum for each of these methods have been obtained.
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