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Introduction Générale

La théorie du contréle analyse les propriétés des systemes commandés. c’est-a-dire des
systemes dynamiques sur lesquels on peut agir au moyen d’une commande (ou contréle). Le
but est alors d’amener le systéme d’un état initial donné a un certain état final.

Du point de vue mathématique, un systeme de controle est un systéme dynamique dépendant
d’un parametre dynamique appelé le contréle. Pour le modéliser, on peut avoir recours a des
équations différentielles intégrales, fonctionnelles, aux différences finies aux dérives partielles,
stochastiques, etc. Pour cette raison les théories du controle sont des fonctions ou des pa-
rametres, habituellement soumis a des contraintes.

Le contréle optimal occupe une place importante dans la théorie du contréle et constitue un
domaine difficile. Il consiste a trouver une politique de controle qui dirige le systéme d’un état
initial & un état final et qui minimise les performances données.

Notre mémoire est divisée en deux sections importantes 'optimisation statique et I’optimisa-
tion dynamique : le mot ”dynamique” est le plus souvent utilisé lorsque le temps intervient,
i.e. qu'un systeme évolue, qu’il faut prendre des décisions a diverses étapes de cette évolution,
et que ces décisions auront une influence sur tout le futur. On parle alors de commande op-
timale qui peut étre & nouveau déterministe ou stochastique. Pour étre plus précis, dans une
formulation déterministe, le mot ”dynamique” implique que I’on manipule des ”trajectoires” :
les ”commandes”, comme les variables de décisions, les états du systeme,...., sont des objets
indexés par le temps. a I'inverse, si on se place dans des situations dynamiques et en présence
d’incertain, on entre le plus souvent dans le monde de la commande en boucle fermée ou en
feedback, ou 'on a intérét a prendre les décisions & chaque instant au vu des observations
disponibles jusqu’a cet instant.

Controlabilité : Un systéme de controle est dit controlable si on peut 'amener (en temps fini)
d’un état initial arbitraire vers un état final prescrit. Pour les systémes de controle linéaires
en dimension finie, il existe une caractérisation tres simple de la controlabilité. due a Kalman.
Pour les systemes non linéaires le probleme mathématique de controlabilité est beaucoup plus
difficile.

Dans les années 80, George Adomian (21 mars 1922 - 1996) un mathématicien américain
a proposé une nouvelle méthode pour résoudre les équations différentielles et aux dérivées
partielles linéaires et non linéaires, la technique utilisée est une décomposition de 'opérateur
non linéaire en une série de fonction, chaque terme de cette série est un polynéme généralisé

appelé polynéme d’Adomian La méthode de décomposition consiste a calculer les solutions
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des équations sous la forme d’une série infinie convergente vers la solution du probléme donné
(Abbaoui,cherrault ) [25,1]

Ainsi notre mémoire se compose de quatre chapitres :

Le premier chapitre contient I'outil mathématique dont on aura besoin dans la suite. On
présente des rappels sur I'analyse convexe et fonction convexe ainsi que les concepts de la
programmation mathématique et les conditions d’optimalité.

Le deuxieme chapitre, nous donnons une étude de la commande optimale des systemes dyna-
miques, et nous présentons la notion de contrélabilité pour les systéeme linéaire autonome et
non autonome et on a aussi parle sur I’ensemble d’accessibilité, a savoir le principe de Pontrya-
gin et la programmation dynamique. et on a présenté deux types de méthode numérique pour
résoudre le probleme de controle optimal : les méthodes directs et les méthodes indirectes.
Ces méthodes peuvent traiter un probléme de controle optimal plus général qui cherche par
exemple & minimiser une fonction .

Le troisieme chapitre on donne ’explication de la méthode décompositionnelle d’Adomian

défini avec calcule les polynémes d’Adomian, et la définition des solutions sous la forme d’une

Z Upt"

n>0

série

la résolution d’équation différentielles par la méthode d’Adomian résolution des systémes
d’équations différentielles par méthode de décomposition d’Adomian, est appliqué pour résoudre
quelques problemes et combinaisons par des solutions directes. En donnant les théoremes de
convergence de la série d’Adomian.

L’utilisation de la méthode d’Adomian pour la résolution des équations d’état d’un systeme
controlé permet de transformer le critére a optimiser en un critere explicitement dépendant
des controles.

La méthode d’Adomian est basée sur la décomposition de la fonction inconnue sous forme
d’une série dont les termes sont définis de manieére récurrente en utilisant les polynémes d’un
type particulier : les polynémes d’Adomian. La solution est obtenue sous la forme d’une série
tronquée. L’idée originale consiste a ramener une fonction de R” a une fonction définie sur R.
Et le dernier chapitre est consacré a la résolution d’un probléme de controle optimale avec la
méthode de paramétrisation du vecteur de controle qui transforme le probleme d’optimisation
dynamique en un probléme d’optimisation statique.

L’objectif de ce mémoire est de présenter des techniques d’analyse de probleme de controle
optimal linéaire et non linéaire. On présente notamment le principe du maximum de pon-
tryaguin et la théorie d’Hamilton-Jacobi. Un chapitre est consacré aux méthodes numériques
en controle optimal (les methodes directes, indirectes). et aussi on a présente la methodes de
décomposition d’Adomian.

Enfin, un conclusion générale résume tous les résultats importante obtient dans le cadre de

ce travail.



Chapitre 1

Optimisation statique

1.1 Rappels

Définition 1.1. (Minimum et maximum)

Soit une fonction f :.S — R™. Alors

1. On dit que z* € S est minimum local si :
f(x*) < f(x),Vo € v(z*).

2. On dit que z* € S est minimum global si :
f(z*) < f(x),Vx € S.

3. On dit que * € S est maximum local si :
f(x*) = f(x),Vr € v(x*).

4. On dit que z* € § est maximum global si :

f@®) = f(x), Ve € S.

Définition 1.2. (Matrice Hessienne)
En mathématique, la matrice Hessienne (ou simplement la Hessienne) d’une fonction numérique
f est la matrice carrée, notée Hy, de ces dérivées partielles secondes.

Plus précisément, étant donné une fonction f a valeurs réelles.
R — R

(X1, ey @) —> f(21, 00y ).

et en supposant que toutes les dérivées partielles secondes de f existent.

Le coefficient d’indice 4, j de la matrice Hessienne de f est vaut :

82
(H)()es = o1

10



CHAPITRE 1. OPTIMISATION STATIQUE

En d’autres termes,

2°f o*f _oif
ax% Oxr10xy T O0x10xn
O*f o2f 2
Ox20x1 8:15% """" O0x20xn
Hj(z) =
oy _F 2%f
0xndry  Oxndxy 77777 ox2

Classification des matrices :

Définition 1.3. :
Soit A une matrice carrée symétrique d’ordre n et 27 transposée de x.

On dit que :

1. A est semi-définie positive si :
T Az >0, Ve R

2. A est définie positive si :
2T Ax >0, Vx#0, Vo e R

3. A est semi-définie négative si :
zT Az <0, Ve R

4. A est définie négative si :
xTAx <0, Vx#0, Vo e R

5. A est indéfinie si il existe x et y € R™ tel que :
2T Az > 0et yT Ay < 0.

En évidence critere des valeurs propres.

Théoréme 1.1. :

Soit A une matrice carrée symétrique

1. A est définie positive si toutes ses valeurs propres sont strictement positives .

2. A est semi-définie positive si toutes ses valeurs propres sont positives ou nulles, dont

une au moins nulle.

3. A est définie négative si toutes ses valeurs propres sont strictement négatives.

4. A est semi-définie négative si toutes ses valeurs propres sont négatives ou nulles, dont

une au moins nulle.

11



CHAPITRE 1. OPTIMISATION STATIQUE

Application a I’étude des points critiques

La matrice Hessienne permet de déterminer la nature des points critiques de fonction f,
c-a-d un point critique peut étre :

— Un minimum si la matrice Hessienne H associée & f est définie positive.

— Un maximum si la matrice Hessienne H associée a f est définie négative.

— Un point selle si la matrice Hessienne H associée a f est indéfinie.

1.2 Analyse convexe

1.2.1 Introduction

L’objectif du cette section est de présenter les résultats fondamentaux et des notions
de base de ’analyse convexe qui nous seront utiles pour étudier les problemes d’optimisation

et les algorithmes qui les résolvent.

1.2.2 Définition et premieres propriétés

Définition 1.4. (Segment)

Soient x1,xo € R", on appelle segment I’ensemble noté est défini comme suit :
[z1, za]={Ax1 + (1 — N)x2, A €]0, 1[}(ferme).

Jx1, xa[={Ax1 + (1 — N)x2, A €]0, 1]} (ouvert).

Définition 1.5. (Ensemble convexe)

Un ensemble S dans R" est dit convexe si :

Vai,xe € S, VA €]0,1], A1 + (1 — AN)ag € S.

Autrement dit, un ensemble convexe contient le segment tout entier [x1, xo] joignant deux de

ses points 1, Ts.

J

FIGURE 1.1 — Ensemble Convexe et non convexe.

Définition 1.6. (Combinaison convexe)

Un vecteur X € R™ est dit une combinaison convexe des vecteurs x1,Zo,...,Tm € R si il

12



CHAPITRE 1. OPTIMISATION STATIQUE

existent des nombres réels A1, Ao, ..., A,y tel que :
m

m
X = Z)\,Il, )\z > 0, 1= 1,...m, Z)\l =1.
=1 i=1

Remarque 1.1. Si m=2, on retrouve la définition précédente (définition (1.5)).

Théoreme 1.2. :
Un ensemble S C R™ est convexe si seulement si toute combinaison convere de m points de

S appartient a S.

Théoréme 1.3. :

L’intersection d’un nombre fini ou infini d’ensembles convezxes est convezes.

Théoréeme 1.4. :
Soit S un ensemble convexe. Alors le produit oS, ou « est un nombre réel, est un ensemble

convexe.

Théoréme 1.5. :

La somme S = S1 + Sy de deuzx ensembles convexes, est S1,S2 C R" est conveze.

Définition 1.7. (Enveloppe convexe)
L’enveloppe convexe d’un ensemble arbitraire S de R" est le plus petit convexe (au sens de

I'inclusion) qui contient S. Elle est notée conv(S).

FIGURE 1.2 — Enveloppe convexe.

Théoréme 1.6. :
L’enveloppe convexe conv(S) d’un ensemble S dans R" est l’ensemble de toutes les combinai-

sons convezes des points de S.

13



CHAPITRE 1. OPTIMISATION STATIQUE

1.3 Fonctions convexes

Définition 1.8. (Fonction convexe)

Soit f une fonction définie sur un ensemble convexe S C R”, f est dite convexe si :
Vri,20 € S,V A 6]0, 1[

fQzr+ (1= A)az) < Af(21) + (1= A)f(2) (1.1)

La fonction f est dite strictement convexe sur l’ensemble S si 'inégalité est stricte pour
x1 # x9 et A €]0,1].

Définition 1.9. (Fonction concave)
Une fonction f est dite concave si f est convexe, c-a-d :
Vri,xz9, VA E [0, 1],

fQAz1 4+ (1= Nz2) 2 Af(21) + (1 = A) f(22) (1.2)

1.3.1 Interprétation géométrique

L’inéquation (1.1) & l'interprétation géométrique suivant la valeur de la fonction f en tout
point x du segment [z1, z2] est situé sous la valeur de la ”corde” (interprétation linéaire de f

entre z1 et xr2) au méme x .

\ /‘l/g\',\ /l/\\—-/}/

[
| | ! | p
i A
x) x X3 ' A A
X
=ax,+(1—a)x, . = ‘ 1 *2

FIGURE 1.3 — Fonction convexe et fonction concave, fonction non convexe et non concave .

Proposition. Soit S un ensemble convere de R", et soient fi et fo deuz fonctions convexes
sur S, alors :
— f1+f2 est conveze .

— max{ fi, fo} est convezxe.

Preuve.

14



CHAPITRE 1. OPTIMISATION STATIQUE

Définition 1.10. (Epigraphe)
Soit S un sous ensemble de R™. et soit f :S — R. On appelle épigraphe de f, noté epi(f), le

sous ensemble de R" ! donnée par :

epi(f) ={(z,a)/z € S;a e N: f(z) < a}

/

FIGURE 1.4 — Epigraphe.

Théoréme 1.7. :[12]
Soit S un ensemble convexe non vide de R", et soit f : S — R. Alors f est convexe si

seulement si epi(f) est conveze .
Preuve.
Définition 1.11. (Ensemble de niveau)
Soit S un ensemble convexe de R", et soit f une fonction convexe sur S. On appelle ensemble
de niveau « pour f, ’ensemble :
Sa ={z € 5|f(x) < a}.
Lemme 1.1. :/3/

Soit S C R convexe, et soit f :S — R une fonction convexe. Alors l’ensemble de niveau

So ={z € 5|f(x) < a}., avec a € R, est un ensemble conveze .

1.4 Fonctions convexes différentiables

Théoréme 1.8. :[3]
Si f une fonction différentiable sur un ensemble convexe ouvert SC R", alors f est convexe

sur S si seulement si pour chaque x1,x9 € 5,

fx2) = f(x1) > Vf(x1)' (22 — z1).
Preuve.

Définition 1.12. :
Soit S un ensemble non vide de R”, et soit f : S — K. Alors f est dite différentiable au point
T € intS si il existe un vecteur V f(z), appelé vecteur gradient, et une fonction o : R — R

tel que :
fx)=f@) +Vf@)(r—2)+ |z —Z|a(T;2 — T),Vz € S.

15



CHAPITRE 1. OPTIMISATION STATIQUE

1.5 Fonctions convexes deux fois différentiables

Théoréme 1.9. :[3]
Soit S un ensemble convexe non vide de R, et f : S — R une fonction deux fois différentiable
sur S. Alors f est convexe si seulement si la matrice Hessienne H(x) est semi définie positive

en chaque point de S.
Preuve.

Définition 1.13. :
Soit S C R™ un ensemble non vide, et f :S—> R. Alors f est dite deux fois différentiable au
point z € intS s’il existe un vecteur V f(Z), et une n x n— matrice symétrique H(x), appelé
la matrice Hessienne, est une fonction o : R — R tel que :

1

f@) = f(@) + V(@) (z - 7) + Sl = 2)'H(z)(z - 7) + ||z — zlPa(z52 — 7)

pour chaque z € S, ou lim «(z;x —z) = 0.
r—rx

1.6 Qu’est-ce qu’un probleme d’optimisation ?

Soit X est un sous-ensemble non vide de R™. Considérons un probléeme d’optimisation de

la forme :

s.c xR

{ min f(z), (13)

— La fonction f : " — R est appelée fonction colt, objectif ou critere.
— L’ensemble X est appelé ensemble ou domaine des contraintes.
— Tout point z € R™ vérifiant : x € X, est appelé point admissible du probleme (1.3).

1.7 Optimisation sans contraintes

Définition 1.14. :

On définit un probleme d’optimisation sans contraintes par :

(p) { min £ (@), (1.4)

e R

ou f est une fonction de " — R U {+o0}.
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1.7.1 Résultat d’existence et d’unicité

Avant d’étudier les propriétés de la solution (ou des solutions) de (p) il faut s’assurer de

leur existence. Nous donnerons ensuite les résultat d’unicité .

Définition 1.15. :
On dit que f :R™ — R est coercive si :

[|#]|—>o00

ou ||.|| désigne une norme quelconque de R"™.

Théoréme 1.10. (Existence)

Soit f R — RU{+o0} propre, continue et coercive. Alors (p) admet au moins une solution

Théoréme 1.11. (Unicité)
Soit f : R — R U {400} strictement convexe. Alors le probléme (p) admet au plus une

solution.

1.8 Conditions d’optimalité

1.8.1 Condition nécessaires du premiere ordre

Dans cette sous section, on dérive les conditions pour que un point x* soit un minimum
local.
Etant donné un point * € R, on souhaite si c’est possible de déterminer si ¢’est un minimum
local ou global pour la fonction f.

Pour cela on a besoin de caractériser la solution minimisante.

Théoréme 1.12. (Direction de descente )
Supposons que f R" — R est différentiable en x*. Siil existe un vecteur d tel que V f(x*)Td <
0, il existe un § > 0 tel que f(z* + Ad) < f(x*) pour tout X € (0,6), alors d est une direction

de descente de la fonction f au point x*.

Corollaire 1.1. (Condition nécessaires du premiér ordre )

Supposons que f :R" — R est différentiable au point x*. Si x* est un minimum local, alors
Vi) =0

Théoréme 1.13. (Conditions nécessaires d’optimalité du 2¢me ordre)
Supposons que f R" — R est deux fois continiment différentiable. Si x* est un minimum
local, alors :

— Vf(z*) =0.

— Hy(x*) est semi définie positive.
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1.8.2 Conditions suffisantes

Le théoreme suivant nous donne une condition suffisante pour 'optimalité local de point
" e R.

Théoréme 1.14. :
Supposons que f R — R est deux fois continument différentiable au point x*. Si
— Vf(z*) =0.
et
— Hy(x*) est définie positive.

alors x* est un minimum local strict.

1.9 Condition d’optimalité globale

Les conditions décrites ci-dessus peuvent seulement garantir seulement une optimalité
locale des points stationnaires puisque elles exploitent des informations locales : les valeurs
du gradient et la matrice Hessienne au un point donné. Par contre, les conditions qui assurent
I'optimalité globale doivent utiliser des informations globales. Par exemple, quand la matrice
Hessienne d’une fonction est toujours semi définie positive, alors les points stationnaires sont

aussi des minima globaux.

Théoréme 1.15. :/3]
Si f est deux fois continument différentiable définie sur R™.
Supposons que Hy(x*) > 0 pour tout x € R", Soit * € R un point stationnaire de f. Alors

x* un minimum globale de f.

Preuve.

1.10 Problemes d’optimisation avec contraintes égalités

1.10.1 Formulation du probleme

On définit un probléeme d’optimisation avec contraintes égalités par

wmin /().
s.c  h(x)=0, (1.5)
reR”

ou f :R* — R, h :R" — R™, h=(hq, ha, ..., h)T avec m < n. On suppose que la fonction h

est continument différentiable, i.e; h € C*.

Définition 1.16. (Point régulier)

Un point z* satisfaisant les contraintes hj(z*) = 0, ha(z*) =0, ...., hy,(2*) = 0 est dit un point
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CHAPITRE 1. OPTIMISATION STATIQUE

régulier des contraintes si les vecteurs gradients Vhy(z*) = 0, Vhg(z*) =0, ..., VA, (z*) =0
sont linéairement indépendants .

Soit Jh(z*) la matrice Jacobienne de h=[h1, ha, ..., k]’ au point z*, donnée par :

Jhl(.ilf*) Vhl(x*)T

JhQ(CC*) th(x*)T
Jh(x*) = =

Jhm'(:n*) th.(w*)T

Alors x* est régulier si seulement si rang Jh(z*) = m, c-a-d, la matrice Jacobienne est le rang
plein .
L’ensemble des contraintes égalités hq(z*) = 0,ha(z*) = 0,...,Ap(z*) =0, h; : R — R,

décrit une surface
S={zeR":hi(z%) =0,ha(z*) =0,...., hyn(z*) = 0}.

Supposons que les points dans S sont réguliers, alors la dimension de S est n-m .

1.11 Espace tangent et espace normal

Définition 1.17. :[12]
Une courbe C sur une surface S est I’ensemble de points {z(t) € S : t € (a,b)}, continiiment
paramétrisée par t € (a,b); i.e :

x : (a,b) —> S est une fonction continue.

FIGURE 1.5 — Courbe sur une surface.

Intuitivement, une courbe C={xz(t) : t € (a,b)} est un chemin traversé par un point x se

déplagant sur une surface S. La position d’un point au temps t est donné par z(t).

Définition 1.18. :[12]

L’espace tangent au point z* sur la surface S={x € R" : h(z) = 0} est ’ensemble

T(x*) ={y: Jh(z")y = 0}
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Notons que Iespace tangent T'(z*) est le noyau de la matrice Jh(z*), i.e;
T(z*) = N(Jh(z")).

Supposons que z* est régulier, la dimension de ’espace tangent est n-m, ou c’est le nombre

de contraintes égalité h;(x) = 0. Notons que l’espace tangent passe par l'origine. Cependant,

est souvent convenable de représenter I’espace tangent comme un plan qui passe par le point
*

xT .

Pour cela, on définit le plan tangent au point z* comme ’ensemble.

TP(z*)=T(x")+ 2" ={x+2", 2 T(z")}

Tangent Plane

FIGURE 1.6 — Le plan tangent a la surface S au point z*.

Définition 1.19. :[12]

L’espace normal N(z*) au point z* sur la surface S={xz € R" : h(z) = 0} est 'ensemble .

N(z*) = {z € R": z € Dh(z*)T2,2 € R}
On peut exprimer (formuler ) I'espace normal N (z*) comme :
N(z*) = R(Dh(z*)"),

c-a-d, le rang de la matrice Dh(z*)T. Notons que I’espace normal N (z*) est le sous espace de
R" engendré par les vecteurs Vhy(z*), Vho(x*), ..., Vhp(z¥), ie;
N(z*) = span[Vhi(z), Vha(z), ...., Vhn(x)]

={zeR":z2=1Vhi(z")+ ...+ 2 Vhn(2"), 21, ..., 2m € R}

20



CHAPITRE 1. OPTIMISATION STATIQUE

Notons que I’espace normal contient le vecteur zéro. Supposons que z* est régulier, la dimen-
sion de lespace normal N (z*) est n, comme dans le cas de l'espace tangent, il est sauvent
convenable de représenter I’espace normal N (z*) passant par le point z*. Pour cela, on définit

le plan normal au point z* comme ’ensemble

NP@*)=N@")+a*={z+z2*eR": 2 € N(")}

X4

FIGURE 1.7 — Espace normale dans R>.

Lemme 1.2. :
on a T(z*) = N(z*)* et T(x*)* = N(z*)

Preuve.

1.12 Le Lagrangien (fonction de Lagrange)

Définition 1.20. :
On appelle la fonction de Lagrange (ou le Lagrangien ) du probleme (p) la fonction L définit

par :
m
L(z,\) = f(z)+ Y Nihi(w)
i=1
— Les scalaires A1, Ag, ...., A, sont appelés les multiplicateurs de Lagrange.

— Les multiplicateurs de Lagrange indiquent une forme de l'influence de la contrainte

dans le cout de la solution.

V@) + ) AVh(z*) =0
=1

il y a deux facons d’interpréter cette équation :
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— le gradient de cotit V f(x*) étant le sous-espace recouvert par les contraintes gradients
aax’.
— le gradient de colt V f(z*) est orthogonal au sous-espace de variations réalisables de

premier ordre.

v(z*) ={Az: Vh(z)' Az =0,i=1,..,m}.

1.13 Condition nécessaire d’optimalité

1.13.1 Condition nécessaire du premiere ordre

Théoréme 1.16. :(Théoréme de Lagrange )[12]
Soit * un minimum local (ou maximum local) de f :R™ — R, sujet a h(x) =0, h : R” —

R™, m < n. Suppose que x* est un point régulier. Alors, il existe \* € ™ tel que :
Vi) + XTVh(z*) =0

Preuve.

1.13.2 Condition nécessaire du 2éme ordre

Supposons que f :R" — Ret h; : R — R, ¢ = 1,...,m, sont deux fois continument
différentiable. Soit

Lz, \) = f() + ) \iVhi(z),
=1

La fonction de Lagrange, et soit
i=1

est la matrice Hessienne de L(x, \).

Théoréme 1.17. (Condition nécessaire du 2éme ordre )[12]
Soit =* un minimum local de f :R™ — R dans les contraintes hi(x) =0 i=1,...,m, m <n et

f. hi € C?. Supposons que x* est régulier. Alors, il existe \* € R™ tel que :
m
— Vf@@) + > A Vhi(z*) =0,
i=1
— pour tout y€ T(z*), on a y' V2, L(x*, \*)y > 0.

Preuve.

1.13.3 Condition suffisante de deuxiéme ordre

La condition nécessaire du premiere ordre peut étre satisfaite pour un minimum local
et pour un maximum local, (et possible d’autre points critiques). Pour garantir qu'un point
stationnaire donnée est un minimum local, on a besoin d’une condition suffisante d’optimalité,

qui est donné par le théoreme suivant.
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Théoréme 1.18. :[12]
Supposons que f et h sont deux fois continument différentiables, et soit x* € R™ et A € R™
satisfait :
VL(z*,\*) =0, VaL(z*,\*) = 0.
yI'V2, L(z*,\*)y > 0, pour tout y # 0 avec Vh(x*)Ty =0

Alors x* est un minimum local strict de f(x) sujet a h(x) = 0.

1.14 Probleme d’optimisation avec contraintes inégalités

Définition 1.21. :

On définit un probléeme d’optimisation avec contraintes inégalités par :

min f(x),
P)§ sc  gi(x) <0, i=1,...,m,
r e R

ou f, g; sont des fonctions continument différentiables sur R".
Définition 1.22. (Contrainte active)
La contrainte g;(x) < 0 est dite active ou saturée en = si
g9i(£) =0

On note I'’ensemble des contraintes actives en & par :

E={i:g(i)=0}
Définition 1.23. (Point régulier )
Un point # admissible c-a-d g;(z) < 0, Vi = 1,...,m, est dit régulier si rg JGg(z) = |E|,
(JGE : Jacobienne associée a ’ensemble E)

Autrement dit si les vecteurs gradients des contraintes active , {Vg;(z)};cp sont linéairement

indépendants .

1.14.1 Condition nécessaire du premier ordre

Le théoreme de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) suivant nous donne une condition nécessaire

du premiére ordre pour qu'un point z* soit un minimum local pour le probléeme (p).

Théoréme 1.19. :[12]

Soit x* un minimum local pour le probléme

min f(x),
(p){ s.c gi(x) <0, i=1,..,m, (1.6)
r e R
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Ou f, g; sont des fonctions continument différentiables sur R"™. Soit E = {i : g;(z*) = 0}
L’ensemble des contraintes actives. Supposons que les gradient des contraintes actives {g;(z*)icp}
sont linéairement indépendants. Alors ils existent des multiplicateurs de Lagrange A1, Aay ...y Amy >

0 tel que :
V(™) + Z AiVgi(z*) =0
i=1

)\zvgz(l‘*) :0, 1= 1,....,m

1.15 Probleme d’optimisation avec contraintes égalités et inégalités

Définition 1.24. :

On définit un probleme d’optimisation avec contraintes égalités et inégalités par :

min f(x),
(PIE) s.c
gi(x) <0, i=1,...,m,

hj(x) =0, j=1,....,p xeR"
Ou f, gi, i=1,..m hj, j=1,..,p sont des fonctions continument différentiables sur J".

Définition 1.25. :
Un point z* admissible pour le probléme pour le probleme (PIE) est dit régulier si les gra-
dients Vg;(z*), i € E et Vh;(z*) j=1,...,p sont linéairement indépendants

Autrement dit, si

VEgi(i) . r JGE(x*) B
g( Vh () ) =|E[+p= g( Thiz®) ) =|E|+p

1.15.1 Condition nécessaire d’optimalité du premieére ordre

Théoréme 1.20. :(Théoréme de Karush-Kuhn-Tucker)
Soit f, gi, i=1,...,m, et h;, j=1,...,p sont des fonctions continument différentiables. Soit x*
un minimum local régulier pour le probléme (PIE) .

Alors il existe X, N5, ..., A5, >0 et pi, pd, ..., up™ € R tel que :

m p
V) + ) A Vgi(a*)+ ) piVhi(a®) =0
i=1 j=1

A Vgi(z*) =0

dans le théoréeme ci-dessus, les multiplicateurs X}, i=1,...,m, sont appelés multiplicateurs de

KKT et pj, j=1,...,p, sont appelés multiplicateurs de Lagrange.
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Définition 1.26. (Point de Karush-Kuhn-Tucker (KKT))

Considérons le probleme de minimisation (PIE), ou f, g1, ..., gm, h1, ..., hp sont des fonctions
continiment différentiables sur ™.

Un point admissible x* est appelé point de KKT si il existent A1, Ag, ..., Ay > 0, et pq, o, ..., up €
R tel que :

+Z)\*Vgl +Zﬂjw =0
AiVgi(z*) =0, i=1,..,m

Théoréme 1.21. (Condition nécessaire de KKT pour les problémes convexes)

Soit ¥ un point admissible du probléme

(P)

Ot f, gi, 1=1,...m sont des fonctions convexes continiment différentiables sur R". et hi, ha, ..., hy
sont des fonctions affines. Supposons qu’il existent des multiplicateurs A1, Agy ..., A > 0 et

W1y 2, -y p € R tel que :

+Z)\ng +Zujwz =0

Ang,(:v*) :0, 1= 1,...,m
Alors x* est une solution optimale du probléme (P).
Théoréme 1.22. (Conditions suffisantes de deuziéme ordre)

Suppose f, g, h € C? et il existe un point réalisable *€ R™ et les vecteurs A € R™ et y € RP,
tel que :

1. p* > 0,Df(z*) + NI Dh(x*) + p*" Dg(a*) = 0T, *Tg(z*) = 0, et

2. pour tous y € T(z*, u*),y # 0, on a y* L(z*, \*, u*)y > 0.

alors x* est un minimum local strict de f soumis a h(x)=0, g(x)< 0

Un résultat similaire au théoréme (1.20) est valable pour un maximum local strict. la seule

différence est que nous avons besoin de p* < 0 et que L(x*,\*) doit étre défini négatif.
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Chapitre 2
Optimisation Dynamique

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter quelques notions générales sur le controle
optimal.
Dans ce chapitre nous rappelons la formulation d’un probleme général de commande optimale,
et nous présentons la notion de controlabilité pour les systemes linéaires et les systemes non
linéaires. Et aussi ’énoncé général du principe du maximum de Pontryagin.
La derniere section du chapitre est consacrée a les méthodes numériques en controle optimal

(les méthodes directes et indirectes ) .

2.2 Formulation d’un probleme de contrdle optimal :

La formulation d’un probleme de contréle optimal exige une description mathématique
du systeme a controler, la spécification du critere a optimiser et les contraintes physiques a
satisfaire.

soit :
x(t) = (z1(t), z2(t), ...,z (t)) € N,

le vecteur caractérisant 1’état du systeme,

et soit :
w(t) = (ug(t), ua(t), ..., um(t)) € R™,

le vecteur du controle.

Un probleme de controle optimal se formule comme suite :

J(x,u) = g(ty,z(ty)) + ; ' fo(t,z(t),u(t))dt — min (2.1)

u

B(t) = f(t,x(t), u(t)), (2.2)
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z(0) = zg € My, (2.3)
l‘(tf) =x1 € M, (2.4)
uweUtel=]|0tg]. (2.5)

Ou My et M; sont deux variétés de R”, I un intervalle de R, xo=x(0) est la position initiale
de I'équation (2.2), x(tf) est sa position terminale. En pratique, la position du systeme peut
représenter la vitesse initiale, la position, la température et d’autres parametres mesurables.
U est I’ensemble des application mesurables, localement bornées sur I & valeurs dans UC ™.
Le but de la commande consiste a ramener ’objet de la position initiale xg € My a une autre
position x; € Mi, ou My est I'ensemble de départ et My I’ensemble d’arrivée. Le but est

d’optimiser la fonction décrite par la formule suivante :
Ly
J(x,u)=g(tyx(te))+ | folt,z(t),u(t))dt
0
On appelle J(z,u) le cotit du contrdle ou fonction objectif. Cette fonctionnelle comporte deux
parties : g(ts,x(ty)) est le colit terminal, c’est une sorte de pénalité liée a la fin de I’évolution

du systeme au temps finale ¢, il a son importance lorsque t; est libre, sinon il est constant.
t

Le second terme intervenant dans la fonction objectif / ! fo(t,xz(t),u(t))dt dépend de I'état
du systeme tout au long de la trajectoire de la solution, %éﬁnie par les variables d’état. Cette
trajectoire dépend aussi du temps t mais surtout des variables de controle u.

C’est une fonction d’efficacité de chaque commande sur I'intervalle ¢.

On distingue trois problémes importants :

Probléeme de Lagrange :

C’est le probleme dont le critere a minimiser est égale a :
Ly

J(x,u)= ; fo(t, z(t), u(t))dt,

C’est a dire g=0.

Probleme de Mayer :

Dans ce cas le cout s’écrit :
J (@, u)=g(trx(tr)),
C’est a dire fop=0, J(x,u) est le coiit terminal.

Probléme de Mayer-Lagrange :

Le probleme de Mayer-Lagrange est donné sous la forme suivante :

J(z,u)=g(tsx(ts))+ ; ! fo(t,z(t), u(t))dt
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2.3 Controlabilité

L’objectif d’un probleme de controle est d’amener le systeme d’un état initial donné a
un état final tout en respectant certaines contraintes. Plus précisément on pose la définition

suivante :

Définition 2.1. :

Le systeme z=f(t,x(t),u(t)),z(0)=z¢ est dit contrdlable si pour tous points xg € My et
X1 € My, il existe un controle u(.) tel que la trajectoire associée a u relie xp & x; en un temps
fini.

" TN~

Ip
FIGURE 2.1 — Controdlabilité.

La notion de controlabilité a été introduite en 1960 par Kalman pour des systemes linéaires
de la forme & = Ax + Bu. Pour les systémes non linéaires, le probleme mathématique de

controlabilité est beaucoup plus compliqué. Il constitue un domaine de recherche actif.

2.3.1 Ensemble accessible

soient A et B deux applications L*> sur l'intervalle I de } a valeurs respectivement
dans M, »,(R) et M, ., (R), ot M, ,(R) est 'ensemble des matrices a r lignes et p colonnes, a
coefficients dans R

Considérons le systeme controlé (2.2) sous la formule matricielle suivante :

#(t) = Ax(t) + Bu(t), z(0) =m0, te[0,tf], (2.6)

La solution du systeme différentiel (2.2) est donnée par la formule de Cauchy :

x(t) = M(t)xo + /0 M(t)M(s) "1 B(s)u(s)ds, (2.7)

ot M (t) est la résolvante du systeme : M(t) = A(t)M(t), M(0) = I,,, I,, : matrice identité.

Définition 2.2. :

L’ensemble des points accessibles a partir de o en un temps t; > 0 est défini par :
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Ace(ro,tg) = {zulty).u € L([0.17],9)}

ot L*°([0, 5], ) est 'ensemble des applications mesurables u de [0, ¢f] essentiellement bornées
et x,(.) est la solution du systeme (2.2) associée a u.
Ainsi, Acc(xo,ts) est 'ensemble des extrémités des solutions du systeme (2.2), en temps ¢y

pour différentes valeurs de u.

Théoréme 2.1. :

Considérons le systéme de controle linéaire dans R" :
&(t) = Az(t) + Bu(t),

ot 2 € R™ est compact. Soient ty > 0 et xg € RN".

Alors pour tout t € [0,tf], Acc(xo,t) est compact, convezxe, et varie continiment avec t sur

[Ovtf]

| "
\ \ " Acc(zp.T
\\_ P z0,T)

FIGURE 2.2 — Acc(xo,1s) : Ensemble accessible.

Définition 2.3. :
Un systeme de controle est dit controlable si on peut 'amener, en temps fini, d’un état initial
vers un état final désiré au moyen d’un controle.

Autrement dit, le systeme controlé (2.2) est dit controlable en temps t; si
Acc(zg, ty) = R", pour tout zg € My,
c’est-a-dire pour tout zg,ty € R", il existe
u(.): [0,tf] — U, telque : x5 = x(ty, xo,u(.)).
Le systeme controlé (2.2) est dit controlable en temps quelconque t depuis zg si

R = U Acc(xo, ty).
thO
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2.3.2 Controlabilité des systemes linéaires autonomes

Théoréme 2.2. :/20]

un systéme linéaire autonome de R" :
#(t) = Az(t) + Bu(t),

Avec A : n X n-matrice
et B : n X m-matrice.

est controlable en temps ty si et seulement si le rang de la n X n matrice
C=(B,AB,A%B.....,A"1B)

est €gal a n.

L’essentiel de la preuve est contenu dans le lemme suivant :

Lemme 2.1. :

La matrice C est de rang n si et seulement si l'application linéaire
O L([0,t¢], R™) — R”
ty
u— / er=DABu(t)dt
0

est surjective

Remarque 2.1. :

La matrice C est appelée matrice de Kalman et la condition rang(C) = n est appelée condition
de Kalman, elle ne dépend pas de la condition initial g, ni de temps final ¢;. Ceci signifie qui
si un systéme linéaire autonome est controlable en temps ¢ depuis g, alors il est controlable
en tout temps depuis tout point.

Ce théoreme donne ainsi une condition nécessaire et suffisante de controlabilité dans le cas

ou les matrices A et B ne dépendent pas de la variable de temps t.

Exemple 2.1. Considerons le systeme dynamique lineaire autonome suivant :

(1) ()

Pour vérifier la controlabilité de ce systeme, il suffit de calculer le déterminant de la matrice

N

ou

de Kalman.

Par conséquent, la matrice de Kalman est donnée par :

K-(B,AB)—(_OI _01>

Le déterminant de K est égal & : det(K) = —1 # 0, donc le rang (K)=2, d’ou le systéme est

controlabilité
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2.3.3 Controlabilité des systemes linéaires non-autonomes

Théoréme 2.3. :

un systéme linéaire non-autonome de RN :
L(t) = A(t)z(t) + B(t)u(?),
est controlable en temps ty si et seulement si la matrice
ty
C— / M) B()B() M) dt,
0
est inversible.

Remarque 2.2. :
La matrice C est appelée matrice de controlabilité. Elle ne dépend pas de la condition initiale

70, mais elle dépend du temps final ;.

2.4 Condition d’optimalité

Pour dériver les conditions d’optimalité d’un probleme de controle optimal, on uti-
lise deux techniques : la programmation dynamique basée sur le principe de Bellman et la

deuxieme le principe du maximum de Pontriagine basé sur I’approche variationnelle.

2.4.1 La programmation dynamique

Le principe de programmation dynamique pour les problemes de controle optimal a été
introduit par Bellman en 1952 et conduit & une équation au dérivées partielles, connue sou
le nom, équation Hamilton-Jacobi-Bellman(HJB) qui est une condition suffisante pour 1'op-
timalité du controle optimal. Le principe s’annonce comme suit :
si un controle u(t) est optimal entre 0 et ¢y pour la condition initial x(0), alors il est aussi

optimal entre t et ¢y ,t > 0 avec la condition initiale au temps t.

Enonce du probleme

Dans ce mémoire, nous considérons le probleme suivant de la forme :

i = x N x(t),u
min J (a(t),u(t) = 9(t;. th)\H /0 F(t2(t), u(t))dt
sujet a

£(t) = g(t, x(t), u(t)),
x(0) = xo.

ou x(t) € R™, u(t) € R™ sont respectivement ’état et le vecteur de controle .
FRPXRT xR —Ret g: R* xR x R — RN est un champ de vecteur non linéaire étre

continuellement différentiable avec tous ses arguments.
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Equation du Hamilton-Jacobi Bellman

Selon le principe de la programmation dynamique, soit V(x,t) fonction de valeur définie

comme suit :

t
V(xz,t) = min {/t ’ g(z(7),u(r), 7)dT + h(tf,m(tt))} (2.8)

u(T),t<T<ty

En subdivisant l'intervalle [t,tf], on obtient :

u(r),t<r<ty +At

t+AL t
Viz,t)= min {/t g(x(T),u(T),T)dT+/tf g(x(T),u(T),T)dT+h(tf,x(tf))}
(2.9)

Selon le principe d’optimalité que nous avons :

t+AL
V(xz,t) = min {/t g(x(7),u(r), 7)dr + V(z(t + At), t + At)} (2.10)

u(T) <7<ty

ou V(x(t+ At),t+ At) est le cout minimum du processus pour l'intervalle de temps ¢ + At <
t <ty avec I'état initial x(t + At).
en utilisant la série de Taylor (d’ordre 1) pour V (x(t+At), t+At) & propose du point V(x(t),t)

on obtient :

t+At T
Vix,t) = muin {/t gdr + V(z(t),t) + <8a‘;(m(t),t)> At + (?;@(t),t)) (x(t + At) — x(t))}+0(At)

(2.11)

Pour At petit, équation (2.12) devient :

t+At T
V(2,6) = min { [ v+ @(m(t),t)) A+ (Z(z(tm) <a<x<t>,u<t>,t>>}+o<m>
(2.12)

< V(x(t),t) — V(x(t),t) — %—‘:At + muin {gAt + g—‘;(a(x(t), u(t), t)At + O(At)} (2.13)

en divisant par At et en prenant la limite comme At — 0 on obtient I’équation différentielle

partielle non linéaire suivante appelée d’équation Hamilton-Jacobi-Bellman.

0= —68—‘; + min {g(:ﬂ(t),u(t),t) + Z—Za(x(t), u(t), t)} (2.14)

présentation du fonction Hamiltonien :
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ov ov

H(x(t), u(t), 5 - t) = g(x(t), u(t),t) + ---(a(z(?), u(t), 1)) (2.15)

La minimisation de la fonction Hamiltonien conduit & I'expression de loi de contréle u, en

fonction de x(t), % et t défini par :

ov
t)=U(x(t), =—,1t). 2.1
u(t) = W(a(0), 51 (216)
En substituant expression de la loi de controle optimale dans la fonction Hamiltonien (2.16),
donnée : oV
H(x(t)vu(t)7t) :H(ZL‘( )7\Ij(x(t)7%¢t)at) (217)
Et I’équation HJB devient :
v oV
—-——=H v — 1
5 (x(t), ¥(z(t), e ,t),1) (2.18)

pour trouver la condition aux limites de cette équation différentielle partielle, définissez t =t

dans la fonction de valeur (2.8) on obtient :
Vi(a(ty),ty) = h(xz(ty),ts) (2.19)

2.4.2 Principe du maximum de Pontriaguine

La version forte suivante, beaucoup plus difficile & montrer , du théoreme précédent
(voir [5] pour une démonstration, voir aussi [4,10,14]), prend en compte les contraintes sur le

controle, et affirme que cet extremum est un maximum. On a I’énoncé général suivant.

Enoncé général

Théoréme 2.4. :

On considérons le systéeme de contréle dans R"

i(t) = F(t.2(t), u(t)) (2.20)

ol f : RXR X R™ — R" est de classe C' et ot les controle sont des applications mesurables
et bornées définies sur un intervalle [0,t.(u)[ de R et a valeur dans Q € R™. Soient My
et My deuzx sous-ensembles de R™. On note U l’ensemble des controles admissibles u dont

les trajectoires associées relient un point initial de Mgy o un point final de My en temps
t(u) < te(u).
Par ailleurs on définit le coit d’un contréle u sur [0,t] :

t
JWM=AW@M%MWM+WJM)

o fOrRXR X R — R et g: R x RY — R sont de classe C, et z(.) est la trajectoire

solution de pb (2.20) associé au controle u.
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On considere le probleme de controle optimal suivant : déterminer une trajectoire reliant
My a My et minimisant le cotut. Le temps final peut étre fixé ou non.
Si le controle u € U associé a la trajectoire x(.) est optimal sur [0,¢f] , alors il existe une
application p(.) : [0,tf] — R™ absolument continue appelée vecteur adjoint, et un réel p° < 0,

tels que le couple (p(.),p") est non tous nul, et tels que, pour presque tout ¢ € [0, £,

{ i(t) = Gy (t,2(t), p(t), p°, u(?)) (2.21)

Ou H(t,z,p,p°, u)=(p, f(t,z,u)) +p° fO(t, z,u) est 'Hamiltonien du systeme, et on a la condi-

tion de maximisation presque partout sur [0,ty].

H(t,2(t), p(t), p°, ult)) = max H(t, z(t), p(t), p°, v). (2.22)

Si de plus le temps final pour joindre la cible M7 n’est pas fixé, on a la condition au temps

final tf.

0
max H (tg, o(t ), plty) b v) = =p* % (7, (1) (2.23)

Si de plus My et M; (ou juste I'un des deux ensembles) sont des variétés de R™ ayant
des espaces tangents en x(0) € My et x(ty) € M; alors le vecteur adjoint peut étre construit

de maniere a vérifier les conditions de transversalité aux deux extrémités (ou juste l'une des

deux).
p(0) L Ty0)Mo (2.24)
et
¢ 099 (4 w(t4)) L T M 9.25
pt) = p 5t 2(ty)) L Toge ) M (2.25)

Remarque 2.3. :

Si le controle u est continu au temps t¢, la condition (2.23) peut s’écrire :

H{ty,a(ty),pty),p° ulty)) = —pO%(tfw(tf)) (2.26)

Remarque 2.4. :

Si la variété M; s’écrit sous la forme
M; = {$ S %n/Fl(.%') = .= Fp(m) = 0},

ott les F; sont des fonctions de classe C'! sur R" (indépendantes puisque M; est une variété),

alors la condition (2.25) se met sous la forme

It Ay € R/p(Er) = YN v Fi(a(ty) —i—pogi(tf,x(tf)). (2.27)
=0
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Remarque 2.5. :

Dans les conditions du théoréme, on a de plus pour presque tout te [0,t¢] :

oH

S H (b, 2(0), plt). 1, (1)) = L (1 2(6), p(1), s ) (2.28)

En particulier si le systéme augmenté est autonome,i.e. si f et f ne dépendent pas de t, alors

H ne dépend pas de t , et on a :

Vt € [0,1f] max H(z(t),p(t),p°,v) = cste
veE

Notons que cette égalité est alors valable par tout sur [0,tf] (en effet cette fonction de t est

lipschitzienne).

Remarque 2.6. :
La convention p® < 0 conduit au principe du maximum. La convention p® > 0 conduirait au

principe du minimum, i.e; la condition (2.22) serait une condition de minimum.

Définition 2.4. :
Une extrémale du probléme de controle optimal est un quadruple (z(.),p(.), p°(.),u(.)) solu-
tion des équations (2.21) et (2.22). Si p(.)? = 0, On dit que l'extrémale est anormale, et si

pY(.) # 0 'extrémale est dite normale.

Remarque 2.7. :
Lorsque 2 = R™ Ji.e; lorsqu’il n’y a pas de contrainte sur le controle, alors la trajectoire x(.),
associée au controle u(.), est une trajectoire singuliere du systeme (2.20), si et seulement si

elle est projection d'une extrémale anormale (x(.),p(.), p"(.), u(.)).

Définition 2.5. :

Les conditions (2.24) et (2.25) sont appelées conditions de transversalité sur les vecteur ad-
joint. La condition (2.23) est appelée condition de transversalité sue le Hamiltonien. Elles
sont ici écrites de maniere tres générale, et dans les deux paragraphes suivants nous allons les

réécrire dans des cas plus simples.

Remarque 2.8. :
Le probleme important du temps minimal correspond & f© =1 et g= 0, ou bien & f° = 0 et

g(t,x)=t. Dans les deux cas les conditions de transversalité obtenues sont bien les mémes.

Remarque 2.9. :
Il existe des versions plus générales du principe du maximum, pour des dynamiques non lisses
ou hybrides(voir par exemple [18,17,2] et leurs références, voir aussi plus loin pour le principe

du maximum avec contraintes sur I’état).
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2.4.3 Conditions de transversalité
Conditions de transversalité sur le vecteur adjoint

Dans ce paragraphe le temps final pour atteindre la cible peut étre fixé ou non.
Réécrivons les conditions (2.24) et (2.25) dans les deux cas importants suivants.

Probleme de Lagrange. Dans ce cas le cout s’écrit

J(t ) = /0 105, 2(s), u(s))ds,

i.e; g=0. Les conditions de transversalité (2.24) et (2.25) sur le vecteur adjoint s’écrivent
alors,

p(O)_LTx(O)Mo, p(tf)J_Tx(tf)Ml. (2.29)

Remarque 2.10. :

Si par exemple My = {z¢}, la condition (2.24) devient vide. Si au contraire My € R", i.e; si
le point initial n’est pas fixé, on obtient p(0)=0.

De méme,si M; € R", on obtient p(t;)= 0. Autrement dit si le point final est libre alors le

vecteur adjoint au temps final est nul.

Probleme de Mayer. Dans ce cas le colt s’écrit

J(tv ’LL) = g(t, 55@))7

i.e; fO = 0. Les conditions de transversalité (2.24) et (2.25) (ou (2.27)) ne se simplifient pas
a priori.

Mais dans le cas particulier important ou M; € R", autrement dit le point final x(t;) est
libre, la condition (2.25) devient :

(i) = 192 (1, 2(1y) (2.30)

et alors forcément p° # 0 (on prend alors p” = —1). Si de plus g ne dépend pas au temps, on

a coutume d’écrire p(ty) = — 7 g(x(ty)).

Condition de transversalité sur le Hamiltonien

La condition (2.23) n’est valable que si le temps final pour atteindre la cible n’est pas
fixé. Dans ce paragraphe nous nous plagons donc dans ce cas.
La seule simplification notable de cette condition est le cas ou la fonction g ne dépend pas
du temps t (ce qui est vrai par exemple pour un probleme de Lagrange), et la condition de
transversalité (2.23) sur le Hamiltonien devient alors
max H (ty, 2(t), p(ts),p",v) = 0 (2.31)

on encore, si u est continu au temps ¢y,
H(tf,a;(tf),p(tf),po,u(tf) =0 (2.32)

Autrement dit le Hamiltonien s’annule au temps final.
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Remarque 2.11. :
Si le systeme augmenté est de plus autonome, i.e; si f et fO ne dépendent pas de t, alors

d’apres la remarque 2.5 on a le long d’'une extrémale
vt e [O’tf] meaé(H(tf,LU(tf),p(tf),pO,U) =0
v

Généralisation des conditions de transversalité

Pour écrire les conditions de transversalité associées a un probleme de controle plus
général, il faut écrire les relations adéquates en termes de multiplicateurs de Lagrange.
Par exemple considérons un probleme de Lagrange avec des conditions aux limites mélangées,

i.e; on cherche une trajectoire solution de

minimisant le cott

J(tp,u)= [ fO(t(t),u(t))dt,
0
et vérifiant les conditions aux limites
(z(0),z(ty)) € M,

ou M est une sous-variété de R x R".
On peut alors montrer que dans ce cas les conditions de transversalité (2.24) et (2.25) sur le

vecteur adjoint s’écrivent
(=p(0), p(t£)) LT 2(0) (e )) M-

Un cas important de condition mélangées est le cas des trajectoires périodiques, i.e. x(0)

= x(ty) non fixé. Dans ce cas on a
M = {(z,z)/z € R"},
et la condition de transversalité donne

p(0) = p(ty).

Autrement dit, non seulement la trajectoire est périodique, mais aussi son relevement extrémal.

2.5 Meéthodes numériques en controle optimale :

On distingue deux types de méthodes numériques en controle optimal : les méthodes

directes et les méthodes indirectes.
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2.5.1 Méthodes indirectes :
Méthode de tir simple :

Le principe est le suivant : Considérons le probleme de controle optimal (2.1),(2.2), et
supposons dans un premier temps que le temps final t; est fixé .
Le principe du maximum donne une condition nécessaire d’optimalité et affirme que toute
trajectoire optimale est la projection d’une extrémale. Si 'on est capable, a partir de la
condition de maximum, d’exprimer le controle extrémal en fonction de (x(t),p(t)), alors le
systéme extrémal est un systeme différentiel de la forme Z(t)=F(t,z(t)), ou z(t)=(x(t),p(t)),
et les conditions initiales, finales, et les conditions de transversalité, se mettent sous la forme
R(z(0),z(tf))=0.

Finalement, on obtient le probléeme aux valeurs limites

{ i(t) = F(t,2(t)), (2.33)

R(=(0), (7)) = 0.
Notouns z(t,zg) la solution du probléme de cauchy
2(t) = F(t,2(t)), z(0) = 2o,

et posons G(tf,z0) = R(20,2(ts,20)),le probleme (2.33) aux valeurs limites est alors équivalent

a
G(t20)=0.

i.e; il s’agit de déterminer un zéro de la fonction G.

Remarque : Si le temps final t; est libre, on peut se ramener a la formulation précédente en
considérant ty comme une inconnue auxiliaire. On augmente alors la dimension de I'état en
considérant I’équation supplémentaire % = 0. On peut utiliser le méme artifice si le controle
est bang-bang. pour déterminer les temps de commutation .

Il peut cependant s’avérer préférable, lorsque le temps final est libre, d’utiliser la condition

de transversalité sur le Hamiltonien.

Méthode de tir multiple

Par rapport a la méthode de tir simple, la méthode de tir multiple découpe 'intervalle
[0,tf] en N intervalles [t;,%;11], et se donne comme inconnues les valeurs z(t;) au début de
chaque sous-intervalle. Il faut prendre en compte des conditions de recollement en chaque
temps t; (conditions de continuité). Une référence classique pour I’algorithme de tir multiple
est [24].
De maniere plus précise, considererons un probléme de controle optimal général. L’application

du principe du maximum réduit le probleme a un probleme aux valeurs limites du type
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F()(t,z(t)) st tg <t<t
Fl(t,Z(t)) st t] <t <to

() = F(t, 2(t) =) (2.34)

Fy(t, 2(t)) si ts <t <t;

ot z=(x,p) € N2" (p est le vecteur adjoint ), et t1,to,.....,t5 € [to,t¢] peuvent étre des temps
de commutation ; dans le cas ou le probleme inclut des contraintes sur ’état, ce peut étre des
temps de jonction avec un arc frontiere, ou bien des temps de contact avec la frontiere. On a
de plus des conditions de continuité sur 1’état et le vecteur adjoint aux points de commuta-
tion. Dans le cas de contraintes sue 1’état, on a des conditions de saut sur le vecteur adjoint,
et des conditions sue la contraintes c en des points de jonction ou de contact. De plus on a
des conditions aux limites sur ’état, le vecteur adjoint (conditions de transversalité), et sur
le Hamiltonien si le temps final est libre.

Remarque : A priori le temps final t; est inconnue. Par ailleurs dans la méthode de tir
multiple le nombre s de commutations doit étre fixé; on le détermine lorsque c’est possible

par une analyse géométrique du probleme.

La méthode de tir multiple consiste & subdiviser I'intervalle [to,t;] en N sous-intervalles,
la valeur de z(t) au début de chaque sous-intervalle étant inconnue. Plus précisément, soit
to < 01 < ... < op < ty une subdivision fixée de l'intervalle [tg,t¢]. En tout point o; la
fonction z est continue. On peut considére o; comme un point de commutation fixé. en lequel

on a

{ z(a;') = z(0;)

oj = o; fizé.

On définit maintenant les noeuds

{7, st } = {to,t}U{on,....,on} U{ts, ..., ts}. (2.35)

Finalement on est conduit au probleme aux valeur limites

Fl(t,z(t)) st <t<m
Fy(t,2(t)) si o <t <o

o (t)=F(t 2(t) = (2.36)

Fm_l(t,z(t)) st Tm—1 S t S Tm
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o Vj€ {2, N 1} Tj(Tjaz(Tj_),Z(T;_)) =0

o 7 (Tm, 2(11),2(Tm)) =0

ou 1 = tg est fixé, 7,, = ty, et les r; représentent les conditions intérieures ou limites
précédentes.
Remarque :
On améliore la stabilité de la méthode en augmentant le nombre de noeuds. C’est 1a en effet
le principe de la méthode de tir multiple, par opposition a la méthode de tir simple ou les
erreurs par rapport a la condition initiale évoluent exponentiellement en fonction de ¢y — tg
(voir [24]). Bien stir dans la méthode de tir multiple il y a beaucoup plus d’inconnues que

dans la méthode de tir simple, mais éventuellement I'intégration du systeme (2.34) peut se

paralléliser.

Posons z;f = Z(T;r), et soit z(t, 751, z;f_l) la solution du probleme de Cauchy.
2(t) = (t,2(t)), 2(mj-1) = 2},

On a

Z(Tj_) = Z(T] ,Tj_l,Zj—-:_l)

Les conditions intérieures et frontieres s’écrivent

(2.37)

T (Tims 21 2(Tms Tm—1, 27 1))

{ Vied{2,...,m—1} T‘j(Tj,Z(Tj_,Zj_l),Zj) =0,

Posons maintenant
Z = (2, Ty 23, T2y ey 2 Tm1)T € REn+1)(m-1)
(o1 z € R?™). Alors les conditions (2.37) sont vérifiées si

T (Tims zf, 2(Ts Tm—1, 27271))

ra(re,2(1y 102, 25)

Ton—1(Tms 2(Tr_ 1, Tm—2, Z:172)7 2;71)

On s’est donc ramené a déterminer un zéro de la fonction G. qui est définie sur un espace vec-
toriel dont la dimension est proportionnelle au nombre de points de commutation et de points
de la subdivision. L’équation G=0 peut alors étre résolue itérative-ment par une méthode de

type Newton (voir la sous section suivante).
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Rappels sur les méthode de Newton

Il s’agit de résoudre numériquement G(z)=0, ou G : RP — RP est une fonction de

classe C''. L’idée de base est la suivante. Si sj, est proche d'un zéro z de G. alors
0=G(z) = G(zk) + dG(zk).(z — zx) + 0(z — zx).
On est alors amené a considérer la suite définie par récurrence
Zpr1 = 2k — (dG(21)) 7L.G(2).

un point initial zg € RP étant choisi, et on espére que zj converge le zéro z. Ceci suppose donc
le calcul de l'inverse de la matrice jacobienne de G, ce qui doit étre évité numériquement. Il

s’agit alors, a chaque étape, de résoudre 1’équation
G(Zk) + dG(Zk)dk = 0,

ol dj, est appelé direction de descente, et on pose zp11 = 2z + dy.

Sous des hypotheses générales, I’Algorithme de Newton converge, et la convergence est qua-
dratique. Il existe de nombreuses variantes de la méthode Newton ; méthode de descente, de
quasi-Newton, de Newton quadratique, de Broyden,... Cette méthode permet, en général, une
détermination tres précise d’un zéro.Son inconvénient principal est la petitesse du domaine de
convergence. Pour faire converger la méthode, il faut que le point initial zg soit suffisamment
proche de la solution recherchée z. Ceci suppose donc que pour déterminer le zéro z il faut
avoir au préalable de la valeur de z.

Du point de vue du controle optimal, cela signifie que, pour appliquer une méthode de tir, il
faut avoir une idée a priori de la trajectoire optimale cherchée.

Ceci peut sembler paradoxal, mais il existe de se donner une approximation, méme grossiére,
de cette trajectoire optimale, Il s’agit la en tout cas d’une caractéristique majeure des méthodes
de tir : elles sont trés précises mais requiérent une connaissance a priori (plus ou moins

grossiere) de la trajectoire optimale cherchée.

2.5.2 Meéthode directes

Les méthodes directes consistent a transformer le probleme de controle optimal en un
probleme d’optimisation non linéaire en dimension finie.
Discrétisation totale : tir direct

C’est la méthode la plus évidente lorsqu’on aborde un probleme de contréle optimal. En
discrétisant 1’état et le controle on se rameéne a un probleme d’optimisation non linéaire en

dimension finie (ou probléeme de programmation non linéaire) de la forme

min F(Z),
zZel
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OU Z = (X1, eeey TN, ULy oy Up,), €L

C={Z/gi(Z)=0,i€el,..rgi(Z)<0,jer+1,..m}.

Plus précisément, la méthode consiste a choisir les controles dans un espace de dimension finie,
et a utiliser une méthode d’intégration numérique des équations différentielles. Considérons
donc une subdivision 0 = t) < t; < ... < ty = ty de l'intervalle [0,¢f]. Réduisons l'es-
pace des controles en considérant (par exemple ) des controles constants par morceaux selon
cette subdivision. Par ailleurs, choisissions une discrétisation de ’équation différentielle par
exemple choisissons ici (pour simplifier) la méthode d’Euler explicite. On obtient alors, en

posant h; = tjy1 — s,
Tip1 = i + hi f(ti, 23, u4).

Remarque

Il existe une infinité de methodes d’intégration numérique, D’une part, on peut discrétiser
I’ensemble des controles admissibles par des controles constants par morceaux, ou affines
par morceaux, ou par des fonctions splines, etc. D’autre part, il existe de nombreuses me-
thodes pour discrétiser une équation différentielles ordinaire : méthode d’Euler (explicite
ou implicite), méthode du point milieu, méthode de Heun, méthode Runge-Kutta, méthode
d’Adams Monlton, etc. De plus 'introduction d’éventuelles contraintes sur I’état ne pose au-

cun probleme .

La discrétisation précédente conduit donc au probléme de programmation non linéaire
Tiy1l = T3 + hlf(t’u x’bui)72‘ = 07 ey N -1

minC’(mo, L1y .-y TN, UQ, UT, ...,UN),
w €Q,i=0,...N—1

Le tableau suivant résume les caractérisation des méthodes directes et indirectes :
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Méthode directes

Méthodes indirectes

mise en oeuvre simple, sans connaissance a priori

connaissance a priori de la structure de la tra-

jectoire optimale

peu sensibles au choix de la condition initiale

trés sensibles au choix de la condition initiale

facilite de la prise en compte de contraintes sur 1’état

difficulté théorique de la prise en compte de

contraintes sur 1’état

controles (globalement)optimaux en boucle fermée

controles (localement) optimaux en boucle ou-

verte

précision numérique basse ou moyenne

tres grande précision numérique

efficaces en basse dimension

efficace en toute dimension

gourmandise en mémoire

calculs parallélisables

probléme des minima locaux

petit domaine de convergence

TABLE 2.1 — les caractérisation des methodes directes et indirectes

2.6 Conclusion

Cette étude est consacrée a la résolution d’un probleme de controle optimal non linéaire

lorsque 1’état est soumis a certaines contraintes et la valeur de I’état final est fixe. Pour sa

résolution, on a utilisé la méthode de tir simple et la méthode de tir multiple.
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Chapitre 3

Méthode de décomposition
d’Adomian

3.1 Introduction

La méthode de décomposition d’Adomian permet de résoudre des problémes fonctionnels
de différents types : équations algébrique, différentielles, intégrales, intégro-différentielles, aux
dérivées partielles (EDP). La méthode s’adapte aussi bien aux problémes linéaires et non

inéaire. u u ui écrire 1’équation sou rme :
linéaire. Il suffit qu’on sse écrire I’équation sous la forme
Fx=f

qui est appelée forme canonique d’Adomian.

3.2 La méthode de décomposition d’Adomian (MDA)

Pour illustrer le principe de la méthode de décomposition d’Adomian, considérons I’équation

différentielle non linéaire suivante [1] :
Lz(t) + Rx(t) + Nx(t) = f(t) (3.1)

ou L et R sont des opérateurs linéaires avec L est la dérivée d’ordre le plus élevé, supposée
inversible. N est 'opérateur non linéaire et f(t) est une fonction lisse.

Ainsi, Papplication de I'opérateur inverse L~! & I’équation (3.1) donne [15].
L™Y(La(t)) = LTH(f(1) — L7 (Ra(t) — L™ (Nx(t)) (3.2)

Par conséquent :
x(t) = ®(t) — L7 (Rx(t)) — LY (Nxz(t)) (3.3)

ou la fonction ®(t) résulte de I'intégration du terme f(t) et en tenant compte des conditions

initiales données.
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selon la méthode de décomposition d’Adomian, la solution x(t) est écrite comme la somme
d’un nombre infini de termes donnes [15]

x(t) = Zmn(t)

(3.4)
ou les termes x,,(f), n> 0 sont détermines de maniere itérative.

Aussi la partie non linéaire N x(t)=F(x(t)) est exprimée en terme de polynémes d’Adomian
A, (z(t)) comme suit [15] :

F(a(t))

Z An(
avec

n >0,

An(x(t)):;£[ (Z”% )] Cn=0,1,2,.

maintenant, la substitution de (

(3.5)

(3.6)
3.4) et (3.5 (3.6) donne
S alt) = (¢ ( (Z ralt >> L ( n<x<t>>> , (37)
n=0
et les termes x,(t) peuvent étre déduits comme suit
zo(t) = (1) ;
21(t) = =L R(xo(t)) — L~ Ao(x(1)) ;
22(t) = —L7 ' R(z1(t)) — L™ Ay (2(1));
wp1(t) = =L Rz (1) — L AR((t)); (3.8)
et on peut définie le schéma récursif suivant

zo(t) = D(t)
21 (t) = —L7 R(ap(t) — LT A((t), k20

(3.9)
Une fois que les termes x(t) sont déterminés, une solution approchée de x peut étre obtenue
en supposant n termes comme sult
n
= a(t) (3.10)
et la solution exacte. s’elle est, et donnée par

z(t) = lim z™(¢)

n—»ao0

(3.11)
La question qu’on peut poser ¢’est comment déterminer les (A, ),>0 et a quelles conditions
la méthode converge.
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3.3 Les polynomes d’Adomian :

Définition 3.1. Les polynémes d’Adomian sont définis par la formule :

Ao(zo) = N(z0) = f(z0)
Sy (3.12)

Ap(To, 21, ey T) = %%[N(Z A'i)]a=o
n=0

La formule proposée par G.Adomian pour le calcul des polynémes d’Adomian (A, )n>0 est

la suivante : Ag(zp) = N(xo)

A1 (1‘0, 3:1) = %1%]\[(330)

Cette formule s’écrit sous la forme :

A= c¢(,n)NW(z), n>0 (3.13)
v=0

Ou c(v,n) représente la somme de tous les produits (divisées par m!) des v termes z; dont la

somme des indices i est égales a n;m étant le nombre de répétitions des mémes termes dans

le produit.

3.4 Convergence de la méthode décompositionnelle d’Ado-

mian

3.4.1 Convergence de la technique

o
Pour toute série convergente Z x; on définit N(x) par :
i=0
oo
N(z) =Y Ai(zo, ..., ;) (3.14)
i=0

Les A; de (3.14) étant déterminés a l'aide des relations (3.6). Nous verrons plus loin sous
quelles conditions la série A; est susceptible de converger.

Pour toute suite z(t) = >, x; on définit N(x(t)) par :

N(z(t) = Ai(xo, ..., 7). (3.15)
=0
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La méthode d’Adomian revient alors a déterminer la suite
Sn=x1+T2+ ... +xp (3.16)
a laide du schéma itératif suivant :
Sp+1 = N(zo + Sp), Sp = 0. (3.17)

En effet
T = Sl = N(a,’o) = Ao.

Puis, Sy =21 + 29 = N(zo + 1) = Ao + A;.

Mais x1 = Ay d’ou il résulte zo = A4, etc.

De proche en proche, la relation (3.17) permet de retrouver toutes les relations initiales d’Ado-
mian(3.8). Il y a donc équivalence de la technique d’Adomian et du schéma(3.17).

Or, le schéma (3.17) correspond & la résolution de 1’équation

N(zo+5)=S. (3.18)

o0 o0

Remarque : Revenons sur la convergence de la série Z)\”An =N (Z Nz;) lorsque
n=0 =0

> Alxy converge. Si N(x) peut étre approché par un polynome en x (hypotheése assez faible

en pratique) alors N(z) = N (Y. Aiz;) peut étre développé en série entiere > A"z, dont les
Ay, sont donnés par la formule (3.6) faisant intervenir les dérivées éniéme de N. Si le rayon
de convergence est supérieur ou égal a 1 on peut utiliser les formules d’Adomian (A = 1).

L’inconvénient de cette approche est la condition restrictive sur N (contraction). On peut s’en

débarrasser en modifiant le schéma.

3.5 Résolution d’équation différentielles par la méthode d’Ado-

mian :

Si Fx=f est une équation différentiel ou F est un opérateur différentiel non linéire (ou
F linéaire ) possédant des termes linéaires et non linéaires. Le terme linéaire est décomposé
en L4+R, ou par convenance L est un opérateur différentiel d’ordre le plus grand facilement
inversible.

soit I’équation différentielle d’ordre ne N*

dn
Wf +Re+ Na = f, (3.19)

ot z(to),x (to), x (to), ..., " (tg) sont des valeurs données.
Si on pose L = %(.). la formule LX +RX +NX = f transforme ’équation différentielle ci-
dessus en Lx + Rx + Nx = {.

L’équation (3.3) s’écrit :
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-1

_ k 0 [e%]
OED “kfo)x(’f) (to) + L7 F (1) — LR () - LN [ A)| (3.20)
) n=0 n=0

k=0

3

D’ou l'on tire :

n—1

RY
at0) = Y- E e t) + L7510

IL‘17: —L_1R$0 - L_lAO

Tpi1 = —L~ 'Rz, — LA,

3.6 Résolution des systemes d’équations différentielles par MDA :

Les systemes d’équations différentielles ordinaires du premier ordre peuvent-étre

considérés comme :

.r,l = fl(t, L1y L2y uny xn)

x/2 = f2(t7 T1,T2, ..., l‘n)

(3.21)
53;1 = fu(t,x1,29, ..., Tp).
tel que chaque équation représente la premiere dérivation par rapport a t .
Les fonction fi, fo, ..., fn dépendent en t.
On utilise MDA pour résoudre le systeme (3.21) :
On peut représenter le systéme (3.21), par utilisation ™ équation comme :
L.%'l' :fi(t,xl,xQ,...,xn),i: 1,2,...,n. (3.22)

t
tel que L est un opérateur linéaire (L = %) avec Pinverse L™! = / (.)dt.
0

En appliquant L~ aux deux termes de (3.22), on trouve un systéme convenable pour lui
applique la méthode MDA :

t
x; = x;(0) +/ fily,x1, o, ...y xy)dy, i = 1,2, .., n. (3.23)
0

La solution avec MDA de (3.23) est considérée comme étant une série :

xXr; = me‘, (3.24)
7=0
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et I'intégrale de (3.23) est donnée comme la somme de la série suivante :

fi(t7 L1y L2y wuny [Bn) = Z Ai,j(fi,07 fi,ly ceny fi,j) (325)

Jj=0

ot les A; ;(fio, fi1, .., fij) sont appelées polynémes Adomian.
on remplagant (3.24) et (3.25) dans (3.23) on trouve :

oo t oo
> fig =i(0) +/ > Aij(fios fids oo fig) (3.26)
Jj=0 0 =0

oo
:a:i(O)—l—jZ_;/O A i(fior fins o fig)

qui donne :

30 =x;(0
fio =2 <t) (3.27)
fims1 = [y Ain(fios fin,s oo fing), n=0,1,2,...

3.7 Exemples

Exemple 3.1. Considérerons I’équation différentielles d’ordre 1 suivante :

gty =y(t), 0<t<l,
(Eql)

dont la solution exacte est :

y(t) = exp(t).

Pour déterminer la solution de I’équation différentielle (Eql) par la méthode de décomposition

d’Adomian, on écrit d’abord 1’équation (Eql) sous forme canonique comme suit :

Ly(t) = y(t) (3.28)
ou équation différentielle ”L” est donnée par :

d
L=2() (3.29)

7’ . — ” 7 .
et son opérateur inverse L1 est défini par :

L™= /t(.)dt. (3.30)
0
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En appliquant 'opérateur inverse (3.30) aux deux cotes du I’équation (3.28), et en utilisant

la condition initiale, on obtient :

L7 (Ly(t)) = L™ (y(t)) (3.31)

qui est équivalant & :

ou encore :

y(t) =1+ L7 (y(1)); (3.32)

et selon la méthode de décomposition d’Adomian, la solution y(t) est donnée sous forme d’une

série infinie de la forme .

y(t) = wilt) (3.33)
=0

En remplagant l’expression (3.33) dans (3.32), on aura :

D wit) =1+ L7 wi(t)
i=0 i=0

et par conséquent, on a le schéma itératif suivant :

Yo(t) =1,
yir1(t) = LM (wi(t),  i=10,1,25.....
Ce schéma permet de déterminer les composantes de la séries :y (), y2(t), ..... qui sont données

comme suit :

Yo(t) =
yi(t) =
yo(t) = 5t*
ys(t) = 5;t3
ya(t) = 4t

est la solution sous forme d’une série infinie est :
o

. _ Lo L3 L4 L,
y(t)_;yi(t)_l—l—t—l—mt TR LA ey L P

qui donne la solution exacte y(t) = expt obtenue en utilisent le développement de Taylor de
expt

Dans la table (Tabl). on fait une comparaison entre la solution exacte et la solution obtenue
avec ADM en utilisant 7 itérations, De méme, dans la figure (FIGURE 3.1). on trace les
graphes dans deux solutions exactes et approchées, et on voit bien, les résultats sont tres

proches.
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t solution exacte | solution approchée (ADM) | erreur
0,01 1 0,00000
0,1 | 1,105171 1,105171 0,0000

0,2 | 1,221403 1.221403 0,0000

0,3 | 1,349859 1,349859 0,0000

0.4 | 1,491825 1,491725 0,0000

0,5 | 1,648721 1,648721 0,0000

0,6 | 1,822119 1,822119 0,0000

0,7 | 2,013751 2,013753 0,2x1075
0,8 | 2,225537 2,225541 0,4x107°
0,9 | 2,459592 2,459603 0,11x10~4
1,0 | 2,718254 2,718282 0,28x10~4

TABLE 3.1 — Tabl

comparaison de la solution avec la solution obtenue avec la méthode Adomian avec 7 itérations

yilth

FIGURE 3.1 — solution exacte et solution approchée de y(t)
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Exemple 3.2. Considérons I’équation différentielle linéaire d’ordre 2
j(t) = —y(H), 0<t<1
(Eq2)

ayant pour solution exacte : y(t) = sint.
L’utilisation de la méthode ADM pour chercher la solution de 1’équation différentielle (Eq2),

permet d’écrire cette équation sous forme canonique

Ly(t) +y(t) =0 (3.34)
ol P2
L= @(_) (3.35)

et son inverse est définit comme suit :

L™= /Ot /Ot(.)dtdt. (3.36)

L’application de l'opérateur inverse (3.36) a I’équation (3.34) et 'utilisation des conditions

initiales permet d’obtenir

y(t) =1t — L7 (y(1)) (3.37)
D’prés la méthode de décomposition d’Adomian, la solution s’écrit sous forme d’une série
infinie

y(t) => wilt). (3.38)
=1

Alors, en remplagant (3.38) dans (3.37), on obtient :

o oo
S wilt) =t — 27> i)
i=1 i=1

et par conséquent, on obtient le schéma, itératif suivant :

{ yo(t) =t
yir1(t) = LY (yi (1)), i=,1,2....

Ce schéma donne les approximations successives suivantes :

Yo(t) =t
y1(t) = 5t°
ya(t) = &;t°
ys(t) = =4t
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et la solution y(t) est donnée par

1 1
_ 4 143 5 7 2n41
§ yi(t) =t t +t’ =t e ()" +

2n + 1!

qui donne la solution exacte y(t) = sint, obtenue en utilisant le D.L de Taylor de sin ¢.

t solution exacte | solution approchée | erreur
0,00 0 0,00000
0,1 | 0,0998334 0,0998334 0,0000
0,2 | 0,198670 0,198669 0,1x107°
0,3 | 0,295520 0,295520 0,0000
0.4 | 0,389418 0,389418 0,0000
0,5 | 0,479425 0,479426 0,1x107°
0,6 | 0,564642 0,564642 0,0000
0,7 | 0,644218 0,644218 0,0000
0,8 | 0,717356 0,717356 0,0000
0,9 | 0,783327 0,783327 0,0000
1,0 | 0,841471 0,841471 0,0000

TABLE 3.2 — Tab2

yiih

FIGURE 3.2 — solution exacte et solution approchée de y(t)
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Exemple 3.3. Considérons I’équation différentielle non linéaire suivante.

gty =y2t)+1 ,  0<t<l
(Eq3)

Ayant pour solution exacte.

y(t) = tan(t).
L’équation différentielle (Eq3) sous forme compacte s’écrit :
Ly(t) = Ny(t) + 1 (3.39)
En appliquant Iinverse de L, L™!, pour I’équation (3.39), on obtient :
y(t) =t+ L (Ny(1)

Selon le principe de la Méthode de décomposition d’Adomian, y(t) est représentée par

N
y(t) =D wilt) (3.40)
=0

et le terme non linéaire Ny(t) = y?(t) peut aussi s’exprimé par une série infinie de po-

lynéme d’Adomian de la forme

o0
Ny(t) =) A (3.41)
i=0
ol les polynémes A; , i=0,1,2,..... sont déterminés en utilisant la formule(3.12)

En remplagant (3.40) et (3.41) dans (3.39), on obtient le systeme itératif suivant :

Yo(t) =t .
yir1(t) =LY (A), i=0,1,2,..

qui donne les approximations suivantes :

Yo(t) =t
yi(t) = 5t°
ya(t) = &t°
ys(t) = 2xt’

o0
et solution obtenue Z y;(t) converge vers la solution exacte
i=0

1, 2. 17,
t)=t t)=t+ =t —t —t
y(t) an(t) + 3 + B + 315 +
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t solution exacte | solution approchée | erreur
0,00 0 0,00000
0,1 | 0,100334 0,100335 0,1x107°
0,2 | 0,202711 0,202710 0,1x107°
0,3 | 0,309336 0,309336 0,0000
0.4 | 0,422792 422793 0,1x107°
0,5 | 0,546303 0546302 0,1x1075°
0,6 | 0,684137 0,684737 0,0000
0,7 | 0,842287 0,842288 0,1x1075
0,8 | 1,02963 1,02964 0,1x10~*
0,9 | 1,26000 1,26016 0,16x10~*
1,0 | 1,55642 1,55741 0,99x10~%

TABLE 3.3 — Tab3

il

FIGURE 3.3 — solution exacte et solution approchée de y(t)

Exemple 3.4. Considérons le systeme différentiel suivant :
gt) =yi(t) +92(t) . 3(0)=0.

y(t) = = (t) +y2(t) 12(0) =1

Ayant pour solution exacte.

y1(t) = e sin(t),

yo(t) = €' cos(t),
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L’application de la méthode de décomposition d’Adomian permet d’obtenir les systémes

itératifs suivants :

{ y?(t) =0;
yi—H _ L‘l(yi(t) + yé(t)) , 1=0,1,2,..........

{ ya(t) = 1;
y§+1(t) =LY —i(t)+51) , i=0,1,2, ...

et par conséquent, on aura :

{ yi(t) =0,
yo(t) =1,
{ yi(t) =t,
ys(t) =t,
yi(t) = t*,
{ y3(t) =0

une comparaison de la solution exacte avec la solution approchée obtenue par la méthode
ADM avec 15 itérations est faite et illustrée dans la figure (FIGURE 3.4).
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FIGURE 3.4 — solution exacte et solution approchée de y(t) et ya(¢)
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Chapitre 4

Parameétrisation du vecteur de

controle

4.1 Introduction

La méthode de paramétrisation est une technique directe pour la résolution des problemes
de controle optimal qui consiste a transformer le probleme de contrdole optimal, probléme
d’optimisation dynamique, en un probleme d’optimisation statique. La technique de Pa-
ramétrisation peut étre appliquée sous 'une des trois formes suivantes : paramétrisation du
vecteur de controle [19,26], paramétrisation du vecteur d’état [20,29], ou paramétrisation du
vecteur d’état et de controle .

Cette approche est basée sur Iapproximation du vecteur de contrdle et/ou du vecteur
d’état par une combinaison linéaire de fonctions de base, telles que les fonctions polynomiales,
les fonctions trigométriques, les polynomes de Legendre, les polynomes de Hermite [16], ou
les polynomes de Chybeshev [19]. Les coefficients de la combinaison linéaire constituent les
variables de décision & choisir de maniere optimale a l’aide de techniques d’optimisation
standard basées sur les gradients, telles que la méthode de gradient conjugué, la méthode du

gradient projeté ou l'algorithme de programmation quadratique séquentielle (SQP) [9, 21].

Paramétrisation du vecteur de controle

La paramétrisation du vecteur de controle est basée sur I’approximation de la variable
de controle en choisissant une structure bien appropriée avec un nombre fini de parametres

Inconnus comme suit :

N
u(t) =Y a; ®4(t), (4.1)
i=0
ou les a;, i =0, 1, --- , N sont des parametres inconnus, et les ®;(¢) désignent un ensemble

approprié de fonctions de base formant un espace de contréle de dimension fini.
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Paramétrisation du vecteur d’état

L’idée du paramétrisation de 1’état est d’approcher les variables d’état du systéme par

une séquence de fonctions données avec des parametres inconnus :
N
2(t) =Y a; O4(t), (4.2)
i=0

Paramétrisation du vecteur de controle et le vecteur d’état

L’approche de paramétrisation du vecteur d’état et de contrdle [9,13] est basée sur 'ap-
proximation des variables d’état et des variables de contréle par une séquence de fonctions

connues avec des parametres inconnus, comme suit :

N
2(t) = bi Di(t),
1=0

N
u(t) =Y a; 0i(t),
1=0

ou les a;, et les b;, i = 0, 1, --- , N sont des parametres inconnus, et les ®;(¢) forment un
ensemble de fonctions appropriées.
Dans ce travail, on s’intéresse a la technique de paramétrisation du vecteur de controle

par des fonctions polynomiales.

Principe de la méthode de paramétrisation du vecteur de controle

Considérons le probleme de controle optimal suivant :

J(u(t)) = S(x(ty), tf) + ; ' f(x(t), u(t), t)dt, — min (4.3)
#(t) = g(x(t), u(t),t), €0, t] (4.4)
z(0) = xo, x(ty) =y, (4.5)

pour lequel on cherche & déterminer le meilleur controle pour transferer le systeme de I’état
initial xo vers un état final x;, en minimisant la fonction cout J(u(t)). Pour se faire, on

approche le controle u(t) par une fonction polynomiale de la forme :
N .
ut) =) ait’, N=1,2,- (4.6)
i=0

et la recherche de wu(t) revient a trouver les parametres a;,7 = 1,2, ..., n. Les variables d’état
sont obtenues en fonction des parametres inconnus des variables de contréle, en intégrant
les équations d’état du systeme. En d’autre termes, on remplace le contrdle u(t) par son

expression (4.6) dans I’équation d’état (4.4), pour obtenir I’équation différentille suivante :

N
B(t) = g(a(t), Y _ait', 1), (4.7)
=0
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qui est une équation différentielle avec second membre, qu’on résout par la suite par la
méthode de décomposition d’Adomian.

La méthode de décomposition d’Adomian fournit une solution de forme tronquée qui
dépend explicitement des parametres a;, i =0, 1,2,--- , N. De facon précise, x(t) est donnée
comme suit :

N
z(t) =) w(ai, t). (4.8)
i=0
Et en substituant les variables de controle approchées (4.6) et les variables d’état (4.8) cor-

respondantes dans la fonction cout (4.3), on aura :

ty N N '
min J :/ f(Zv(ai, t),Zai tz,t)dt+5($(tf),tf),
¢ 0 =0 =0
= Fl(ag, a1, -+ ,an).

le probleme de controle optimal peut étre converti en un probleme d’optimisation non

statiques, qui peut étre résolu plus facilement que le probleme d’origine. Ce probléme peut étre
interprété comme un probléme de minimisation de J avec a;, ¢ = 0,1, ..., N comme variables
de décision inconnues. Pour le probleme d’optimisation ainsi obtenu, on peut avoir probleme
sans contraintes ou probleme avec contraintes égalités, selon le probleme traité : probleme

avec état final libre ou probleme avec contraintes sur I’état final.

Problémes avec contraintes sur 1’état

Dans cette sous section, on verra comment résoudre un probleme de controle avec contraintes
sur I’état. Considérons le probleme de contdle optimal suivant avec contraintes sur le vecteur
d’état :

min J(u(t)) = S(z(t;),t7) + Off@@Lu@Lwda (4.9)
#(8) = g(a(t), u(t),8), 1 €0, t] (4.10)
hz(t), 1) < 0, (4.11)

x(0) = xo, x(ty) =xy. (4.12)

Pour résoudre ce type de probleme, on le transforme d’abord a un probleme sans contraintes
en utilisant la téchnique de Valentine, qui consiste & transformer la contrainte de type inégalité

en une équation en introduisant une variable d’écart a(.), comme suit :

h@uyw+%a%ﬂ:o. (4.13)
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En dérivant ’équation (4.13) p fois par rapport au temps, on obtient le systeme d’équation

suivant :
hi(z(t),t) + aa; =0, (4.14)
ho(z(t),t) + af + aag = 0, (4.15)
hs(x(t),t) + 3 a1 s + aaz =0, (4.16)
ha(z(t),t) + 302 +4ajas +aay =0, (4.17)
hp(z(t),t) + {termes faisant intervenir a1, ,0q} +aa, =0, (4.18)

ou les indices de h et a.....

En utilisant la peme équation, on peut déterminer ’expression du controle optimal, i.e;
u(t) = Gz, ap_1, -+, a1, aay,t), (4.19)
et en utilisant expression (4.19) et en considérant les variables
Q, 0y, Qpt, (4.20)

comme des contraintes additionnelles, on obtient le probleme de contréle optimal sans contraintes

suivantes :
ty
min J = fx,G(z, ap_1,- - , a1, aay,t))dt,
to
avec
(t) = g(z, Gz, ap_1, -, 00, aop,t),t), z(to) = xo,
Q= aq, Ot(to),
a1 =a, ai(to),
dy = ag, az(to),
ap-1 = ap, ap-1(to).
Les conditions initiales «(tg),- -, ap—1(to) sont choisit de satisfaire I'’équation (4.13) et les

premiéres p — 1 équations dans (4.18).

a(ty) = £v/( = 2h(z(to), 1)),
ai1(to) = —hi(z(to), t)/a(to),
as(to) = — [ha(z(to), 1) + o (to)] /ex(to),
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Exemple

Considérons le probleme de contréle optimal suivant :

: 1
Ii’l(gl J(u(t)) = 3 /0 x(t) dt, (4.21)
x(t) = u(t), (4.22)
z(t) > 0, (4.23)
z(0) =xz(3) = 1. (4.24)

En introduisant une variable d’écart, la contrainte inégalité (4.23) sera transformée en contrainte

égalité comme suit :

2(t) — %oﬂ(t) 0, (4.25)

qui donne apres dérivation
z(t) — at) a(t) = 0, (4.26)
or : &(t) = u(t) = a(t) &(t). (4.27)

On introduit alors une nouvelle variable de contdle v(t) = &(t), et le probleme de controle

optimal (4.21)—(4.24) est converti en un probleéme de contréle optimal sans contraintes comme

suit :
3
min J(u(t)) = % /0 (1) dt, (4.28)
#(t) = —a(t) v(t), (4.29)
z(0) = z(3) =1, (4.30)
a(0) = £v/22(0). (4.31)

4.1.1 Procedure de résolution d’un probléeme de controle avec des contraintes
sur I’état

L’idée générale de ’approche proposée consiste a utiliser la technique directe, basée sur
la technique de paramétrisation du vecteur de controle.

On transforme d’abord le probleme avec contrainte sur I’état en un probleme sans contraintes
en utilisant la méthode de Valentine. Ensuite, on utilise la méthode de décomposition d’Ado-
mian pour approcher la solution de I’équation d’état, traitée comme une équation différentielle
de premier ordre avec second membre. En somme, on remplace la solution approchée de
I’équation différentielle avec ’expression du vecteur de contréle dans la fonction cout pour
obtenir une fonction de plusieurs variables.

les différentes étapes sont résumées comme suit.

Initialisation : choisir € > 0 et poser n =1
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Etape 1 : Transformer le probléme avec contrainte sur I’état en un probléme sans contraintes
en utilisant la méthode de Valentine.
Etape 2 : paramétrisation du vecteur de controle, on approchant la variable de controle

par :
N .
u(t) = Z a; t*, (4.32)
=0

Etape 3 : Déterminer la solution approchée de 2V (¢) de ’équation d’état. a I'aide de la
méthode de décomposition d’Adomian.

Etape 4 : Calculer J(u(t)) pour obtenir une fonction de plusieurs variables de la forme
F(ay, ag, -+ ,an). (4.33)

Etape 5 : Déterminer les parametres a;, ¢ = 0, 1,---, N, a 'aide d’'un algorithme de
I'optimisation statique.
Etape 6 : Déduire z(t) et u(t) ainsi que la valeur numérique de J(u(t)).

Etape 7 : Critere d’arrét : si

[ (™ (1) = T TH1) <€ (4.34)

stop, sinon poser N = N + 1 et aller a I’étape (3).

Remarque

— Si le probleme de controle optimal traité a un état final libre, z(ty) € R", alors le
probleme d’optimisation ainsi obtenu sera sans contraintes. Par conséquent, ’algo-
rithme a utiliser pour déterminer les parametres a;, ¢ = 0, 1,---, N est 'un parmi
ceux utilisés pour les problemes d’optimisation sans contraintes, selon la nature du
probleme obtenu, convexe ou non convexe.

— Si le probleme de controéle optimale considéré a un état final fixe, alors le probleme d’op-
timisation obtenu est un probleme d’optimisation avec contraintes. Par conséquent,
I’algorithme a utiliser pour déterminer les parametres a;, ¢ = 0, 1,---, N est 'un
parmi ceux utilisés pour les problemes d’optimisation avec contraintes, tels que 'al-
gorithme du gradient projeté, algorithme de la méthode SQP (sequential quadratic

programming), etc.

4.2 Application

Pour illustrer l'efficacité de 'approche proposée pour la résolution des problemes de
controle optimal, on considere trois exemples d’applications. Dans le premier exemple on
considére un systeme avec ’état final libre, pour obtenir aprés paramétrisation du vecteur de
controle un probleme d’optimisation sans contraintes. Dans le deuxieéme,exemple, on traitera
un probleme avec état final fixe pour obtenir un probleme d’optimisation avec contraintes
égalités. Enfin, dans le troisieme exemple, on considére un probleme de controle optimal avec

contraintes sur 1’état de type inégalités.
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Example 1

Considérons le probleme de contréle optimal suivant :

1
min J(u) = % /0 22(t) + u2(t) dt,
sujet a
i(t) = —x(t) + u(t),
z(0) = 1.

dont la solution éxcate obtenue en utilisant le principe du maximum de Pontraygin est donnée

par :
z(t) = cosh(v/2t) + B sinh(v/21), (4.35)
u(t) = (1 +v2B) cosh(v2t) + (V2 + ) sinh(V2t), (4.36)
o B _cosh(\/i) + /2 sinh(v/2)
p= V2 cosh(v/2) + sinh(v/2) (4.37)
Posons :
N
u(t) =Y a;t’, (4.38)
=0

et ’équation d’état s’écrit :
N
B(t) = —x(t) + Y _ait’, (4.39)
=0
Pour résoudre (4.39) par la méthode de décomposition d’Adomian, on construit le schéma

itératif suivant :

N A
zo(t) =1+ Zi—i— 1 a; t't,
i=0

wep1 (1) = L (a()),

ou L7 1= fot (+) dt. En remplagant a chaque itération p la solution approchée

o(t) =Y ax(t) (4.40)

dans la fonctionnelle J(u(t)), on obtient le probléeme d’optimisation sans contraintes suivant :

min F(ag, a1,--- ,an),

(ao, a, - ,CLN) € %N.

Les résultats obtenus sont reportés dans la Table (4.1).
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‘JN “JN_JN—l“
0.1488953 | —
0.2109974 | 0.0621
0.1898107 | 0.0212
0.1934507 | 0.0036
0.1982346 | 6.1610~4
0.1929208 | 8.62107°
0.1929107 | 1.01107°

\]CDU‘#OD[\DHZ

TABLE 4.1 — résultats obtenus pour '’exemple 1

En considérant € = 1075, la méthode converge apres 6 itérations, et les approximations

de la variable de controle ainsi que la variable d’état sont données comme suit :

u(t) = —0.3783 + 0.4261 t 4+ .6962 > — 1.9366 > + 0.9682¢* + 1.1052¢° — .8864 t5,

z(t) = 1. — 1.3783 ¢ + 0.90220 > — 0.068667 t> — 0.46698 t* + 0.28704 ¢°
+0.13637¢5 — 0.14584 7 4+ 0.018219 3 — 0.0020281 t° + 0.00020602 ¢10
—0.19311e — 4t'1 + 0.13324e — 5¢12.

Une comparaison entre la solution obtenue par la méthode proposée avec la solution exacte

est faite, et les résultats sont tres proches, comme le montrent les figures (4.1) et (4.2).

Q  Solution exacte | !
f ; i | =———"5olution directe| .
u_g_... EREERE IR R L R Rt - -

~ Temps

FIGURE 4.1 — La variable d’état x(t)
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OpF----

O  Solution exacte|
| ——solution directe| ¢ -
H 1 i i H

uit)

[1] 0z 0.4 06 0.3
Temps

FIGURE 4.2 — La variable de controle u(t)

Example 2 : Probleme avec état final fixe

Considérons le probleme de controle optimal suivant :

n%in J(u) = é /01 (3 2% (t) + ug(t)> dt,

sujet a
z(t) = —x(t) + u(t),
z(0)=0, =z(1)=2

Comme ce probléme a un état final fixe, alors le probéme d’optimisation statique ainsi obtenu

apres paramétrisation du vecteur de controle est un probléeme avec contrainte égalités :

minF(ag, aj,--- ,a,N),
u
z(1)—2=0,

(ap, az, - ,an) € RY.

Les résultat obtenus sont reportés dans la table (4.2), et en considérons € = 1073 la méthode

converge apres 8 itérations.
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JN JN+1 _ JN

3.71172 | —
7.241343 | 3.5296
5.862853 | 1.3785
6.203423 | 0.3406
6.140483 | 0.0629
6.150909 | 0.0104
6.149531 | 0.0014
6.149876 | 3.4510~*

o N|o|lola|lw| o~ S

TABLE 4.2 — résultats obtenus pour I'exemple 2

Les résultats numériques de la méthode proposée en comparaison avec la solution éxacte

sont représentés dans les figures (4.3)—(4.4).

Trajectoire optimale xit)

O Solution directe|
solution exacte |

i i i
Dz 0.4 0& 0.3 i
Temps

S

FIGURE 4.3 — Solution éxacte et solution approchée de x(t)
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Tr----

O Solution directe| : : :
solution exacte

Controle optimal u(t)

o (1] o4 08 0.8
Temps

FIGURE 4.4 — Solution éxacte et solution approchée de u(t)

Example 3 : Probleme de contrdle optimal avec contraintes sur I’état

Considerons le probleme de controle optimal suivant :

min J(u(t)) = /01 (m% + 22 4 0.005 u?(t) dt, (4.41)
sujet a (4.42)
@1(t) = zo(t) (4.43)

Zo(t) = —x2(t) + u(t), (4.44)

z2(t) —8(t—0.5)2 +0.5 <0, (4.45)

r0) =0, x2(0)=—1. (4.46)

Transformation du probléme (4.41)-(4.46) en un probleme sans contraintes, en introduisant

une variable d’écart x3(t), alors l'inégalité (4.45) devient :

a(t) — 8 (£ — 0.5)2 + 05 + %x%(t) ~0, (4.47)

en dérivant par rapport a t, on aura :
xo(t) — 16(t — 0.5) + x3(t) £3(t) =0 (4.48)

ce qui donne :
Za(t) = 16(t — 0.5) — x3(t) v(t), (4.49)

de I’équation d’état (4.44), on a :

u(t) = x2(t) + 16(t — 0.5) — x3(t) v(t). (4.50)

68



CHAPITRE 4. PARAMETRISATION DU VECTEUR DE CONTROLE

En remplacant (4.50) dans les expressions (4.41) et (4.43), on obtient le probléme de contrle

optimal sans contraintes suivant :

min J(u(t)) = /01 (:c% + 22 +0.005 (22(t) — x3(t) v(t) + 16t — 8) (¢) dt, (4.51)
sujet a (4.52)
&1(t) = @2(t) (4.53)

io(t) = —x3(t)v(t) + 16 — 8, (4.54)

ds(t) = v(t), (4.55)

20) =0, 22(0)=-1, =23(0)=+/(5). (4.56)

Les résultats de simulation sont illustrés dans les figures (4.5)—(4.7). Dans les figures
(4.6)—(4.7), on fait une comparaison entre les solutions de la variable d’état z2(t) et de la
variable de contrdle u(t) avec celles obtenues en utilisant les splines linéaires . Les résultats

des deux méthodes sont trés proches, comme sont illustrées dans les figures (4.6) et (4.7),

respectivement.

1] T T T T
! H H
A : :
A :
_ \ :
= 005 | e e -
Ea s
i :
% s '
3 % !
E
s Tk :
5 ;
:?:, \ :
* '
‘é I T e N S FEPT From
v o
g N
E \Y H
. . LY H
] R ERRTREC ITPEPIEPRIR P RIS STSRITTIPS
! ! R !
: .
—0.95 ] I ] 1
] 02 D4 0.8 08

FIGURE 4.5 — Solution de z(¢)
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1_5_ RN mmi i mm i mE i e pmr
— — — Solution directe :
Q  solution spline inéaire |!
H contrainte H
E S T T T . ............................ P ]
2 g
o :
T :
1= 05
E=4 .
[=% H
=] :
2 : 49
S 0 e ..__..__I’.{?_..__.I,‘T_:'-._{E)
o : R
2 : 2
i
r_ 'U.C ' ..........................
' ;
/ :
—4 i
0 02 04 D& 0a

FIGURE 4.6 — Solution de z2(t)

+ — % — Solution directe :
12 o m e solution spline linéaire [
ES
=3
©
£
=
(=X
o
£
o
Lia]
=
o
-4 i i 1 1 1
0 D2 04 L] 0.a
temps

FIGURE 4.7 — Solution de u(t)
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Conclusion

Dans ce mémoire on a proposée I'optimisation des fonctions mathématiques (optimisation
statique). Nous avons débuté le premier chapitre par la formulation générale d’un probleme
d’optimisation statique. Puis, nous avons rappelé certaines définitions de ’analyse convexe et
la fonction convexe et résultats concernant ’existence et les conditions d’optimalité.

Cette étude est consacrée a la résolution d’un probléme de controle optimal linéaire et non
linéaire, lorsque 1’état est soumis a certaines contraintes et la valeur de 1’état final est fixe.
Pour sa résolution, on a utilisée les méthodes directes et les méthodes indirectes .

L’étude réaliséé dans le cadre de ce mémoire ouvre la voie a utiliser les méthodes d’approxi-
mation (méthode de décomposition d’Adomian, le paramétrisation du vecteur de controle)
pour la résolution des problemes de commande optimale. Nous pouvons notamment proposer
d’appliquer ces méthodes :

— arésoudre des problemes de commande optimale des systemes décrits par des équations

différentielles

La méthode Adomian a déja fait ses preuves dans le cadre de la résolution d’équations forte-
ment non linéaires. Cependant 'utilisation de cette méthode se faisait assez difficilement du
fait de la difficulté de I'obtention des polynémes dans le cas ou le terme non linéaire dépend
de plusieurs variables. D’autre, le manque de logiciels informatiques calculant les polynémes
d’Adomian (méme pour le cas d'une variable) handicapait fortement la méthode. Ces deux
lacunes ont été comblées et ces travaux (notre I'objet de publications de la méthode d’Ado-
mian ) ils seront décrits dans le troisieme chapitre.

La méthode du paramétrisation est une technique qu’ on peut appliquer sous 'une des trois
formes suivantes : paramétrisation du vecteur de controle, paramétrisation du vecteur d’état,
ou paraméetrisation du vecteur d’état et de controle.

Dans cette étude on a fait une comparaison entre les solutions de la variable d’état et de la

variable de controle u(t).
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Résumé

Dans ce travail, on traite la résolution d’un probleme de contréle optimale par la méthode
de décomposition d’Adomian qui appliquée & la resolution des équations différentielles.
La méthode de paramétrisation elle est appliquée sous I'une de trois forme. On s’intéressé
seulement a la méthode de paramétrisation du vecteur de controle.
On a utilisé la méthode du paramétrisation pour transformer un probléeme du controle opti-
male a un état final libre en un probleme d’optimisation sans contraintes, ou bien un probleme

du controéle optimale a un état final libre fixé en un probleme d’optimisation avec contraintes.
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