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INTRODUCTION GENERALE

La modélisation mathématique des phénomeénes physiques est souvent décrite par
des équations aux dérivées partielles (EDP) dont la solution analytique est en général
inaccessible. On est donc conduit a chercher une solution approchée via des méthodes

numériques.

La méthode des éléments finis est, aujourd'hui, l'une des méthodes numeériques
les plus utilisées pour résoudre ces équations. Elle consiste a utiliser une approximation
simple des variables inconnues pour transformer les équations aux dérivées partielles en
équations algébriques. C'est une méthode trés générale qui s'applique a la majorité des
problemes rencontrés dans la pratique : problémes stationnaires ou non stationnaires,
linéaires ou non linéaires, définis dans un domaine géométrique quelconque a une,

deux ou trois dimensions. De plus, elle s'adapte trés bien aux milieux hétérogenes

souvent rencontrés dans la pratique par I'ingénieur.

L'objectif de ce travail consiste essentiellement a I'application de la méthode des
éléments finis pour la résolution des problémes de transferts de chaleur unidirectionnels et
bidimensionnels en régime stationnaire et transitoire. Pour ce faire, le mémoire est organisé

en quatre chapitres :

Aprés cette introduction, vient le premier chapitre dans lequel nous rappellerons,
d’une fagon succincte, les formules représentatives des différents modes de transferts de
chaleur ainsi que la formulation analytique de I'équation de la chaleur en régime
stationnaire et transitoire. Puis dans le deuxieme chapitre, il s’agit de montrer comment
obtenir la forme faible des équations de transfert de chaleur ce qui constitue l'ingrédient
essentiel de la méthode des éléments finis. Ensuite, nous présenterons dans le troisieme
chapitre la mise en ceuvre pratique de la MEF par le calcul des matrices élémentaires dans
les cas d’un élément fini linéaire a deux nceuds et d’'un élément fini rectangulaire a quatre
nceuds. Le dernier chapitre sera consacré a |'expérimentation numérique ou plusieurs
exemples seront présentés afin d’illustrer les techniques d’assemblage des matrices globales
et la résolution des systémes algébriques obtenus. Les résultats numériques seront
comparés avec ceux issus de la méthode analytique et du code ANSYS. Et nous terminerons

par une conclusion générale qui débouchera sur quelques recommandations futures.
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CHAPITRE | : Aspect général sur le transfert de chaleur

1.1 Introduction

L'objectif de ce présent chapitre consiste, en premier lieu, a présenter les lois qui
régissent les trois modes principaux de transfert thermique (conduction, rayonnement et
convection) ainsi que les expressions de |'énergie stockée et générée. Il s’agit, en second
lieu, de développer I'’équation de la chaleur en considérant le bilan énergétique de
I'ensemble de ces énergies. L’expression ainsi obtenue sera présentée et simplifiée pour le

cas d’un transfert de chaleur bidimensionnel et en régime stationnaire et transitoire.

1.2 Définition du transfert de chaleur

Chaque fois qu’un gradient de température existe dans un systéme, ou chaque fois
que deux systemes a des températures différentes sont mis en contact. L’énergie est
transférée. Le processus par lequel I'énergie, transport taltes lieu est connu comme transfert
de chaleur. La chose en transit, appelée chaleur, ne peut pas étre observée ou mesurée
directement. Cependant, ses effets peuvent étre identifiés et quantifiés au moyen de
mesures et d’analyses. Le flux de chaleur, comme I'exécution du travail, est un processus par

lequel I’énergie initiale d’'un systéme est changée. [1].

A la base de I'étude des transferts thermiques se trouvent les concepts de quantité
de chaleur et de différence de température. Le transfert de chaleur d'une partie d'une
substance a une autre partie, ou d'un corps a un autre corps, s'effectue sous forme d'énergie
cinétique.

Ce transfert est d( a la différence de température entre les deux corps. La chaleur se
propage spontanément du corps ayant la température la plus élevée vers celui ayant la
température la plus basse, élevant ainsi la température de ce dernier, tout en abaissant la
température du premier, dans la mesure ou le volume des deux corps reste constant. Ceci
constitue le second principe de la thermodynamique qui met en évidence la notion
d’irréversibilité : La chaleur ne pourra pas se propager d'un corps froid vers un corps chaud,

sauf si on fournit un travail [2].
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Dans la littérature relative a cette discipline, on reconnait généralement trois modes
distincts de transmission de la chaleur : la conduction, la convection et le rayonnement.

En outre, il est rare qu’une situation particuliére ne concerne qu’un seul mode : le

plus souvent 2 sinon 3 modes entrent en jeu. |l sera donc nécessaire de poser correctement

les problémes pour prendre en compte ces différents mécanismes [3].

Transferts par convection d ou gaz
situe dans le double vitrage

Echange par rayonnernant

Echan I royonnement iyl
1 POk Fnina avec 'exférieur

avec lintereur

Intérieur L
Exierieur

chaud) (froid]

) —-*
Transferts par conduction
dans ke vere

Fig. I-1: Exemple illustrant les différents types de transferts de chaleur dans une prote bi-vitrée. [4]

1.3 Relation entre la thermodynamique et le transfert de chaleur

La branche de la science qui traite de la relation entre la chaleur et d’autres formes
de I'énergie, y compris le travail mécanique en particulier, est appelé thermodynamique.
Ses principes, comme toutes les lois de la nature, sont fondés sur des observations et ont été
généralisés dans les lois que I'on croit tenir pour tous les processus se produisant dans la
nature parce gu’aucune exception n’a jamais été trouvée. Par exemple, la premiere loi de la
thermodynamique déclare que I'énergie ne peut étre ni créée ni détruite, mais seulement
changée d'une forme a [l'autre.Elle régit toutes les transformations énergétiques
guantitativement, mais ne pose aucune restriction sur la direction de la transformation. Il est

connu, cependant, de I'expérience qu’aucun processus n’est possible dont le seul résultat
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est le transfert net de chaleur d’une région de température inférieure a une région de

température plus élevée [1].

Tous les processus de transfert de chaleur impliquent I'échange et/ou la
conversion d’énergie. Ils doivent donc obéir a la premiere comme a la seconde loi de la
thermodynamique. A premiére vue, on pourrait donc étre tenté de supposer que les
principes de transfert de chaleur peuvent étre dérivés des lois de base de Ia
thermodynamique. Cette conclusion serait toutefois erronée, car la thermodynamique
classique se limite principalement a I'étude des états d’équilibre, y compris les équilibres
mécaniques, chimiques et thermiques, et est donc, par elle-méme, de peu d’aide dans la
détermination quantitative des transformations qui se produisent a partir d’'un manque
d’équilibre dans les processus d’ingénierie. Puisque le flux de chaleur est le résultat du non
équilibre de température, son traitement quantitatif doit étre basé sur d’autres branches de
la science. Le méme raisonnement s’applique a d’autres types de processus de transport tels

que le transfert de masse et la diffusion [1].

L’'exemple schématique d’'un moteur automobile de la Fig. I-2 illustre de I'analyse
thermodynamique et de transfert de chaleur. Alors que la loi fondamentale d’économie
d’énergie est applicable dans les deux, d’un point de vue thermodynamique, la quantité de
chaleur transférée au cours d’un processus est simplement égale a la différence entre
changement énergétique du systeme et du travail effectué. Il est évident que ce type
d’analyse ne tient compte ni du mécanisme du flux de chaleur ni du temps nécessaire au
transfert chaleur. Il prescrit simplement la quantité de chaleur a alimenter ou a rejeter d’un
systeme pendant un processus entre des états finaux spécifiés sans tenir compte de la
pourrait étre accompli. La question de savoir combien de temps il faudrait pour transférer

une quantité de chaleur, via différents mécanismes ou modes [1].
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Automobile Engine Theromodynamic Model
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Fig. I-2 : Un modéle thermodynamique classique et un modéle de transfert de chaleur d’une
automobile typique moteur a combustion interne (a allumage par étincelles). [5]

1.4 Mécanismes de transfert de chaleur

La littérature sur le transfert de chaleur reconnait généralement trois modes distincts
de transmission de la chaleur : la conduction, le rayonnement et la convection. Strictement
parlant, seule la conduction et le rayonnement doivent étre classés comme transfert de
chaleur processus, car seuls ces deux mécanismes dépendent pour leur fonctionnement de
la simple existence d’'une différence de température.Le dernier des trois, convection,
ne pas se conformer strictement a la définition de transfert de chaleur parce que son
fonctionnement aussi dépend du transport de masse mécanique. Mais depuis convection
accomplit également transmission de I'énergie des régions a température plus élevée aux
régions température, le terme « transfert de chaleur par convection » est généralement

accepté [1].
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1.5 Bilan d’énergies
Il faut tout d’abord définir un systeme (S) par ses limites dans I'espace et il faut ensuite
établir I'inventaire des différents flux de chaleur qui influent sur I’état du systéme et qui

peuvent étre [6] :

(5)

e = iy flux de chaleur stocke
e j / ‘\‘Pf ~, P @, flux de chaleur génere dans le systéme (5)
i )
\“‘“x___ - vy

¢, flux de chalewr entrant
@, flux de chaleur sortant

Fig. I-3 : systéme et bilan énergétique [6]
En appliquant le premier principe de la thermodynamique, nous pouvons établir le bilan
d’énergie du systeme (S) :

Pe+ Qg = Y5 + Q¢ (1-1)

1.6 Expressions des flux d’énergie
Nous allons tout d’abord illustrer les expressions des différents flux d’énergie, puis
en les reportant dans le bilan d’énergie, on obtient une équation différentielle dont la

résolution permet de connaitre I'évolution de la température en chaque point du systeme

1.6.1 Conduction
A) Définition
La conduction est le transfert d’une partie d’'une substance a une autre partie de la
méme substance, ou d’une substance a une autre en contact physique avec elle sans
déplacement appréciable de molécules formant la substance. Dans un solide la chaleur est
conduite par les deux mécanismes suivants [7] :
i) Par vibration en treillis (les molécules ou atomes qui se déplacent le plus rapidement
dans la partie la plus chaude d’un corps transferent la chaleur par impact une partie de
leur énergie aux molécules adjacentes)

ii)  Partransport d’électrons libres.

Dans le cas des gaz, le mécanisme de conduction de la chaleur est simple. L'énergie
cinétique d’une molécule est une fonction de la température. Ces molécules sont dans un
mouvement aléatoire continu échangeant I'énergie et le moment. Lorsque la molécule de la

6
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région tempérée entre en collision avec une molécule de la région basse température, elle
perd de I'énergie par des collisions [7].

Dans les liquides, le mécanisme de la chaleur est plus proche de celui des gaz.
Cependant, les molécules sont plus rapprochées et les forces intermoléculaires entrent en
jeu [7].

Ce mode de transport de chaleur est le seul qui existe au sein d’un solide opaque.
Dans les liquides et les gaz, le transport de chaleur par conduction est souvent négligeable
devant la convection et le rayonnement [8].

La théorie de la conduction repose sur I’"hypothése de Fourier : La densité de flux

est proportionnelle au gradient de température

5

v
dT

» p=-AS—

L

X

Fig. I-4 : Schéma de transfert de chaleur conductif [6]

Pour le cas unidirectionnel, le flux de chaleur prend la forme algébrique suivante:
=1L (1-2)

@: Flux de chaleur (w) (Kcal/h) ;

A : Conductivité thermique des matériaux (w/m. k) ;

x : Variable d’espace dans la direction du flux (m) ;

S : Aire de la section de passage du flux de chaleur (m?).

B) Domaines d’applications
Le transfert de chaleur par conduction caractérise tous les transferts de chaleur
qui s’effectuent dans les parois séparant deux corps a des températures différentes. C’'est le
cas des surfaces d’échange des échangeurs de chaleur, mais c’est aussi celui des murs et
vitrages d’un batiment, des cuves contenant des liquides chauds ou froids, des parois des

fours, etc. [9].
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Il est courant que les parois soient constituées de plusieurs matériaux ayant chacun
un réle spécifique (réfractaire, revétement anticorrosion, isolant thermique, etc.) et qui sont

des parois composites a travers lesquelles s’effectue le transfert de chaleur [9].

1.6.2 Rayonnement
A) Définition
Le rayonnement est le transfert de chaleur a travers I'espace ou la matiere par d’autres
moyens que la conduction ou la convection. L'énergie rayonnante (c’est-a-dire le
rayonnement électromagnétique) ne nécessite aucun moyen de propagation et passera par
le vide [7].
C’est un transfert d’énergie électromagnétique entre deux surfaces (méme dans le vide).
Dans les problémes de conduction, on prend en compte le rayonnement entre un solide et le

milieu environnant et dans ce cas nous avons la relation [6] :

p=0eS(Tp—Td) (I-3)
Oou
@: Flux de chaleur (w) ;

o : Constant de Stefan-Bolzman est égale a (5,67. 107 8W m™2K %) ;

S : Aire de la section de passage du flux de chaleur (m?) ;
T, : Température de surface du solide en (K) ;
T.. : Température du fluide loin de la surface du solide en (K).

T Milieu envirennait 4 Te
o

| /-

Fig. I-5 : schéma du transfert de chaleur radiatif [6]
B) Domaines d’applications
Le rayonnement infrarouge est appliqué dans de trés nombreux procédés
industriels. Son action sur la matiere est essentiellement thermique et les applications
principales concernent [9]:

- le séchage (papiers, cartons, textiles, etc.);



Chapitre | Aspect général sur le transfert de chaleur

- la cuisson (teintures, appréts, enductions...) ;

-le chauffage (avant formage de matériaux divers, traitements thermiques, soudage,
chauffage de postes de travail...) ;

- les polymérisations (encres, revétements, emballages...) ;

- la stérilisation (flacons pharmaceutiques, produits alimentaires divers...).

Le rayonnement ultraviolet est constitué de photons dont I'énergie est de I'ordre de
grandeur de [’énergie des liaisons atomiques. Ceux-ci agissent sur la matiére par
déplacement des électrons vers des niveaux énergétiques supérieurs. Lorsque la matiéere
soumise au rayonnement y est sensible, il s’y produit des réactions chimiques. La partie du
rayonnement ultraviolet absorbée par la matiére et qui n’est pas utilisée a la réaction

chimique est transformée en chaleur [9].

Dans la pratique, cet échauffement reste faible et le rayonnement ultraviolet
est principalement utilisé dans le domaine des réticulations de films plastiques et des
polymérisations de produits organiques comme les encres d’'imprimerie, les laques et vernis,

opérations qui sont souvent appelées improprement séchages [9].

1.6.3 Convection
A) Définition
La convection est un mode de transfert de chaleur qui met en jeu, en plus de la
conduction, le mouvement macroscopique de la matiére. Ce phénomene se produit au sein
des milieux fluides en écoulement ou entre une paroi solide et un fluide en mouvement. On
distingue deux types de convection [10] :

e Convection naturelle: les mouvements sont dus aux variations de masse volumique
dans un fluide soumis au champ de pesanteur. Les variations de masse volumique
peuvent étre générées par des gradients de température (I'air chaud est plus léger
que I'air froid) et/ou par des gradients de composition.

e Convection forcée: le mouvement du fluide est provoqué par des actions mécaniques
extérieures (pompe, ventilateur...).

e Convection mixte : lorsque les deux types de convection coexistent dans un systeme.
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Ce mécanisme de transfert est régi par la loi de Newton qui stipule que la densité de
flux de chaleur échangé entre une paroi solide et un fluide en écoulement est

proportionnelle a I'écart de température qui lui a donné naissance [10].

@ = hS(T, — T,,) (1-4)
ou
@: Flux de chaleur transmis par convection en (W) ;
S : Aire de la surface de contact solide/fluide en (mz) ;
T, : Température de surface du solide en (K) ;
T.. : Température du fluide loin de la surface du solide en (K) ;

h : Coefficient de transfert de chaleur par convection (W.m™. K?).

@ Fluide 4 T..

b

Fig. I-6 : Schéma du transfert de chaleur convectif [6]
B) Domaines d’applications
Les applications du transfert de chaleur par convection sont beaucoup trop
nombreuses pour que I'on puisse envisager de les citer toutes. Elles interviennent chaque
fois que I'on chauffe ou que I'on refroidit un liquide ou un gaz, qu’il s’agisse de faire bouillir
de I'eau dans une casserole, du radiateur de chauffage central, du radiateur associé au

moteur d’une voiture ou de I’échangeur dans un procédé, évaporateur ou condenseur [9].

La convection s’appliqgue méme si la surface d’échange n’est pas matérialisée par
une paroi, ce qui est le cas des condenseurs par mélange ou des réfrigérants

atmosphériques, voire des sécheurs a air chaud [9].

1.6.4 Flux de chaleur lié a un débit massique
Lorsqu’un débit massique m de matiére entre dans le systeme a la température T, et
en ressort a la température T,, on doit considérer dans le bilan (I-2) un flux de chaleur
entrant correspondant [6] :
@ =1m Cp(Ty — T2) (I-5)
10
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Oou

@, : Flux de chaleur entrant dans le systéeme (W) ;
m : Débit massique (K;. S™1);

Cp : Chaleur Spécifique (/. K;*. K1) ;

T;, T, : Températures d’entrée et de sortie(K).

1.6.5. Stockage d’énergie

Le stockage d’énergie dans un corps correspond a une augmentation de son
énergie interne au cours du temps d’ol, a pression constante et en I'absence de
changement d’état [6] :

Pse=pV Cyor (1-6)

@t - Flux de chaleur stocké (W) ;
p : Masse volumique (K;,.m™3);
V : Volume (m3) ;
C, : Chaleur Spécifique (/. K;*. K™1) ;
T : Température (K) ;

t: temps (s).

1.6.6 Génération d’énergie
Elle intervient lorsqu’une autre forme d’énergie (chimique, électrique, mécanique,

nucléaire) est convertie en énergie thermique. On peut I’écrire sous la forme [6]:

Pg=qV (1-7)
@g : Flux d’énergie thermique générée (W) ;

q : Densité volumique d’énergie générée (W.m™3);

V : Volume (m3).

11
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1.7 Equation de la chaleur
Considérons un systeme d’épaisseur dx dans la direction x et de section d’aire S

normale a la direction o,. L'application du bilan d’énergie sur ce systéme donnera [6]:

Px + Pg = Pxrax + Pst (1-8)
A 7
P
Py / Pror dze ~
L > ’ > Le
B
L

1] it %+ dx £

L

Fig. I-7 : Bilan thermique appliqué a un systéeme élémentaire [6]
ou

oT )
Py = — (kSa) : Flux entrant (conduction) ;
®g = q S dx:Flux généré ;
oT d aT

Pxidx = — (kS 5) ~ 0 (kS 5) dx : Flux sortant ;

oT )
05t = pCpS de : flux stockeé.

En tenant compte de ces expressions dans I’équation (I-8) :

—(xsa—T>+q5dx=—(xsa—T)—i<xsa—T)ax +pC,Sdx L (1-9)
0x dox) 0x ox P ot
Apres simplification, nous obtenons I’équation de la chaleur dans le cas unidirectionnel :
2 (D) +q=pCy o (1-10)
Dans le cas tridimensionnel, cette équation prend la forme générale suivante:
i(xxa—T)+i(x a—T)+i(x a—T)+q=pC or I1-11)
ox\ *ox) oy\'Yay) az\ *oz P ot

Cette équation peut se simplifier dans un certain nombre de cas :

a) Sile milieu estisotrope A, = A, = A, = A
N 62T+62T+62T L digor 2+ T 2+ aT\?
x> ay* 9z*) dT|\ox ay 0Z

12

oT
+gq=pC

>3 (1—12)
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b) Sil’écart de température n’est pas important, A peut étre considérée constante

v" (Cas tridimensionnel

(0T 0T 0T\ T s
ox2 " ayz T az2) T 1T Plr gy (I1-13)

v" Cas Bidimensionnel

(220 g = pe, - 14
oxz " ayz ) TIT Py (=14

v" Cas unidimensionnel
K62T+ =pC or [—-15

c) Enrégime stationnaire
v' Cas tridimensionnel

W(ET LT LT - 16
9x2 " ayz T az2) 97 (1-16)

v' Cas Bidimensionnel

k(y_T+(¥_T>+q:O (1—17)
ax* ay2
v" Cas unidimensionnel
62
}\,ﬁ + q= 0 (I —_ 18)

d) S’il n’y a pas de génération d’énergie a I'intérieur du systeme (q = 0)

(62T 0°T 62T> oT

0x?2 + dy? + 072 ) = pCpE

(1—19)

Remarque :

Dans cette équation, la conductivité thermique est supposée étre un scalaire
constant (c’est le cas des solides homogenes et isotropes). Il existe cependant de nombreux
cas ou la conductivité thermique dépend des propriétés d’orientation du solide (cristal,
matériau déposé en couches minces, matériau fibreux etc.....). La conductivité thermique
devient alors un tenseur dont la représentation matricielle dans le repéere orthonormé (0O, x,

y, z) est:

13
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)lx Axy sz
1] = Ay Ay, (1-20)
Sym. A,

1.8 Conclusion
Ce chapitre nous a permis de cerner, d’'une maniére générale, les mécanismes de
transfert de chaleur et de présenter les lois générales qui les gouvernent en considérant le

transfert de chaleur stationnaire et transitoire.

14
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CHAPITRE Il : Discrétisation par la méthode des éléments finis

1.1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est I'application de la méthode des éléments finis pour la
résolution des problemes de transfert de chaleur décrits dans le chapitre précédent. En
effet, la solution analytique des équations décrivant le transfert de chaleur (I-13) a (I-14)
sont en général inaccessibles. On est donc conduit a chercher des solutions approchées par

des méthodes numériques telles que la méthode des éléments finis.
I1.2 Principe de la méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est l'une des méthodes numeériques les plus
utilisées aujourd'hui pour résoudre les équations aux dérivées partielles décrivant le
comportement des systémes physiques. Elle nécessite I'utilisation intensive de
I'ordinateur. C'est une méthode trés générale qui s'applique a la majorité des problemes
rencontrés dans la pratique : problemes stationnaires ou non stationnaires, linéaires
ou non linéaires, définis dans un domaine géométrique quelconque a une, deux ou trois
dimensions. De plus elle s'adapte tres bien aux milieux hétérogénes souvent rencontrés

dans la pratique par l'ingénieur.

La méthode des éléments finis consiste a utiliser une approximation simple des
variables inconnues pour transformer les équations aux dérivées partielles en équations

algébriques. Elle fait appel aux trois domaines suivants:

e Sciences de l'ingénieur pour construire les équations aux dérivées partielles.
e Meéthodes numériques pour construire et résoudre les équations algébriques.
e Programmation et informatique pour exécuter efficacement les calculs sur

['ordinateur.

La MEF consiste donc a discrétiser une forme complexe en un grand nombre de sous
domaines élémentaires de forme géométrique simple, interconnectés a des points appelés
nceuds. L'analyse se fait en considérant séparément chacun des éléments constituant le
domaine puis en assemblant tous ces éléments on obtient la compatibilité du comportement

de la structure en chaque nceud. Méme lorsque le nombre d’éléments est important, ce qui

15
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est souvent le cas, la méthode des éléments finis est trés simple a implémenter sur

ordinateur ce qui rend son utilisation trés commode.

1.3 Différentes formes d’éléments finis

La notion de type d’élément est liée a leur principe de fonctionnement : chaque
élément est muni d’'une géométrie de référence figée, dans laquelle sa forme exacte, la
position de ses nceuds, ses fonctions de base et ses degrés de liberté sont spécifiés. Chaque
élément est identifié par un nom précisant sa forme ainsi que le nombre de nceuds décrivant

sa frontiére. On cite a titre d’exemples [11] :

11.3.1 Eléments a une dimension

A) Elément linéaire a deux nceuds

N° desnoeuds 1
&

.

Fig. Il-1 : Elément linéaire a deux nceuds

B) Elément linéaire a trois nceuds

N° des noeunds 1 A 3
>x

Fig. II-2 : Elément linéaire a trois nceuds

11.3.2 Eléments a deux dimensions
Ce sont des triangles ou quadrilatéres dont les cotés sont des courbes
polynomiales de ler ,2e ou 3e degré.

A) Elément quadrilatéral a quatre nceuds

}i’

3 4

Fig. II-3 : Elément quadrilatéral a quatre nceuds

16
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B) Elément quadrilatéral a huit nceuds

Fig. Il-4 : Elément quadrilatéral a huit nceuds

C) Elément trianqulaire a trois nceuds

Fig. II-5 : Elément triangulaire a nceuds
11.3.3 Eléments a trois dimensions
Ce sont des tétraedres, hexaedres ou prismes dont les faces sont des surfaces polynomiales
du ler,2 e ou 3 e degré.

A) Eléments tétraédriques a 4 nceuds

z

Fig. Il-6 : Elément tétraédriques a 4 nceuds

B) Eléments hexaédriques a 8 naeuds

|
4

Fig. II-7 : Elément hexaédriques a 8 nceuds

17
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1.4 Forme intégrale de I’équation de chaleur [12]

L’équation de la chaleur présentée dans le chapitre précédent, I'équation (I-13),

s’écrit comme suit :

Y G WA | -1
ox2 " ayz T 9z2) T4T Py =1

ou

T(x,y,z,t): Température en tout point du solide (est la solution recherchée de cette
équation) ;

A : Conductivité thermique du matériau du solide (considérée constante dans ce présent
travail) ;

q : Densité volumique d’énergie générée par une source de chaleur;

p : Masse volumique du matériau ;

C, : Chaleur spécifique.

Cette équation peut également étre réécrite sous la forme suivante :

-, aT
div(\.gradT) +q =pC, = (I1—2)

Pour résoudre cette équation par la méthode des éléments finis, nous utilisons la
méthode des résidus pondérés dans la formulation de Galerkin. Ainsi, en multipliant cette

I’équation par une fonction arbitraire Tet en I'intégrant sur le domaine V, nous obtenons :

_ , _ oT
fT(div()\. gradT) + q)dV = f TpCps dv (I1-13)
74 14
_ . _ _ oT
f Tdiv(A gradT) dV + f T qdV — j TpCy—dv =0 (11 — 4)
14 %4 %4 at

En considérant la relation suivante ou f est un scalaire et v un vecteur :
div(fv) = fdiv(¥) + v.gradf Dou fdiv(v) = div(fv) — v.gradf
On peut écrire alors :

Tdiv(A. gradT) = div(T\. gradT) — A. gradT. gradT (I1 - 5)
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En substituant I’équation (II-5) dans I’équation (lI-4), on aura :

fdiv(’l_" -A-gradT)dV — jl - gradT - gradT - dV + f T qdV
v v v

J.'I_" CaTdV—O
L P T

(I — 6)

Transformons le premier terme de cette équation en intégrale de surface a I'aide du

théoréme d’Ostrogradski (théoréme de la divergence) :

fdw(T(‘/\-gHiT))dvzj T-ﬁ-(x-ng)ds+f T-7-(A-gradT)ds
14

S ST

ou
S : Surface totale du solide (S = S U S,);

St : Surface du solide ou les températures sont imposées ;

S, :Surface du solide ou les flux sont imposés,

7 : Vecteur unitaire normal a S et dirigé vers 'extérieur de V.

(11— 7)

En imposant la condition T = 0 sur Sy, annulera la derniére intégrale de I’équation

(l1-7). De plus, en considérant les différents modes de transfert de chaleur présentés dans le

chapitre précédent, nous aurons :
T-n- ()\ ) gradT) = T((pcond + Qconv T (pray)

T-7i-(\gradT) = T+ (@cona + h(Ty — T) + e0(T4 = T%)

(Il — 8)

(Il — 9)

En tenant compte des équations (II-7) et (lI-9) dans I’équation (II-6), nous obtenons la

formulation intégrale faible d'un probleme thermique :

)

+f7~dv jT cTav—o
Vq Vppat -
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1.5 Mise en ceuvre pratique de la méthode des éléments finis

Dans ce qui suit, nous présenterons les étapes de base nécessaire pour la résolution
de I’équation intégrale (1I-10) par la méthode des éléments finis dont I'objectif est d’abord la
construction de la matrice de conductivité thermique élémentaire [K],, la matrice de
capacité thermique élémentaire [C],, du vecteur des flux nodaux {F}, et du vecteur des

température nodale {T'}, et ensuite la construction des matrices globales respectives.
Etape | : Identification du probleme

Cette étape consiste a choisir un systeme de cordonnées et une numération des
noeuds appropriés pour I'élément fini considéré. En général, Le domaine V est décomposé en
sous-domaines V. de forme géométrique simple (les éléments) reliés entre eux en des points

appelés nceuds. Cette opération s'appelle maillage (figure 11-8).

Fig. 1I-8 : Domaine plan discrétisé en 12 éléments reliés entre eux par 15 nceuds [12]
Etape Il : Choisir des fonctions de température convenables

On choisit une fonction de température qui définit de facon unique I'état de
température de tous les points de I'élément. Ce modele peut étre représenté de facon
commode par une expression polyndmiale, et puisque son but est d’exprimer les
températures T,(x,y,z) de n’import quel point de I'élément en termes des températures
nodales {T}., elle doit contenir un coefficient inconnu pour chaque degré de liberté de
I’élément. L'état des températures en chaque point (x,y,z) de I'élément peut étre écrit sous

la forme matricielle suivante :

Te(x,y,2) = [f(x,y,2)] - {a} (II-11)

Ou {a} est le vecteur colonne des coefficients encore inconnus de la fonction polynomiale

[f(x,y,2)] etl'indice « e » signifie que le calcul est élémentaire (pour un seul élément).
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Etape Il : Relier les températures générales de I'élément aux températures nodales

On exprime maintenant les coefficients de la fonction de température {a} en
fonction de températures nodales {T'},, et en reportant dans I’équation (II-11) on relie les

températures des points de I'élément aux températures nodales {T'}, .

Puisque T, (x,y,z) représente la température au point (x,y,z) de I'élément, les
températures nodales peuvent étre obtenues a partir de celui-la en introduisant simplement
les coordonnées nodales convenables dans I'équation (lI-11). Cela donne par exemple pour

le noeud 1:

T =T(x1,y1,21) = [f(x1,y1,20)] - {a} (II—-12)

En procédant de fagon similaire pour tous les autres nceuds de I’élément fini, on obtient :

[ f(x1’3’1;Z1)]]
(x2:3’2’Z3)]
-{a} = (T} =I[A]-{a} (II-13)
[f Gl Vi 20)]

Puisque la matrice [A] est maintenance connue, le vecteur des coefficients connus {a} peut

étre obtenu en inversant I'expression précédant ; cela donne :
{a} = [A]7H{T}, (I —14)

On remplace {a} par sa valeur dans I'équation (II-11) et on obtient la relation recherchée
entre les températures T(x,y,z) de tous les points de I'élément et les températures

nodales.
Te(x'y,z) = [f(x,)’»z)] [A]_l {T}e

Te(x,y,z) = [N]e ’ {T}e (I - 15)
Ou [N], est dite matrice d’interpolation.

En considérant la variation en fonction du temps des températures des différents noeuds de

I’élément, I’équation (lI-15) devient :
Te(x' Yz, t) = [N]e ' {T(t)}e (H - 16)
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Etape IV : Discrétisation de la forme intégrale

A partir de I’équation (lI-16), nous pouvons écrire :

{grad T(x,y,2,0}, = [Bl, - {T(©O)}, (r=17)
W =7, = [N], - {F(O} (11— 18)

De facon similaire, on aura pour les températures virtuelles:

fe(x'% Z, t) = [N]e ' {T}e = {T}g ' [N]g (H - 19)
{grad T (x,y,2)} = [Bl. (T} = (T}; - [BIZ (11 - 20)
T, = [Nl - (T}, = {T}% - [N1% (11 - 21)

En portant ces relations dans I’équation (11-10), on obtient :

| T3 INIE (pcona + ATy = b N (T + 0(T2 = T4) s
S,

- [ B A Bl (e av + [ (Vg av
174 174
—[rp-c, N IN], - (T}, dV = {0} (11 - 22)

Apres un réarrangement de I’équation, nous obtenons :

{Tx

[N]g (‘Pcond + hTf + EO—(TOi - T4)) ds — (h [N]g . [N]e dS) . {T}e

Se Se

- fv ([BIZA. [BledV) .{T}, + f

[N]Z qu—j(p Cp N1z [N]edv)'{T}el = {0} (Ir-23)
14 14

Afin de contourner le vecteur {T}] qui est valide pour n’importe quel systéme de
températures appliqué, on peut choisir ce dernier comme on veut. Dans le cas présent, il est
commode de supposer que le vecteur des températures virtuelles est égal a I'unité. Par

suite, la forme discrétisée d’un probléme thermique s’écrit finalement :

[Cle{T}e + [K]e{T}e — {F}. = {0} (Il - 24)
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Oou
(Cle = [ p G INIE [N, @V (11 - 25)
\%
K], = f [BIL.A[B], dV + | h[NIT.[N], dS (Il — 26)
v Sp
{F}, = f [NTT qdv + ] [NTE (@cona + Ty + £0(T4 = T*))dS (- 27)
v Se

[C]e : Matrice de capacité thermique élémentaire (J/K) ;
[K]. : Matrice de conductivité thermique élémentaire (W/K) ;
{F}, : Vecteur des flux nodaux élémentaire (W) ;

{T,.}. : Vecteur des températures nodales élémentaire (K).

Etape V : Assemblage

L'utilisation de la méthode des éléments finis pour résoudre I'équation de chaleur
nous a conduit a interpoler sur chaque élément la variable température par ses valeurs
prises ou nceuds de I'élément. Ainsi, pour chaque élément considéré, on obtient un systeme
élémentaire [13]. Une fois que le calcul des matrices élémentaires est terminé, on passe a
leurs assemblages pour I'obtention du systeme global en considérant le principe de la

superposition. Ainsi, I'équation (I.24) se réécrit apres assemblage sous la forme suivante :

[CHT}+ [KI{T} - {F} = {0} (I1 - 28)

En effet, les nceuds de la structure doivent étre numérotés de gauche a droite et du
haut en bas afin de simplifier son implémentation sur ordinateur [14]. Par la suite, il faut
effectuer un réarrangement des composantes du vecteur des températures globales {T} en
plagant d’abord les températures inconnues {T,} puis les températures connues {Tp}. Ce
réarrangement affecte automatiquement les autres composants de I’équation c.a.d. la
matrice de capacité thermique globale [C], la matrice de conductivité globale [K]et le
vecteur des flux de chaleur global {F}. Le systéme (II-28) devient aprés la partition des

degrés de liberté comme suit:
CrL CLP] T, K KLP] {TL } {FL} 0
e+ — = I1—29
Cup Cppl (Tp Kip  Kppl(Tp Fp {0} ( )
La résolution de ce systéme dépend du régime considéré (stationnaire ou transitoire).
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11.6 Résolution en régime stationnaire

En régime stationnaire, le systeme (I1-29) se réduit a :
K, K T, F,
LL LP]{ L}_{ L}:{O} (11 — 30)
Kip Kppl(Tp Fp 0
Pour résoudre ce systéeme, I'idéal est d’inverser la matrice de conductivité globale [K]
et de déduire les températures inconnues. Cependant, dans la plupart des cas la matrice [K]
est une matrice singuliere (elle n’admet pas de matrice inverse), ce qui nous oblige a
effectuer quelques transformations afin de résoudre ce systeme. En effet, la technique

consiste a :

»  Supprimer les lignes correspondant aux températures connues :

|KLL KLP|§TL§_§FL§==O= (I1 = 31)

»  Réarranger le systéme comme suit :
(K (T} = {F.} — [Kp[{Tp} (I —32)
> Inverser la matrice de conductivité réduite et résoudre le systeme:
{T1} = (K]t ({F} = [Kp H{Tp)) (II-33)
I1.7 Résolution en régime transitoire
Dans ce cas, le transfert de chaleur est décrit par I’équation (I1-28), ou :
[CH{T} + (KT} = {F} (I - 34)

Discrétisons la durée du chargement en intervalles de temps: ¢y, t;, ¢, ..., tg, tgsq .. OU

I'intervalle de temps At est décrit par :
At =tg,q — ¢t (I —=35)

Al'instant t + At, I’équation (1I-34) prend la forme suivante :

[CHTY . + [KUTS cone = (F) come (11— 36)
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En supposant un variation linéaire de la température sur l'intervalle compris entre t et

t + At, on peut écrire :

. 1
{T}HM At (T} erae —{T30) (I1=37)
“Temperature
Tt+e.t __________

|
|
Tt | :
| [

‘é At =Temps

Fig. 1I-9 : Evolution linéaire de la température sur l'intervalle At

En tenant compte de I’équation (lI-37) dans I'équation (11-36) :

1
At [C1AT }eear —{T}e) + [KI{T} toar = {F} reae (I - 38)

En multipliant I’équation par At, et apres un réarrangement adéquat, nous obtenons :

([C]+ At [K]) *{T3 thne = At {F} eyne + [CHT (I1—-39)

En tenant compte de la partition des ddl, nous aurons :
Cre CLP] KL KLP]) T, {FL} CrL CLP] {TL}
+ At = At + I1—40
(e ciol+oe s e TS e e Gl (TR

En supprimant les lignes correspondant aux températures connues, nous obtenons :

() + 8¢ (KD - (1), = 86F ), + (G Gl fy ]
~([Cop] + At [KpD{Tp } (I1—41)
Ou plus simplement, sous la forme suivante :
[K]-{T,} = {F} (Il —42)
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Avec

[K] = [CpL] + At [K,] (I1 —43)
(Fy=0elR ), + 0 Colfyt ] = (Gl + 8¢ (DT, ) (1= 44)

t

En régime transitoire, il n’existe pas une seule solution comme pour le régime
stationnaire. Il faut, établir les solutions successives dans le temps de I"évolution de la
température. La solution transitoire consiste donc, a résoudre le systéme (11-42) pour chaque

intervalle de temps : £, t4, t, ..., ty-

11-8 Conclusion

Ce chapitre est consacré entiérement a la discrétisation par la méthode des éléments
finis ol nous avons montré comment passer a la discrétisation spatiale ou géométrique en
vue de formuler I'expression discrétisée des équations de transfert de chaleur en régime

stationnaire et transitoire.

26



CHAPITRE Il : Calculs élémentaires

111.1 Introduction

Nous présenterons dans ce chapitre |'application de la méthode des éléments finis au
cas d’un élément fini linéaire a deux nceuds ensuite au cas d’un élément fini quadrilatéral a

guatre noeuds.

En effet, nous allons calculer les différents parameétres présentés dans le chapitre
précédent tels que le vecteur des coefficients inconnus {a}, la matrice d’interpolation [N], la
matrice de capacité thermique [C], la matrice de conductivité thermique [K] et le vecteur

des flux de chaleur {F} relatifs aux deux cas d’élément fini susmentionnés.

111.2 Elément fini linéaire a deux nceuds

Etape | : |Identification du probleme

On considére que I'élément posséde une section transversale uniforme et faisant
partie d’une structure continue. Pour un tel élément on peut utiliser le systeme de
coordonnées et la numération de la figure IlI-1 ou I’axe longitudinal de I'élément fini désigne
le sens du flux de chaleur. En utilisant ce type d’élément, on se limite au cas d’un probleme
de transfert de chaleur unidimensionnel, ou chaque nceud est affecté d’'une température.
Ainsi, le nombre total de ddl de chaque élément est égal a deux. Dans le cadre de ce travail,

on considere que le terme « ddl » a la méme signification que « température nodale ».

N°® des noends

e STTTTT

Fig. lll-1 : Barre discrétisée en 6 éléments reliés par 7 nceuds

| ¥

Etape Il : choisir des fonctions de température convenables

14 SN . 1 2
Pour un élément linéaire a deux noeuds, la température de ° e

n’importe quel point de I'élément peut étre définie par une seule ‘
L 4

composante suivant x. Ainsi le vecteur température est donné par :

Fig. lll-2 : élément a deux nceuds
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(T(x,y,2) = T(x) (111 — 1)

Puisque I’élément possede 2 températures (Ty,T,), 2 coefficients inconnus doivent
apparaitre dans le polynéme représentant le modele de température. Supposons que T (x)

soit donnée par I'équation suivante :
T,(x) = a; + ayx (I = 2)
Ou a; et a, sont des coefficients encore indéfinis.
L’équation (II-11) peut se mettre sous la forme matricielle suivante :
— . al —_—
T,(x) = [1 x] {az} (11l — 3)

Cette expression définit la matrice [f(x)] et le vecteur {a} de I'équation (II-11) pour le cas

d’un élément fini linéaire a deux nceuds.
Etape Il : Relier les températures générales de I'élément aux températures nodales

Pour le simple élément de la figure 1ll-2, les coordonnées des nceuds sont 0 et L
respectivement. Les températures nodales peuvent étre obtenues en introduisant

simplement les coordonnées nodales dans I’équation (llI-3), on obtient :
Aunoceud 1, x = 0 et donc
T; = (1 —4)
Au noceud 2, x = L et donc
T, =a;+ayl (IlI = 5)

Cela donne sous forme matricielle (voir I’équation 1I-13) :

(T} = {2}6 =1 e (Il — 6)

Ou, plus simplement :

{T}e = [Al{a} (1 =7)

Ou {T}, est le vecteur des températures nodales de I'élément « e ».

28



Chapitre Il Calculs élémentaires

Afin de déterminer le vecteur des coefficients inconnus de I'équation (11-14), il suffit
d’inverser la matrice [A]. Vu la taille de cette matrice (2lignes x 2 colonnes), cela peut étre

aisément réalisé. On obtient ainsi le vecteur {a} écrit sous la forme matricielle suivante:

{2}3 (111 — 8)

La relation entre les températures générales et les températures nodale peut étre obtenue

en substituant I’équation (II1-8) dans I’équation (III-3), on aura :

1 0
Te(x) =[1 x]- [_1 1 {%} (111 — 9)
L L €
= T,(x) = [1 —% %] : {%}e (11l — 10)
Ou plus simplement :
Te(x) = [N]. - {T}. (I —11)

Ou [N], est la matrice d’interpolation d’un élément linéaire a deux noeuds.

Pour le cas d’un transfert de chaleur transitoire (régime thermique variable) cette derniére

expression prend la forme suivante :

Te(x,t) = [N]e - {T ()}, (11 —12)

Etape 1V : Discrétisation de la forme intégrale

Pour un élément fini linéaire a section « A » constante l'intégrale sur le volume se

réduit a une simple intégrale suivant la longueur fv dv = fo dx. Ainsi les équations (11-24)

a (11-27) deviennent:
(Cle= [ p-4-C,INIE- V], dx (111 - 13)
L

[Kle = [, A A.[BIZ[B], dx + A. h.[N1%,, . [N], (111 — 14)
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{FYe = [,INIT . A.q.dx + A.[NIL,, (@, + hT; + ea(T4 = T%)) (Il - 15)
+» Définition de la matrice de capacité thermique élémentaire
L'équation (Ill-13) devient apres intégration et prise en compte de la matrice

d’interpolation [N], :

[ X
1=-=
[C]eszij; EL' 1—% %] dx
L
i X\ 2 X\ X
= [Cle = p 4G, | -2 (1_22 L ax
EG-D @)
7 L L
:[C]e—pAgpLi ; (Il — 16)

/7

+»» Définition de la matrice de conductivité thermique élémentaire

.....

[B], définie a I’équation (11-17), comme suit :

dN, dN,
dx dx

[Ble = grad[N]. =

(111 — 17)

d

2 R

Nous pouvons enfin évaluer le premier terme de |’équation (l11-14) :

[—1

TI-1 1

[K]e:}\'Af i’ [T z] dx+A.h.[N]’£,n'[N]e,n
L| =

L L

|+ 4 nINIT,  INT. (Il — 18)
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Le calcul du second terme de I'équation (l11-18) sera présenté dans le chapitre subséquent

puisqu’il dépend du probleme a considérer.
7

s Définition du vecteur des flux de chaleur élémentaire

L’expression du vecteur des flux de chaleur est donnée par I'équation (l11-15) :

(F}, = j [NIS . A.q.dx + A.[NTL,, (@ + hT; + 20 (T — T4) (11l — 19)

1%
> {F},=4- qfl Llax + a. [N]Z ((px+hTf+sa(T£—T4))

A-q-L
—

Le calcul du second terme de I'équation (IlI-20) sera également présenté dans le chapitre

= {F}, = }+ A INID, (0x + 1Ty + 20(T4 = TH) (11 — 20)

subséquent puisqu’il dépend du probléme a considérer.

l1l.3 Elément fini rectangulaire a quatre nceuds

Etape | : Identification du probleme

On considére que I'élément posseéde une section transversale uniforme et faisant
partie d’une structure continue. Pour un tel élément on peut utiliser le systeme de
coordonnées et la numération de la figure (IlI-3) ou les deux axes (x, y) de I'élément fini
désignent les sens du flux de chaleur. En utilisant ce type d’élément, on se limite au cas d’un
probleme de transfert de chaleur bidimensionnel, ou chaque nceud est affecté d’une

température. Ainsi, le nombre total de ddl de chaque élément est égal a quatre.

Y

11 12 13 14 15
®|1l® |

6 7 8 9 10
ON RO NON O

1 2 3 4 5 g

Fig. IlI-3 : Exemple de discrétisation d’une plaque en 8 éléments reliés par 15 nceuds
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Etape Il : Choisir des fonctions de température convenables

Pour un élément quadrilatéral a quatre nceuds, la température de n’importe quel

point de I'élément peut étre localisée par deux composantes suivant x et y. Ainsi :

T(x,y,z) =T(x,y) (I11-21)
AY

|
h (¢)
'

1 2

e b

¥

Fig. Ill-4 : Elément fini rectangulaire a quatre nceuds

Puisque I’élément possede 4ddl (T, T,,T5,T,), 4 coefficients inconnus doivent
apparaitre dans le polyn6me représentant le modele de température. Supposons que

T (x,y) Soit donnée par I'équation suivante :

T(x,y) = a; + a,x + azxy + a,y (111 — 22)

Ou a4, a,, as et a, sont des coefficients encore indéfinis.

L’équation (IlI-22) peut se mettre sous la forme matricielle suivante :

241

a
Tey) =11 x xy yl-{q. (11 — 23)

Ay

Etape Il : Relier les températures générales de I'élément aux températures nodales

L’équation (Il1-23) définit la température de n’importe quel nceud de I'élément.

Ainsi, en considérant les coordonnées de |'élément présenté a la figure (l1l-4), on aura :

Aunceud1(0,0):T; = a,

Aunceud 2 (b,0): T, = a; + ayb

Aunceud 3 (b,h) : T3 = a; + a;b + azbh + a4h
Aunceud 4 (0,h): T, = a; + a,h
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Ces expressions peuvent s’écrire sous forme matricielle comme suit:

Ty 10 0 071 [
_JL(_|1 b 0 0] )2
We =11, (|1 b bh &|)as (I =24)

Ty 1 0 0 h Ay
Dans ce cas, la matrice [A] est une matrice carrée d’ordre 4. Pour simplifier le calcul de sa
matrice inverse, nous avons développé un programme, sous le langage Matlab, permettant
de déterminer aisément la matrice [A]~!. Le programme relatif a cette opération est
présenté en annexe 1.

On obtient ainsi le vecteur {a} écrit sous la forme matricielle suivante:

! > 0 o]
1
a, /b 5 0 0 T,
=l L1 1 _1]dp (1 - 25)
a bh bh  bh  bh| [,
4 1 1 T,

La relation entre les températures générales et les températures nodale peut étre obtenue

en substituant I’équation (11I-25) dans I’équation (I1I-3), on aura :

! Y 0 o]
1
- /b b 0 0 ;:1
T,y)=[1 x xy yl-| 1 1 1 11 TZ (111 — 26)
bh bh  bh  bh| (p
1 0 0 1 4
h h -
Apres développement et simplification, on obtient :
T
T.
Toy) =[Ny Ny Ny Nyl-§,7 (I - 27)
Ty
Avec
X Y
N, =1 5 + vh R (a)
X xy
N, =——— b
_ X
N3 = bh ()
__wY
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Ou, d’une maniére plus simplement :

T(x; y) = [N]e{T}e (IH - 28)
En annexe 2, nous avons proposé un programme Matlab permettant de calculer la

matrice d’interpolation d’un élément rectangulaire a quatre nceuds [N],.

Pour le cas d’un transfert de chaleur transitoire (régime thermique variable) cette

derniére équation prend la forme suivante :
T(x,y,t) = [N]e - {T(D)]e (11 = 29)
Etape IV : Discrétisation de la forme intégrale

Pour un élément fini rectangulaire d’épaisseur « e » constante, I'intégrale sur le

volume se réduit a une double intégrale suivant la surface de I'élément ou deV =

e dx dy . Ainsi les équations (I1-24) a (11-27) deviennent:
x Jy
h (b
[Cle=p-e- Cpf f [N1Z - [N], dxdy (11 — 30)
0 0
h rb
K], = A- ef f [BIZ[B, dxdy + A.h.[NIEn . [Nl (1= 31)
0 0

h b
(F}l,=e-q- fo fo [N1Tdxdy + A.[N]Z,, (¢x + hT; + e (T4 — T4)) (111 — 32)

Ou A est aire de I'élément finiA =b X h;

R

+» Définition de la matrice de capacité thermique élémentaire
L’équation (111-30) devient en compte de la matrice d’interpolation [N], définie a I'équation

(IN-27), comme suit:

r X Xy y
LY
woo| Z-X
b bh X xy y x xy Xxy xy 'y
[C]e—peCpfofo xy 1 T 2R o bh+h] dxdy (Il —33)
bh
LYy
bh " h
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bh bh bh bh

9 18 36 18
bh  bh  bh  bh

18 9 18 36
bh  bh  bh  bh

36 18 9 18
bh  bh  bh  bh

18 36 18 9.

>[Cle=p-e-C (111 — 34)

Le calcul de la premiére composante de la matrice [C], est illustré ci-apres :

h
Y e _r Ly Xy _Y
Cip=p-e CPJ; fo 1 5 bh h) (1 b+bh h)dx dx
xy 'y x x* x*y «xy
C C 1-2422 24 (-2 ol
= prer ff l bh h+< b pz” b2h+bh>
2 2
xy X%y, xy® |y
* (bh pzh* b2h2 bh2> ( h + bh prz h2>l dxdy

h (b 2x 2y x? 2x%y 4xy «x%y? 2xy? y2
= C =p-e-Cf f (1————+—— + + - >dxdy
H Py Js b h b2 bZh T bh Tbhem  bhE R

e o (pp PR bR bR b b bR b bR
=P ey b h "3bZ 3b2h " bh T 9bZhz  3bhZ ' 3h2

bh  bh bh bh bh
5Cy=p e-Cp(bh—bh—bh+———+bh+———+ )

3 3 9 3 3
bh
=>Cq1=p" e-Cp<?)

Vu le nombre important de calculs a réaliser pour la détermination de la matrice [C],, nous

avons élaboré un programme Matlab a cet effet, voir annexe 3.

R

+» Définition de la matrice de conductivité thermique élémentaire

,,,,,

matrice [B], définie a I'équation (II-17) en considérant les fonctions d’interpolation définies

a I’équation (I11-27) :
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[aN1 aN, dN; aN,
[B], = grad[N], [a(’jvxl 601)\;2 aazflcg 601\);4 (111 — 35)
dy dy dy dy
Oou:
ov _ 1.y oM _x 1
ax b ' bh ’ dy ~ bh h
oN, 1 'y _ oN,  x
dx b bh ’ dy bh
ON; y _ ON;  x
dx ~ bh ’ dy ~ bh
ONs _ _ ¥ . oN, _ _x 1
ox bh ’ oy bh h

Lty 1oy ¥ _Y
_| b b b bh  bh bh B
[Ble = x 1 X x X +1 (Ilf = 36)
bh h bh bh bh h

L'expression de la matrice de conductivité thermique est donnée par I’équation (llI-31), ou :

h b
Kle=Ave [ [ [BIE-[Bledxdy +A-h- [Ny - [Nlen  (11-37)
0 0

Dans ce qui suit, nous allons évaluer seulement le premier terme de cette équation puisque
le second terme est défini selon le cas a considérer et son calcul sera présenté dans le

chapitre subséquent.

—1+— x 1
bh bh h
Y [ A —.
[K]ezx-eff b bh bh 1
o o Y *
bh bh
Y x 1
bh bh ~ h
Ly yoyo Y
b bh b bh bh bh
x 1 X x x+1 dxdy (Il — 38)
bh h bh bh bh  h
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= [K]e

=A-e

[ b? 4+ h?

3bh
b h

6h 3b

—(b? +h?)

6bh
h b

L 6b 3h

b h

6h 3b
b? + h?
3bh

h b

6b 3h

—(b* +h?)

6bh

—(b%? + h?)

6bh
h b

6b 3h

b? + h?
3bh

b h

6h 3b

h b
6b 3h

—(b? + h?)

6bh
b h
6h 3b
b? + h?

3bh

Le calcul de la premiére composante de la matrice [K], est illustré ci-apres :

K =2 ff (X
1L=ACe b bh (
Kyp = A fbfh <1+y2
—1 = e N
H o Jo \\b2 " bZh2
hi/1
$K11=)\'6J. ﬁ‘l‘
0
G+

= Kll:)\.ef

y Yy
= K11=7x'el<z+3bh2—

bh h

y2

b bh2 " bh

3

b2hZ

3b2h2 T R2

(24
(57

b

+ (52
3h? h2

1 2

) >dxdy
xZ

- b2h> * <b2h2 TR bz
x3

)=+

(11 — 39)

x2\1? 4
“onz)| Y
0

)
e

>k =2e[Grg5-3)+ Grra-7)] = e[z + 37
1= Ae 3b b hh °136 " 3n
b? + h?
=>K11=}\'e 3bh

Vu le nombre important de calculs a réaliser pour la détermination de la matrice [K],, nous

avons élaboré un programme Matlab a cet effet, voir annexe 4.
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+» Définition du vecteur des flux de chaleur élémentaire

L’expression du vecteur des flux de chaleur est donnée par I'équation (I1-32), ou :

b rh
{Fle =e-q- JO fo [N1? dx dy + A.[N1%, (gax + hT; + eo (T4 - T4)) (111 — 40)

En tenant compte de I'expression de matrice d’interpolation définie par I'’équation (I11-28),

Nnous aurons :
X xy ¥y
T
X Xy

1

b rh
fo b xybh dx dy + A.[N]¢ (<px + hT; + o (T — T‘*)) (Il — 41)

bh
Xy y
phth

Le programme informatique relatif au calcul de ces intégrales est présenté en annexe 5. On

obtient :

(bhy
4
bh
4
bh
4
bh

\'4 /

> (Fle=e-q{ 2 b+ A NI, (@ +hT; +e0(T4—T%) (1 -42)

Le calcul du second terme de I’équation (l11-42) sera présenté dans le chapitre subséquent

puisqu’il dépend du probléme a considérer.

111.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté le calcul des matrices élémentaires (matrice
d’interpolation, matrice de capacité thermique, matrice de conductivité thermique et le
vecteur des flux de chaleur) relatives a un élément fini linéaire a deux noeuds et a un

élément fini rectangulaire a quatre nosuds.
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CHAPITRE IV : EXPERIMENTATION NUMERIQUE

IV.1 Introduction

Dans le cadre de ce chapitre, nous allons illustrer la théorie de la méthode des
éléments finis, établie dans les chapitres précédents, par des applications numériques afin
de mieux cerner les techniques de mise en ceuvre de cette méthode dont particulierement
I’'assemblage des matrices globales et la résolution des systemes algébriques obtenus en
considérant les transferts de chaleur unidirectionnels et bidimensionnels en régimes

stationnaire et transitoire.

De plus, une étude comparative sera réalisée afin de valider la démarche suivie ou les
résultats obtenus via la MEF seront confrontés a ceux obtenus par la méthode analytique et

par le logiciel ANSYS.

IV.2 Transferts de chaleur unidirectionnels en régime stationnaire

IV.2-1 Exemple de validation

Dans cette section, nous allons considérer un exemple simple que nous allons
résoudre d’abord analytiquement puis par la méthode des éléments finis ensuite en utilisant
le logiciel ANSYS. Une comparaison des résultats obtenus par les trois méthodes, sera
effectuée afin de jauger la fiabilité de la méthode proposée.

De plus, plusieurs maillages seront considérés dans le but de mettre en évidence

I'influence de la taille du maillage sur la qualité des résultats.

A) Description du probleme

Soit un mur d’épaisseur L, de section A, de conductivité thermique A, contenant une
source de chaleur g et dont les extrémités sont imposées a une température égale a T,,. On
cherche a déterminer la valeur de la température au milieu du mur sachant que:

L=01m,A=01W/mK,q=1000W/m3 T, = 100°Cet A = 3m?.

T;=100°C T,=100°C <

- -

q=1000W/m"

L_ L=0,1m 4J

Fig. IV-1 : Description de I'’exemple de validation

39
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B) Résolution analytique

L’équation générale de la chaleur est donné par I'équation (I-13), ou:

62T+62T+62T vacoc T
ox2 " ayz T 9z2) T4 Py

En considérant que le régime est stationnaire, I’équation de la chaleur devient :

N NT+NT+6W a0
ox2 " ayz Taz2) 17
En supposant que le transfert est unidirectionnel suivant I’axe x, on aura :

2T

kﬁﬁ'q:O

d27'_

R |
dx? A

Apres une premiere intégration, on obtient :

Apreés une autre intégration, on obtient:

q
T(X) = —ﬁxz + Clx + Cz

(V- 1)
(V- 2)
(IV - 3)
(IV — 4)
(IV - 5)
(IV - 6)

Pour évaluer les constantes d’intégration C; et C,, nous allons considérer les conditions aux

limites suivantes :

{ax=o-»Tm)=73=1omc
dx=L >T() =T, =100°C

On obtient ainsi :
(a) = Cz = Tl = 100

()= —5 P+ CGLAT =T, 5oL =GL =6 =

q
—L
22

(a)
(b)

En reportant ces valeurs dans I'équation (IV-6), nous obtenons |'expression finale de la

température décrite par une fonction du deuxieme ordre :
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__ 4. 9k _
T(x) = 1* +le+T1 (Iv-=17)

Ayant 'expression de la température, nous pouvons déterminer la température au milieu du

. L
mur en substituant x parx = E:

L L\* qL (L 2 qI? L
r(x=3)=-5G) *5G)+n= -G =g
=1000-0,12Jr100
8-0,1
= T(x=%)=112,5°€ (IV —8)

C) Résolution par la MEF
Pour cette section, plusieurs maillages seront considérés afin de mettre en évidence

I'influence de la taille du maillage sur la qualité des résultats.

v" Un seul élément fini

En considérant un seul élément fini, on ne pourra pas déterminer la température au milieu
du mur (ax = E) puisque la méthode des éléments-finis affiche les résultats aux nceuds

seulement.

v" Deux éléments finis

e Représentation graphique du maillage

Le maillage considéré, dans ce cas, est représenté sur la figure suivante :

Elément 1 Elément 2

AT T S S
ST R

Fig. IV-2 : Exemple de validation discrétisé en deux éléments-finis ot L; = % = 0,05m
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e Définitions des matrices élémentaires

Elément 1 (Nceuds 1-2) Elément 2 (Nceuds 2-3)
Températures nodales _ Tl} _ {100} _ {Tz} (T,
mh={p} =7 T ={r =12
Tk -k Tk K
Matrice de conductivité K], = [—k k ] K], = -k k ]
cat (118 AA_OL3_ L aa 013
L, 0,05 L, 0,05
7y =F-{1} (F), = F-{1}
1 1
Vecteur des flux de chaleur v A-q-Ly F A-q-Ly
Eqt. (IlI-20) -2 T2
3-1000-0,05 3-1000-0,05

Tableau V-1 : Calcul des matrices élémentaires d’un probléme a 2 éléments linéaires

e Assemblage et formulation des matrices globales

En régime stationnaire, I’équation de chaleur discrétisée, s’écrit :

[K]-{T} = {F} (Iv-9)
ou
k —k 0 6 —6 0 6 —6 0
[K]=| —k k+k —k ]=[—6 6+6 —6]=[—6 12 —6]
0 —k k 0 -6 6 0 -6 6
Ty 100
{T}=1T ={T2 }
Ty 100
75 75
{F}:{75+75}:{150}
75 75

L’équation (IV-9) devient, en tenant compte des expressions ci-dessus :

6 —6 07 (100 75
—6 12 —6|-{T, {=1150 (IV — 10)
0o -6 6l (100 75
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e Partition des ddl

Le systeme (IV-10) devient aprés la suppression des lignes correspondant aux températures

connues comme suit:

T,
[12 -6 -—6] '{100} = {150} (Iv—-11)
100
Apres un arrangement adéquat, nous aurons :
100 _ _
> 12} +[-6 —6]-{; 0} = (150} (IV — 12)
e Résolution en régime stationnaire
D’apres I'équation (1V-12) :
_ -1, _ (1007 _ o _
(T} =[12]7"- ({150} — [-6 —6] {100}) = 112,5°C (IV — 13)

Ou, la notation adoptée a I’équation 1l-33 est :

100}

(K. l=1[12] ; {F,}={150} ; [K;pl=[-6 —6] ;{TP}:{wo

(IV — 14)

Pour pouvoir traiter les autres cas de maillages, un programme Matlab, présenté en

annexe 6, a été élaboré.
v" Quatre éléments finis

e Représentation graphique du maillage

Le maillage considéré, dans ce cas, est représenté sur la figure suivante :

Elément 1 Elément 2 Elément 3 Elément 4

R W A TR VPR
L 5

Fig. IV-3 : Exemple de validation discrétisé en quatre éléments-finis ot L; = % = 0,025m

b en
T

e Définitions des matrices élémentaires

k=[5 1]
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" =73}

e Définitions des matrices globales

12 -12 0 0 0
|-12 24 -12 0 0
0

1

Kl=| 0 —-12 24 -12
l 0 0 -12 24 -
o 0 0 -12 12

l

e Résolution en régime stationnaire

T, 24 =12 071! /(75) [-12 O 100 109,375
{Ts} =|-12 24 —12] '({75} - [ 0 0 ] -{100}) ={ 112,5 } (IVv—-15)
T, 0 =12 24 75 0 -12 109,375

Ces résultats on été obtenus en modifiant les données du programme présenté en

annexe 6. Les modifications apportées a ce dernier sont présentées en annexe 7.

v" Huit éléments finis

e Représentation graphique du maillage

Le maillage considéré, dans ce cas, est représenté sur la figure suivante :

T T U PR WP G W S WS

I

Fig. IV-4 : Exemple de validation discrétisé en huit éléments-finis ot L; = % = 0,0125m

e Définitions des matrices élémentaires

K1=[ 54 ol
. = {1573
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Définitions des matrices globales

- 24 =24 0 0 0 0 0 0 0 1
—24 48 =24 0 0 0 0 0 0
0 —24 48 —-24 0 0 0 0 0
0 0 —24 48 —-24 0 0 0 0
[K]=] 0 0 0 —24 48 =24 0 0 0
0 0 0 0 —24 48 -=24 0 0
0 0 0 0 0 —24 48 -24 0
0 0 0 0 0 0 —24 48 —24
L 0 0 0 0 0 0 0 —24 24
18,75
37,5
37,5
37,5
{F} =1 37,5}
37,5
37,5
37,5
\18,75/
e Résolution en régime stationnaire
(T2 48 —-24 0 0 0 0 01!
T3 —24 48 24 0 0 0 0
T, 0 —24 48 =24 0 0 0
{Ts =10 0 —24 48 =24 0 0 X
Ty 0 0 0 —24 48 -24 0
T, 0 0 0 0 —24 48 -—24
\T5/ 0 0 0 0 0 —24 48/
(37,5) 105,4687
( 375 1—24 0 \ 109,375
37,5 0 0 111,7187
I<37,5>—| 0 0 |-{100}I=< 1125
375 l 0 0 J 1000 [ 1911 7187
37,5 0 —24 / 109,375
\37,5/ \105,4687/

Ces résultats on été obtenus en modifiant les données du programme présenté en

annexe 6. Les modifications apportées a ce dernier sont présentées en annexe 8.

D) Résolution par le logiciel ANSYS-APDL

Il est a noter que la version utilisée dans le cadre de ce travail est la version 14.0. Les étapes

de simulation sont présentées dans I'annexe 9, ou nous obtenons les résultats ci-apres :
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PRINT TEHP NODAL SOLUTION PER HODE
ik POST] NODAL DEGREE OF FREEDOM LISTING detotok

LORD STEP= 1 SUBSTEP= 1
TINE=  1.0000 LORD CRSE= O

TEHP
100.00
105.47
109.37
111.72
112.50
111.72
109.38
105.47
100.00

HAX IHUH ABSOLUTE YALUES
HODE 5
YALUE  112.50

=
=
[ —
m

D QD =ed O UM i L0 PO =

Fig. IV-5 : Températures nodales obtenues par le logiciel ANSYS

E) Comparaison des résultats obtenus par les trois méthodes
Les résultats obtenus par chacune des trois méthodes sont présentés dans le tableau
suivant ol nous remarquons une parfaite concordance des résultats ce qui permet de valider

I'approche présentée aux chapitres précédents.

Méthodes Température a x = ; (°C)
Méthode analytique 112,5

2 éléments 112,5
Méthode des éléments-

4 éléments 112,5

finis

8 éléments 112 ,5

Logiciel ANSYS 112,5

Tableau IV-2 : Résultats obtenus par les trois méthodes en régime stationnaire

Nous remarquons, dans ce cas, que les résultats obtenus par la méthode proposée ne
sont pas influencés par le nombre d’éléments considérés. Cependant, il faut rappeler que la
MEF n’affiche les résultats qu’aux nceuds, donc le maillage est conditionné par les objectifs
recherchés. Une représentation graphique des résultats obtenus par les différents maillages

est présentée dans la figure suivante :
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114 —l— Deux éléments
112 — — Quatre éléments
110 K \ 4 Huit éléments
o —#— Analytique
— 108 .
2
£ 106 / \
3 / N
E 104 A
e / \
102
100
98

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1

Distance (m)

Fig.IV-6 : Comparaison des résultats pour différents maillages avec la solution analytique

IV.2-2 Exemple d’un probléme convectif
Le mur représenté sur la figure suivante est constitué de deux troncons de méme
longueur L. Le premier trongon étant soumis a une charge volumique g et sa face gauche est
imposée a une température T;. Le second trongon et soumis a un flux convectif sur sa face
droite ¢. On donne : L = 0,1m; T; = 10 °C; Ty3 = 30°C; q = 1000 W/m3;1=3W/m°C

hy =120W -m™2-K'; A=2m?.

q (p=hs (T, -T,)
1 2 3 3
. L - L X

Fig. IV- 7: Exemple d’un probléeme convectif

» Définitions des matrices élémentaires

- Elément 1 (Défini entre les noeuds 1 et 2)

Le vecteur élémentaire des températures nodales, prend la forme suivante :
T; 10
{Th = {Tz} = {Tz} IV —17)
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D’aprés I'équation (I11-18), I'expression de la matrice de conductivité est :

K, =22 T+ anmi, v,
AA 17 32 _ _
(K], = T[—11 11] 01 [—11 11] = 60 [—11 11]

D’apres I'équation (111-20), I'expression du vecteur élémentaire des flux de chaleur est :

_A.q.L (1y 2-1000-0,1 1y (100
Fh == {1} - 2 {1} = {100} (v —18)
- Elément 2 (défini entre les noeuds 2 et 3)
Le vecteur élémentaire des températures nodales, prend la forme suivante :
T.
. =7} v - 19)
3
D’apres I'équation (IlI-18), I'expression de la matrice de conductivité est :
AAT1 1 T
[Klo ===, 7 |+ARINEL N,
1 X
32711 -1 L X x
Kl =57 [_1 1]+2 120 l x ‘ [1—Z Z]x:L
L x=L
_[60 —60 01. _[60 —60 0 0
Kl ="y g0 ) +2%04) 10 1 =[Zg "o+ o 240
_[60 =60 _
K], = —60 300 (IV —20)

D’apres I’équation (I11-20), I'expression du vecteur élémentaire des flux de chaleur est :

(=L . L. (1] + 4. INIE, (@0 + BTy + 20 (TS = T)
.
= {F), =2'02i-[ﬂ+2- Ll 0+120-30+0)
Z x=L
= (F}, = 36002 - {(1’} - {72000} (IV = 21)
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> Assemblage et formulation des matrices globales

En régime stationnaire, I’équation de chaleur discrétisée, s’écrit :

[K]-{T}={F} (Iv —22)
ou
k -k 0 60 —60 0 60 -60 0
[K] = -k k+k -k |=]1-60 60+60 —-60]|=]—-60 120 -60
0 —k k 0 —60 300 0 —-60 300
T,) (10
{T}=1T, ; =4 T
T3 T3
100 100
{F} =4100+ 0y =4 100
7200 7200

L’équation (IV-22) devient, en tenant compte des expressions ci-dessus :

60 —60 017 (10 100
—60 120 —60(-{T2 ¢ =1100 (IV — 23)
0 —-60 300l (T3 7200

> Partition des ddl

Le systeme (IV-23) devient apres la suppression de la ligne correspondant a la température

connue comme suit:

—60 120 -—607. %ﬁg :{100}

0 —60 3000 |, 7200
3
Aprés un arrangement adéquat, nous aurons :
120 —607 . Tz} —607 _ (100 B
—60 300 {T3 +[ 0 ] {10} = {7200} (V=24

> Résolution en régime stationnaire

D’aprés I'équation (IV-24) :

_ -1 _
{%}:[ﬁ% 3(?(()) '({7120000}_[ go]'{lo})
= ()= szl 50 120) rnbn) = {2963}

~32400L60 1201 (IV = 25)
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IV.2-3 Exemple d’un probléme sans températures imposées

Soit un mur de surface A = 5m? et constitué de trois couches comme c’est illustré par la

figure ci-dessous :

Ay

-

2
&

;n.z;q
3

A3

=

g Pa=hy(Teg Ta)
o —>» x

1
@, =hy(Tyy-Ty) @

b

s

Fig.IV=8 : Exemple d’un probléme sans températures imposées

On donne:
- Géométrie
L;=50 mm
- Conductivité thermique

A =1 W/(mK) ;

- Conditions aux limites

, L,=200 mm

Az =3 W/(mK) )

, L3=100 mm.

A3 =10 W/(m.K)

Convection sur la face 1 : coefficient h;=120 W/(mZ.K), température du fluide T =30°C;

Convection sur la face 4 : coefficient hy = 200 W/(mZ.K), température du fluide Tp =10 °C;

Source volumique dans la deuxiéme couche : g = 3000 W/m?.

> Définition des matrices élémentaires

Elément 1 Elément 2 Elément 3
(T (T _ (T3
7 = 73 = ) 7 =}
ALA M.A A A A A3 A As. A
| A - — -4 Sl e
_ 1 1 _ 2 2 _ 3 3
(Kl ‘[ MA ALA || K ‘l Ay A }\Z.AJ Kls=| A aa a
Ly Ly L, L, L,  Ls 4]
1100+ 600 —100 175 =75 1500 —500
(Kl = [ -100 100 K]z = —-75 75] [Kls = [—500 500 + 1000
_ (AhTs1) _ (18000 _ 1 (0

Tableau IV-3 : Calcul des matrices élémentaires du probleme sans températures imposées
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> Définition du systeme global

700 —-100 0 0 T, 18000
—100 100+ 75 —-75 0 | ) 0+ 1500
0 —75 754+ 500 —500] )Ts 1500 + 0
0 0 —500 15001 \T, 10000
700 —100 0 0 T, 18000
-100 175 =75 0 | ) 1500
0 —-75 575 —=500| )T; 1500
0 0 —500 15001 \Ty 10000
> Résolution directe du systéme
Ty 700 —100 0 1% (18000
T,(_|-100 175 =75 0 .) 1500
Ty 0 —-75 575 =500 1500
T, 0 0 —500 1500 10000
79 7 1 1
50400 7200 5600 16800
Ty 7 49 1 1 18000 30,5357
T\ _| 7200 7200 800 2400 1500 33,75 (IV — 26)
Ty 1 1 3 1 1500 18,0357
T, 5600 800 11200 1120 10000 12,6786
1 1 1 27
16800 2400 1120 28000

IV.3 Transfert de chaleur unidirectionnel en régime transitoire

Dans cette section, nous allons considérer un exemple simple, en régime transitoire,
gue nous allons résoudre d’abord analytiguement puis par la méthode des éléments finis
ensuite en utilisant le logiciel ANSYS. Une comparaison des résultats obtenus par les trois

méthodes, sera effectuée afin de jauger la fiabilité de la méthode proposée.

IV.3-1 Description du probléeme
Soit a déterminer I'évolution, en fonction du temps, des températures d’une barre
ayant une température initiale T; et dont les extrémités sont imposées a une température

T, comme c’est illustré par la figure suivante. Ondonne : L = 0,1m; A=1 m2; q=0;

A =209 W/moC; p=2700 kg/m3;Cp=885 ]/Kg.K ;Ti =20°C}Tp = 150°C.
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TP T Tp

) ' I x

\ L=0,1m o

Fig. IV-9 : Exemple d’un transfert de chaleur unidirectionnel en régime transitoire

IV.3-2 Résolution par la méthode analytique

L’équation de la chaleur, en régime transitoire, est définie a I’équation (I-13) :

62T+62T+62T +q = pC or IvV—-27
0x%  0dy? 0z? 1=p ( )

En considérant que le transfert de chaleur est unidirectionnel suivant I'axe x et en I'absence
de source de chaleur, g = 0, cette équation devient :

—_—— (IV —28)
Oua = /% est la diffusivité thermique du matériau.
p

Avec les conditions aux limites

T(x=0,t) =T, (a)
{T(x =Lt) =T, (b)

Et la condition initiale :
T(x,t=0)=T, (©)

Pour des raisons qui seront plus claires plus loin et afin de simplifier les conditions aux
limites, on pose :
T(x,t) =60(x,t) +T, (IV—-29)

En substituant I’équation (IV-29) dans (IV-28), on obtient :

— == — (IV — 30)

Avec les conditions aux limites suivantes :

6(x=0,t) =0 (d)

{9(x=l,t)=0 (e)
Et la condition initiale :

O(x,t=0)=T;—T, D)
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Utilisons la méthode de séparation de variables, en écrivant :

0(x,t) =X(x)-f(t) (IV —31)
En substituant I’équation (IV-31) dans I’équation (IV-30), nous aurons :
9%X 1 af
w2 T =7% 3 (Iv—-32)
Cette équation devient apres un arrangement adéquat :
a 9°X 1 df
)—(-ﬁzj—c-a (Iv—-33)
Afin de simplifier les écritures, nous allons considérer la notation suivante :
aXY" = f? (IV—34)

On voit clairement que le terme de gauche, de I’équation (IV-34), ne dépond que de x
seulement et le terme de droite ne dépond que de t seulement. Alors, chaque terme doit
étre égal a une constante (w) :

X f, = IV — 35
@y =FEw ( )
Par conséquent, nous pouvons écrire :
f!
—=uw (IV—36)
f
X_o IV —37
X" a ( )

La solution de I'équation (IV-36) peut étre calculé aisément :
f, _ _ — plwt+0)
7dt— wdt —In(f)=w-t+C = f=ce

= f(t)=A-e®" (IV —138)
Ou A est une constante d’intégration.

Afin d’intégrer la relation (IV-37), posons :

X, (x) = sin (nTnx) (IV—-139)

La forme de cette fonction a été choisie de sorte a satisfaire les conditions aux limites de
probleme considéré ou les deux extrémités de la barre sont soumises a une température
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imposée. Autrement dit, I’équation (1V-39) satisfait les conditions aux limites définies par les
équations (d-e-f) :

nm
X,(x=0)=0 = sin (T . 0) =0 condition vérifée
nm
X,(x=1=0 = sin (T . L) = sin(nm) = 0 condition vérifée

La substitution de I’équation (IV-39) dans (IV-37) conduit a :

() () o,

sin (nL_n x) a

2

> Wy, = —<"”‘/a> (IV — 40)

L
A chaque valeur de n correspond une valeur de w,, .
En substituant les équations (1V-39) et (IV-38) dans I’équation (IV-31), on obtient :
0, (x,t) = sin (nL_n x) Ay efnt (IV—-41)

En additionnant toutes les solutions de I'équation (IV-41), nous obtenons la solution
générale de I'équation (1V-30) :

nrm
6(x,t) = ZAn.sin (Frx) e (IV — 42)
n=1

Ou
n =1,2,3,... : Un nombre entier.
A,, : Coefficient a déterminer par la condition initiale. Dans ce cas, nous avons :
0(x,t=0)=T,—T, (IV—43)
Ou d’une maniére générale, on peut écrire :
O(x,t =0) = p(x) (IV —44)

En remplacant cette condition dans I'équation (VI-42), nous obtenons :
nm
ZAn.sin (—x).e“’"'o = ¢((x) (IV — 45)
] L
n:

En multipliant les deux facons de I’équation par (sin%x) puis en intégrant de 0 a L, on

trouve :
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L L
.[An - sin (nL—ﬂx)-sin (nL—ﬂx) dx =fg0(x)-sin (nL_nx) dx
0 0

L L
A, - fsm dx = J(p(x)-sin (nL_nx) dx
0

0

An-zf[1+cos —x dx] f(p(x) sm(nLT[ )dx

L L

Ay % {L + [ﬁ sin (ZTme)]O} = f<P(x)'sin (nTnx) dx

0

L
2 L_j'() .(nn)d
n2— p\x Slan X
0

L

A, =% .f(p(x).sin (nL—nx) dx (IV—46)
0

Dans le cas particulier ot ¢(x) = T; — T, = Cste

L

2 . (mm 2(T,-T,) L nm \1*
An = Z(Tl - Tp)f Sin (TX) dx = %E[— CoS (TX')]O
0
—2(T; — T,
= A, = M [cos(nm) — cos0]
n.m

Sachant que :

(1 :si n=paire (possibilité rejetée)
cos(nm) = {—1 : sin = impaire
_ 2 -, )
> A, =——= -1
n nn )
4T, - T,)
= —= IV —47
n - ( )

Avecn = 1,3,5, ... Nombre impaire

L’équation (IV-42) s’écrit finalement, en tenant compte de I'expression de 4,,, comme suit :

O(x,t) = Z% sin (nLﬂ.x) .e@nt (IV — 48)

Oun est un nombre impaire ;
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En substituant I'équation (1V-48) dans I'équation (IV-29), nous obtenons I'expression finale
de la solution de I'équation de transfert de chaleur unidirectionnel en régime transitoire :

= 4(Tl-—Tp) . /mm _
T(x,t) =T, + ZT - sin (Tx) cen’t (IV — 49)
ne

Oou

L = 0,1m : Longueur de barre ;

T,, = 150°C : Température imposée aux extrémités de la barre ;

T; = 20°C : Température initiale de la barre ;

0 < x < L : Position ol I'on désire afficher I’évolution de la température ;

n = 1,3,5, ... : Nombre entier impaire ;

Wn == (nan/E)z_

Pour pouvoir tracer I'équation (IV-49), nous avons établi un programme sous le
langage Matlab. Ce dernier est présenté en annexe 10, ol le temps a été discrétisé en
plusieurs intervalles At = 0,1 sec. Aprés 1500 itérations, la température de la barre s’est
stabilisée a Tp. Les résultats obtenus, a différentes positions de la barre, sont récapitulés

dans la figure suivante :

160

150 e
140 ""f
-/

100 /
90
30 Ill —'K=L,{8
70

=——y=L{4

60
50 ——x=3L/8

Températures [°C]

40 x=L/2
30

20
10
0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

Temps (sec)

Fig. IV-10 : Variation de la température en fonction du temps, pour différentes positions,
obtenue par la méthode analytique
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IV.3-3 Résolution par la méthode des éléments finis

A) En considérant deux éléments-finis

» Maillage

1 2 3

L4 - v

T, =150°C T,=20°C T3=150°C

Fig. IV-11 : Barre discrétisée en deux éléments finis ot L; = 0,05m

» Définitions des matrices élémentaires

Les vecteurs élémentaires des températures nodales, prennent la forme suivante :
_ (T} _ (150) (T
T3 = {Tz} = { T, } T2 = {150} (IV - 50)

D’apres I"’équation (llI-16), I'expression de la matrice de capacité thermique élémentaire

s’écrit :

_pACle[z 1 _2700-1-885-0,05[2 1
e 6 1 217 6 1 2

[C]. = 19912,5 - [i ; (IV — 51)

D’apres I'équation (I11-18), I'expression de la matrice de conductivité thermique s’écrit :

[K]. = A4 [_11 -1

-7 ) ] + A hNIL, . [N]e, = 202.51 ' [_11 _1]

0 1

[K], = 4180 - [_11 _11] (IV = 52)

D’apres I'équation (Il1-20), I'expression du vecteur élémentaire des flux de chaleur est :

A-q-L 1 0
(Fle = =—=—{{} + A INL, (01 + 1Ty +e0 (T = T9) = { ]} (IV — 53)
» Assemblage et formulation des matrices globales
Le vecteur global des températures nodales prend la forme :
150 150
{Ty=1T, (; {T}, =120 (IV—-154)
150 150
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Le vecteur global des flux nodaux prend la forme :

0
®=ol V53
0

La matrice de capacité globale prend la forme :

2 1 0
[C] = 19912,5- [1 2+ 2 1] (IV—-156)
0 1 2
La matrice de conductivité globale prend la forme :
1 -1 0
[K] =4180-[—1 1+1 —1] (IVv—-57)
0 -1 1

> Partition des ddl

En régime transitoire, I'équation de chaleur discrétisée est présentée a I'équation (11-42), ou:

[K]-(T,} = (F) (v - 58)

Avec
[K] = [Cp.] + At [K,] (IV—-59)
(F=oe-(R),,, +1Cu Col-{t] —(Crl+acleD (1) av-60)

Nous allons maintenant effectuer un réarrangement des composantes du vecteur des
températures globales {T} en plagant d’abord les températures inconnues {T;} puis les
températures connues {Tp} :

T T,
(T} = {Ti} - {{{1ng}} -{) (v —61)
T3 150 d

Ce réarrangement affecte automatiquement les autres composants du systeme

d’équations c.a.d. la matrice de capacité thermique globale [C], la matrice de conductivité

globale [K] et le vecteur des flux de chaleur global {F} . On obtient aprés réarrangement :

[[4] [1 1]]
[C]=199125-|1 2 0 (IV — 62)
1 0 2
ou[C,] =19912,5.[4]
[[2] [-1 —1]]
[K]=4180-]1-1 1 0 (IV—-63)
-1 0 1
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{0} (F,)
{F} = {{8}} = {{Fi}} (IV — 64)

> Résolution en régime transitoire

D’apres I'équation (IV-59), et en considérant At = 0,1 sec:
[K] = [C ] + At [K;] = 19912,5 - [4] + 4180 - At - [2] = 80486 (IV—65)
D’apres I'équation (IV-60) :

150

(F} = At{0} + 19912,5 - [4 1 1]-{20 } —(19912,5-[1 1] +4180- At [—1 —1])-{1?8}
150),
(F} = 1718400 (IV — 66)

On résout le systeme présenté a I'équation (IV-58) en considérant les équations (IV-65)

et (IV-66) afin de déterminer la température du nceud 2 at = 0,1sec:

{T. }sr = [K]7Y - {F} = 21,350 °C (IV — 67)
La température obtenue via I'équation (IV-67) sera considérée comme température initiale

pour le calcule de I'étape suivante c.-a-d. a t = 0,2 sec, ou:

150
{T}:, = 121,350 (IV—-68)
150

Ensuite, on reprend le calcul de {F}, en considérant le résultat de I'équation (IV-68) :

) 150 150
(F}=199125-[4 1 1]-{21,35} —(19912,5-[1 1] +4180- At [-1 —1])-{150}
150 J,
0
{F} = 1825 950,598 (IV — 69)

On résout, encore une autre fois, le systeme présenté a |'équation (IV-58) en
considérant les équations (IV-65) et (IV-69) afin de déterminer la température du nceud 2 a

t = 0,2sec:

{T.},11 = [K]7Y - {F} = 22,686°C (IV —70)
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On reprend ces calculs jusqu’a ce que la température du nceud 2 se stabilise a Tp=150°C. Les

résultats obtenus, en fonction du temps, sont représentés sur la figure 1V-12.

160
150

140
7
130 /’
120
110 V/
J

100
90

/
80 !
70 I

/

/

|

x=L/2

Températures [°C)

60
50
40
30
20
10

0

0 10 20 30 40 50 60 70 &80 90 100 110 120 130 140 150

Temps (sec)

Fig. IV-12 : Variation de la température en fonction du temps, @ mi-longueur de la barre,

obtenue par la méthode des éléments-finis en considérant deux éléments.

B) En considérant quatre éléments-finis

» Maillage
1 2 3 4 5
* * * - °
150°C 20°C 20°C 20°C 150°C

e

Fig. IV-13 : Barre discrétisée en quatre éléments finis ot Ly = 0,025m

> Résultats obtenus

Les températures T, et T3, obtenues dans ce cas, sont représentées sur la figure suivante.
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160
150
140 =

130
120 /"
110

f
100 / /
90
80 ,J _K=|.f‘2

70 /] —X=L/4
60

Ty

Températures [°C)

30
20
10

0 10 20 30 40 50 60 70 80 950 100 110 120 130 140 150

Temps (sec)

Fig. IV-14 : Variation de la température en fonction du temps obtenue par la méthode des

éléments-finis en considérant quatre éléments-finis.

C) En considérant huit éléments-finis

» Maillage

1 2 3 4 5 6 7 8 9

T1=150°C @ Tg =150°C

T? initiale 20°C

Fig. IV-15 : Barre discrétisée en huit éléments finis ot L; = 0,0125m

> Résultats obtenus

Les températures obtenues correspondant aux noeuds 2, 3, 4 et 5 sont représentées sur la

figure suivante. Le programme relatif a cette résolution est présenté en annexe 11.
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160
150
140

130
120 )4
110 / /
100 l
90
80 —x=L/8
70 -
60
50 - =—=x=3L/8
40
30
20
10
0

—x=L/4

Températures (°C)

==y=Lf2

0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

Temps (sec)

Fig. IV-16 : Variation de la température en fonction du temps, pour différentes positions,
obtenue par la méthode des éléments-finis en considérant huit éléments

IV.3-4 Résolution par le logiciel ANSYS

Les étapes de simulation sont présentées dans l'annexe 12. Les résultats ainsi
obtenus, en termes de variation temporelle de la température, sont représentés
graphiguement sur la figure IV-17 en considérant plusieurs points de la barre.

160 |

150
140 -~
130 //
120 /
110 //;
100 ,
90

80 /
70
60
50 ——x=3L/8
40
30
20

10
0

=—=x=L/8

=——y=L/4

Températures [°C)

===y=Lf2

0 10 20 30 40 50 60 70 80 9S50 100 110 120 130 140 150

Temps (sec)

Fig. IV-17 : Variation de la température en fonction du temps, pour différentes positions,
obtenue par le logiciel ANSYS.
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IV.3-5 Comparaison des résultats

Les évolutions de la température en fonction du temps, a mi-longueur de la barre,
obtenues par les trois méthodes (analytique, MEF a 8 éléments et ANSYS) sont représentées
sur la figure IV-18 ou nous remarquons une parfaite concordance des résultats ce qui

démontre clairement la fiabilité de la méthode proposée.

Sur la figure IV-19, nous présentons en abscisse la variable temps et en ordonnée
I’erreur relative, exprimée en pourcentage, calculée en prenant comme référence la solution
analytique. Les valeurs négatives des erreurs signifient que la valeur calculée par la MEF est
supérieure a la valeur obtenue par la méthode analytique. Nous remarquons ainsi une
bonne concordance des résultats ol 'erreur relative maximale est de 3,25% cette erreur a

été enregistrée a t=4,6 secondes.

160

150 S —

140

130 /

120

110

100 /

0 / —ANSYS —

80 —
/ — ANALYTIQUE

70 —
[ MEF

60

50 f
40

|
30
20 /

10

Température (°C)

0 20 40 60 80 100 120 140 160

Temps (sec)

Fig. IV-18 : Comparaison des résultats obtenus par les trois méthodes a mi-longueur de la

barre
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20 140 160

Erreur relative (%)
[ %]
R
@
o
o
=)
=
o
°
v

2

-3 U

Temps (sec)

Fig. IV-19 : Variation en fonction du temps de I’erreur relative obtenue entre la solution
analytique et la solution élément-fini

Afin d’analyser la convergence des résultats en faisant augmenter le nombre
d’éléments du maillage, nous avons superposé les résultats obtenus précédemment au
centre de la barre (a x = L/2), voir le paragraphe VI.3-3. Nous remarquons que les résultats

convergent bien au fur et a3 mesure que le nombre d’éléments augmente.

160
150

===2 Eléménts
===4 Eléments

=3 Eléments

Températures [°C)
o
o

0 10 20 30 40 650 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

Temps (sec)

Fig. IV-20 : Variation en fonction du temps de I’erreur relative obtenue entre la solution
analytique et la solution élément-fini
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IV.4 Transfert de chaleur bidirectionnel en régime stationnaire

Afin de contourner la validation des résultats, nous allons reprendre le probleme
décrit au paragraphe IV.2-1 en utilisant un élément fini rectangulaire a quatre nceuds. En
effet, pour pouvoir afficher les résultats au milieu du mur, nous allons considérer deux
éléments finis comme c’est illustré sur la figure IV-21. De plus, la hauteur h de I'élément sera
calculée en respectant la formule A = h-e ou e est I'épaisseur du mur suivant I'axe z.

Résumé des données :

L=01m; A=01W/m.K;q = 1000 W/m3;Tp =100°C; A=3m?%h=1m; e =3m.

Y

[
N
w

L— b=0,05m J

Fig. IV-21 : Discrétisation du mur en deux éléments rectangulaires

e Définitions des matrices élémentaires

Le premier élément est défini par les nceuds 1,2,5 et 4 notés dans le sens

trigonométrique. Le vecteur des températures nodales lui correspondant est :

Ty
T.
{Th =1 (Iv-71)
5
T,
Le deuxieme élément est défini par les noeuds 2,3,6 et 5. Le vecteur des températures

nodales lui correspondant est :

Th=1{r (IV-72)

65



Chapitre IV Expérimentation numérique

La matrice de conductivité thermique, d’'un élément rectangulaire, est définie a I'équation
(11-39):

b? + h? b h —(b% + h?) h o b
3bh 6h 3D 6bh 6b  3h
b h b2 + R h b —(b% + h2)
6h  3b 3bh 6b  3h 6bh
K], = A-
Kle=2A-el 2 im0 b b? + h? b h
6bh 6b  3h 3bh 6h  3b
h b —(b% + h?) bk b? + h?2
L 8b 3k 6bh 6h  3b 3bh

2,005 —1,9975 -1,0025 0,995
—-1,9975 2,005 0,995 -1,0025 _
= Kl = —1,0025 0,995 2,005 —1,9975 (V=73)
0,995 -1,0025 -1,9975 2,005

Le vecteur des flux nodaux, d’'un élément rectangulaire, défini a I’équation (l11-42):

(bh\ rbh
4 4
bh bh
(Fle=e-q3 b b+ AN hT, TE—T%)=e-q{
e_e q<bh>+ [ ]e,n (px+ f+50-(oo ) =e q<bh>
4 4
bh bh
\ 4 \'4 /
1
> {F}, =375-{] v - 74)
1

e Assemblage et résolution

Apres assemblage, le systeme global prend la forme suivante :

2,005 —1,9975 0 0,995 —1,0025 0 1 (Try (375
~1,9975 401 -1,9975 —1,0025 199 —1,0025| |T; f ]
0 ~1,9975 2,005 0 ~1,0025 0,995 i L 43 5}
0,995 —1,0025 0 2,005 —1,9975 0 37,5
~1,0025 1,99 —1,0025 —1,9975 401  —1,9975 | 75 |
0 ~1,0025 0,995 0  —19975 2,005 . \ ’) (375)

Ensuite, on supprime les lignes correspondantes aux températures imposées(T;, T3, Ty, T),

et le systeme se réduit a :
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T
[4,01 1,99 _{T2}+[—1,9975 —1,9975 -1,0025 —1,0025]_ T3 _{75}
1,99 4,011 (Ts —-1,0025 -1,0025 -1,9975 -1,9975 T.( 75
T

Un arrangement adéquat de cette équation, permet de déterminer les températures

inconnues du systeme :

100
{TZ}_[4,01 1,99 _1_ {75}_ —-1,9975 —-1,9975 -—1,0025 —1,0025_ 100
Ts - 1,99 4,01 75 —1,0025 -1,0025 -1,9975 —-1,9975 100
100
T,) (1125 ~

{Ts}_{112,5} (V=75)

On voit clairement que ces résultats sont identiques a ceux présentés dans le tableau IV-2.
Le programme relatif a ces calculs est présenté en annexe 13.

IV.5 Transfert de chaleur bidirectionnel en régime transitoire

IV.5-1 Exemple de validation

Comme pour la section précédente, nous allons reprendre le probleme décrit au
paragraphe 1V.3-1 en utilisant un maillage de huit éléments-finis rectangulaires afin d’éviter

les erreurs de convergence dues a la qualité du maillage. Rappel des données :
k o
L=01m; q=0;A=209 W/ o-; p=2700"9/ 3;Cp=2885 ]/Kg_K ;T; = 20°C;

T, =150°C; A=1m?*h =1m;e = 1m.

'\
10 11 12 13 14 15 16 17 18
h=1m
L —_— X
1 2 3 a 5 6 7 8 9

b=0,0125m

Fig. IV-22 : Discrétisation du mur en huit éléments rectangulaires
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Chapitre IV Expérimentation numérique

IV.5-2 Résolution par la MEF

e Définitions des matrices élémentaires

Les vecteurs des températures nodales s’écrivent comme suit :

Ty 150 T, T3
T, T. Ty T,
T}, = = 2 3 qTY, = s AT Y =< 077 p e,
{ }1 T11 T11 { }2 le { }3 T13
T10 150 T11 T12
Tg Tg
To 150
Tle = = IV—-76
{ }8 T18 150 ( )
Ty, T17

La matrice de conductivité thermique, d’'un élément rectangulaire, est définie a I'équation

(111-39):

5574,2 —-5572,9 -2787,1 2785,8

K], = —5572,9 5574,2 2785,8 —2787,1
€ —-2787,1 2785,8 5574,2 —5572,9
27858 —2787,1 -—55729 5574,2

(IV = 77)

La matrice de capacité thermique, d’un élément rectangulaire, est définie a I"équation (llI-
34),0u:

bh bk bh  bh]
9 18 36 18
bh  bh  bh  bh
|18 9 18 36
[Cle=p-eColpp  pn br b
3 18 9 18
bh  bh  bh  bh
8 3 18 9l

3318,75 1659,375 829,6875 1659,375
1659,375 3318,75 1659,375 829,6875

= [Cle = 829,6875 1659,375 3318,75 1659,375 (I - 78)
1659,375 829,6875 1659,375 3318,75
Le vecteur des flux nodaux, d’'un élément rectangulaire, défini a I’équation (l11-42):
0
_J)o
Fle =1p (IvV—179)
0
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Chapitre IV Expérimentation numérique

e Assemblage et résolution

Vu la taille importante des matrices globales, elles ne seront pas présentées dans ce

manuscrit.

La résolution de ce probleme, en régime transitoire, suit la procédure décrite au

paragraphe II-7 ou il suffit de résoudre le systeme d’équations 11-42, ou :

K11}, =) v - 80)
Avec
[K] = [CpL] + At [K,.] (Iv—81)
T,

(F=aefR ), + (6 Golfph) - Cpl+8eKD(T}  av—82)

t

Ces calculs ont été effectués a I'aide du logiciel MATLAB, ou le programme relatif a cette
opération est présenté dans I'annexe 14.

Les températures des nceuds 2, 3, 4 et 5 sont représentées sur la figure suivante :

160
150
140 —~
130 /
120 ‘/
110 /1/;

/
100

90 ==x=L/8

20 ——y=lfd
70 I —K=3|.f8 _

Températures [°C)

60 - —x=Lf2 |
50 -
40
30
20
10
0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

Temps (sec)

Fig. IV-23 : Variation de la température en fonction du temps, pour différentes positions,
obtenue par la méthode des éléments-finis
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Chapitre IV Expérimentation numérique

IV.5-2 Validation des résultats

Les résultats obtenus par la MEF utilisant un élément-fini rectangulaire (figure 1V-23)
ont été comparés avec ceux obtenus par la méthode analytique présentés a la figure IV-10
ou nous remarquons une parfaite concordance des résultats. Notons cependant une légere

différence des résultats entre les deux méthodes durant les premiers instants.
160
150 - ey —
140 |
130 -
120 -

110 -
100

90
80 / | | | | | | | | | | | —=Analytique
o4 ! 1 I I [ T R -
o |
s0 ||
40 -
30 |
20 +
10
0 |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

Temps (sec)

Températures (°C)

Fig. IV-24 : Comparaison des résultats obtenus, au nceud 2, par les deux méthodes analytique
et éléments-finis
IV.6 Conclusion
La premiére partie de ce chapitre, relative a un élément fini linéaire, a été étalée
afin d’exposer plusieurs détails tels que le probleme sans températures imposées ou la
matrice de rigidité est directement inversible, le probléeme convectif et le calcul analytique
de I'équation de la chaleur en régimes stationnaire et transitoire. Cependant, la deuxieme
partie de ce chapitre, relative a I’'élément fini rectangulaire, a été tres bréve en présentant
seulement le calcul des matrices élémentaires et les méthodes de résolution vu que le
principe de calcul suit toujours la méme méthodologie.

En effet, nous avons pu a travers ce chapitre afficher les résultats des transferts de
chaleur unidirectionnels et bidimensionnels en considérant les deux régimes stationnaire et
transitoire en utilisant la méthode des éléments finis. Les résultats sont comparés a ceux
issus de la méthode analytique et du logiciel ANSYS ol nous remarquons une parfaite

concordance des résultats, ce qui montre |'efficacité et la précision de la MEF.
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CONCLUSION GENERALE

L'objectif de ce travail est I'application de la méthode des éléments finis pour la
résolution des problémes de transfert de chaleur unidirectionnels et bidirectionnels en
considérant les deux régimes stationnaire et transitoire. Le développement de la
méthode a été présenté d'une maniere générale puis appliqué aux cas d’éléments finis
linéaires et quadrilatérales. Ensuite, des exemples numériques de complexités
progressives ont été présentés pour mieux comprendre le calcul matriciel, la procédure
d'assemblage et les techniques de résolution. Et pour pouvoir valider l'approche
présentée, les résultats obtenus par la MEF ont été comparés avec ceux obtenus par la
méthode analytique et ceux obtenus par le logiciel ANSYS ou nous constatons une

parfaite concordance des résultats.

Quant aux résultats de 'expérimentation numeérique effectuée, nous pouvons en

dégager les conclusions générales suivantes:

v' La méthode des éléments finis permet de donner des résultats trés satisfaisants
pour les problémes de transferts de chaleur;

v" Le nombre d'éléments finis considéré dans le maillage influe sensiblement sur la
qualité des résultats en régime transitoire (plus le nombre d’éléments est élevé
meilleurs sont les résultats) ce qui n’est pas le cas en régime stationnaire ;

v Capacité de la méthode des éléments finis a traiter les problémes complexes vue
sa simplicité et ses calculs répétitifs qui sont facilement programmables sur

ordinateur.
Enfin, pour améliorer ce sujet, nous proposons les suggestions suivantes :

» Développer les caractéristiques élémentaires d’autres éléments finis tels que les
éléments triangulaires et tridimensionnels ;
» Traiter les problémes de transfert de chaleur non linéaires ;

» Traiter le transfert de chaleur par rayonnement.
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Annexe 1 : Programme pour le calcul de la matrice inverse de [A]

cle

clear all

syms b h

A=[1 00 0;1 b 00;1 bb*h h: 10 0 h]:
Rl=imw (R)

Annexe 2 : Programme pour le calcul des matrices d’interpolation [N]

clc
clear all
sym= b h x vy

Z=[1 00 0;1 b 0 0;1 kb bk*h h; 1 0 0 h];
Bl=inwv (L)

H=[1 x x*v v]*Al;
HN=simplify (N)

Annexe 3 : Programme pour le calcul de matrice de capacité thermique [C],

clc

clear all

sym= b h x vy

b=aym('k","real'");

h=zyvm({'h","real");

¥=aym('x","'real');

y=sym|'y', 'real');:

A=[1 00 0;1 b 0 0;1 bb*h hr 100 h]-
Bl=inv (L) :

H=[1 = =x*y y]*&l;
H==zimplify (M)

NT=H"

Ci=NT+*HN;
Ci=simplify (Ci);
Cl=int (Ci,0,b):
C2=int (C1,0,h):
C==implify(C2)
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Annexe 4 : Programme pour le calcul de matrice de conductivité thermique K],

clc

clear all

ayms b h x v

b=sym('b","'real'):

h==zym({'h', "real");

x=sym|'=x", "real');;

v=ayml'v", "real");

B=[((-1/b)+(v/(b*n))) ((1/b)-(v/(b*h))) v/ (b*h) -v/(b*h);
({=/(b*h))-{1/h)) (-=/(b*h)) =x/(b*h) (-=/(b*h))+(1/h)];

kE=B"'*5;

k=simplifvi(k):
Kl=int (k,0,b):
K2=int (K1,0,h):
F=zimplify (E2)

Annexe 5 : Programme pour le calcul du vecteur des flux de chaleur {F},

clc

clear all

sym= b h x vy

b=sym("'k","real'"):

h=zym("'h", "real");

¥=zgym('x","real'):;

yv=sym{'y"', "'real’):

A=[1 00 0;1 b 0 0;1 bb*h hy 1 0 0 Rh]-
Bl=invwv (L) :

H=[1 = =%y y]*Ll:
H=zimplify (M) :
HI=HN":

Hl=int (NT,0,.b):
N2=int (N1,0,h)
F=simplify (N2)
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Annexe 6 : Programme pour la résolution de I'exemple de validation

clear all
clc
L=0.1;
g=1000:

% Epaisseur du mur en (m)
%

lamda=0.1l; % Conductivité thermigque du matériau du mur (wWw/m°C)
3
kS

Source de chaleur volumigue (wW/m"™3)

A=3; Section de transfert de chaleur (section du mur) (m"~2)

nn=3; Nbre de noeuds dans le maillage
NT=[1:;2]:; % nbre et numéros des noeuds ol les températures sont inconnues
Tc=[100;100]% Respecter 1'ordre d'assemblage Tl et TS
Ti=[nn-NT (1):;1:;3] % Nbre de températures imposées

% N° des nosuds oid les Température sont imposées (connues)
R LT RRTETAR LR TR RS

ne=nn-1; % Nbre d'éléments dans le maillage
L1=L/ne; % Longueur d'un élément fini
% Calcul de la matrice de conductivité élémentaire

disp('Matrice &lémentaire de conductivité thermigque')
Ke=((lamda*&)/L1)*[1 -1:;-1 1]

% Calcul du vecteur e€lémentaire des flux de chaleur

disp('Vecteur é&lémentaire des flux de chaleur')
Fe=( (A*g*L1)/2)*[1:1]

% Calcul des matrices globales

H=zeros=s(nn,nn);

F=zeros(nn,1);

T=zeros(nn,1);

for i=0:ne-1
for 1=1:2; % 1l:1ligne
Fi(l+i)=Fe(l)+F(1+1):
for c=1:2; % c: colonne
E(l+i,c+i)=Ke(l,c)+K(l+i,c+i);
end

end
end

disp('Matrice globale de conductivité thermigque')
K
dispi
F

ecteur global des flux de chaleur')

cc=1;

Hl=zero=s (NT (1), ,nn);

FlL=zeros (NT (1),1):

for nnt=1:NT (1)

cc=cc+l;

EL(nnt, : )=K (NT (cc),:):

FL (nnt)=F (NT (cc) ) ;

end

KL

FL

% Résolution du systéme

KLL=KL;

cc=0;

for i=1:Ti (1)
ELL(:,Ti(i+1)-cc)=[1:
coc=cc+l;

end

FLL

KLP=KL:

cc=0;

for i=1:NT (1)
ELP(:,NT(i+1l)-cc)=[]:
co=cc+l;

end

ELP

T=inv (KLL) * {(FL- (ELP*Tc) )
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Annexe 7 : Données pour la résolution de I’exemple de validation a quatre nceuds

clear all

clec

IL=0.1; % Epaisseur du mur en (m)

g=1000; % Source de chaleur wvolumigque (wW/m™3)

lamda=0.1; % Conductivité thermigue du matériau du mur (w/m°C)

n=3; % Section de transfert de chaleur (section du mur) (m"~2)
nn==5; % Nbre de noeuds dans le maillage

NT=[3:2:3:4]:; % nbre et numéros des noeuds od les températures sont
Te=[100;100]1% Respecter l1l'ordre d'assemblage Tl et TS
Ti=[mn-NT (1) :1;5] % Hbre de températures imposSces

% N® des nosuds ol les Températurse sont imposSé&es
R R R R R R R R R R R R R TR TR RN TR EER R R YT

ilnconnues

(connues)

Annexe 8 : Données pour la résolution de 'exemple de validation a huit nceuds

clear all

clc

IL=0.1; % Epaisseur du mur en (m)

g=1000; % Source de chaleur volumigue (W/m"™3)

lamda=0.1; % Conductivité thermigque du matériau du mur (w/m°C)

L=3; % Section de transfert de chaleur (section du muar) (m"2)
nn=9; % Nbre de noeuds dans le maillage

NT=[7:2;3:4:5:6;7:8]: % nbre et numéros des nosuds ol les cempératures sont inconnues

Tc=[100:;100]% ERespecter l'ordre d'assemblage Tl et TS
Ti=[mn-NT (1):1;9] % Hbre de températures imposées

% N® des noeuds oi les Température sont imposées (connues)

R R R R R R R R R R R R R AR AR AR AR R R R R
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Annexe 9 : Méthodologie de simulation sous le code ANSYS en régime stationnaire

Lancer le logiciel Mechanical APDL, en effectuant un double clic sur l'icbnel® . La

fenétre d’accueil suivante s’affiche :

File Select List Plot PlotCirls WorkPlane Parameters Macro MenuCilrls 2

D= a8 s & 2 EH

ANSYS Main Menu @

Preferences =]
Preprocessor
Solution

General Postproc
TimeHist Postpro
ROM Tool
DesignXplorer
Prob Design
Radiation Opt
Session Editor
Finish

]

Pick a menu item or enter an ANSYS Command (BEGIN) [me

Cliquer sur « Preferences » situé dans le menu principal, pour sélectionner le domaine

d’analyse, dans ce cas on choisit « Thermal » :

M\ Preferences for GUI Filteri

[KEYW] Preferences for GUI Filtering
Individual discipline(s) to show in the GUI

[ Structural

v iTh

[~ ANSYS Fluid

[~ FLOTRAMN CFD
Electromagnetic:

[~ Magnetic-Modal

[~ Magnetic-Edge

[~ High Frequency

[~ Electric

Note: if no individual disciplines are selected they will all show.

|| Discipline opticns

* h-Method

oK Cancel Help
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Développer I'onglet « Preprocessor » situé dans le menu principal, puis :

Cliquer sur « Element Type » =« Add/edit/delete »=« Add ». Dans la fenétre qui
s’affiche sélectionner le type de I'élément fini « Link » puis « 3D conduction 33 »
comme c’est illustré par fenétre ci-apres :

"\ Library of Element Types

Only thermal element types are shown

Library of Element Types Combination 30 conduction 33
Thermal Mass i convection 34
£||| radiation 31
Solid
Shell
Thermal Electric

Pore-pressure |3D conduction 33

Element type reference number
Cancel I Help I

Cliquer sur « Real Constants » = « Add» = « Ok ». Puis spécifier la valeur de la
section de transfert « A = 3m? » dans la fenétre suivante :

==
Element Type Reference No. 1 4

Real Constant Set Mo.
Cross-zectional area AREA

Cancel |

Help |

Cliguer sur « Material props» = « Material Models ». Développer le dossier
« Thermal » situé dans la zone « Material Models Available », puis cliquer sur
« Conductivity » = «Isotropic » afin de spécifier la valeur de la conductivité
thermique du matériau :

[

A\ Conductivity for Material Numbs

Conductivity (Isotropic) for Material Number 1

Temperatures |

KXX

Add Temperaturel Delete Temperalurel Graphl
0k I Cancel | Help I
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= Cliquer sur « Modeling » =« Create » = « Nodes ». Cliquer sur « In active CS » pour
insérer les coordonnées des différents nceuds. A titre d’exemple, nous représentons
sur les deux figures suivantes la création des nceuds 1 et 9 :

[N] Create Modes in Active Coordinate System

NODE Mode number

XY.Z Location in active C5 |C| | |0 | | ] |

THXY, THYZ, THZX
Rotation angles (degrees) | | | | | |

oK

[M] Create Nodes in Active Coordinate System

NODE Mode number I:l

X¥.Z Location in active CS | 01 | |0 | | 0 |

THXY, THYZ THZX
Rotation angles (degrees) | | | | | |

oK Apply Cancel Help

On obtient ainsi, le résultat suivant :

y

* Cliquer sur « Modeling» = « Create » = «Elements ». [ Elements from Nodes

Cliquer sur « Auto Numbered » = « Thru nodes » afin de || 4., :
ick i UInpick

créer les éléments entre chaque paire de noeuds. Ainsi,
pour créer I'élément 1 défini entre les noeuds 1 et 2, on

sélectionne ces deux noeuds dans la zone graphique de

ANSYS puis on clique sur «Apply » pour définir I’élément 2 Count
qui est défini entre les nceuds 2 et 3 et ainsi de suite =

Minimum

jusqu’a la création de I’élément 8 ol on clique sur « OK ». Node Moo =

{* List of Items

{ Min, Max, Inc

OF | Apply 1

Beset I Cancel J
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La figure suivante illustre le maillage obtenu :

- Développer I'onglet « Solution » situé dans le menu principal, puis :
= C(Cliquer sur « Analysis Type » = « New Analysis ». Pour effectuer une analyse
stationnaire, il faut sélectionner « Steady-State » :

[AMTYPE] Type of analysis

" Transient

(" Substructuring

0K Cancel Help

= Cliquer sur « Define loads » = « Apply » = « Thermal » = « Temperature » = « On
Nodes ». Sélectionner ensuite les nceuds ou les températures sont imposées. Dans
ce cas, on sélectionne les nceuds 1 et 9 puis on clique sur « OK ». Les valeurs des
températures imposées sont introduites dans la fenétre suivante :

, |
Aot o v ==

[D] Apply TEMP on Modes
Lab2 DOFsto be constrained All DOF

Apply as |Cnn5tant\ra|ue j
If Constant value then:
VALUE Load TEMP value 100
oK ‘ Apply Cancel ‘ Help |

= Cliquer sur « Define loads » = « Apply » = « Thermal » = « Heat Generat » = « On
Elements ». Cliquer sur « Pick all » pour sélectionner tous les éléments du maillage
puis on introduit la valeur de la source de chaleur volumique comme suit :
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[BFE] Apply HGEN on elems as a IConstantvaluE j

If Constant value then:
STLOC Starting location N

VALl Load HGEM at loc N 1000
VAL2 Load HGEN at loc N+1
VALS Load HGEM at loc N+2

VALY Load HGEM at loc N+3

Ikl

oK | Cancel | Help |

= L|’exécution de I'analyse s’effectue en cliquant sur « Solve » = « Current LS ».

Développer I'onglet « General Postproc » puis « List Result » et cliquer sur « Nodal
Solution » pour afficher les températures des nceuds :

~ Item to be listed

Favorites =]
g Nodal Solution
@& DOF Solution
@
Thermal Gradient
Thermal Flux

ak | Apply | Caticel | Help |

Les résultats obtenus sont représentés a la figure 1V-2.
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Annexe 10 : Programme pour le calcul de la solution analytique en régime

transitoire
clear all
clc
Lamda=209; % Conductivité thermigue (W/m.K)
Cp=885%; % Capacité thermigque massigue (J/Hg.H)
RHC=27T700; % Masse volumigue do matériaun (Eg/m™3)
E=1; % Section de transfert (m™2)
Tp=150; % Température imposée aux extrémités de la barre (°C)
Ti=20; % Température initiale de la barre (°C)
I=0.1; % Longueur de la barre (m)
a=Lamda/ (RHO*Cp) ;
Ea=a"0.5;

Pi=3.1415926535897932384026433832795;

#=(7*L)f8 % Position du point & considérer
i=0;
for t=0:0.1:150
T=0;
i=i+l;
for n=1:2:1000
w=- | (n*¥Pi*Ra) /L) "2;
TO=( (4% (Ti-Tp) )/ (n®*Pi) ) *=in( (n*Pi#x) /L) *exp (L*W) ;
T=TO0+T:
end
TF=Tp+T:
Eesult (i, 2)=TF;
Eesult(i,l)=t;
end
Result

Annexe 11 : Programme pour le calcul de la solution élément-fini en régime

transitoire
clear all
clec
L=0.1; % Epaisseur du mur en (m)
aq=0; % Source de chaleur wvolumigue (w/m"3)

lamda=209%; % Conductivité thermigque du matériau du mur [(wWw/m°C)
RHC=2T700; % Masse wvolumigque (Eg/m"3)

Cp=8E85; % Chaleur spécifigue (J/Eg.H)
A=1; % Section de transfert de chaleur (section du mur) (m"~2)
nn=359; % Nbre de noeuds dans le maillage

NI=[T7:;2:;3;4:;5;6;7;8]; % nbre et numércos des noeuds od les températurses Sont
Tc=[100;100]% Eespecter l'ordre d'assemblage Tl et TS
Ti=[nn-NT (1) ;1;9] % NHbre de températures imposSgses
% N® des noeuds ol les Température sSont imposées (connue
istep=1500;
de=0.1;
Result=zeros (istep,7):
LEEEEEIETILTLELEEEEEIT L2222 22222222
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ne=nn-1; % Hbre d'éléments dans le maillage
Li=L/ne; % Longueur d'un élément fini
Ce=( (RHO*A*Cp*L1)/6)*[2 1:;1 2]
Ke={(lamda*h)/L1)*[1 -1;-1 1]
Fe={ (A*g*L1)/2)*[1;1]
% Calcul des matrices globales
F=zeros (nn,nn); C=zeros (nn,nn) ;
F=zeros (nn,1l)! T=zeros(nn,1l):
for i=0:ne-1

for 1=1:2; % l:ligne

F(l+i)=Fe (1) +F (1+i):

for c=1:2; % c: colonne
E(l+i,ct+i)=Fe(l,c)+E(1l+i,c+l): C(l+i,c+i)=Ce(l,c)+C(1l+i,c+i):
end
end
end
cc=1;

CL=zeros (NT (1) ,nn) ; EL=zeros (NT (1) ,nn) ;
FL=zeros (NT (1),1):
for nnt=1:HT (1)
co=cc+l;
CLinnt,:)=C(NT (cc),:): % Suppression des lignes correspondant aux T imposges
EL(nnt,:)=E(NT (cc),:):
FL(nnt)=F (NI (cc) ) »;
end
% Résolution du systéme
ELL=EL: CLL=CL:
cc=0;
for i=1:Ti (1)
ELL(:,Ti{i+1l)-cc)=[]; CLL{:,Ti(i+l)-cc)=[]1:
co=co+l;
end
ELP=KL;
CLP=CL;
co=0;
for i=1:HT (1)
CLP(:,HNT (i+1l) -cc)=[]:
ELP(:,HT (i41l) -cc)=[]:
coc=cc+l;
end
t=0;
Cl=inwv ({CLL+dt*ELL) ;
In=[150:20:20:;20;20;20:20;20:150]:
Tp=[150;150]:
for i=l:istep
Eesult (i,1l)=t;
Result (1,2)=Tn(2): Result (i, 3)=Tn(3); Result(i,4)=Tn(4); Result(i,5)=Tn(5):
Result (i, 6)=In(6)rResult(i,7)=Tn(7); Result(i,8)=Tn(8):
t=t+dt;
Tnl=Cl* (CL*Tn- (CLP+dt*ELP) *Tp) ;
Tni(l)=150; Tn(2)=Tnl(l):; Tn{2)=Tnl(2):; Tn({4)=Tnl(3); Tn{5)=Tnl(4):
Tn(6)=Tnl(5); Tn(7)=Tnl{6): Tn(8)=Tnl(7): Tn(9)=150;
end
Result
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Annexe 12 : Méthodologie de simulation sous le code ANSYS en régime transitoire

Lancer le logiciel Mechanical APDL, en effectuant un double clic sur I'icone[® . La

fenétre d’accueil suivante s’affiche :

File Select List Plot PlotCirls WorkPlane Parameters

D= ao & & 2 H

ANSYS Main Menu @

Preferences 2]
Preprocessor
Solution

General Postproc
TimeHist Postpro
ROM Tool
DesignXplorer

Prob Design
Radiation Opt

Session Editor
Finish
=
Pick a menu item or enter an ANSYS Command (BEGIN) [me

Cliquer sur « Preferences » situé dans le menu principal, pour sélectionner le domaine
d’analyse, dans ce cas on choisit « Thermal » :

I\ Preferences for GUI Filteri

[KEYW] Preferences for GUI Filtering
Individual discipline(s) to show in the GUI

Structural

<1 ]

[~ ANSYS Fluid
[~ FLOTRAM CFD
Electromagnetic:
[~ Magnetic-Modal
[~ Magnetic-Edge
[~ High Frequency
[ Electric

Note: If no individual disciplines are selected they will all show.

|| Discipline options

¥ h-Method

oK Cancel Help
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Développer I'onglet « Preprocessor » situé dans le menu principal, puis :

= Cliquer sur « Element Type » =« Add/edit/delete »=« Add ». Dans la fenétre qui
s’affiche sélectionner le type de I'élément fini « Link » puis « 3D conduction 33 »
comme c’est illustré par fenétre ci-apres :

"\ Library of Element Types

Only thermal element types are shown

Library of Element Types Combination 3D conduction 33
Thermal Mass i convection 34
£||| radiation 31
Solid
Shell
Thermal Electric

Pore-pressure |3D conduction 33

Element type reference number
oK | Apply Cancel I Help I

= C(Cliquer sur « Real Constants » = « Add» = « Ok ». Puis spécifier la valeur de la
section de transfert « A = 1m? » dans la fenétre suivante :

Element Type Reference MNo. 1

Real Constant Set Mo. 1
Cross-sectional area AREA |:I |

= C(Cliquer sur « Material props» = « Material Models ». Développer le dossier
« Thermal » situé dans la zone « Material Models Available », puis cliquer sur :

v' « Conductivity » = « Isotropic » afin de spécifier la valeur de la conductivité
thermique du matériau A=209 ;

>A Conductivity for Material Nun

Conductivity {Isotropic) for Material Number 1

ik

Temperatures
KXX

Add Temperature | Delete Temperature' Graphl

0k I Cancel | Help I

v« Specific Heat » afin de spécifier la valeur de la conductivité thermique du matériau
Co= 885.
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"\ Specific Heat for Material Num

Specific Heat for Material Number 1

T
Temperatures
C 885
Add Temperature | Delete Temperature' Graph'

QK. | Cancel J Help I

v' « Density » afin de spécifier la valeur de la masse volumique p=2700

= I
M\ Density for Material Number {y&

Density for Material Number 1

T
Temperatures
DENS 2700
Add Temperature | Delete Temperaturel Graphl

Ok, I Cancel | Help |

= Cliquer sur « Modeling » =« Create » = « Nodes ». Cliquer sur « In active CS » pour
insérer les coordonnées des différents nceuds. A titre d’exemple, nous représentons
sur les deux figures suivantes la création des nceuds 1 et 9 :

[M] Create Modes in Active Coordinate System

‘| NODE Mode number

X¥,Z Location in active CS |U | |l] | | 0 |

THXY, THYZ THZX
Rotation angles (degrees) | | | | | |

oK | Apply I
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A\ Create Nodes in

[M] Create Nodes in Active Coordinate System

NODE Mode number I:l

XY.Z Location in active C5 | 0.1 | |[} | |[] |

THXY, THYZ THZX
Rotation angles (degrees) | | | | | |

OK Apply Cancel Help

On obtient ainsi, le résultat suivant :

y

1 2 3 4 ] 1] 7 2] 9
] L] L ] L] L » L
X

= Cliquer sur « Modeling» = «Create » = «Elements ». [ Eements from Ndes j
Cliquer sur « Auto Numbered » = «Thru nodes » afin de || 4., & gpic
créer les éléments entre chaque paire de nceuds. Ainsi, = o=
pour créer I'élément 1 défini entre les noeuds 1 et 2, on - ~
sélectionne ces deux nceuds dans la zone graphique de e

I
[=]

ANSYS puis on clique sur «Apply » pour définir I'élément 2 Count

. s e e . . . Maximm = 20
qui est défini entre les nceuds 2 et 3 et ainsi de suite BRI
jusqu’a la création de I’élément 8 ol on clique sur « OK ». Node No. =

{* List of Items

{ Min, Max, Inc

OFE | Apply ‘

Reset | Cancel ‘

La figure suivante illustre le maillage obtenu :

Help ‘

- Développer I'onglet « Solution » situé dans le menu principal, puis :
= Cliquer sur « Analysis Type » = « New Analysis ». Pour effectuer une analyse
transitoire, il faut sélectionner « Transient » =0K. Dans la fenétre qui s’affiche,
sélectionner « Full » =0K.
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[ANTYPE] Type of analysis

" Substructuring

OK Cancel Help

[TRNOFT] Solution method
& Full

" Reduced

" Mode Superpos'n

[LUMPM] Use lumnped mass approx? [ Mo

oK Cancel Help

= Cliquer sur « Define loads » = « Apply » = « Thermal » = « Temperature » = « On
Nodes ». Sélectionner ensuite les nceuds ol les températures sont imposées. Dans
ce cas, on sélectionne les noeuds 1 et 9 puis on clique sur « OK ». Les valeurs des
températures imposées sont introduites dans la fenétre suivante :

[D] Apply TEMP on Nodes l
Lab2 DOFs to be constrained All DOF
TEMP
Apply as !Constantvalue _:_]

If Constant value then:
VALUE Load TEMP value 150

oK Apply Cancel Help

= Cliquer sur « Define loads » = « Apply » = « Initial condit’n » = Define. Sélectionner
ensuite les nceuds 1,2,3,4,5,6,7 et 8 =puis cliquer sur OK. Sur la fenétre qui s’affiche
spécifier la valeur le température initiale 20°C :
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/N Define Initisl Cond

[IC] Definelnitial Conditions on Modes

Lab DOF to be specified

VALUE Initial value of DOF

Cliquer sur « Load Step Opts » = Output Ctrls = DB/Result = et cocher la case
« Every substep».

[OUTRES] Controls for Database and Results File Writing

Itern Itern to be controlled !AII —

FREQ File write frequency
" Reset

" Mone

" At time points

" Last substep

" Ewery Mth substp

(Use negative M for equally spaced data)

Cname Component name - l,ﬂ.ll entities _:j

- for which above setting is to be applied

0K Apply ! Cancel I Help !

Cliquer sur « Load Step Opts » =Time/Frequenc =Time-Time Step et spécifier la
valeur maximale du temps et l'intervalle a utilisé:
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A\ Time and Time Step

Time and Time Step Options -
[TIME] Time at end of load step 150
[DELTIM] Time step size
[KBC] Stepped or ramped b.c.
" Ramped
[AUTOTS] Automatic time stepping
 ON
" OFF
¢ Prog Chosen
[DELTIM] Minimum time step size |:|
Maxirnum time step size I:l
Use previous step size? W Yes
[TSRES] Timne step reset based on specific time points
Time points from :
i+ Mo reset
™ Existing array
 New array
Mote: TSRES command is valid for thermal elements, thermal-electric
elements, thermal surface effect elements and FLUID118,
or any combination thereof,
oK I Cancel | Help |

= L|’exécution de I'analyse s’effectue en cliquant sur « Solve » = « Current LS ».

Pour afficher les températures nodales, cliquer sur I'onglet « TimeHist Postpro» et la
fenétre suivante s’affiche :
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File Help

H x| & Bl e =] Wl [None - S8l Real E
Variable List @|
Name Element Node Result ltem Minimum Maximum |~/
|
a| | o
Calculator 5]
| =|
( ) | -l -]
MIN CONJ ey
MAX a+ib LN 7 8 9 CLEAR
RCL
STO RESP LOG 4 5 B e
INS MEM SQRT
ABS ATAN X2 1 2 3 E
INT1 IMAG T
E
INV DERIV | REAL | 0 | R

= Cliquer sur l'icone « Add Data :H» pour afficher un résultat, puis spécifier le type de

résultats a afficher :

— Result ltem

Favorites
¢ Nodal Solution
¢ DOF Solution
@
Thermal Gradient
Thermal Flux

T Clammmmd Ok mom
a4

— Result ltem Properties

Variable Name [TEMP_2

= Sélectionner ensuite un nceud dans la zone graphique (exemple le nceud 5) pour
afficher I’évolution de sa température en fonction du temps. Puis cliquer sur OK.
= On peut, a présent, représenter graphiquement I’évolution de la température du

nceud 5 en cliguant sur la commande « Graph Data » située dans la fenétre

« Time History variables » :
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1z0 1&0
100 140
TIME

=  On peut également récupérer les données relatives a I’évolution de la température

du noeud 5 en cliquant sur la commande « List Data » située dans la fenétre
« Time History variables » :

wpek ANGYS POST26 WARIABLE LISTING ek

TIHE 5 TERP
TERP 2

0.10000 20.0017
0.20000 20.0073
0.30000 20,0216
0.40000 0. 0466
0.50000 20,0862
0.a0000 20,1433
0.?0000 20,2223
0.30000 20,3243
0.90000 20,4519
1.0000 20,6000
1.1000 20,7909
1.2000 21.0047
1.3000 21,2448
1.4000 21,5238
1.5000 21,8295
1.6000 2. 1660
1.7000 22,5305
1.4000 22, 9286
1.9000 23,3534
2.0000 23.4061

- Les résultats obtenus, pour les différents noeuds, sont représentés a la figure 1V-13.
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Annexe 13 : Programme relatif au calcul stationnaire en utilisant un élément fini

rectangulaire
clear all
cle
% Introduction des données
L=0.1; % Longueur du mur (m})
b=L/2; % Longueur de 1'élément-fini (m)
g=1000; % Source de chaleur volumigue (w/m"™3)
lamda=0.1; % Conductivité thermiqgue du matériau du mur (w/m°C)
h=1: % Hauteur de 1'élément-fini (m)
e=3; % Epaisseur du mur (m)
L=h®e; % Section de transfert de chaleur (section du mur) [(m™2)
nn=6; % HNbre de noeuds dans le maillage
ne=2; % Nbre d'éléments

WNT=[2:2:5]: % nbre et numéros des nosuds ol les températures Sont inconnues
disp('Vecteur des températures imposés’)
Tp=[100;100;100;100]
disp('Matrice élémentaire de conductivité thermigue')
aa=(b"2+h"2)/ (3*b*h) ;
He=(lamda*e)*[aa b/ (6%h)-h/ (3*b) - (h"2+b"2)/ (6*b*h) kS (6%b)-b/ (3*h);
b/ {&6*h)-h/ (3*b) aa hf (6%b)-bS(3*h) -(b"~2+h"2)/ (6%b*h):
- {b~2+h"2)/ (6*b*h) h/(6*k)-b/(3*h) aa b/ (6*h)-h/(3*k):;
h/{&6*b)-bf (3*h) -(b"24+h"2)/ (6*b*h)} b/ (6%*h)-h/(3*b) aa]

disp('Vecteur élémentaire des flux de chaleur')
Fe=((e*g*b*h)/4)*[1:;1;1:;1]

% Calcul de=s matrices globales

E=zeros (nn,nn) ;

F=zeros (nn,1);

vect=[1 2 5 4:2 3 & 5]:

for i=line

for k=1:4
Flwvect(i,k))=Felk)+F(vect(i,k)):
for m=1:4
E({vect(i,k),vect (i, m))=Ee(k, m)+E(vect (i, k), ,vect (i, m))
end
end

end

disp('Matrice globale de conductivité thermigue')

K

diap('Vecteur global des flux de chaleur')

E

KLL=[K({2,2) K(2,5);K(5,2) E{(5,5)1]

ELP=[EKi(2,1) E(2,3) EK(2,4) E(2,6):E(5,1) E(5,3) E(5,4) K(5,8)]
FL=[F(2):F(3)]

T=inv (KLL) * (FL-ELP*Tp)
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Annexe 14 : Programme relatif au calcul transitoire en utilisant un maillage de huit
éléments finis rectangulaires

clear all
clc
% Introduction des données

L=0.1; % Longueur du mur (m)

b=L/8: % Longueur de 1'élément-fini (m)

a=0; % Source de chaleur wvolumigue (wW/m™3)

lamda=209; % Conductivité thermigue du matériau du mar (w/m"C)
RHC=2700 %t Masse wvolumigue (Eg/m™3)

Cp=885 % Chaleur spécifigue (J/kg.E)

h=1; % Hauteur de 1'élément-fini (m)

e=1; % Epaisseur du mur (m)

L=h*e; % Section de transfert de chaleur (section du mur) (m™2)
nn=18; % Nbre de noeuds dans le maillage

ne=§; % Nbre d'éléments

de=0.1; % Pas de temps

istep=1500; % Hombre d'itérations

Eesult=zeros (istep, 14) ;

disp('Vecteur des températures imposée')

Tp=[150;150;150;150]

dizp('Vecteur glokal des températures initiale')

Tn=[150;20;20;20;20;20;20;20;150;150;20;20;20;20;20;20;20;150]

disp('Matrice élémentaire de conductivité thermigues")

aa=(b"2+h"2} / (3*b*h) ;

Ee=(lamda®e) *[aa b/ (6%h)-hS/(3%*b) - (h"2+b"2)/(6*b*h) h/(6*b)-b/ (3*h):
bf (6*h)-h/ (3*b) aa h/(6*b)-b/ (3*h) -(b~2+h"2)/ (6*b*h);
-{b™2+h"~2)/ (6%*b*h) h/ (6*b)-k/ (3*h) aa b/ (6*h)-h/(3*k):

h/ (6%b)-b/ (3%¥h) - (b™2+h"~2)/ (6%b*h) b/ (6*h)-h/(3*b) aa]
disp('Matrice &lémentaire de capacité thermigues')
Ce=(RHO*Cp*e) * [b*h/9 b*h/18 b*h,/36 b*h/18;

b*n/18 b*h/9 b*h/18 b*h/36;

b*h/36 b*h/18 b*h/9 b*h/18;

b*n/18 b*h/36 b*h/18 b*h/9]
disp('Vecteur é&lémentaire des flux de chaleur')
Fe={(e*g*b*h)/4)*[1;1;1;1]

% Calcul des matrices globales

E=zeros (nn,nn) ;

C=zeros (nn,nn) ;

F=zeros (nn,1l);

vect=[1 2 11 10:;2 3 12 11;3 4 13 12; 4 5 14 13; 5 & 15 14; & 7 16 15;
T 8 17 1e; 8 9 18 17]:

for i=l1:ne
for k=1:4

Fivect(i,k))=Fe(k)+F(vect(i,k)):

for m=1:4
E(vect(i,k),vect (i, m))=Ee(k, m)+E(vect (i, k), ,vect (i, m));
Clwvect(i,k),vect(i,m))=Ce(k,m)+C(vect (i, k), ,vect(i,m));

end

end
end
disp('Matrice globale de conductivité thermigue')

K

dizsp('Matrice globale de capacité thermigue')

c
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disp('Vecteur global des flux de chaleur')
F

ELL=K;

ELL(1,:)y=[1: % Suppression des lignes

ELL({9-1,:)=[]:KLL{10-2, :)=[]:;ELL(18-3,:)=[]:

KLP=KLL;KLP(:,2:8)=[]:;ELP(:,4:10)=[1;

ELL(:,1)y=[1- % Suppression des colonnes
ELL(:,5-1)=[];ELL(:,10-2)=[]sELL(:,18-3)=[1=-

CL=C:
CL{1,:)=[]: % Suppression des lignes
CL{%-1,:)=[]1:CL({10-2,:)=[]1:CL(18-3,:)=[1:

CLL=CL;
CLL(:,1)=[1- % Suppression des colonnes
CLL{:,9-1)=[]:;CLL{:,10-2)=[]:;CLL{:,18-3)=[1]:

CLE=CL;CLE(:,2:8)=[]:CLE(:,4:10)=[]:

FL=[F(2) :F(3):F(4):F(5):F(6) :F(T):F(8):
F(11):F({12):F(13):F(14):F(15):F(16):F(17)]:

Ebar=CLL+dt*KLL;

KEl=inv (Ebar) ;

t=0;

for i=l:istep
Eesult(i,l)=t;
Eesult(i,2)=In(2); Result(i,3)=In(3) ;Resulc(i,4)=In(4);
Eesult (i,5)=Tn(5)sResult (i, &6)=Tn(6) ;Result (i,7)=ITn(7):
Result (i,8)=Tn(8) ;Result(i,9)=Tn(9):;Result (i,10)=Tn(10):
Result (i,11)=Tn(ll);Result(i,12)=Tn(l12) ;Result(i,13)=Tn(13):;
Result(i,14)=Tn(l4):

Fbar=({dt*FL) +CL*Tn— (CLP+dt*ELP) *Tp;

T=Kl1*Fbar;
Tni2)=[T(1)]1:Tni3)=[T(2)]1:Tn(2)=[T(3)]1;Tn(3)=[T(2)]1:Tn(&6)=[T(5)1:
To(7)=[T(6)]:ITn(8)=[T(7)]:;Tn{ll)=[T(8)]:Tn{l2)=[T(%)]:;Tn(13)=[T(10)]:
Tn(l4)=[T(11)]1:Tni(l3)=[T(12)]:Tn{le)=[T(13)]:Tn(17)=[T(14)]:

t=t4dt;
end
Rezult
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Résumé

L’objectif de ce travail consiste essentiellement a I'application de la méthode des
éléments finis pour la résolution des problémes de transfert de chaleur unidimensionnel et
bidimensionnel en considérant les deux régimes stationnaire et transitoire. Il s’agit ensuite
d’exploiter cette méthode, par des exemples numériques de complexités progressives, afin
de mieux cerner le calcul matriciel, la procédure d'assemblage et les techniques de
résolution. Les résultats obtenus sont confrontés avec succes a ceux issus de la méthode
analytique et du logiciel ANSYS qui est un code essentiellement numérique. On se basera en
outre sur I’"hypothese classique d’'un matériau solide, homogene, continu et isotrope.

Mots Clés: méthode des éléments finis, transfert de chaleur, régime stationnaire, régime
transitoire, conduction, convection, rayonnement, ANSYS.

Abstract

The aim of this work is essentially to apply the finite element method to solve the
problems of one-dimensional and two-dimensional heat transfer by considering the two
stationary and transient regimes. It is then a question of exploiting this method, by
numerical examples of progressive complexities, in order to better understand the matrix
calculation, the assembly procedure and the resolution techniques. The results obtained are
successfully compared with those of the analytical method and the ANSYS software, which is
essentially a numerical code. In addition, the classical hypothesis of a solid, homogeneous,
continuous and isotropic material will be used.

Keywords: finite element method, heat transfer, stationary regime, transient regime,
conduction, convection, radiation, ANSYS.
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