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Introduction générale

Une série temporelle, ou série chronologique, est une suite de valeurs numériques repré-
sentant I’évolution d’une quantité spécifique au cours du temps. De telles suites de variables
aléatoires peuvent étre exprimées mathématiquement afin d’en analyser le comportement,
généralement pour comprendre son évolution passée et pour en prévoir le comportement fu-
tur. Une telle transposition mathématique utilise le plus souvent des concepts de probabilités

et de statistique.

L’objet des séries temporelles est 1’étude des variables au cours du temps. Méme s’ils
n’ont pas été a ’origine de cette discipline, ce sont les économeétres qui ont assuré les grandes
avancées qu’a connues cette discipline . Parmi ses principaux objectifs figurent la détermina-
tion de tendances au sein de ces séries ainsi que la stabilité des valeurs (et de leur variation)

au cours du temps.

C’est de la déception des prévisions issues des modéles structurels d’inspiration keyné-
sienne qu’est née la théorie des séries temporelles telle qu’on la connait aujourd’hui. Et sur
ce point, c’est la publication de 'ouvrage de Box et Jenkins en 1970 qui a été décisive. En
effet, dans 'ouvrage les deux auteurs développent le trés populaire modele ARM A (Autore-
gressive Moving Average). Le modele ARM A est un cas particulier d’'un modéle beaucoup
plus général nommé ARIM A (Autoregressive Integrated Moving Average). En effet, le mo-
dele ARM A ne permet de traiter que les séries dites stationnaires (des moments du premier
ordre qui sont invariants au cours du temps). Les modéles ARIM A permettent de traiter
les séries non stationnaires aprés avoir déterminé le niveau d’intégration (le nombre de fois

qu’il faut différencier la série avant de la rendre stationnaire).

Bien que possédant d’excellentes qualités prévisionnelles, le modéle ARIMA ou ARMA

v



INTRODUCTION GENERALE v

souffre d’une lacune majeure : il est incapable de traiter simultanément plus d’une variable
(série). Pour contourner ce probléme, il faut pouvoir généraliser le modeéle ARIM A dans
le cas & plusieurs variables. C’est ce qu’a fait en partie Christopher Sims en proposant
en 1980 le modele VAR (Vector Autoregressive) qui permet de traiter concomitamment
plusieurs variables. Mais, contrairement au modéle structurel & plusieurs variables, dans les
modeles VAR, toutes les variables sont endogénes. Cette maniére de modéliser en faisant
abstraction d’une théorie économique a donné naissance a ce que l'on a appelé 'Econométrie

sans théorie.

Ces modeles (ARIMA et VAR) ne permettent de traiter que des phénomeénes qui sont
linéaires ou approximativement mais ne permettent pas de "capturer" les propriétés des phé-
nomeénes qui sont non linéaires (les variables financiéres par exemple, inflation, cours d’action
etc.). Alors pour une modélisation plus réaliste de ces séries les modeles ARC'H (Autore-
gressive Conditionally Heteroscedastic) et les modeles GARCH (ARCH Generalized) sont

les plus utiles.

Dans le premier chapitre, on donne quelques rappels théoriques tels que 'indépendance
de variables aléatoires, les théorémes limites pour les suites de variables aléatoires indépen-
dantes identiquement distribuées, la stationnarité stricte et stationnarité au second ordre

des processus aléatoires, I’ergodicité et le théoroéme ergodique.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie deux types de modeéles de séries chronologiques,
a savoir le modéle ARCH et le modele ARCH généralisé i.e. , GARCH. L’étude de ces
deux modeles consiste a trouver des conditions suffisantes sur les coefficients qui assurent
I'existence des solutions strictement stationnaires et ergodiques ayant des moments d’ordres

supérieurs.

Dans le troisiéme chapitre, on istime les parametres des deux modéles par la méthode
de quasi-maximum de vraisemblance (QMV) et on étudie les propriétés asymptotiques de

Pestimateur de QMV.



Chapitre 1

Outils préliminaires

1.1 Variables aléatoires

L’orsqu’on envisage d’observer une expérience aléatoire et lui associer un espace de pro-
babilité (2, F, P), il arrive que l'on s’intéresse plutot & une fonction numeérique du résultat
attendu qu’au résultat lui-méme, mais 1’objectif reste de pouvoir assigner des probabilités a

des événements concernant cette fonction du résultat. La fonction étudiée doit donc satisfaire

certaines conditions de mesurabilité : Si X(.) est une telle fonction définie sur €2 a valeurs
réelles, des événements concernant X (.), comme {w € Q: X(w) =a},{w € Q: X(w) > a},
a € R, doivent étre dans F pour qu’on puisse leur assigner des probabilités parce que P
n’est pas définie pour des événements n’appartenant pas a F. Cependant la quasi-totalité
des événements concernant X (.) que 1'on puisse formuler peuvent s’exprimer par des opéra-
tions ensemblistes élémentaires des événements {w € Q2 : X (w) < a},a € R et donc il suffit
d’exiger que ceux-ci soient membres de F pour tout a € R. Une fonction vérifiant une telle

condition est dite définie sur (2, F, P).

Définition 1 Soit (Q,F, P) un espace de probabilité. Une fonction X(.) définie sur Q@ a
valeurs dans R est dite variable aléatoire sur (0, F,P) si {w € Q : X(w) < a} € F pour
tout a € R.

Définition 2 (Tribu engendrée par une variable aléatoire) La tribu F(X) engendrée
par une variable aléatoire X définie sur un espace de probabilité (Q2, F, P) est la plus petite

tribu contenant les événements de la forme {w € Q: X(w) < a},a € R.

1



CHAPITRE 1. OUTILS PRELIMINAIRES 2

Définition 3 (Distribution de probabilité) Soit X une variable aléatoire réelle définie
sur (Q,F,P). On appelle distribution de probabilité de X la fonction ensembliste Px(.)
définie sur B(R) a valeurs dans [0,1] par

Px() = B(R)—[0,1]

B +— Px(z)=PlweQ: X(w) e B}=PX B))

Définition 4 (Fonction de répartition ) Soit X une variable aléatoire réelle définie sur
(Q,F, P). On appelle fonction de répartition de X la fonction Fx(.) définie sur R a valeurs
dans [0, 1] par

Fx(.) : R—]0,1]

v — Fy()=Pwe: X(w) <z} =Px(]—o0,1]) = P(X (] — 00,1])).
La fonction de répartition Fx(.) est aussi dite distribution de probabilité de X.

Théoréme 5 (Propriétés de la fonction de répartition) Soit Fx(.) la fonction de

répartition d’une variable aléatoire X, alors

1. Fx est une fonction croissante.
2. Fx est continue a droite.
3. lim, ., Fx(z)=0.

Définition 6 (Variable aléatoire discréte) Une variable aléatoire X définie sur (2, F, P)

a valeurs dans R est dite discréte si I’ensemble de valeurs de X est fini ou infini dénombrable.

Définition 7 (Fonction de masse d’une variable aléatoire discréte) Pour une va-
riable aléatoire discréte X définie sur (2, F,P) a valeurs dans I = X(Q), on définit la

fonction de masse px(.) par

px(.) = I —10,1]

v = px(@) = Plw: X(w) = o} = P(X"({z})).
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Définition 8 (Variable aléatoire continue) Une variable aléatoire X définie sur (Q2, F, P)
a valeurs dans R est dite continue si et seulement si sa fonction de répartition Fx est conti-
nue sur R. De maniére équivalente, X est continue si et seulement si P(X = z) = 0 pour

tout x € R.

Définition 9 (Variable aléatoire absolument continue) Une variable aléatoire X défi-
nie sur (Q, F, P) a valeurs dans R est dite absolument continue si sa fonction de répartition

Fx est absolument continue au sens de définition suivante :

Définition 10 (Continuité absolue d’une fonction) Une fonction réelle f, définie sur
un intervalle I, est dite absolument continue sur I si pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que

pour toute suite finie d’intervalles ouverts de I 2-a-2 disjoints |1, y1], ..., |Tn, yn[, n € N*

vérifiant Y |y — x| <0, on a Y | f(yi) — fla:)] <e.
=1 1=1

Théoréme 11 (Densité de probabilité) Si X est absolument continue, alors il existe une
fonction positive Borel mesurable fx(.) définie sur R, dite densité de probabilité de X, telle
que Fx(z) = [*__ fx(t)dt. La fonction fx(.) est aussi dite dérivée de Radon-Nikodym de la

mesure Px par rapport a la mesure de Lebesgue.

1.1.1 Caractéristiques d’une variable aléatoire

Dans cette partie on introduit les caractéristiques des variables aléatoires a savoir 1’es-
pérance mathématique, la variance, la covariance et le coefficient de corrélation. Soit X une

variable aléatoire définie sur (€2, F, P) a valeurs dans R.

Définition 12 L’espérance mathématique de X, notée E(X), est lintégrale de Lebesque de

X sur § par rapport a la mesure P(.). Autrement dit

B(X) = /Q X (w)dP(w).

Ceci est bien défini si E|X| < co.
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Remarque 13 L’espérance E(X) peut étre également définie en terme de :

1. La distribution de probabilité Px(.) de X, E(X) = /xPX(dx).
R

2. La fonction de répartition Fx de X, E(X) = /xdFX(m).
R

3. La fonction de masse px(.) si X est discréte, E(X) = erX(Q) xpx(x).

4. La densité de probabilité fx(.) de X si X est absolument continue, E(X) = /:cfx (x)dx.

R

L’espérance mathématique d’une variable aléatoire peut étre finie, infini ou peut ne pas

exister. Les moments d’ordre supérieurs d’une variable aléatoires sont données comme suit.

Définition 14 (Moments) Soit X une variable aléatoire et p € N* tels que E(|X|P) < oc.

1. Le moment d’ordre p de X est E(X?) < oc.
2. Le moment factoriel d’ordre p de X est E(X(X —1)... (X —p+1)).

3. Le moment centré d’ordre p de X est le moment d’ordre p de X — E(X).

Les inégalités pour les espérances qu’on développe ici sont réguliéerement utilisées a la

fois en théorie des probabilités et en analyse.

Théoréme 15 (Inégalité de Markov) Soit X une variable aléatoire sur (2, F, P) et ¢ :

R — R* une fonction Borel mesurable, alors pour tout € > 0

B9(X))

€

P(o(X) =z €) <

Théoréme 16 (Inégalité de Chebyshev) Si X est une variable aléatoire sur (0, F, P)
telle que E(X?) < oo, alors pour tout € > 0

E(X - BE(X))

2

PX - EX)|z¢) <

€
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Théoréme 17 (Inégalité de Cauchy-Buniakowski-Schwarz ) Soit X etY deux va-

riables aléatoires sur (Q, F, P) telles que F(X?) < oo et E(Y?) < oo, alors E|XY| < oo
et
(B|XY])* < E(X*).E(Y?).

Théoréme 18 (Inégalité Jensen) Si ¢ : R — R est une fonction convexe et X wune

variable aléatoire sur (Q, F, P) telle que E(X) et E[¢p(X)] existent, alors

OlE(X)] < Elp(X))].

Théoréme 19 (Inégalité de Holder) Soit 1 < p < oo et 1 < q < oo tels que Ilj + % = 1.

Si B|XP < o0 et E|Y]? < o0, alors E|XY| < oo et
1 1
EIXY| < [E[XF]P[E]Y]].

Théoréme 20 (Inégalité de Minkowski) Si E|X|P < oo et E|Y|? < 00,1 < p < o0,
alors E|X + Y|P < oo et

(BIX +Y[")r < (BIXP)» + (E||[Y]")».

Définition 21 (Variance, covariance) Soit X etY deux variables aléatoires sur (Q, F, P)

telle que EB(X?) < oo et E(Y?) < oo.

1) Le moment centré d’ordre 2 de X est dit variance de X, noté par Var(X),

Var(X) = 0% = B(X — E(X))* = BE(X?) — (E(X))* >0,

qui existe toujours parce que o3 < E(X?) < .

2) La covariance de X et'Y, notée cov(X,Y), est définie par
cov(X,)Y)=E(X - EX))(Y - E(Y)) =EXY)-EX)E(Y),
qui existe toujours puisque par l'inégalité de CBS

lcov(X,Y)|? < 0%.0% < .
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3) SiVar(X) >0 et Var(Y) > 0, la covariance normalisée est dite coefficient de corrélation
entre X et'Y, défini par
Cov(X,Y)

Ox.0y

p(X,Y) =

ot par l'inégalité de CBS on a |p(X,Y)| < 1.

1.2 Variables aléatoires indépendantes

Définition 22 Deuz variables aléatoires X et Y définies sur (2, F, P) a valeurs dans R

sont dites indépendantes, si pour tous By, By € B(R),

P(X € B,Y € By) = P(X € B)P(Y € By).
L’indépendance d’une suite finie de variables aléatoires est donnée comme suit.

Définition 23 Les variables aléatoires X1, Xo, ..., X,, définies sur (2, F, P) a valeurs dans

R sont dites indépendantes si pour tous boréliens By, B, ..., B, € B(R),

n

P(X; € B1,Xs€ By, ... X,, € B,) =[] P(X; € B,).

i=1
L’indépendance de variables aléatoires est préservée sous des transformations mesurables.

Théoréme 24 Si X4,..., X, sont des variables aléatoires indépendantes, alors pour toutes
fonctions Borel mesurables fi, ..., f, de R dans R, les variables aléatoires fi(X1), ..., fn(Xn)

sont également indépendantes.
L’indépendance d’une suite infinie de variables aléatoires est donnée comme suit.

Définition 25 Soit (X,,),en+ une suite de variables aléatoires définies sur (Q, F, P) a va-
leurs dans R. On dit que (X,)nen+ est une suite de variables aléatoires indépendantes, si

pour tout n > 2, les variables aléatoires X1, Xo, ..., X,, sont indépendantes.
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1.3 Convergence stochastique et théorémes limites

Rappelons qu’une suite de variables aléatoires (X,)nen+ (notée aussi X = (X, X, ...))
définies sur (2, F, P) peut étre définie comme une application mesurable de 2 dans R* qui
pour tout issu w associe une suite de nombres réels X (w) = (X;(w), X2(w), ...). Comme pour
le cas de suites réelles, il est donc trés important de connaitre le comportement des suites
X(w) = (Xi(w), Xa(w),...) lorsque n croit indéfiniment. Cependant la question n’est pas
aussi simple que pour les suites réelles, puisque dans le cas de suite de variables aléatoires
il existe plusieurs fagons (ou modes) selon lesquelles une suite de variables aléatoires peut
s’approcher ou tendre vers une limite X. Un premier critére est celui de convergence dune

suite X (w) = (X3 (w), X2(w),...) pour tout w € €.

Définition 26 (Convergence en une issue) Une suite de variables aléatoires (X, )nen+
définies sur (Q, F, P) est dite avoir une limite (ou convergente) en un point w € ) si la suite

de nombres réels (X, (w))nen+ converge vers une limite X (w).

Cette définition n’est pas utile en soi puisqu’on ne s’intéresse pas au comportement
d’une suite en un résultat spécifique w € €2 de ’expérience. Cependant, elle peut servir pour
d’autres concepts de limite plus importants. Il est utile de noter qu’'une suite de variable aléa-
toire étant une suite de fonctions définies sur €2, on peut en définir le concept de convergence

simple.

Définition 27 (Convergence simple) Une suite de variables aléatoires (X,)nen+ définies
sur (2, F, P) converge simplement vers la variable aléatoire X définie sur (2, F, P) si pour
tout w € €,

lim X, (w) = X(w).

n—oo

La définition 29 est trop forte puisqu’elle exige la convergence pour tout w € 2. En pra-
tique, il existe rarement des suites de variables aléatoires convergentes simplement vers une
variable aléatoire. C’est pourquoi, une telle définition est allégée en exigeant la convergence

seulement sur un sous-ensemble particulier de 2.
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Définition 28 Soit une suite de variables aléatoires (X, )nen+ €t une variable aléatoire X
définies sur (Q,F, P). L’ensemble {w € Q : lim, o X,,(w) = X(w)} € F est dit ensemble

de convergence de la suite (X,,)nen:-

On peut parler de la probabilité de convergence d’une suite (X, ),en+ en faisant référence a
la probabilité de son ensemble de convergence. Une définition de convergence moins forte que
la convergence simple mais qui reste quand méme assez forte est le concept de convergence

presque stre (p.s) (dite aussi convergence avec probabilité un).

Définition 29 (Convergence p.s) Une suite de variables aléatoires (X, )nen+ définies sur
(Q, F, P) converge presque strement vers la variable aléatoire X définie sur (2, F, P) et on
écrit X,, — X p.s., s’il existe un ensemble nul A dans (2, F, P) tel que la suite (X, (w))nen
converge vers X (w) pour tout w € Q2 — A. Autrement dit, si son ensemble de convergence est
de probabilité 1, i.e.,
P{lweQ: nh_)n;OXn(w) =X(w)} =1
On peut exhiber des exemples dans lesquels pour tout w € Q, la suite (X, (w))pen+ ne

converge pas vers X (w), mais lim,, ., P{w € Q: | X,(w) = X(w)| > €} = 0 pour tout € > 0.

Définition 30 (Convergence en probabilité ) Une suite de variables aléatoires (X, )nen+
définies sur (2, F, P) converge en probabilité vers la variable aléatoire X définie sur (§2, F, P)

et on écrit X, —F X, si pour tout e > 0

lim P({w e Q: | X, (w) — X(w)| > €}) =0.
On note par L' = L'(Q, F, P) I'espace vectoriel de variables aléatoires intégrables, i.e.,
I'espace des variables aléatoires X définies sur (2, F, P) telles que E|X| < oo . De méme

pour p €]0,00[, LP = LP(Q, F, P) est la classe de toutes les variables aléatoires X définies
sur (2, F, P) pour lequelles F|X|P < co .

Définition 31 Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires sur (0, F, P) et X une va-

riable sur (Q, F, P). Supposons qu’il existe p > 0 tel que E|X, |’ < oo pour tout n > 1. On
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dit que la suite (X, )nen+ converge en moyenne d’ordre p (ou converge dans LP) vers X et

on éerit X,, =P X ou X,, =" X, silim, .., E|X,, — X|P = 0.

Remarque 32 Lorsque p = 1, on parle de la convergence en moyenne et lorsque p = 2, on

parle de convergence en moyenne quadratique qu’on note par X, —"™9 X.

Un autre mode de convergence trés répandu et qui n’implique pas directement les valeurs

de X,,, mais plutot leurs distributions est connu sous le nom de convergence en distribution.

Définition 33 (Convergence en distribution) On dit que la suite de variables aléatoires
(Xn)nen définie sur (2, F, P) converge en distribution (ou en loi) vers la variable aléatoire
X définie sur (Q, F, P) et on écrit X,, —% X, silim, o Fy, (z) = Fx(x) pour tout v ot Fx

est continue.

Notons que la propriété :X,, — X = E(X,) — E(X) n’est pas valable sans restriction,
mais elle est vraie sous deux hypotheses largement applicables, comme le montre le théoréme

de convergence monotone et le théoréme de convergence dominé.

Théoréme 34 (Théoréme de convergence monotone) Soit X, X1, Xs, ... des variables

aléatoires positives sur (2, F, P) avec X, T X, alors E(X,,) T E(X).

Théoréme 35 (Théoréme de convergence dominée) Soit (X, ),en+ une suite de va-
riables aléatoires sur (Q, F, P) telle que X,, —P° X et |X,| <Y, n € N*, avec E(Y) < o0,
alors lim,,_,, E(X,) = E(X).

Le résultat suivant illuste les implications qui sont toujours valables.

Théoréme 36 On a les implication suivantes :

1. X, - X=X,-"X=X, —-*X.
2. X, =™ X = X, - X = X, P X.

3. p>0X, =" X=X, "X
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La convergence en loi vers une constante implique une convergence en probabilité.
Théoréme 37 Si X,, —%c¢, alors X,, =% c .

La convergence presque stire, la convergence en probabilité, la convergence en moyenne

quadratique et la convergence en moyenne sont conservées sous ’addition.

Théoréeme 38 Soit X,Y, X,,,Y,,n € N des variables aléatoires.

1. Si X, =P% X etY, —=P°Y, alors X, +Y, =P°* X +Y.
2.8 X, =" X etY, =Y, adlors X, +Y, = X +Y.
3. S X,—>"1X etY, >"1Y, alors X,, +Y, =21 X +Y.

4. S8i X, =Y X etY, =Y, adors X, +Y, > X +Y.

Soit X,Y, X,,,Y,,,n € N des variables aléatoires. Si X,, =% X et Y,, =% Y, cela n’implique

pas que X, +Y, —¢ X +Y, mais ceci est vrai lorsque une des limites X ou Y est constante.

Théoréme 39 (Théoréme de Slutsky) Soit X, X,,Y,,n € N des variables aléatoires. Si
X, =X etY, —-%ceR, alors X,, +Y, =% X +c.

La convergence presque sirement et en probabilité sont conservées sous la multiplication.
La convergence en moyenne quadratique des produits ne tient pas en générale parce que XY
peut ne pas étre dans L? quand X etY sont dans L?. Cependant, le produit des variables aléa-
toires dans L? appartient o L' et la convergence des facteurs dans L? implique la convergence

des produits dans L'.

Théoréme 40 Soit X,Y, X,,,Y,,n € N des variables aléatoires.

1. Sit X, =P* X etY, =P°Y, alors X, )Y, —P* XY.
2. 81X, =P X etY, Y, dors X,Y, —P XY.

3. Si X, >™1X etY, »™4Y, alors XY, —L XY.
Le théoréme de Slutsky pour la multiplication est donnée comme suit.

Théoréme 41 (Théoréme de Slutsky) Soit X, X,,,Y,,n € N des variables aléatoires. Si
X, =X etY, =%ceR, alors X,,Y,, = cX.
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1.4 Théorémes limites

Dans cette partie on donne quelques théorémes limites pour les suites de variables aléa-

toires indépendantes.
1.4.1 Loi des grands nombres

On commence par rappeler I'énoncé de la loi des grands nombres pour le schéma de
Benoulli. Rappelons qu'une épreuve de Beroulli de paramétre p compris entre 0 et 1 est
une expérience aléatoire comportant deux issues, le succés ou ’échec. On appelle schéma de
Benoulli de parameétre n et p toute expérience aléatoire consistant a répéter n fois de facon
indépendante une épreuve de Bernoulli de parameétre p. Soit (X,,),en+ une suite de variables
indépendantes identiquement distribuées avec P(X; = 1) =pet P(X; =0) =1—p . En
terme de concept de convergence en probabilité, la loi des grands nombres de Bernoulli peut

étre énoncée comme suit :

Sh
=L P pn—o0, 0uS,=X+...+X,
n

Maintenant, soit (X, ),en+ une suite de variables indépendantes avec E|X,| < oo, n € N*
et les variaces Var(X,),n € N* sont telles que Var(X,,) < a < oo, alors par l'inégalité de
Chebyshev on a la loi faible des grands nombres

Sy — E(Sy)

—P0,n — o (1.1)
n

Une loi forte des grands nombres est une proposition dans laquelle la convergence en
probabilité est remplacée par la convergence presque stirement. L'un des premiers résultats

dans cette direction est le théoréme suivant.

Théoréme 42 (Kolmogorov) Soit (X, )nen< une suite de variables aléatoires indépen-
dantes avec F(X?) < oo,n € N* et b, > 0,n € N* tels que b, | oo et Y. Var(X,)/b? < oo,
n—1

alors
S — E(Sy)
by

—P*0,n — oo.
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Dans le cas ou (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées, on peut obtenir une loi forte des grands nombres sans supposer I'existence de

second moment, on suppose juste I’existence de premier moment absolu.

Théoréme 43 (Kolmogorov) Soit (X,)nen< une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées avec FE|X;| < 0o, alors
Sn

— =P B(X),n — 0.
n

1.4.2 Théoréme Central Limite

Les preuves des premiers théorémes limites de la théorie des probabilité, la loi des grands
nombres, le théoreme de Moivre-Laplace et le théoréme limite de Poisson pour le shéma de
Bernoulli, reposent sur une analyse directe des fonctions de distribution F;,, qui s’expriment
assez simplement en termes des probabilités binomiales. (Dans le shéma de Bernoulli on a
ajouté des variables aléatoires qui prennent que deux valeurs de sorte qu’on puisse trouver
F,, explicitement). Chebyshev a fait la premiére étape dans la démonstration des théorémes
limites pour les sommes de variables aléatoires arbitrairement distribuées. L’inégalité qu’il
a découverte permet non seulement de donner une preuve élémentaire de la loi des grands
nombre de Bernoulli, mais aussi d’établir des conditions trés générales pour la validité de
cette loi lorsqu’elle est énoncée dans la forme (1.1). De plus, Chebyshev créa la méthode
des moments qui permet de montrer que la conclusion de théoreme de Moivre-Laplace écrite

sous la forme

P{(S, — ES,)/\/VarS, <z} — / e du (), n — oo.

est universelle dans le sens qu’elle est valable sous des hypothéses trés générales concer-
nant la nature des variables aléatoires. Pour cette raison, il est connu sous le nom de théoréeme
central limite de la théorie de probabilité. La méthode des fonctions charactéristiques est ap-

pliquée pour montrer ces théorémes limites suivants.

Théoréme 44 (Loi faible des grands nombre de Khinchin) Soit (X,,)nen+ une suite de
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variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées avec E|X1| < oo et E(X;) =

m, alors S,/n —t F(X;).

Théoréme 45 (Théoréme Central Limite pour une suite iid) Soit (X,)nen une
suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées non dégénérés avec

E(X?%) < oo, alors
P{P{(S, — ES,)/\/VarS, <z} <z} — ¢(x),z € R,

o ¢(z) est la fonction de distribution de la loi normale centrée réduite N(0,1), i.e.,

—1L2

¢(x):¢%/;e £ .

1.5 Espace de probabilité d’un phénoméne évolutif

Pour représenter mathématiquement un phénomeéne aléatoire évolutif donné, la premieére
étape consiste a lui associer un espace de probabilités (€2, F, P) ou Q désigne I’ensemble des
réalisations possibles du phénomeéne, F est une tribu de parties de €2 représentant les événe-
ments que ’on puisse formuler, & priori, & propos des réalisations possibles de ce phénomeéne
et P est une mesure de probabilité sur F, mesurant les chances de réalisation des événements
de Fassociés. L’espace fondamental {2 est supposé dépendre implicitement d’un ensemble T’
représentant le domaine d’évolution du phénomeéne. A chaque moment ¢ € T' de ’évolution,
on peut associer un ensemble €2; représentant les résultats possibles du phénomeéne a l'instant
t. Sur tout le domaine T, ’ensemble des réalisations possibles () sera le produit cartésien des

ensemble €, i.e., Q= [] Q. La tribu F, quant elle, dépend également du domaine d’évolu-
i€T

tion T'. A tout moment t € T de I’évolution, on peut associer également une tribu élémentaire

F; représentant les événements liés au phénomeéne a l'instant ¢. Sur tout le domaine 7', la

tribu Fdes événements liés au phénomeéne est le produit F = ®ft qui est la plus petite
teT

tribu contenant tous les ensembles [] A; avec A; € F; et pour éviter des situations de dégé-
teT

nérescence, cette tribu est telle qu’elle doit renfermer les événements élémentaires associés a
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tout moment d’évolution (e.g. {w;} € F pour tout t). De tels événements sont dits projections
des événements élémentaires {w = (wy,t € T)}. Puisque Q représente un produit d’espaces
élémentaires (), les événements élémentaires projections peuvent s’exprimer & travers des

ensembles cylindriques que la tribu Fdoit contenir. Pa exemple, dans le cas ou 7' = N, les

7j—1 0
ensembles cylindriques sont de la forme H Qp x Aj H O, Aj € Fj,j € N. L'espace pro-
k=0 k=j+1

babilisable (€2, F) est le produit des espaces élémentaires (€2, ) , i.e., (2, F) = H(Qt’ F).

teT
La mesure de probabilité P définie sur F dépend également de T'. Pour tout ¢t € T', soit P,

une mesure de probabilité sur 'espace élémentaire (€2, F), alors sur tout le domaine d’évo-

lution 7', la mesure de probabilité P est fonction des (P, € T'). Dans le cas ou le phénomeéne

est soumis a I'indépendance mutuelle, P = H P,. L’espace de probabilité (2, F, P) est donc
teT

le produit d’espaces élémentaires (€, Fy, P,), i.e., (Q,F, P) = H(Qt’ft’ P,).

teT

1.5.1 Processus aléatoire

L’espace de probabilité (€2, F, P) étant complétement spécifié, on peut en associer une
application qui permet de numériser I’ensemble €2 des réalisation possibles, lequel peut étre
quelconque. Par numériser on entend associer & chaque réalisation du phénomeéne, a tout
moment t € T de I’évolution, un nombre ou un vecteur de nombres réels. Lorsque () est
d’emblée numérique dans le sens ou les composantes de w € €2 sont des nombres ou des
vecteurs de réels, on peut prendre pour application I'identité et ’espace (€2, F, P) est alors
dit canonique. Une telle application numérisant €2, dite processus aléatoire, et qui doit vé-
rifier certaines conditions de probabilisabilité (mesurabilité), peut étre définie de plusieurs

maniéres. On réservera ici trois définitions dont chacune se base sur un angle de vue différent.

1. vision verticale : regarde un processus d’un point de vue de ses membres, c’est-a-dire

de variables aléatoires le constituant.

2. vision horizontale : définit un processus par rapport & ses réalisations.

3. vision croisée : définit le processus du point de vu du croisement d’un membre du
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processus et d’une réalisation possible.

Définition 46 Un processus aléatoire de domaine d’évolution T, défini sur un espace
de probabilité (0, F, P) et a valeurs dans (R, B(R)) est une famille de variables aléa-
toires (X, t € T') chacune définie sur (2, F) a valeurs dans (R, B(R)). Autrement dit,
(Xi,t € T) est une application qui associe pour tout t dans T une variable aléatoire
X dans D((2, F), (R, B(R))), ensemble des fonctions F-mesurables, définies de 2 a

valeurs dans R, i.e.,

(Xt € T):T— D(QF),(R,BR)))

tf—>Xt

Remarque 47 Cette définition, d’essence récursive, ne se préoccupe pas & priori de la condi-
tion de mesurabilité qui est déja garantie par le fait d’avoir défini un processus en tant que
famille de wvariables aléatoires, donc ’application déja mesurable. Les variables aléatoires

X, t €T peuvent étre discrétes ou continues.

La définition suivante définit un processus aléatoire en terme de ses réalisations (dites
aussi trajectoires), i.e., définit un processus aléatoire comme fonction aléatoire (élément
aléatoire a valeurs dans RT). Soit B(R”) la pribu de Borel de sous ensembles de R” i.e., la

plus petite tribu de sous ensembles de R” contenant tous les ensembles cylindriques de la

forme

C={r=(x,tcT)eR" .0, € By, ..., € B,}, ot By € B(R),k=1,...,n,n € N*.

Définition 48 Un processus aléatoire X = (Xy,t € T') de domaine d’évolution T défini sur
un espace de probabilité (Q, F, P) et a valeurs dans (R, B(R)) est une application mesurable
de (2, F) dans (RT, B(RT)). Autrement dit, c’est une application qui pour toute réalisation
possible w du phénoméne, associe une famille de nombres X(w) = (X;(w),t € T') et est telle

que l’image réciproque de tout Borélien B de B(RT) est un membre de F, i.e.,

X : Q>R
w — X(w)=(X(w),teT)
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ot pour tout B € B(RT),{w e Q: X(w) € B} € F.

Une troisieme définition mais qui n’est pas tout a fait équivalente aux deux premiéres
dans le sens ot elle exige des conditions supplémentaires, regarde un processus du point de

vue et de ses membres et de ses réalisations.

Définition 49 Un processus aléatoire X = (X;,t € T') de domaine d’évolution T défini sur
un espace de probabilité (Q, F, P) et a valeurs dans (R, B(R)) est une application mesurable
de (2 x T, FQRT) dans (R,B(R)) ot T est une tribu associée a T et FQT la tribu
engendrée par tous les ensembles A x B, A€ F, B € T. Ceci se traduit par

X @ OQxT—-R
(w,t) — X(w,t) = X;(w)

ou pour tout C' € B(R), {(w,t) e A xT: X(w)eC e FRT.

1.5.2 Distribution de probabilité d’un processus aléatoire

Pour un processus aléatoire X = (X, ¢ € T') défini sur un espace de probabilité (€2, F, P)
a valeurs dans (R, B(R)) et de domaine d’évolution 7' dénombrable, sa structure de pro-
babilité est caractérisée par la distribution infini-dimensionnelle Px(.) définie sur B(RT) a

valeurs dans [0,1] comme suit :

Px() : B@R") —0,1]
B — Px(B)=P{weQ:X(w)e€ B}.

Cette distribution infini-dimensionnelle est difficile & manipuler et qu’il existe un outil
simple, la distribution fini-dimensionnelle, permettant de simplifier son analyse. L’introduuc-
tion de cette distribution est justifiée par le théoréme d’extension de Kolmogorov qui stipule
que la distribution infini-dimensionnelle est uniquement déterminée par les probabilités fini-

dimensionnelles. La définition suivante est valable pour tout type de processus.

Définition 50 Pour n € N*et pour tous tq,ts,...,t, € T, la distribution fini-dimensionnelle

de X = (X, t € T) est la distribution de toute sous-suite finie (X, X4y, ..., Xy,) de X.
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Autrement dit, c’est la fonction ensembliste Pth, XigrrXip (.) définie sur B(R™) par

Pth,XtQ,m,th () : B(Rn) - [07 1]

B +—— Px, x,..x,(B)=P{weQ: (X (w), Xs,(w),.., X, (w)) € B}.

Afin d’éviter la manipulation de Boréliens, on peut de maniére équivalente caractériser
la structure probabiliste du processus aléatoire au moyen de la fonction de répartition (de

distribution) fini-dimensionnelle.

Définition 51 Pour n € N*et pour tout tq,ts,....t, € T, la fonction de répartition fini-
dimensionnelle de X = (Xt € T) est la fonction de répartition de toute suite finie

(X, Xtyy ooy Xi,) de X, Autrement dit, c’est la fonction Fx, x,, . x, (.) définie sur R" a

valeurs dans [0, 1] par

Fth 1 Xtg ey Xtn, () : R" — [07 1]

(x1, T2, ey Ty) — Fx, iy X0, (1, T2y oy Tp) = P(ﬂ{w Xy, (w) < 5)).
j=1

Pour tout processus aléatoire défini sur un espace de probabilité (2, F, P) a valeurs dans
(R, B(R)), il est clair que l’ensemble de ses fonctions de répartition fini-dimensionnelles

{FXH,XQMXM,TL € N* ty,...t, € T} vérifient :

L Fx, XX, (21, T25 00y Tp) = FXtiletiQMXtin (Xiys Tiyy .., T, ) POUr toute permutation
1,19, ...,1, de 1,2,....,n et tout z; € R.

2. L’ensemble des fonctions de répartition fini-dimensionnelles a la propriété de consis-

tance suivante

Fx,, iy, (T1, 02, 0, Tno1,00) = Fx, x X, (%1, T2, 00, Tp). (1.2)

Maintenant, il est naturel de poser le probléme inverse suivant : sous quelles conditions
qu'une famille {F}, ;. ,n € N* t;,..t, € T} de fonctions de distributions soit une
famille de fonctions de répartitions fini-dimensionnelles d’un processus aléatoire ? Ce

probléme a été résolu par Kolmogorov en 1933.
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Théoréme 52 (Théoréme de Kolmogorov) Soit {Fy, 4, +,,n € N* t1,ta,...,t, € T} une fa-
mille de fonctions de distribution fini-dimensionnelles qui satisfait la condition de consistance
précédente (1.2), alors il existe un espace de probabilité (2, F, P) et un processus aléatoire

X = (Xy,teT) tel que

PlweQ: Xy, (w) <z1,.0, Xy, () <2} = Fiyty0,(T1, 000, X))

1.5.3 Caractéristiques de la distribution d’un processus aléatoire

Soit X = (X;,t € T') un processus aléatoire défini sur un espace de probabilité (2, F, P) a
valeurs dans (R, B(R)) et de domaine d’évolution 7. Comme pour les variables aléatoires, la
distribution infini-dimensionnelle d’un processus aléatoire est aussi caractérisée par certaines
familles particuliéres définies sur 7' & valeurs dans R, & savoir : la fonction moyenne, la

fonction variance et la fonction d’autocovariance.

Définition 53 La fonction moyenne p(.) est une fonction de T dans R qui pour tout

t € T associe ’éspérence mathématique du membre X; et ayant comme domaine de définition

Uensemble D, = {t € T : E( X;) existe}.

Définition 54 La fonction variance o*(.) est une fonction de T dans R qui pour tout
t € T associe la variance du membre X; et ayant comme domaine de définition [’ensmble

Do ={teT:E( X?) < oo}.

Définition 55 La fonction d’autocovariancec 7(.,.) est une fonction de T x T dans R qui
pour tout couple (t,s) € T x T associe la covariance entre les membres X; et X, et ayant

comme domaine de définition l’'ensemble D., = {(t,s) € T x T : E(X;, X;) < oo}.

Définition 56 La fonction d’autocorrélation p(.,.) est une fonction de T x T dans [—1,1]
qui pour tout couple (t,s) € T'x T associe la corrélation entre les membres X; et X et ayant

comme domaine de définition D, = D,,.
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1.6 Stationnarité des processus aléatoires

Soit X = (X;,t € T') un processus aléatoire de domaine d’évolution 7" défini sur (€2, F, P)
et a valeurs dans (R, B(R)) avec le domaine d’évolution 7" a la propriété que la somme de

deux points de T' est également dans 7. Souvent on prend 7' = N mais peut étre Z, R*ou R.

Définition 57 Le processus X = (Xy,t € T') est strictement stationnaire si pour tout n > 1
et tous points ty,...,t,, h dans T, la distribution de (X, ..., Xy,) est la méme que la distri-

bution de (X, 1ny ooy Xt 1n), 1.€.,

P(th, ...,th) < B) - P((th+h, ...,th+h) S B),B S B(Rn)

Soit X = (X;,t € T') un processus aléatoire aléatoire strictement stationnaire. Si m, =
E(X;) existe et finie, il s’en suit que m; est constante pour tout ¢t € T, i.e., m;y = m. De
meéme si F(X?) < oo, alors la variance 07 = E[X; — E(X;)?] est constante et indépendante

de t. Soit t,s € T et supposons que t > s. En utilisant la propriété de stationnarité stricte,
on a
cov(Xy, Xi) = E[( Xy — m)(Xs —m)] = E[(X;—s — m)(Xo — m)],

i.e., cov(Xy, Xs) ne dépend que de différence ¢ — s. Si on définit la fonction de covariance

vx(h) = cov(Xp, Xo) = E[(Xp, —m)(Xo—m)], heT,

alors pour t,s € T,cov(Xy, Xs) = E[(X; — m)(Xs — m)] = vx(|t — s|). Notons que
0% = 74 (0). Parfois il est pratique de standariser la fonction covariance en produisant ce

qu’on appelle fonction d’autocorrélation ou bien fonction de corrélation de processus X =

(X, t € T') définie par

Notons que px(0) = 1 et par l'inégalité de CBS, —1 < px(t) < 1 pour tout t € T'.

Il est important de noter que tous les moments d’un processus strictement stationnaire,

lorsqu’ils existent, sont invariants dans le temps. Le processus est ainsi dit stationnaire
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en tous les moments ou & l'ordre oco. Ainsi, la définition de stationnarité stricte semble
contraignante puisque lorsque tous les moments existent, elle exige 'invariance de tous ces
moments par rapport au temps. De plus, elle repose sur la connaissance des distributions fini-
dimensionnelles du processus qui ne peuvent étre connues en pratique, sauf dans des cas trés
spéciaux. Cependant, plusieurs propriétés probabilistes essentielles des processus aléatoires
peuvent étre obtenues juste a partir des deux premiers moments (lorsqu’il existent) et pour
les moments restants, la distinction est souvent négligeable. La stationnarité de ces deux
premiers moments peut donc étre suffisante pour expliquer, du moins avec bonne précision,
la stationnarité dans la distribution du processus. C’est pourquoi, on a souvent besoin d’un

concept de stationnarité moins fort mais qui peut étre rencontré en pratique.

Définition 58 Le processus aléatoire X = (X, t € T') est dit faiblement stationnaire si

1. BE(X?) <oo,teT,
2. E(X,)=m,teT,

3. cov(Xy, Xs) = vx (|t — s]),t,s € T.

D’autre termes utilisés dans la littérature comme synonyme de faiblement stationnaire
sont stationnaire au second-ordre ou covariance stationnaire et le processus strictement sta-
tionnaire est souvent appelé stationnaire. Un processus strictement stationnaire qui a des
moments d’ordre deux finis est faiblement stationnaire (mais, bien sur, un processus stricte-
ment stationnaire peut ne pas avoir aucun moment fini). Il est fort possible qu'un processus
faiblement stationnaire ne soit pas strictement stationnaire, mais il existe une exception im-
portante & cette regle générale. Un processus aléatoire X = (X;,t € T') pour lequelle pour
tout n > 1 et tous ty,...,t,, le vecteur aléatoire (Xi,,..., X;,) a une distribution Normale
est dit processus Gaussien. Puisque la distribution normale multivariétée est déterminée par
ses deux premiers moments, le vecteur moyenne et la matrice de covariance, le processus

Gaussien qui est stationnaire au second-ordre sera aussi strictement stationnaire.
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1.7 Processus stationnaire et théoréme ergodique

Soit X = (X,,n € N*) un processus aléatoire défini sur (2, F, P) et a valeurs dans
(R, B(R)), i.e., une suite de variables aléatoires. Si X = (X,,n € N*) est une suite de
variables aléatoires indépendante identiquement distribuées avec E|X;| < oo, alors par la loi

forte des grands nombres

Xi+ ...+ X,
n

75 BIX . (1.3)

Au lieu d’exiger que les variables (X,,,n € N*) sont indépendantes identiquement dis-
tribuées, Brkhoff a prouvé la convergence presque siire de la moyenne empirique dans (1.3)
en exigent seulemet que la distribution du processus (X,,,n € N*) ne dépend pas du place-
ment de l'origine. Rappelons qu’on note par R*> est ’ensemble de toutes les suites infinies
de nombres réels © = (x;x3,...). Un rectangle de dimension n dans R* est l’ensemble
{r eR*® :2y € Ih,...,x, € I,}, o I1,...I,, sont des intervalles finis ou infinis. Un cylindre
de dimension n dans R* est tout ensemble de la forme {x € R* : (z1,...,x,) € B,}, ou
B,, € B(R"). La o-algebre de Borel B(R*) est la plus petite o-algebre des sous-ensembles

R> contenant tous les rectangles de dimensions finis.

Définition 59 Un processus aléatoire (X,,,n € N*) est strictement stationnaire si pour tout
k € N*, le processus aléatoire (X, 1x,n € N*) a la méme distribution que (X,,,n € N*), i.e.,

pour tout B € B(R>)

P((Xy, X5, ...) € B) = P((Xka1, Xgyo,...) € B). (1.4)

Notons que la distribution d’un processus contient toute 'information pertinente pour
la théorie des probabilités. Tous les théorémes qu’on démontrera ne dépent que de la distri-
bution du processus et par conséquent il sont valables pour tous les processus ayant cette
distribution. Parmi tous les processus aléatoires ayant la méme distribution donnée P sur

(R*°, B(R>)), il y’en a un qui est le plus simple.

Définition 60 Pour toute distribution P sur B(R™), on définit un processus (E(vn, n € N¥)
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sur (R*, B(R*), P) par

Xn(x1, 29, ...) = .

Ce processus est dit processus de représentation en cordonnées et il a la méme distribution

que le processus original parce que pour tout B € B(R>),
P{z € R™: (X}, Xs,..) € B} = P{z € R® : 2 € B} = P(B).

A partir de tout processus strictement stationnaire, on peut construire une infinité de pro-

cessus strictement stationnaires.

Théoréme 61 Soit (X,,n € N*) un processus aléatoire strictement stationnaire et f :
R>* — R une fonction Borel mesurable, alors le processus aléatoire (Y,,n € N*) défini

par Y, = f(Xn, Xpi1,...) est strictement stationnaire.

Un cas particulier des processus strictement stationnaire est la suite de variables aléatoires

indépendantes et identiquement distribuées.

Corollaire 62 Soit (X, )nen+ une suite indépendantes et identiquement distribuée et f :
R>* — R une fonction Borel mesurable, alors le processus aléatoire (Yy)nen< défini par

Y, = f(Xn, Xpi1,...) est strictement stationnaire.

1.7.1 Transformations préservant la mesure

Soit un espace de probabilité (2, F, P) et T : 2 — Q. Rappelons que T est une application
mesurable de (2, F) dans (Q,F) si T (A) ={w e Q: T(w) € A} € F pour tout A € F.

Définition 63 Une transformation mesurable T : Q — Q est dite préservant la mesure P,

si P(T'A) = P(A), A€ F.

A partir des transformations préservant la mesure P, un grand nombres de processus

stationnaires peuvent étre générés.
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Proposition 64 Soit T : Q — Q une transformation préservant la mesure sur (0, F, P)
et X (w) une variable aléatoire définie sur (Q, F, P), alors la suite X (T" 'w),n = 1,2, ...est

strictement stationnaire.

Le processus stationnaire construit dans la proposition 64 est dit processus généré par la
transformation préservant la mesure T'. En termes de distribution, tout processus strictement
stationnaire peut étre générée par une transformation préservant la mesure. Considérons

un processus aléatoire strictement stationnaire X = (X,,,n € N*) défini sur (2, F, P) et

X = (X,,n € N*) le processus de représentation des coordonnées sur (R, B(R*), Py). Par

définition, X, (z) = z,.

Définition 65 Sur l’espace mesurable (R*, B(R*)), on définit la transformation du déca-
lage S : R*® — R* par

St = S(x1, 29, ...) = (T2, T3, ...).

On remarque immédiatement que )f(vn(:r) = )E(S"ilzr), n > 2.

Proposition 66 La transformation du décalage S : R>® — R est Borel mesurable et si

X = (Xp,n € N*) est strictement stationnaire, alors S préserve la mesure Px .

Définition 67 Soit T une transformation préservant la mesure sur (Q, F, P). Un événement

A € F est dit invariant si A =T LA.

Proposition 68 La classe £ des événements invariants est une tribu.

Définition 69 Une transformation préservant la mesure sur (Q, F, P) est dite ergodique si

pour tout A€ £, P(A) =0 ou 1.

1.7.2 Théoréme ergodique

L’un des résultats des théoremes limites est le théoreme ergodique qui stipule que la
moyenne empirique d’une suite de variables aléatoires strictement stationnaire de moyenne

finie converge presque stirement vers une variable aléatoire.
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Théoréme 70 (Birkhoff and Khinchin) Soit T' une transformation préservant la mesure
sur (0, F, P) et X une variable aléatoire telle que E|X| < oo, alors

1
lim —
n—oo N

X_:X(Tkw) = E(XI|E) p.s.
k=0

Une conséquence directe du théoreme 70 est que si T' est ergodique, alors la variable

limite est constante presque stirement et egale a la moyenne théorique.

Corollaire 71 Soit T' une transformation préservant la mesure sur (Q, F, P) et ergodique,

alors pour toute variable aléatoire X telle que E|X| < oo,

1
lim =Y X(TFw) = E(X) p.s.
lim =% X(T"w) = BE(X) ps

1.7.3 Théoréme ergodique pour les processus stationnaires

Soit X = (X,,n € N*) un processus strictement stationnaire et S : R*® — R* la
transformation de décalage préservant la mesure Py. Un ensemble B € B(R*) est invariant
sous S si S7'B = B. La transformation S est ergodique si pour tout B € B(R*) invariant,
Px (B) =0 ou 1. Par le théoréme ergodique 70 et le corollaire 71, si S est ergodique, alors

1
lim —
n—oo 1,

Zkvk = BE(Xy) p.s.
k=1

Si S est ergodique, on obtient les mémes conclusions pour le processus original parce que
la convergence presque stiirement dépend seulement de la distribution du processus. Presque

toutes les définitions concernant I'invariance et I’ergodicité peuvent étre formulées en termes

du processus original au lieu du processus X = (X,,,n € N*) défini sur (R, B(R*®), Py).

Définition 72 Un événement A € F est invariant s’il existe B € B(R*) tel que pour chaque
n>1,
A={(X,, X,41,...) € B}.
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Le théoreme ergodique 70 se traduit comme suit.

Théoréme 73 Soit X = (X,,,n € N*) un processus strictement stationnaire, E|X;| < oo

et € la tribu des événements invariants, alors

o1
lim —
n—oo 1

Y X =E(X|E) ps.
k=1

Définition 74 Un processus strictement stationnaire X = (X,,n € N*) est ergodique si

tout événement tnvariant est de probabilité égale a zéro ou un.

Théoréme 75 Toute suite de wvariables aléatoires indépendantes et identiquement distri-

buées (X,,n € N*) est un processus ergodique.

Une conséquence directe du théoréme 73 est que si le processus aléatoire est ergodique,

alors la variable limite est constante presque stirement et égale a la moyenne théorique.

Corollaire 76 Si X = (X,,,n € N*) est un processus aléatoire strictement stationnaire et

ergodique avec E|X| < oo, alors

o1
lim —
n—oo N,

> Xi=E(X)) ps.
k=1

L’ergodicité est préservée sous des fonctions mesurables.

Théoréme 77 Soit X = (X,,,n € N*) un processus aléatoire ergodique et f : R™® — R une

fonction Borel mesurable, alors le processus aléatoire Y = (Y,,n € N*) défini par
Y, = f(XnaXn+17 )

est ergodique.



Chapitre 2

Modéles ARCH et GARCH

2.1 Introduction

Les modeles autorégressifs conditionnellement hétérocédastiques (ARCH) ont été pro-
posés par Engle [9] pour capturer la volatilité instantanée caractérisant les séries financiéres.
Leurs extension aux modeéles Autorégressifs conditionnellement hétérocédastiques générali-
sés (GARCH) est due a Bollerslev [1]. Dans ces modéles, le concept principal est la variance
conditionnelle, c’est-a-dire la variance conditionnée par le passé du processus (conditionnel-
lement & ’ensemble d’informations fournies par le passé de la série chronologique). Dans les
modeles classiques GARC H, la variance est exprimée comme une fonction linéaire du carré
des valeurs passées de la série chronologique. Cette spécification particuliere peut capturer
les faits stylisés principaux caractérisant la série financiére. La structure linéaire de ces mo-
deles est exposée par plusieurs représentations qu’on étudiera dans cette partie. On présente
d’abord des définitions et des représentations des modeles GARC H (p, ¢), puis on étudie les

conditions de stationnarité forte ainsi que les conditions de stationnarité au second ordre.

Nous donnons une premiére définition d’un processus GARC H fondée sur les deux pre-
miers moments de &; conditionnels & son passé, i.e., conditionnellement sur la o-algébre

Fi1=o0(ey,u<t).

Définition 78 (Processus GARCH (p,q)) On dit que (&;)icz est un processus GARCH (p, q)

si ses deux premiers moments conditionnels existent et vérifient :
1. E(Et/ft_l) = O,t €.

26
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2. Il existe des constantes w,a;, i =1,...,q et 3;, j =1,...;p telle que

a P
o =var(e)/Fiq) = w + Z el + Z B,07 .t € L. (2.1)

i=1 j=1

L’ équation (2.1) peut étre écrite sous la forme symbolique suivante :

B(B)o} = w+ A(B)el, t € Z, (2.2)

ou B est Popérateur de retard (B'e? = ¢? , et Bio? = 07 ,,Vi € N), A et B sont deux

polynoémes de degrés q et p, respectivement :
AB)=)Y B B(B)=1-Y f,B.
i=1 j=1

Si B(z) =1 on a

q
2 _ 2
0y =w+ E OGEL_;
=1

et le processus (¢;) est appelé un processus ARCH(q).

Par définition, les innovations relatives au processus (£2);cz sont données par le processus

(ft)teza défini par ft = €? - U?,t € 7.

En remplacant la variable o2 ; par g2 ; — &, dans léquation (2.1), on obtient la repré-

sentation suivante

max(p,q) p
E2=w+ Z (i + B,)er , + & — Zﬁjft_j; te€Z, (2.3)
i—1 =1

avec la convention a; = 0 (8; = 0) si i > ¢ (j > p). Cette équation a la structure
linéaire d’'un modele ARM A(max(p, q),p). Sous des conditions supplémentaires, incluant la
stationnarité au second ordre du processus (£2);cz , on peut dire que si (&;):ez est un processus

GARCH p,q), alors (£2) est un processus ARM A(max(p, q), p). En particulier, le carré¢ d’un
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processus ARC H (q) satisfait, s'il est stationnaire au second ordre, un modeéle autorégressif
d’ordre ¢, AR(q). La représentation ARM A est utile pour 'estimation et 'identification des
processus GARCH.

Remarque 79 L’innovation &, est conditionnellement hétérocédastique. En effet, si la loi
conditionnelle de ¢; sachant F;_1 l’ensemble dinformations disponibles a linstant t — 1, suit

une loi normale N(0,c?), alors

E(&/Fer) = E((ef — B}/ F1))’/ Fion)

= E((e} — 26/ E(e} | For) + (E(e} [ Fier))* | Fin)
(e} /Fim1) = 2(B(e} [ Fir))* + (E(e} [ Fion))?
(

= E(}/F_1) — (B2 Fo)?

La définition (78) ne fournit pas directement de processus la vérifiant. La définition plus
restrictive suivante permettra d’obtenir explicitement des processus solutions. Soit n une

variable aléatoire d’espérance nulle et de variance unité.

Définition 80 (Processus GARCH(p,q) fort ) Soit (1,) une suite de variables aléatoires

i.i.d. On dit que (&¢)iez est un processus GARCH (p,q) au sens fort s’il vérifie :

{ Et = Oy, (2 4)
op =w+ 3 qigf + Z§:1 53"7?—3'7
otw>0,0;>20,i=1,....q,3; 20,5 =1,....;p .

Il est clair qu’un processus GARCH fort tel que o? est mesurable par rapport a la o-

algébre F(ey,u < t) est un processus GARCH au sens de définition (78). La réciproque
n'est cependant pas vraie. Les processus GARCH au sens de la définition (78) sont souvent

qualifiés de semi-forts. En remplacant £,_; par o,_;n,_; dans l’équation (2.1) on obtient :

q p
o} =w+ Z o} + Zﬁjgg—j’ (2.5)
i=1 j=1
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qu’on peut écrire sous la forme

max{p,q}

o} =w+ Z (cuni i + B,)o7,. (2.6)
i=1

2.2 Solutions stationnaires

Dans cette section, on s’intéresse a 1’existence de solutions stationnaires (au sens strict et
du second ordre) de modele(2.4). On s’intéresse principalement aux solutions non anticipa-
tives, c’est-a-dire aux processus (&;);ez tels que &; soit une fonction mesurable des variables
1;_;» % > 0. Pour de tels processus, o; est indépendante de o(n;,7,,1, ...), la o-algébre générée
par les variables 7,,;,i > 0 et ¢, est indépendante de o(1, 1,749, -..), la o-algebre générée
par les variables 7, ;,7 > 0. On montrera que de telles solutions sont é¢galement ergodiques.
On considére d’abord le modeéle GARCH (1,1) qui peut étre étudié d’une maniére explicite

que le cas général.

2.2.1 Etude d’un modéle GARCH(1,1)

Soit un modele GARCH(1,1) défini par :

{ Et = Oy, (2.7)

2 __ 2 2
o; =w+ag; | + Poiq,

avec w > 0,1 > 0,8, > 0, et (1;)tez est une suite de variables aléatoires i.i.d telle que

E(n,) = 0 et var(n?) = 1.

Le modele GARCH(1,1) peut étre écrit comme équation aux récurrences stochastique

multivariée suivante

Xt — AtXt—l + Bt ) t 6 Z, (28)
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ou (A, By)iez est une suite iid, (X;)iez est une suite de vecteurs aléatoires, (A;)icz est

une suite de matrices aléatoires iid et (B;);cz est une suite de vecteurs aléatoires iid définis

2 2 2 2
4= (agt ﬁgt) X, = () B, = (wgt) | (2.9

Le processus de volatilité (07)cz satisfait ’équation aux récurrences stochastique univa-

par

riée de type (2.8) ou Ay = an? | + 3, B; = w est la suite (A;)iez est iid. Rappelons que
I'unique solution strictement stationnaire et ergodique de ’équation aux différences stochas-

tique univariée de type (2.8) est donnée par le théoréme suivant de Vervaat [16].

Théoréme 81 Supposons que Elog™ |A;| < oo et Elog™ |By| < co. Siy = Elog|A;| <0,
alors pour tout t € Z la série

oo k—1

X => [[A-iBi- (2.10)

k=0 j=0

converge presque strement et le processus (Xy)iez est U'unique solution non-anticipative
strictement stationnaire et ergodique de l’équation auz différence stochastique univariée (2.8).
De plus, s’il existe p € [1,00][ tel que E|B;|P < 0o et E|A1|P < 1, alors la série (2.10) converge

en moyenne d’ordre p pour tout t € Z et les moments E(X]") sont determinés par

E(X" =Y (7};) E(A'B" M B(XF),m=1,...,[p], (2.11)

k=0
ou [p| est la partie entiére de p.

Nelson [15] a démontré une condition suffisante pour que le modeéle GARCH (1, 1) défini
par (2.7) admet une unique solution non-anticipative strictement stationnaire et ergodique

en utilisant ’équation aux différences stochastiques univarié de type (2.8).

Théoréme 82 ( Stationnarité stricte du processus GARCH(1,1) ) Soit un modéle
GARCH(1,1) défini par (2.7) avec w > 0. Si

—00 < Elog(ann? + 34) < 0, (2.12)
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alors la série

Xy = {1 + Z H(Om?—l—j + 5)} W, (2.13)

k=1 j=1

converge presque strement pour tout t € Z et le processus (€;)icz défini par e = /X1,
est lunique solution non-anticipative strictement stationnaire et ergodique du modéle (2.7).
Sty >0 etw >0, il nexiste pas de solution strictement stationnaire.

Soit p € [1,400] tel que

E(an; + B)* < 1, (2.14)

alors E(o7) < oo et la série en (2.13) converge en moyenne d’ordre p. Les moments

E(c?™) sont déterminés par l'équation

—_

E(o?™) =[1— E(an? + )™ ! (ZL) E(oqn? + B)fw™ *E(0®),m =1, ..., [p], (2.15)

3

B
Il

ot [p| est la partie entiére de p.

Remarque 83 1. Le coefficient v = Elog(an? + [3) existe toujours dans [—oo, +00| car
Elog™(ani + B) < E(an; + ) = a+ f.
2. Dansle cas otw = 0 ety < 0, D’aprés (2.13) l'unique solution strictement stationnaire

de modéle (2.7) est e, = 0. Par conséquent, c’est l’origine d’imposer la condition w > 0

dans le modéle (2.7) .

3. C’est clair que la condition (2.12) dépend de la distribution de n, et qu’elle n’est pas

symétrique en « et [3.

4. La condition (2.12) implique que < 1. Inversement, si a + [ < 1, alors la condition

(2.12) est vérifiée. En effet, par 1”7inégalité de Jensen on a
Elog(an? + B) < log E(an? + ) = log(a + ) < 0.

5. Sila condition (2.12) est vérifiée, alors elle est vérifiée pour tout (v, By) tel que oy < «

et By < . En particulier, la stationnarité stricte du modéle GARCH (1,1) implique
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la stationnarité stricte du modéle ARCH (1) qui correspond a 3 = 0 dans le modéle

GARCH(1,1).

Démonstration. En utilisant de maniére itérative la deuxiéme équation du modele (2.7),

on obtient

5? = w+ (Cm?—1 +5)U§—1

= w-+ {1 + Z(an?_k + 6)} + (04773_1 + 6)"'(0”73—71—1 + 6>U?—n—1

k=1

= Xi(n) + (0”7?71 + B)---(O”I?fnfl + B)Jffnfl' (2.16)

Le processus limite X; = limy_.o, X;(n) existe dans R parce que les termes de la somme

sont positifs.

De plus, en faisant tendre n vers l'infini dans la relation X;(n) = w+(an? ;+8)X;_1(n—1)
on obtient

X =w+ (o + B) Xi1.

On montre que X; est finie presque stirement si v < 0. Supposons que v < 0. Par la loi

forte des grands nombres on a
1 n
n > log(am;_; + B) —"* Elog(an; + 8) =7 < 0,n — 0.
i=1

Par la régle de Cauchy pour les séries & termes positifs, on a

n

H(anf_j + )

j=1

n

1 n
= exp {ﬁ Hlog(anf_j + 6)} =P el < 1,n — oo. (2.17)
j=1

Par conséquent, la série (2.13) converge p.s et le processus (X;);cz & valeurs positives et
strictement stationnaire et ergodique parce que X; est fonction mesurable de processus ergo-

dique (n?);ez. De méme (X;)icz est non anticipatif parce que X; est une fonction mesurable
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de n? ,,i > 1. Le processus (g;);cz défini par

0o k 1/2
Ton, = {w+zn o+ B } ) (2.13)

k=1 j=1

est strictement stationnaire et ergodique car e, est fonction mesurable des processus
ergodiques (n?)ez et (X;)iez. De méme, (g;)icz est non anticipatif parce que &; est fonction

mesurable de 7,_;,7 > 0. De plus, (&;);ez satisfait le modele (2.7).

On montre maintenant que (&;);cz défini par (2.18) est 'unique solution de modéle (2.7).
Soit &, = o1, une autre solution strictement stationnaire du modele (2.7). D’aprés I’équation

(2.16) on a :
= Xy(n) + (ami_y + B)..(ani_,, . + B)oi_, .

Par conséquent
— X; = {Xy(n) = Xi} + (ani_y + B)-.(ani oy + B)of 1

Le terme {X;(n) — X;} tend vers 0 p.s lorsque n — oco. D’autres parts, puisque la série

qui définit X; converge presque stirement, on a

Homtj—i-ﬁ ) =P 0,n — oo.
7=1

De plus, par stationnarité, la loi de 02 | est indépendante de n. Par conséquent,

n—1

H(O”??—j +B)ot o =P 0,n — oo.

j=1
On a prouvé que o? — X; —¥ 0, n — oo. Puisque 0? — X; ne dépend pas de n, on a
nécessairement X; = af pour tout t € Z presque stirement .

Siy > 0, d’aprés (2.17) et la critére de Cauchy

n k
Z H(anf_j + ) =P oo, n — oo.

k=1 j=1
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Donc, si w > 0, X; = oo p.s. D’aprés (2.16), il est clair que 0? = +oco , p.s. Il s’ensuit qu’
il n’existe pas de solution finie presque stirement de modele (2.7). Dans le cas ot v = 0, on
montre le résultat par absurde. Supposons qu’il existe une solution strictement stationnaire

(¢¢)tez du modele (2.7). On a, pour chaque n > 0, on a

ot > w{i+ Y (e, + 7))

i=1 j=1

et on déduit que [] (cmZ_j + f)w —P* 0, n — oo, de maniére équivalente :
j=1

Zlog(om? + ) + logw —P* —o0, n — 0. (2.19)
i=1
Le théoréme de Chung-Fuchs stipule que si X, X, ... est une suite iid telle que E(X;) =0
et E|X;| > 0, alors limsup, > ., X; = oo et liminf, > | X; = —oco. Par conséquent

lim sup,, log(an? + ) = oo, ceci contredit (2.19).

Pour une variable aléatoire X , soit ||X]||, = (E|X \p)%. Par 'inégalité de Jensen, la
condition E(an?+3)P < 1 implique que la condition (2.12) est vérifiée. De plus, par I'inégalité
de Minkowski on a

k

H(O”I?fj + B)w

Jj=1

o0
lofllp Sw -+
k=1

:w{1+2||anf+ﬁll';}<oo. (2.20)

p k=1

Par conséquent, E(0;”) < oo la série en (2.13) converge en moyenne d’ordre p. De 'équa-

tion aux différences stochastiques univariée de type (2.8) , on déduit que

pxr) = 3 () Blatsr )

M 1M

() Bltert + oy 1m 5 xE)

3
L

= X () Bllant + 81 HBXE) + Bllant + 6)"IECKE)

£
Il
o
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Par conséquent (2.15) est vérifiée pour chaque m =1,....[p]. m

Le résultat suivant de Franq et Zakoian [12] montre la non-stationnarité du processus

GARCH(1,1).

Corollaire 84 Soit un modele GARCH(1,1) défini dans (2.7) pour t > 1. Si E(log(ayn? +
B1)) >0, alors
lim 07 = +00 p.s. (n — o). (2.21)

t—o0

Si, en plus, E(]log(n?)|) < oo, alors

tlim e} = +00 p.s. (n — o). (2.22)
Démonstration. On a :
t m-—1
o7 > ag Y [[(cani s+ B1) > aolaani, + By)...(cani + B),

m=1 j=1

alors
1 1 &
Jim inf ~log o} > lim inf Z log(auni_; + 1) = E(log(awms + 51)).
J:
Par conséquent log af — +00 et af — 400, p.S.

De la méme maniére, on a :

1 1
lim inf ~ loge? = lim inf ~(logo? + logn?)

t—00 t t—o0 t

|
> Bllog(ansd + 5,)) + Jim inf  log n? = B(log(ay + 5y).

alors loge? — 400 et €2 — +00, p.s.

Bollerslev [1] a établit une condition nécessaire et suffisante pour I’existence d’une solution

stationnaire au second ordre du modéle GARCH(1,1). =
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Théoréme 85 (Stationnarité au second-ordre du processus GARCH(1,1))

Lorsque w > 0, le modéle GARCH(1,1) défini par (2.7) admet une unique solution non-
anticipative stationnaire au second ordre (;)ez donnée par (2.18), avec E(g;) = 0,var(e;) =

ap(1—ay—By)7" et cov(es,e5) = 0 pour t # s, i.e., (g¢)iez est un bruit blanc si et seulement
51
ar + B < 1. (2.23)

Démonstration. Si (g;)iez est un processus GARCH(1,1) au sens de définition (78)

qui est stationnaire au second ordre et non anticipatif, alors on a
E(ef) = E(E(e}/Fe-1)) = E(07) = w + (o + B) E(eiy),

c’est-a-dire
(1—a—B)BED) = w.

Par conséquent, il faut que 1 —a — 5 > 0.

Inversement, supposons que o + [ < 1. D’aprés la remarque, la condition de station-
narité stricte (2.12) est vérifiée. Il suffit donc de montrer que la solution non-anticipative
strictement stationnaire définie en (2.18) admet une variance finie. La variable X; définie
en (2.13) étant une limite croissante de variables aléatoires positives, d’aprés le théoréme de

Beppo Levi, on peut invertir l’éspérance et la somme infinie et on obtient

E(s}) = E(o)E@;) = B(X,) = {1 +2_ B [(eni; +5) }

Ceci montre que la solution non-anticipative strictement stationnaire et ergodique définie

en (2.18) est stationnaire au second-ordre. De plus, cette solution est un bruit blanc parce



CHAPITRE 2. MODELES ARCH ET GARCH 37
que E(e) = E(E(et/Fi-1)) = 0 et pour tout h > 0,
COU(&Tt,ét_h) = E<€t5t—h) = E(E(é?téft_h/.}tt_l)) = E(éft_hE(éft/ft_l)) =0.

Il reste a montrer que (&;)icz défini en (2.18) est lunique solution non-anticipative

stationnaire au second-ordre du modéle (2.7). Soit & = V )N(mt une autre solution non-

anticipative stationnaire au second ordre du modéle (2.7), alors

= H(Oém?fj + ﬁ) ‘thnfl - jZrtfnfl

et par conséquent,

E’Xt—)N(t

= F {H(Cm?j + B)} E|Xt—n—1 - )/Zt—n—1|

J=1

= (a+p)"E|Xi—pn-1 — Xt7n71|-

Pour toutt € Z et tout n > 0, E\Xt,n,l—)?t,n,l\ < E]Xt,n,ll—i—E])?t,n,l] ot B Xy |
et E|)~(t_n_1| sont finies et indépendantes de n par la stationnarité au second-ordre de (Xy)iez
et ()?t)tez' Maintenant, (a+ )" tend vers 0 quand n — oo . On déduit que pour tout t € 7Z,

E| X, — )}t| =0 et donc X; = )~(t pour toutt € Z p.s. |
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2.2.2 Modéle GARCH(p,q)

Dans le cas général, le modéle GARC H (p,q) défini par (2.4) peut étre écrit comme

équation aux récurrence stochastique multivariée (2.8) o

o e .. aqm; agn; Binp Bami o Bami Byni

1 0 .. 0 0 0 0 .. 0 0
0 0 . 1 0 0 0 .. 0 0
Ay = aq Qg . Qg a, By o By B, |, (2.24)
0 0 .. 0 0 1 0 .. 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 .. 0 0 0 0 .. 1 0
Xi = (6], g1 01 0 pi)s (2.25)
B, = (an?,0,...,a0,0,...,0), (2.26)

tels que A; est une matrice aléatoire a valeurs dans M (p + ¢), ensemble des matrices
réelles carrées de tailles (p + q)(p + ¢q) & coefficients positifs, X; et B; sont des vecteurs
aléatoires a valeurs dans (RT)P*2. La suite (Ay, By)iez est iid a valeurs dans M (p + ¢) %
(R+)P+a

Rappelons d’abord la définition de l’exposant de Lyapunov. Soit ||.|| une norme quel-

conque sur R? et on définit 'opérateur de norme sur 'ensemble M (d) des matrices réelles

de tailles d x d par
1A]] = sup{[|Az|/|2]| : = € R, 2 # O}

L’exposant de Lyapunov associé a la suite de matrices aléatoires (A;)icz iid & valeurs

dans M (d) est défini lorsque E'log™ || 4;|| < oo par

a1
v = tlerg* ZE(log [|AiAi—1... Aq]]).
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Par exemple, on a v < Elog ||A;||, avec égalité lorsque d = 1. Par le théoréme ergodique

sous-additif de Kingman (voir Kingman (1973), théoréme 6 ), on a

1
v = tlirgo n log ||AtAi—1... A1]| p-s. (2.27)

Puisque toutes les normes sont équivalentes sur R?, I’exposant de Lyapunov v ne dépend
pas de la norme choisie. Dans le cas d’un modéle ARCH (q), X; ne contient que €7 et ses
q — 1 premiéres valeurs passées et A; se limite au bloc supérieur gauche de la matrice définie

en (2.24). En itérant (2.8) on obtient

oo k—1

X, =B+ > [[A-Bx (2.28)

k=1 j=0

Pour vu que la série converge presque stirement. Dans cequi suit on donne des conditions
suffisantes assurant la convergence presque stirement de la série en (2.28). Une condition

suffisante pour que

o k-1

B+ > [[Aw-iBi—r>0 ps. (2.29)

k=1 j=0

dans le sens que toutes les composantes sont strictement positives presque stirement est
que

w>0,a0;>20,2=1,....,q,7=1,....p. (2.30)
Cette condition n’est cependant pas toujours nécessaire comme on le verra plus loin.

Rappelons que pour toute matrice réelle A de taille (p + q) X (p + ¢q), le rayon spectral
qu’on note par p(A) est le plus grand module des ses valeurs propres et un résultat d’algebre

dit que

1
tlim . log ||A¢]| = log p(A). (2.31)

La propriété (2.31) s’étend aux matrices aléatoires a travers le résultat suivant (voir

Bougerol-Lacroix [2]).
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Théoréme 86 Soit (A;)icz une suite de matrices aléatoires strictement stationnaire et er-

godique & valeurs dans M (d), alors

.1 o1
tliglo ;E(lOg |‘AtAt,1...A1||> =77 = tleI%\If* ;E(log ||AtAt71'-~A1H)- (232)

Le lemme général suivant est trés utile pour I’étude du produit de matrices aléatoires.

Lemme 87 Soit (Ay)iez, une suite de matrics aléatoires iid & valeurs dans M(d) telle que
Elog" ||As|| est finie. Si
thm HAOA—lA—tH =0. (233)

alors l'exposant de Lyapunov associé & la suite iid (Ay)iez est strictement négatif.

Le théoréme suivant de Franq et Zakoian [11] donne une condition nécessaire et suffisante
pour que le modeéle GARC H (p, q) admette une unique solution strictement stationnaire, non

anticipative et ergodique.

Théoréme 88 ( Stationnarité stricte du processus GARCH (p,q))

Le modéle GARCH (p, q) définie par (2.4) a une solution strictement stationnaire si et
seulement si l’exposant de Lyapunov associé a la suite iid (Ay)icz définie par (2.24) est

strictement négatif. De plus, cette solution est unique, non-anticipative et ergodique.

Démonstration. Nous allons utiliser la norme définie par ||A|| = > |a;;|. Par com-
modité, La norme sera notée de maniére identique quelle que soit la dimension de A. Avec
cette convention, la norme est clairement multiplicative ||[AB|| < ||Al]| ||B]|| pour toutes les
matrices A et B telles que AB existe. Puisque les variables n, sont de variance finie, tous

les termes de la matrice A; définie en (2.24) sont intégrable. Par conséquent, on a donc
Elog* |4/ < Bl A/l < .

Supposons v < 0, alors l’égalité (2.27) implique que la série

oo k
)A(:t = B; + Z H A By

k=0 j=0
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converge presque strement pour tout t € Z. En effet, en utilisant la multiplicativité de la

norme,

X < 1Bl + ) [z} (2.34)
k=0

k
[TA-
=0

Puisque E|log || By_p_1||| < [logw|+Elog™ || Bi_r_1|| < |logw|+E||Bi_k_1|| < 0o,k log||Bi_x_1]| —

0 p.s.,k — o0 et

k
1 1
ITT AN 1Besallt = exp{;10g[|Ar... Al + L 1og || Begal[} =7 €7 < 1,k — oo,
j=0

(2.35)

Par conséquent, par la régle de Cauchy, X, est bien défini dans (R*T)Pta, Soit )N(qH’t désigne

le ¢ + 1-éme composante de )?t, mettons ; = \/)?qﬂ,mt on définit une solution strictement

stationnaire du modeéle (2.4). D’aprés (2.28), e, peut étre exprimé comme une fonction me-
surable de n;,m,_q, .... La solution est donc non-anticipative et ergodique puisque (1, )icz €st
ergodique. L’unicité se démontre par le méme raisonnement que dans le cas p = q = 1.
Supposons qu’il existe une autre solution strictement stationnaire du modéle (2.4), ou de

maniére équivalente une autre solution strictement stationnaire positive (X} )iz de (2.4).

Pour toutn >0,

n k
X;‘ — Bt + Bt + Z H At,jBtfkfl + At---Atant*—n—l

k=0 j=0
= )Zt(n) + A AL X

alors

1X7 = Xl < [[Xe(n) — X[ 4 |[Ae A [ X -

Puisque Xy(n) =7 X, n — oo , on a || Xi(n) — X|| =P 0,n — oco. De plus, puisque la
série (2.34) converge p.s., on a ||As...Ai_pn|| =P° 0,n — o0o. Maintenant, la distribution de

X/, estindépendante de n par stationnarité stricte de processus (X[ )iez. Par conséquent,
A Arn||| X7, 4|| =P 0,n — o0. On a montré done que X — X, —P 0,n — oco. Le

terme X; — )?t ne dépend pas de n, alors on a nécessarrement X; = )Z't p.s pour tout t € 7.
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Ensuite on montre la condition nécessaire de théoréme précédent. D’aprés le lemme 87, il

suffit d’établir (2.33). On montre que pour tout 1 <i < p+q

lim Ay...A_;e; =0 p.s., (2.36)

t—o00

sEME

ou e; est let élément de base de RPT9. Soit (g/)iez, une solution strictement stationnaire
non anticipative et ergodique du modéle (2.4) et soit (X;)iez un processus aléatoire défini par

I’équation aux récurrences stochastique. Pourt > 0

X(] = Bo + A()X_l

t—1 k
= Bo+ Y J[A-Boko1+ Ao A X
k=0 j=0
t—1 k
> HAijfkfla
k=0 j=0

parce que les coefficients de matrices A;, By et X; sont non négative. Il s’ensuit que la série
k

2;10 [T A_rB_i_1 converge p.s et donc Ag...A_,B__1 —F 0, k — oo . Puisque B__; =
=0

wn? 11+ wegi1, il suit que Ag...A_yB_j_1 peut étre décomposé en deux termes positifs, et

on a

lim Ag...A_pwn?, 61 =0 p.s, klim Ap...A_jwe 1 =0 p.s. (2.37)

k—o0

Puisque w > 0, la relation(2.36) est vérifiée pour i = q + 1. En utilisant la relation

Ageqri = Bt per + Bieqir + eqrivr i =1,..,p, (2.38)
avec par convention ey a1 = 0. Pouri =1, la relation (2.38) on obtient

0= tllIIl Ao...A—k€q+1 Z khm Ao...A_k+1€q+2 Z O, (239)

donc (2.36) est vérifiée pour i = q + 2 et par récurrence, pour i = q+j, j = 1,....p en
utilisant (2.38). De plus, on remarque que A_e, = aan_kel + ayeq41, ce qui nous permet
de voir que, d’aprés (2.37), que (2.36) est vérifiée pour i = q. On conclut pour les autres
valeurs de i en utilisant A_pe; = a;n? 61 + Qi€qy1 + €iy1, © = 1,...,q — 1 et une récurrence

ascendante.
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Remarque 89 1. Notons que dans le cas d’un modéle GARCH (p,q) on a utilisé l’équa-
tion aux récurrence stochastique multivarié (2.8) o coefficients ((A¢, By))iez 4id a va-
leurs dans M™*(p + q) X (RT)PT o la matrice Ay et les vecteurs X; et By sont dé-
finies par (2.24), (2.25), (2.26), respectivement. Bougerol et Picard [4] ont montré
la stationnarité stricte du processus GARCH (p,q) en utilisant [’équation auz récur-
rences stochastique multivariée (2.18)a coefficients ((A¢, Bt))iez iid a valeurs dans

M*(p+q—1) x (RT)PT ou la matrice A; et les vecteurs X; et By sont définies par

o B, a qq
— [pfl 0 0 0 + _
A=l o o0 o SMPra-D
0 0 I, O
X = (037 ey U?*p+178t2,17 ...,8tzfq+1)’ c (]R+)P+‘1*17

B, = (w,0,..,0) € (R*)Pre-t,

avec
51‘/ = (04177?71 +517527-“7ﬁp—1)l € (RJr)pila
gt = (773717 07 ) 0)/ S (R+)p717
o = (Oég, ey Oéqfl), € (RJr)qu,
I, 1 et I, 5 sont des matrices identité de tailles p — 1 et ¢ — 2, respectivement. Cette

représentation de Bougerol et Picard n’est définie que pour p > 1 et g > 2.

2. Francq et Zakoian [11] ont montré la stationnarité stricte du processus GARCH (p, q)
en utilisant la représentation (2.6) pour le processus de volatilité (02)cz et U'équation
auz récurrence stochastique multivariée (2.8) a coefficients ((At, Bt))iez %d & valeurs

dans M*(r) x (RT)" ou la matrice A; et les vecteurs X, et By sont définies par

2 2
A, = (Oéﬂ]t]1j‘51 Oéﬂ]t(r)‘i‘ﬁr) c M+(p+q— 1),

Xt = (U?a"'7af—r+1>,€(R+)T’

By = (w,0,..,0) € (R
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3. Si un modéle GARCH (p,q) admet une solution strictement stationnaire, non antici-
pative et ergodique, alors tout modéle GARCH (p,q) obtenu en remplagant les «; et
les B; par des coefficients plus petits admetl également une solution strictement sta-
tionnaire, non anticipative et ergodique. En effet, l’exposant de Lyapunov associé a la
suite (Ay)iez iid du modéle ainsi défini sera nécessairement inférieur a celui associé
la suite (A¢)iez iid du modéle initial car, avec la norme utilisé, 0 < A < B implique
I|A|| < ||B||. En particulier, la stationnarité stricte du modéle GARC H (p, q) implique
celle du modéle ARCH (q) obtenu en annulant les coefficients 3;.

Le résultat suivant de Bougerol et Picard [4] fournit une condition nécessaire de station-

narité stricte du processus GARCH (p, q).

Corollaire 90 Si l’exposant de Lyapunov ~y associé a la suite iid (Ay)iez défini dans (2.24)

est strictement néqgatif, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) Y7 B <1.
(b) Les racines de
1=z —...— B,z =0,
sont en dehors du disque unité.

(c) p(By) < 1, avec p(By) est le rayon spectral de la sous matrice B de la matrice A; définie

par
ﬁl /82 . /Bp
1 0 0
0 1 0
o . .. 0

Démonstration. Comme les éléments de la matrice a; sont non négatifs, il est clair que
I'exposant de Lyapunov associé a la suite (A;);ez est plus grand que 'exposant de Lyapunov
associé a la suite des matrices constantes obtenues en remplacant par 0 les composantes
des q premicéres lignes et les ¢ premieres colonne de la matrice o;. La matrice obtenue a les

mémes valeurs propres non nulles que la matrice B et le méme rayon spectral que B. Par
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la propriété (2.31) et le théoréme (88), si A; = A pour tout ¢t € Z, alors v = log p(A). Par
conséquent, log p(B) < v et logp(B) < 0 si 7 < 0. On peut vérifier par récurrence sur p en

calculant le determinant par rapport a la derniére colonne que pour A # 0,

det(M, —B) =N = N8, — .. = A8, ; — B3, = A%‘(%), (2.40)

ouB(z) =1—pz2—...—3,2P. On en déduit que entre (b) < (c) . On montre maintenant
que (a) < (b). Ona B(0) =1et B(1)=1—>", 5;. Donc, si > 7 3, > 1 alors B(1) <0 et

par continuité de B(z) il existe zy €]0, 1] tel que B(zp) = 0 . Donc on a montré (b) = (a) .

Inversement, si » v, 3; < 1 et si B(z) = 0 pour un certain zy de module inférieur ou

égal a 1, alors
p 4 p ' p ‘ p
L= Zﬁizé = ‘Zﬁiz(ﬂ < Zﬁi‘ZOV < Zﬁi <1
i=1 i=1 i=1 i=1

ce qui est impossible. On a montré alors (a) = (b) .

Maintenant on peut donner la condition nécessaire et suffisante de stationnarité stricte
pour le processus GARCH (1,1) en utilisant I’équation aux récurrences stochastique multi-
variée (2.8). Dans ce cas, la matrice A, définie en (2.24) se réduit & la matrice A, définie en
(2.9), le vecteur X; défini en (2.25) se réduit au vecteur X; défini en (2.9) et le vecteur B,
défini en (2.26) se réduit au vecteur B; défini en (2.9). Donc on a

t—1

AAir . Ay = [T (aami_y, + B) A,
k=1

et
t—1

log || AiAr—1.. 1| = ) log(aun_y, + B) + log || Ay]].
k=1
Par la propriété (2.27) et la loi forte des grands nombres, on a v = Elog(an? + 3). Par
conséquent, la condition nécessaire et suffisante de la stationnarité stricte de théoréme (2.4)

se réduit & Elog(ayn? + 3) < 0, comme on 'a déja vu dans le théoréme 2.2.
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Le théoréme suivant de Francq et Zakoian [11] donne les moments d’un certain ordre de

la solution strictement stationnaire, non anticipative et ergodique du modele GARC H (p, q).

Théoréme 91 Supposons que l’exposant de Lyapunov v associé & la suite (Ay)iez définie en
(2.9) est strictement négatif. Soit (¢)icz la solution strictement stationnaire, non anticipative

et ergodique du modéle GARC H (p,q) défini par (2.4), alors il existe s > 0 tel que

E(0?) < < et B(e}) < <.

Démonstration. Supposons que y < 0. Par définition, v = inf,  E(log |[AxAp_1...441]]),

alors il existe kg > 1 tel que

E(log || A, Agy—1..A1]]) < 0.

De plus, en utilisant la norme [|A|[ =, . [Aj;], la positivité des éléments des Ay, I'indé-
pendance et ’équidistribution des A;, on obtient
EHA/foAko—l“'AlH = ||E(AkoAko—1"'A1)||
= [[(BA)™|

< (A" < oo.

Rappelons que si X est une variable aléatoire positive £(X") < oo pour un certain r > 0
et Flog X < 0, alors il existe s > 0 tel que F(X?®) < 1. Ce dernier résultat entraine donc

'existence d’'un s €]0, 1] tel que
0= EHAkOAkg—l-'-AlHS < 1.

La solution strictement stationnaire de ’équation aux récurrences stochastique multivariée
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(2.8) est donnée par (2.28) et satisfait

E||X))* < ElBI*+ ) Ell A Al Bl Bl

k=1

ko fe')
= E|BF{1+ ) El A Acpall + D EllAn A}
k=1

= k=ko+1
ko 2ko 0
< BB+ S EIAI + Y BllAe Al + 3 Bl A A g}
k=1 k=ko+1 k=2ko+1
ko ko 0o
< BB+ ) (EIAP +6) (EIAIP + > EllAnAr g’}
k=1 k=1 k=2ko+1
0o ko
< EBIB{1+D> 8> (EllA")*} < oo
j=0 k=1

Pour l'inégalité précédente nous avons, en plus des arguments déja donnés, utilisé la
relation (3, u;)* < 3. u$ pour toute suite de nombres positifs (u;). On conclut que E(0?%) <

o0 et F(e?*) < co en remarquant of < || X;||* et ef < || X;|[5.

Le théoréme suivant de Bollerslev [1] donne une condition nécessaire et suffisante pour
que le modele GARCH (p,q) défini en (2.4) admette une unique solution stationnaire au

second-ordre et non anticipative. m

Théoréme 92 (Stationnarité au second-ordre du processus GARCH(p,q))

Le modéle GARCH (p,q) défini par (2.4) admet une unique solution stationnaire au
second-ordre et non anticipative avec E(g;) = 0,var(e;) = w(B(1)—A(1))™! et cov(es,e5) = 0

pourt # s si et seulement si A(1) — B(1) < 0.

Démonstration. Soit (g;)icz un processus GARCH (p, q) au sens de la définition (78)

stationnaire au second-ordre et non anticipatif, alors

E(e}) = E(E(e/Fi-1)) = E(0}) < o0
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et ne dépend pas de t. En prennant 1’éspérance mathématique des deux membres de (2.1),

on obtient

ElEH) =w+ Z i E(e?) + ZﬁjE(sf).
=1 j=1

qui implique que
B(e)=wl =Y ai+> B

prouvu que (1 —>7  a; + Z§=1 Bj)_l = (B(1) = A(1))"" #0.

Supposons maintenant que A(1) — B(1) < 0. On montre qu’il existe une solution station-

naire au second-ordre pour le modele GARC H (p, q) défini en (2.4). Pour ¢, k € Z, soit

0 Sk <0,
‘&%%_{AAQJK—U+Btmk20

Donc, on a

0 si k<O,
Xt(k?) — Xt<k' — 1) = Bt sik= O, .
At(thl(k - 1) + thl(kf — 2)) + Bt sik>0.

Par itération sur (2.41), on obtient pour k£ > 0,
Xt(k) - Xt(k' - 1) - AtAt—l"'At—k‘-i-lBt—k'

Par conséquent,

On sait que les matrices aléatoires A, définie en (2.24) sont a coefficients positifs, alors

en utilisant la norme matricielle [|A|| =}, - [a;;|, on obtient
E||Xi(k) — Xo(k = V|| = ||E(AtAi—1...Ar k1 Bik) |-
puisque (7, )tz est iid, les termes A;A;_1...A;_ g1 et B,y sont indépendants et
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Par conséquent

B||X,(k) — Xi(k —1)|| = ||A*B|| = (1, ..., 1) A*B. (2.41)

La condition A(1) — B(1) < 0 implique que les valeurs propres de A sont de module stricte-

ment inférieur a 1. En effet, on peut vérifier que
det(ALpyg — A) = NP1 =D aid "+ ) BA7),
i=1 j=1

par exemple en retranchant la ¢+ 1-éme ligne de A/, ,— A a la premiere, puis en développant
le déterminant par rapport & la premiére ligne. Donc si |A| > 1, en utilisant l'inégalité

la — b| > |a| — |b], on obtient
q ' p 4 q p
[det(Apag — A)| = (1= aad "+ > BAT[ =1 i+ > B;=B(1) — A1) >0,
=1 j=1 i=1 j=1

et donc p(A) < 1. En utilisant le résultat (2.31), on déduit que A*¥ — 0,k — oco. Par consé-
quent, pour ¢ fixé, X;(k) converge dans L! et presque stirement lorsque k& — oo. Soit X; la
limite de (X (k))ren. Pour k fixé, le processus (X;(k))rez est strictement stationnaire. Le pro-
cessus limite (X;);cz est aussi strictement stationnaire et est une solution de I’équation aux
récurrences stochastique multivariée (2.8). Le processus (&;);cz défini par e, = nt\/m est
la solution strictement stationnaire, non anticipative et ergodique de modele GARCH (p, q)

défini par (2.4). Puisque
q p
E(e?) = w(l — Z a; + Zﬁj)_l < 00.
i=1 j=1

indépendament de ¢, la solution strictement stationnaire (g;);cz est aussi stationnaire au
second-ordre. De plus, cette solution est un bruit blanc parce que F(g;) = E(E(g;/Fi—1)) =0

pour tout ¢ € Z et pour tout h > 0, on a
COU(ét, 5t—h) = E(gt—hE(gt/f't—l)) = 0.

L’unicité de la solution stationnaire au second-ordre et non anticipative du modele GARC H (p, q)

(2.4) se démontre comme dans le cas d’'un modele GARCH(1,1). m



Chapitre 3

Estimation des parameétres

3.1 Introduction

L’utilisation de la méthode du quasi-maximum de vraisemblance est particuliérement
intéressante pour les modéles GARCH car elle est valide, asymptotiquement, pour tout
processus GARCH strictement stationnaire, sans hypothése de moments sur le processus
observé.

Dans ce chapitre, nous étudions en détail la méthode du quasi-maximum de vraisem-
blance conditionnelle (& des valeurs initiales). Dans un premier temps, nous nous limiterons
aux GARCH purs (le processus observé est un GARCH). Cette vraisemblance est écrite
comme si la loi des variables 7, était normale centrée réduite (on parle de pseudo ou quasi-
vraisemblance), mais cette hypothése n’est pas nécessaire pour la convergence forte de 1'es-
timateur. Elle a évidemment un effet sur la variance de la loi normale asymptotique de

Pestimateur.

3.2 Quasi-vraisemblance conditionnelle

On supposera que les observations €1, ..., &, constituent une réalisation (de longueur n)

d’un processus GARC H (p, q), solution strictement stationnaire non anticipative du modele

& = \/h_tnt7 (3 1)

50
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ot (1;)tez est une suite de variables iid de variance unité, wo > 0,0; > 0 (i = 1,...,q), By; >
0(j=1,....p).

Les ordres p et g sont supposés connus. Le vecteur des parameétres
0=(01,....0p 1) = (w,aq,...,aq4 B, ...,Bp)', (3.2)
appartient a un espace de parameétres
© |0, +oo[x]0, co[PT. (3.3)
La vraie valeur du parametre est inconnue. Elle est notée
O = (wo, Qo1 .-, Qtog, Bots -+ Bop) -

Pour écrire la vraisemblance du modele, il faut spécifier une distribution particuliére
pour les variables iid 7,. On considére généralement la quasi-vraisemblance gaussienne, i.e,
la vraisemblance obtenue a partir d’'une loi normale centrée réduite pour les 7,. Nous ne
ferons cependant pas 'hypothése que cette loi constitue la vraie distribution du processus
iid.

La spécification d’une distribution gaussienne pour les variables 7, ne permet pas d’en
déduire simplement la loi de ’échantillon. On travaille avec la vraisemblance de ¢4, ..., &,

conditionnellement & certaines valeurs initiales.

: . < sl ~2 =2 .
Etant données des valeurs initiales e, ...,e1-4,0y,...,07_, que nous allons préciser, la

vraisemblance conditionnelle gaussienne L, (6) s’écrit

Ln®) = Ln(0;21, v 20) = [ [ = expl(= 5
t

t=1 /270,

N ~2 ) . 2 .
ou les o} sont définis récursivement, pour ¢t > 1, par

q p
or=5(0) =w+ Z el + ZB]'&?—]" (3.4)
i—1 j=1
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Pour une valeur donnée de #, sous ’hypothése de stationnarité au second ordre, la variance
non conditionnelle (correspondant & cette valeur de #) est un choix raisonnable pour les

valeurs initiales inconnues :

w
2 _ 2 _ 2 _ 2 _
80—...—81,q—00—...—017p—1_Zq ST 5 (3.5)
i=1 %i j=11
On peut prendre comme valeurs initiales
2 _ 2 _~2_ _~2
Eg= =€ 4 =00=..=0]_, =W (3.6)
ou encore
2 _ _ _ =2 _ =2
Eg= =€ (=05=...=0,_, =€ (3.7)

Un estimateur du QMYV de 6 est défini comme toute solution mesurable @L de

0, = argpco max Ly, ().

On voit, en prenant le logarithme, que maximiser la vraisemblance revient a minimiser

par rapport & ¢
7 IN~T 7T _7 € ~2
L(0)=n""Y I, ouly=1(0) =5 +1log 57, (3.8)
t=1 Ty

et . est définie en (3.4). Un estimateur du quasi-maximum de vraisemblance est donc

une solution mesurable de ’équation

~

0, = argy.o min [, (6). (3.9)

Equation de vraisemblance

On obtient les équations de vraisemblance en annulant la dérivée par rapport & € du
critére I,,(6), ce qui donne
0o

I, 5 2,105
- _ — 7t —. 1
0 ?:1 {& Ut}g? 90 0 (3.10)
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Ces équations s’interprétent, pour n grand, comme des relations d’orthogonalité. En
effet, comme nous le verrons plus précisément dans la partie suivante, le terme de gauche de

I’égalité précédente se comporte asymptotiquement comme
1 i:{g 2y 1 do? (3.11)
— -0t ———, .
n b et 00

I'influence des valeurs initiales étant nulle lorsquen — oo. Or, pour la vraie valeur du
parameétre, I'innovation de €2 est v, = €2 — 7. Donc sous réserve que 1’espérance existe, on a

1 (90'?(90)

oo 555 a0

) =0,

d02(6 . . ,
car — (190) Ufag 0) est une fonction mesurable des €_i,t > 0. Ce résultat n’est autre que la
t

version asymptotique de (3.10) en 6, en utilisant le théoréme ergodique.

3.2.1 Propriétés asymptotiques de ’estimateur du QMV

Dans tout le chapitre, nous utiliserons comme norme d’une matrice A = (a;;) quelconque
la norme ||A|| = ) |a;;|. Le rayon spectral d’une matrice carrée A sera noté p(A). Le produit

de Kronecker sera noté ® et le symbole —* désignera la convergence en loi.

Convergence forte

Rappelons que le modele (3.1) posseéde une solution strictement stationnaire si et seule-

ment si la suite de matrices Ay = (Ag;), ol

ann; e Qogli Boni o Boni
1 0 .. 0 0 0
0 1 .. 0 0 0
A 0 1 0 0 .0 0
ot Qo1 Qogq 601 BOp ’
0 0 1 0 0
0 0 0 1 . 0
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admet un coefficient de Lyapounov strictement négatif, v(Ag) < 0, o

o1 , 1
v(Ap) == tlerll\!f* ZE(log [|AiAi—1... Ar]]) = tlirgop.s.g log ||AtAs—1... A1 (3.12)

Notons

p

Ay(z) = Zaizi et By(z)=1- Zﬁjzj.
i=1

Jj=1

Par convention Ay(z) =0si g =0 et By(z) =1sip=0.

Pour montrer la convergence forte, les hypothéses suivantes seront faites.

Al : 6 € O et O est compact.

A2: y(Ap) <0et V9 €O, 3, <1
A3 : n? a une loi non dégénérée et En? = 1.

A4 : sip >0, A (2) et By,(z) n'ont pas de racine commune, Ay, (1) # 0, et aog + fo, 7# 0 .

Dans le théoréme suivant de Francq et Zakotan [11] donne la convergence forte de 1’esti-

mateur de quasi-maximum de vraisemblance (EQMYV).

Théoréme 93 (Convergence forte de Uestimateur du QMV) Soit (6,)) une suite d’es-
timateurs du QMYV satisfaisant (3.9), avec les conditions initiales (3.6) ou (3.7). Sous les

hypothéses A1-A4, presque sirement

~

0, — b0y, quand n — oo.

Démonstration. La démonstration repose sur une représentation vectorielle autorégres-

: ) 2 __ 2 2 2 A ) )24
sive d’ordre un du vecteur 0%, = (07,0¢ 1, ...,07_,,,), analogue a celle utilisée pour I'é¢tude
de la stationnarité. L’hypothése A2 permet d’exprimer o2, sous forme d’'une série dépendant

du passé¢ infini de la variable 2. On montre que les valeurs initiales n’ont pas d’importance

asymptotiquement en utilisant le fait que, sous I'hypothése de stationnarité stricte, e2admet
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nécessairement un moment d’ordre s, avec s > 0. Cette propriété permet également de véri-
fier que 'espérance de [(6y) est bien définie dans R et que Ey,(1:(0)) — Ep,(1:(6p)) > 0, ce
qui assure que le critére limite est minimisé en la vraie valeur. La difficulté provient du fait
que Ep, (I} (0)) peut étre égal a +o0.Les hypothéses A3 et A4 sont cruciales pour établir
I'identifiabilité : la premiére exclut 1’existence d’une combinaison linéaire constante entre les

Ef_j, j > 0. On utilise égale-ment ’hypothése d’absence de racines communes. L’ergodicité

de [;(6) et un argument de compacité permettent de conclure.

On a
o?, =c_,+ Bo*, |, (3.13)
ol
U? W+ 2321 aif‘??ﬂ' B By - ﬁp
o? 0 1 0 .. 0
o, = ' , 4= ‘ , B=1|" : (3.14)
07 i 0 0 .. 1 0

Nous allons établir les résultats intermédiaires suivants.

a) limy, oo SUpgee | 1n(0) — I,(0)] = 0 , p.s.

b) (3t € Z tel que 02(0) = 0?(0y) Pp, p.s ) = 0 = b,

c) Ey,|l:(0o)] < 00, et si @ # Oy, Ep,l:(0) > Ey,l:(60),

d) pour tout # # 6 il existe un voisinage V(#) tel que liminf, infg*ev(g)ZL<(9*) >
Eyyl1(00), p-s -

a) Oubli asymptotique des valeurs initiales. la condition Z?:l 3, de I'hypothese

A2 implique p(B) < 1. La compacité de © implique que

sup p(B) < 1. (3.15)
0€6
On obtient donc en itérant (3.13)
o, =c+B*_ o+..+B e+ B, = Z Bfe ;4. (3.16)

k=0
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2

. ~2 ~2 . o~
Soit °, le vecteur obtenu en remplagant o? ;par &; , dans o?,, et soit ¢_; le vecteur

obtenu en remplagant &2, ..., ef_q par les valeurs initiales (3.6) ou (3.7). Nous avons
~2 t—q—1 t—qy t—q>y t—1~ t~2
o°,=c4+Bc 4 1+..+B Coq1+B7%_+..+B7C_+..+B"C_ 1+ B0, (3.17)

On déduit de (3.15) que presque stirement

sup |o%, —52,[| = Sup||{ZBt ek = p) + B0y = 529)} ] (3.18)
0o oo 3
< Kpt Vvt
Pour z > 0 on a logz < z — 1. Par suite, pour z,y > 0, |10gz| < m'izxy‘y) . On a donc

presque stirement, en utilisant (3.18),

2

sup |I,(0) — I,(0)] < n~ Zsup{l t_ t\sﬁ!log( ol

0cO O

IN

1 n
su Kn~ + {sup —YKn ! ¢ 3.19
{sup = } Zp {sup =} tzlp (3.19)

L’existence d’un moment d’ordre s > 0 pour €7 permet d’affirmer que p'c? — 0 p.s.

b)Identifiabilité du paramétre. Supposons que o7(6) = 07(6y) Py, p.s. Le polynome
By(B) est inversible sous ’hypothése A2. On obtient

2 Wo

" By(1)  Be(1)

p.s. Vt.

Si la série en B entre accolades était non nulle, cela signifierait qu’il existerait une combi-

naison linéaire des €2 ;+J 2 0, égale a une constante. Donc I'innovation linéaire du processus

(¢2) serait nulle. Or, la loi de 7, étant non dégénérée d’apres A3,

el — By, (e7/e? |,...) = 02(8)(n; — 1) # 0, avec probabilité positive.

On a donc

- ) izl <1 et “’01 - . (3.20)
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Sous I’hypothese d’absence de racines communes A4, ceci entraine Ay(z) = Ay, (2), By(2) =

Ba,(z) et w = wg . On a montré b).

c) Le critére limite est minimisé en la vraie valeur. Le critére que ’on minimise
n’est pas intégrable en tout point, mais remarquons que Ey,I,(0) = Ey,l:(0) est bien défini

dans R U {+oc0} car, notant = = min(z,0) et 2+ = max(z, 0),

Ey,l; (0) < Ey,log™ 0? < max{0, —logw} < oo.

Il reste & montrer que FEy,l; (0y) < oo . Utilisant I'inégalité de Jensen et, & nouveau,

I'existence d'un moment d’ordre s > 0 pour €2, il vient

By, log™ a?(0y) < . (3.21)

car

1 1
Ey, log 0?(90) = Egoglog{af(é’o)}s < glog Ey, log{af(@o)}s < 0.

Donc

)

Eugh(06) = Buy (L 1 tog o3(00)) = 1+ B, log 73 0) <
0y

Ayant déja établi que Fy,l; (6p) < oo, on en déduit que Ey,l:(6y) est bien dans R.

Puisque pour tout = > 0,logz < x — 1, avec égalité si et seulement si x = 1, on a

E — F = Fy lo ¢ + F, t Lt E 2
90lt<9) 90lt(00) 0o 108 ?(90) 0o %<9) 0071+

2 2
— EGO lOg UZt (9) Ut (90)

200 T2 !

> Fy,{log % +log (fg(feo))} =0, (3.22)

avec égalité si et seulement si 2 (( 9)) = 1Py, p.s, c’est-a-dire, étant donné b), si et seulement

819:90.
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d) Utilisation de la compacité de © et de ’ergodicité de (/;(6)). Pour tout 0 € ©

et tout entier positif &, soit V() la boule ouverte de centre 6 et de rayon 1/k. En raison de

a),

lim inf inf I,(6*) > liminf inf  I,(6) — lim supsup |,,(8) — I,(6)]

n—o0 0*eVi(0)NO n—o0 0* eV (0)NO n—o0 PcO
n
2 Jim i) e K
Pour obtenir la convergence de cette moyenne empirique on ne peut utiliser le théoréme
ergodique standard car nous avons vu que [;(6%) n’est pas nécessairement intégrable, sauf en
fy. Une adaptation de ce théoréme pour une suite strictement stationnaire et ergodique de
variables admettant une espérance dans RU {400}, ce qui est le cas de {/,(6")} et par suite

de {infg+cv, 9)ne l¢(07)}, permet d’affirmer que

li f f  L(0")=E inf  [;(6%).
nl—>nc}o1n n Ze*e&,{l noe t( ) o 0*e11/,£1(9)m® 1( )

D’apres le théoréme de Beppo-Levi, Ep, infg«cv, (9)ne 11(6") tend en croissant vers Ey,l1(0)
quand k — oo . Etant donné (3.22), nous avons montré d).

La fin de la preuve du théoréme utilise un argument de compacité. Remarquons d’abord

que pour tout voisinage V' (6y) de 0y

lim sup 11‘}f9 )I 2(07) < lim 1,(6) = lim 1,,(6) = Eg,l1(6o). (3.23)
n—00 *e 0 n—00 n—00
Le compact © est recouvert par la réunion d’un voisinage quelconque V' (6y) de 6y et de
I'ensemble des V (0),6 € ©\V (6), ou V(0) vérifie d). Il existe donc un sous recouvrement
fini de © par V' (6y),V(61), ..., V(6x), d’oit I'on déduit que
inf I,(/) = min inf  1,(0).
0cO 1=0,1,....k 0ecONV (8;)
Les relations d) et (3.23) montrent que, presque stirement, /6’\,1 appartient a V' (6y) pour n

assez grand. Ceci étant vrai pour tout voisinage V (), le résultat est montré. m
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Remarque 94 1. On ne suppose pas que la vraie valeur 0y du paramétre appartient o
lintérieur de ©. Le théoréme permet donc de traiter les cas ou certains coefficients, o

ou f3;, sont nuls.

2. L’hypothése A4 disparait dans le cas ARCH. Dans le cas général, elle permet de
sur-identifier l'un des ordres, p ou q, mais pas les deux. On estime ainsi de maniére
convergente les paramétres d’un processus GARCH (p—1,q) (ou d'un GARCH (p,q —
1)) si on utilise un GARCH (p, q).

3. Quandp # 0, Uhypothése A4 exclut le cas ot tous les ag; sont nuls. Ceci est évidemment
nécessaire, sinon le modéle a pour solution un bruit blanc fort qui peut s’écrire de
multiples maniéres. Par exemple, un bruit blanc fort de variance 1 peut s’écrire sous

la forme d'un GARCH(1,1) avec 0? = c*(1 —3) +0 x &7, + fo? , .

4. L’hypothése d’absence de racines communes, dans A4, n'est restrictive que sip > 1 et

q > 1. En effet si ¢ =1, la seule racine de Agy,(z) est 0 et By, (0) # 0.
Sip=1cet By #0, la seule racine de By,(z) est ﬁ%n >0 (si By =0, le polynome

n’‘admet pas de racine). En raison de la positivité des coefficients c;, cette valeur ne

peut annuler Ag,(2) .

5. L’hypothése que Emn, = 0 n’est pas nécessaire pour les propriétés asymptotiques de
lestimateur du QMV dun GARCH. La variance conditionnelle de e, est donc, en

général, seulement proportionnelle a h; dans ce modéle :
var(e;/ey,u < t) = {1 — (En,)?}hy . L’hypothése En? = 1 est faite pour des raisons
d’identifiabilité et n'est pas restrictive dés que En? < oc.

Normalité asymptotique

On considére les hypothéses supplémentaires suivantes.

A5 : 6y € ©°, ou ©° est 'intérieur de O .

A6 : K, = En} < .

La loi limite de 6, est donnée par le résultat suivant de Francq et Zakotan [10].
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Théoréme 95 (Normalité asymptotique de l’estimateur du QMYV)
Sous les hypothéses A1-A6 ,

V(0 — o) —* N0, (K, — 1)J7),

ol

82lt(90))_E ( 1 805(90) 80'?(90)
9000’ '~ T\od(6y) 00  0f

J = Ey,( (3.24)

est une matrice définie positive.

Démonstration. La preuve de ce théoréme repose classiquement sur un développement

de Taylor du critére (3.8) en 6. On a

0 = H%Z%Tt(én)
t=1

_ AN 7(9)+(1n il
- 0" "\ £ 99,00,

t=1 t=1

L(0;))/(B, — o), (3.25)

ol les 9;} sont entre 6,, et 6y. Nous montrerons que

—1 - 8"’ ya
n= ; @zt(eo) —£ N(0, (K, — 1)), (3.26)
et que
LN~ 9 ey s J(0.7) en probabilite (3.27)
J— .. —_ . .
n < 06:00; t\Uy t,)) en pr 101

La preuve du théoréme en découlera immédiatement. Nous allons & nouveau décomposer

la démonstration en plusieurs points.

Al (00) Ol (0o)

o0 a0’

Bl (80)
a600" || < OO

a) E90

< OO,E'@0

b) J est inversible et Vary, %30)} ={K, —1}J,
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c) il existe un voisinage V(6y) de 6, tel que, pour tous i, 5,k € {1,....,p+q+ 1},

8%(0)
Ey, sup |——+F—
" hevioe) | 90:00,00,,
=1 Ol (60) azt 9 _ 821,(0 221,(0
d) H Zt {555 ( o) ° }H et SuPyey (g) ’ i 393(9') - aga(g/)}H tendent en proba-

bilité vers 0 quand n — oo,
e)n22t189( 0) —=* N(0, (K, = 1)J),

f) n7' > 139395(9*)—>J(i,j)ps

a) Intégrabilité des dérivées du critére en 6. Puisque [;(0) = €2 /0? + log 0%, nous

az(;(@e) _ {1_ U_t}{ 1 %ff@t} (3.28)

0%1,(0) 1 0%0? g2 1 80t 1 Oo?
[, e & B . 2
9000 {1 p } { aeae’} + {20—3 } { 2790 } {ag o0 } (3.29)

Pour 0 = 0y,e2/0? = n? est indépendant des termes en o7 ou en ses dérivées. Pour

avons

montrer a) il suffira donc de montrer

1 80t

1 0%02
o2 90 29 (%) 2600

1 0o? 0o?
020000’ (6)

Ey, o1 00 @9/( 0)

< 00. (3.30)

< 00, Fg, < 00, Fy,

D’apres (3.16) nous avons

o ZBk ZB’f s (3.31)

2 o
aagﬁt Z{Z B~ BU) gk- Z}c bk (3.32)
J

k=1 =1
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oit 1= (1,0,...,0)7,2, = (2,0,...,0)", BY) est une matrice p x p qui posséde un 1 en
position (1, j), et des 0 partout ailleurs. Remarquons que, d’aprés la positivité des coefficients
et (3.31)-(3.32), les dérivées de o7 sont positives ou nulles. D’apres(3.31), il est clair que
do? /dw est bornée. Puisque 0? > w > 0, il en est de méme pour {952 /0w}/c?. Cette variable

posséde donc des moments de tous ordres. D’aprés la seconde égalité de (3.31) et la positivité

de tous les termes considérés, nous avons
—t
Oj—(— = E BkOéié‘—t—k—i < E Bkc—t—k = 02_,5-
8041-
k=0 k=0

On en déduit que

1 do?
o? day;’

(3.33)

La variable o, ?(00?/0a;) posséde donc des moments de tous ordres en 6 = 6. D’aprés

(3.32) et 8,BY) < B, nous avons

ao_% [ k - » [e%S)
B, 35 t < {Z B~'BB* } cop =Y kBFe, . (3.34)
J k=1 =1 k=1

En utilisant (3.15), nous avons HB’C || < K p* pour tout k. De plus £ possédant un moment
d’ordre s €]0,1], il en est donc de méme pour ¢_4(1) =w+ > ¢ | ;e? ;. En utilisant de plus
(3.34), les minorations 02 > w + B*(1,1)c_;_x(1) et la relation x/(1 + x) < z° pour tout

x > 0, on obtient

1 do? 1 o~ EkBF(1,1)c_; (1)
— 7t < B, —
000'% aﬁ] - 906] ;W"’Bk(l,l)c_t_k(l)
1 — Bk(1 1)c_t_k(1)}
S E kEQo { ’
63‘ ; w
K =, a . K
< By {eor(1)}*) kp™* < 5 (3.35)
k=1 J

wsﬁj
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Sous I’hypothese A5 on a 3y; > 0 pour tout j, ce qui permet de conclure que la premiere

espérance dans (3.30) existe.

Regardons maintenant les dérivées d’ordre supérieur de o?. D’aprés la premiére égalité

de (3.31), on a

do?, %02, P0?, [
_ — t - B1BUIBt=9 & 1 .
9 ~ owde; 0 © 0wdB, ,; 2 = (3.36)
On a donc
0*0?, k1
Bi o 5 _ZkB

qui est un vecteur de constantes finies (puisque p(B) < 1). On en déduit que 9%0?(6y)/0wdb;
est bornée et admet donc des moments de tous ordres. Il en est bien stir de méme pour

{0%02(0)/0wdb;} /o2 (0y) . La seconde égalité de (3.31) donne

daida; O 0B, E-tok—ic ‘

k=1 =1

Les arguments utilisés pour montrer (3.35) donnent alors

G
’ o7 5]‘

Ceci montre que {0%07(6y)/0c;00} /07 (6o) est intégrable. La dérivation par rapport a 3
de la relation (3.32) donne

02, = [ s {(Sr B s-) g
i am By Bjﬂj/;; + i {BBY (S B BB | e
[e's) k k—1 )
< Y [Z(z’ —1)B*+ Y (k—i)B*| cLyp = k(k —1)B"c_,_(3.38)
k=2 Li=2 i=1 k=2




CHAPITRE 3. ESTIMATION DES PARAMETRES 64

car 3;BY) < B. Comme pour (3.35), on en déduit

> 8203/ {86}052} < K*
6o = )
‘7% Bjﬁj’

et lexistence de la deuxiéme espérance dans (3.30) est prouvée. Par ailleurs, puisque

{002 /0w} /o? est bornée, et puisque par (3.33), les variables {002 /da;} /o? sont bornées en

<,

pour i = 1,...,q+ 1. Avec des notations et arguments déja utilisés pour montrer (3.35), et

o, il est clair que

1 80'3((90) (‘90'?(90)

Ey,

en utilisant l'inégali¢ élémentaire /(1 + ) < z*/?pour tout = > 0, Iinégalité de Minkowski

donne

2) 1/2 00 sy 1/2
1 80’?(90)) 1 Z { <Bk(1, 1)C—t—k(1)) } 50
{EGO (U%(QO> 9B, } = Boj 1 R Wo R

Finalement I'inégalité de Cauchy-Schwarz permet de conclure que le troisiéme espérance

de (3.30) existe.

b) Inversibilité de J et lien avec la variance de la dérivée du critére. En utilisant

a) et a nouveau I'indépendance entre n? = 2 /0?(6y) et o? ainsi que ses dérivées, nous avons

d’apres (3.28)

8lt(«90) . 2 1 803(00) _
E90 { 89 } - E90(1 nt)EGO O'? 89 =0.

De plus, étant donné (3.30), J existe et vérifie bien (3.24). Nous avons également

Vargo{alta(go)} = Ego{%%} (3.39)

212 603 90 8980',52 (90 89'
= B} B e )

= {K,—1}J.
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Supposons maintenant que J soit non inversible. Alors il existe un vecteur non nul A de

RPTIH! tel que N {907(6p)/06} = 0 p.s. D’apres la stationnarité de {9o?(6y)/06},, on a

1 1
€ €7,
2 0 . P a 0 .
0= x| @, |+ >IN 0 x| 4,
o7_1(0o) o7_1(0o)
o7 (0o) o7, (00)
Posons A = (Ao, A1,y Agap)’- Il est clair que A\; = 0, sinon &7 ; serait mesurable par

rapport a la tribu engendrée par {n,,u <t —1}. Pour la méme raison on a Ay

Aot = 08l \gp1 = ... = Ay = 0. Par conséquent, A # 0 implique une représentation
GARCH(p — 1,q — 1). Ceci est impossible en raison de A4 en argumentant comme pour

établir (3.20). Par suite ' J\ = 0 implique A = 0, ce qui termine la preuve de b).

c) Intégrabilité uniforme des dérivées d’ordre 3 du critére. En dérivant (3.29),

nous obtenons

PLO) 2 1 937
90,00;00, {1 a a_g} {a_gaeiaa,aek} (3.40)
g2 1 do? 1 0%*?
2_t -1 o t o t
+{ o2 } {a? 8&} {a%@@i(%’k}
g2 1 do? 1 %7
27t _ 1 — 7t il ¢
-1} G H
£ 1 do? 1 0%7
251355 (12 -
o; o; 00y o; 00,007

g2 1 do? 1 8at 1 aat
926509 5

o2 (102 06; [ o200 | \ o2 06,
Commengons par étudier intégrabilité de {1 — 2/0?}. C’est le terme le plus délicat

a traiter. En effet nous n’avons pas intégrabilité¢ £?/0? de uniformément sur © : en 0 =
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(w,0), le rapport £2/0? n’est intégrable que si E €2 existe. Nous allons cependant montrer
I'intégrabilité de {1 — £?/0?} uniformément en 6 au voisinage de y. Soit ©*un compact
contenant 6y et contenu dans l'intérieur de © (V6 € ©*, on a § > 0, > 0 composante par
composante). Notons By la matrice B (définie en (3.14)) évaluée au point 6 = 5. Pour tout
d > 0, il existe un voisinage V(fy) de 6y, entiérement contenu dans ©*, tel que pour tout

0 €V(by),

By < (1+6)B (i.e. Bo(i,j) < (14 §)B(i,j) pour tout ¢ et tout j).

Notons que, puisque V(y) C ©%, on a supyey(g,) 1/ < 0o. De (3.16), on tire

00 q o0
ol = wZBk(L 1)+ Z Q; {Z B*(1, 1)5t2ki} ;
k=0 i=1 k=0

et, en utilisant encore x/(1 + ) < 2° pour tout x > 0 et tout s €]0,1] ,

2(0
sup i (6o)
0ev(0y) Ot
< sup Wo D e oBk L1 Zq:Oéo Z By(L1)ef s
- 0€V(00) ' OJ+CMBk(1 1)5t ki
q 00 k k 2 $
Q; Bg(1,1) <OéiB (1,1)5tki)
< K+ sup
;eevwo) { o kz_% Bk(1,1) w
qg
< K+K) Y (140 ey, (3.41)
i=1 k=0

Si on choisit s tel que Ee?* < co et, par exemple, § = (1 — p*)/(2p*) alors Pespérance de
la série précédente est finie. On en déduit qu’il existe un voisinage V() de 6y tel que
& a7 (6h)

Ey, sup — = Eg, sup
0V (6o) Ot 0eV(6o) Ot

< 00
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En utilisant (3.41), en conservant le méme choix de ¢ mais en choisissant s tel que Fe}*

< 00, I'inégalité triangulaire donne

2(0
ap b = x| sup TG
0ev(ho) Ot 0eV(6o) Ot
< IC1/2K+IC1/2KqZ +6)Fp* ||er? H2 < 0. (3.42)

Etudions maintenant le deuxiéme terme entre accolades dans (3.40). En dérivant (3.36),

(3.37) et (3.38), a l'aide des arguments utilisés pour montrer (3.33), on obtient

1 DPo?
__ 9% g
e 02 00, 00,,00;,

quand les indices i1, i5 et i3 ne sont pas tous dans {¢+1,¢+2,...,¢+1+p} (i.e., quand on

dérive par au moins un parametre autre qu'un des (5 j). En reprenant les arguments utilisés

pour montrer (3.34) et (3.38), puis (3.35), on obtient

P3o? =

75, 85k < (k —2)B*(1,1)c_y_1(1),

88,555 5595

k=3

s << o samn ) 2 e}
<K k(k —1)(k —2 (1

=3

pour tout s €]0,1[. Comme FEy, {supyce- c_1—r(1)}** < 0o pour un s > 0, on en déduit

2

1 3 2
70| o (3.43)

E i 2
% 10 | o2 96,00,00,

0co*

Remarquons que la relation (3.43) la puissance 2 peut étre remplacée par une puissance

d arbitrairement grande :

d

3 2
L_00 | (3.44)

o2 00,00,00,,

Eg, sup
0cO*
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En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, (3.42) et (3.43), on obtient

1 6,? 1 Do?
o2 | | 02 80,00,00,,

Les autres termes entre parentheéses dans (3.40) se traitent de la méme maniére. On

Ep, sup < 00,

0V (6o

montre en particulier que

1 %02 d

o2 00; ae

1 do?

4
o? 00, (345)

<00, Ly, sup
9co*

Eg, sup
fcO*

Y

pour tout entier d. Ceci permet par exemple d’établir & I’aide de Holder que

1 0o 1 0o? 1 do
E. 9 _ t Vo t
" pevion { a}{ taez}{ o0, }{a aek}‘
; 19
< sup |2 — 68—2 max || sup ot Q.
0eV(6o on i ||pco~ | 0F 00;

Les autres termes de la somme dans (3.40) se traitent de la méme maniére. Ainsi on
obtient c).
d) Oubli asymptotique des valeurs initiales. En utilisant (3.17), on obtient les

équations analogues & (3.31)-(3.32) pour les dérivées de &°, :

a~2 e e 07
Ot Z Bk1+ZBt Rk 4 Bt - (3.46)
852_t B tiq Bk . ZBt kac k Bta (3 47)
8052- - 0 otk 1 8041- 8042- ‘

t

~92 1
885 Zq{ZB’ 'BY) pk- ’}c - k+Z{ZBZ 'BY) BTk } b (3.48)
J

k=1
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2
ol ag;“ vaut (0,...,0)" quand les conditions initiales sont données par (3.7) et vaut

(1,...,1)" quand les conditions initiales sont données par (3.6). Les dérivées secondes ont

des expressions similaires. La compacité de O, et le fait que p(B) < 1 permettent d’affirmer

que, presque stirement

do? ot oo 0%
_ 9% gt L P9l o Kt Ve 7. 3.49
o || a0~ on Po Ses 9009~ a00d P (3.49)
En utilisant (3.18) on obtient
1 1 o —o?|  Kpt o? :
- =|= , L <1+ Kph 3.50
I I e ’ (3.50)

Puisque

o) _ [, =\ [1050) . O6) [ =) [1 008
o0 o) a7 o9 o0 o) o2 00 |’
on a, en utilisant (3.50) et la premiére inégalité dans (3.49),

g g\ Jaogl gl f ol ooy
_ 5 oi J L o7 90 I ACHNC I R CID R ITN
0

Oli(00)  Oly(6o)

' ' B e 90? _ 057
8(91 891 _I_{l_&_?}{%}{a_&_%}
1 903(0))
< Kot(1 2\ 11 t ‘
A {0?(90) 00; }
Par suite
L1y [ Olulbo) _ Oli(6y) BN 1 902(0)
1/2 (o) Ol R . ) t
‘n Z{ o6, on, =KLV o T | 63D

L’inégalité de Markov, (3.30), et 'indépendance entre 7, et 02(fy) implique que, pour

tout € > 0,

1 (90’2(90)
1 t
T 52 6,) 08,

> I
t=1

(w3t
t=1

1 80%(90)

<

™o

(1 + Ep,
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ce qui, par (3.51), montre la premiére partie de d).

Regardons maintenant I'influence asymptotique des valeurs initiales sur les dérivées se-

condes du critére en un voisinage de 6. D’aprés (3.29) et les majorations précédentes, nous

avons
n 2 27
I IR i A Ui
0V (0o p— 00,00 00,00
e & 1 0%02
5% o'? 0'% 00;00;
2 2 2 2 52 2~2
_ G 1 _ 1) 9% | 1 (0% _ 9%5;
n + {1 53} {(af af) 90,00, T 52 \90:00;  00,00;
—1 e? g2 1 o2 1 0o
< ) s {2k -2 AR {5
0cV (0o t t t i t J
=1 +do8 1 11\ 99 1 (00F 95} 1 00
cr% o‘f E? 00, 3% 00; 00, a'f 89]'
4 dost L [ o5 1 _ 1 \oof 1 (90F _ 05
o7 52 99, o2 32 ) o0, " 52 \o0;  00j
n
4}: t
S Kn tha
t=1
ou

g2 1 9%0? 1 9o? 1 Oo?
T, = 14+ L 14+ — t ~ 9% 2 Y%\
' 62350{ +0'?}{ +0%60i80j +O’§ 891 O'% agj}

D’aprées (3.42), (3.45) et l'inégalité de Holder, on voit que, pour un certain voisinage
V(0y), U'espérance de Y; est une constante finie. En utilisant & nouveau 'inégalité de Markov

on montre alors la seconde convergence de d).

e) Utilisation d’un TCL pour accroissements de martingale. Rappelons que
€u,u < t désigne la tribu engendrée par les variables ¢, ;,7 > 0. Le vecteur des scores

conditionnels est évidemment centré, ce qui peut se retrouver directement a partir de (3.28),

en utilisant le fait que 02(0y) € e, u < t et FEp, (7 /ey, u < t) = 07(6p) :

0

Eo, (%lt(ﬁo)\au,u < t) _ % (%03(90)) By, (02(0y) — \ewsu < 1) = 0.

Notons également que, d’apres (3.39), Varg,(0l1:(0y)/00 est finie. D’aprés 'inversibilité

de J et les hypothéses sur la loi de 7, (qui entrainent 0 < K, — 1 < 00), cette matrice de
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variance est non dégénérée. Nous en déduisons que VA € RPHIHL 1 guite {)\ sqlt (0o) 5t} est
une différence de martingale stationnaire ergodique de carré intégrable.

f) Utilisation d’un second développement limité et du théoréme ergodique.

Reprenons le développement de Taylor (3.25) du critére en 6. On a, pour tous i et j

" o[ &
-1 ER 71 -1 *
> 9,0, ") Z ae g, 1(00) + 1 Z o0 {ae a0, (0 >} (6 = %o).

ot 05 est entre 07; et 0. La convergence presque stire de 0;; vers ¢, le théoréme ergodique

et iii) impliquent que p.s.

lim sup

n—oo

nlii 8—21 (6;;) < lim su nlzn: su 0 8—21 (0)
200’ 90,00, " = a2 B0 |00\ 96,00,

o[ & -
o6’ | 96,00 aa o0

Puisque HGZ} — HOH — 0 presque stirement, le second terme du membre de droite de (3.52)

= Ep, suwp
0eV(0o

converge vers () avec probabilité 1. Pour achever la preuve de ce théoreme il suffit d’appliquer

le lemme de Slutsky. Par d), e) et f) nous obtenons (3.26) et (3.27). m

Remarque 96 1. L’hypothése A5 est classique car elle permet d’utiliser le fait que les

conditions du premier ordre sont valides, au moins asymptotiquement. En effet si /9\,,1
est convergent, il appartient également o l'intérieur de © pour n grand. En tant que
maximum, il doit donc annuler la dérivée de la fonction critére. Cette hypothése est

cependant restrictive car elle exclut par exemple le cas agy = 0 .
2. Lorsque certaines composantes de 0y sont nulles, A5 n’est pas vérifiée et le théoréme

ne permet pas de conclure. Il est clair que, dans ce cas, la distribution asymptotique

de \/n(6,, — 00)v/n(0, — 0) ne peut étre normale car Uestimateur est contraint. Si par
exemple gy = 0, la loi de /n(Qy — ag1) est, pour tout n, concentrée sur [0, 00[ et ne

peut donc étre asymptotiquement normale. Ce type de problémes, dits “de bord”.
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3.2.2 Lecas ARCH(1) : évaluations numérique de la variance asymp-

totique

Considérons le modele ARCH (1)
2 1
er = {wo + aogy_1 121,

avec wg > 0,9 > 0 et supposons les variables 7, iid de variance 1 et vérifiant A3. Le

parameétre est ici § = (w, «)’. La contrainte de stationnarité stricte, A2, s’écrit
ag < exp{—E(logn;)}.

Afin que I’hypothése A1 soit vérifiée, on peut prendre un espace des paramétres de
la forme © = [0, %] x [0, %] ol 4 > 0 est une constante suffisamment petite pour que la
vraie valeur 6y = (wq, ap)'appartienne a ©. L’estimateur du QMV de 6 est alors fortement

convergent d’apres le théoreme 93.

Puisque 057/90 = (1,¢2_,), Pestimateur du QMV 0, = (Wn, Q) est caractérisé par les

équations normales

1 =2 -0, —a,e? 1
’ L . t21 ( ) ) =0, (3.52)

en prenant par exemple €3 = £2. Cet estimateur n’a pas de forme explicite et doit étre
obtenu numériquement pour un échantillon donné. L’application du théoréme 95 donnant la
loi asymptotique de I'estimateur ne nécessite comme seule hypothése supplémentaire que 6,
appartienne a ©° =|d,1/6[x]0,1/d[. Ainsi, si a9 = 0 (modele conditionnellement homoscé-
dastique), 'estimateur reste convergent mais il ne peut étre asymptotiquement normal. La

matrice J prend la forme suivante

2

1 €t—1
(w0+a0627 )2 (wo+a0527 )2
J = By, | “ott et (3.53)

(wotaoe?_1)?  (wotaoe? ;)2

et la variance asymptotique de /n(6,, — ) est

Vare{v/n(0, —60)} = K, —1)J .
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3.2.3 Le cas non stationnaire : exemple de PARCH (1)

Lorsque la contrainte de stationnarité stricte n’est pas vérifiée, c’est-a dire dans le cas
ARCH (1) lorsque
ag > exp{—Elogn;}, (3.54)

on peut définir un processus ARC'H(1) en linitialisant. Pour une valeur 0 donnée, on
définit

1
g =hin, hi = wo+aoe? |, t=1,2,.. (3.55)

avec wg > 0,9 > 0 avec les hypothéses usuelles sur la suite (7,). Comme nous 'avons

déja remarqué, o2 converge vers 'infini, presque stirement lorsque

oo > exp{—Elogn?}, (3.56)

et seulement en probabilité lorsque I'inégalité (3.55) est une égalité.

Est-il possible d’estimer les coefficients d’un tel modéle ? La réponse est seulement par-
tiellement positive : il est possible d’estimer de maniére convergente le coefficient oy mais
sans doute pas le coefficient wgy. La portée pratique de ce résultat est donc limitée mais

Iintérét théorique qu’il comporte mérite qu’on s’y attarde.

Considérons l'estimateur QMV d'un ARCH(1), c’est a dire une solution mesurable de

2
€

ot (0)

PN 1 2
(On, Q) = arg min -~ ; I:(6), 1.(0) = + log oy (), (3.57)

ol = (w, ), O est un compact de (0,00)?2, est 02() = w + ae? | pour tout t = 1,...,n
(en fixant une valeur initiale pour €2). La convergence presque stire de e2vers I'infini va nous

permettre de montrer la convergence forte de I'estimateur QMV.



Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié deux modeles de séries chronologiques, le modele ARC' H (p)
et le modele GARCH (p,q). On a montré que les deux modéles peuvent s’écrire sous forme
d’équation aux différences stochastique bilatérale et multi-dimensionnelle de type X, =
Ap X, 14 Bp,n € Z ou (A,)nez est une suite de matrices aléatoires iid et (B,,)nez est une
suite de vecteurs aléatoires iid. On a montré que la condition nécessaire et suffisante pour
que les deux modeles admettent des solutions strictement stationnaires et ergodiques est que
I'exposant de Lyapunov associé a la suite (A,,)ncz soit strictement inférieur a zéro. Par la
suite, on a estimé les paramétres des deux modeéles par la méthode de quasi-maximum de
vraisemblance (QMV) et on a montré la normalité asymptotique de I’éstimateur de QMV.
On a montré aussi la convergence presque stirement de I'estimateur de QMYV vers le vecteur

des vraies valeurs des parameétres.
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