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Résumé

Ce travail consiste à présenter l’approche bayésien qui complète la démarche inférentielle clas-
sique. Alors que la statistique classique repose sur la loi des observations, la statistique bayésienne
repose sur la loi à posteriori. La loi à posteriori peut s’interpréter comme un résumé (en un sens
probabiliste) de l’information disponible sur θ, une fois x observé. L’approche bayésienne réalise
en quelque sorte l’actualisation de l’information à priori par l’observation x, au travers de π(θ|x).
On distingue deux approches, l’une paramétriqe où le nombre des paramétre est finis, et l’autre
non paramétrique définissant de ce fait une distribution de probabilité sur des espaces fonctionnels
(de dimension infinie). Dans ce travail, on s’est focalisé sur l’estimation de f , une fonction de
densité de probabilité par l’approche bayésienne non paramétrique. Dans ce contexte, on a utilisé
le processus de Dirichlet en tant que loi à priori de ce modéle.

Mots clés inférence bayésienne, statistique inférentielle, Processus de Dirichlet, loi a priori, loi
a postériori.



Abstract

This work consists in presenting the Bayesian approach which complements the classical in-
ferential approach. Whereas classical statistics are based on the law of observations, Bayesian
statistics are based on the law of observations. is based on the posterior law. The posterior law
can be interpreted as a summary (in a sense probabilistic) information available on θ. Once x
is observed. The Bayesian approach achieves in a way the updating of information the prior by
observation x, through the use of π(x|θ). We distinguish two approaches, one parametric where
the number of parameters is finite, and the other non-parametric, thus defining a probability dis-
tribution over functional spaces (of infinite dimension). In this work, we focused on the estimation
of f , a probability density function by the nonparametric Bayesian approach. In this context, the
Dirichlet process was used as the prior law of this model.

Key words Bayesian inference, inferential statistics, Dirichlet’s process, the prior law, the
posterior law.



Notations :

Ω : Ensemble des résultats possibles.
P( Ω ) : Ensemble constitué de tout les sous ensembles (parties) de Ω.
R : Est l’ensemble des nombres réels.
N : Est l’ensemble des nombres entiers naturels.
f ∝ g : fest proportionnel à g.
µ : Mu.
ξ : Xi.
γ : Gamma.
ω : Omega.
ψ : psi.
ι : Iota.
η : Eta.
δ : Delta.
% : Rho.
Γ(.) : Fonction Gamma Γ(x) =

∫∞
0
tx−1e−tdt ; (Γ(n+ 1) = n!) .

' : Est asymptotiquement égal à (approximation,équivalence d’homotopie).
≡ : Identique à.
∼ : Équivalence en loi de probabilité.
ν : Nu.
χ : Khi.
∆ : Delta.
< ., . > : Produit scalaire.⊗

: Produit tensoriel.
.
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Abréviation :

v.a : Variable aléatoire.
v.a.r : Variable aléatoire reélle.
i.i.d : Indépendant identiquement distribué.
ind : Indépendant.
CDF : Fonction de repartition.
IFR : Increasing Failur Rate.
DFR : Decreasing Failure Rate.
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Introduction Générale

Christian Robert [44] à affirmé en 2006 que : «L’objet principal de la statistique est de mener,
grâce à l’observation d’un phénomène aléatoire, une inference sur la distribution probabiliste à
l’origine de ce phénomène, c’est-à-dire de fournir une analyse (ou une description) d’un phéno-
mène passé ou une prédiction d’un phénomène à venir de nature similaire ». En pratique ceci se
traduit par l’estimation de cette distribution de probabilité et de ses paramètres. Ce qui fait que la
théorie de l’estimation est devenue aujourd’hui l’une des préoccupations majeurs des statisticiens.
On trouve dans la littérature deux approches d’estimations : l’approche paramétrique et l’approche
nonparamétrique.
Dans ce travail, on s’intéresse aux modéles bayésiens qui sont utilisés dans différents thèmes de
recherche pour résoudre des problèmes d’estimation et d’inférence. Contrairement à l’approche
déterministe, le paradigme bayésien considère les paramètres du modèle comme des variables aléa-
toires.

Soit Θ l’espace des paramètres et X l’espace des observations. Dans l’approche bayésienne
paramétrique le nombre des paramètres à estimer est finis. Par contre, pour le cas non paramé-
trique, l’espace des paramètres est un espace vectoriel de dimension infinie, c’est à dire un espace
fonctionnel. Par conséquent, dans le cas non paramétrique, le but est l’estimation fonctionnelle
(estimation d’une fonction de densité de probabilité par exemple).

L’objectif de ce mémoire est l’estimation fonctionnelle dans un cadre bayésien. En particulier,
on s’est focalisé sur l’estimation de la densité de probabilité f ou une fonctionnelle de celle-ci. Dans
ce cas la fonction f est vue comme la réalisationn d’un processus stochastique.

Le mémoire est organisé de la manière suivante :
Dans le premier chapitre, nous avons donné un rappel sur la théorie d’estimation et les princi-

paux outils mathématiques nécessaires à l’accomplissement de ce travail.
Le second chapitre est consacré a la présentation de la méthode bayésienne. Tout d’abord,

on a présenté la méthode bayésienne paramétrqiue et ensuite on a introduit la méthode non
paramétrique.

Enfin, dans le dernier chapitre on traite un exemple pratique sur l’estimation d’une densité de
probabilité par l’approche bayésienne non paramétrique en utulisant le processus stochastique de
Dirichlet.

5



Chapitre 1

Notions de bases sur la théorie de
l’estimation

Ce chapitre introduit la notion fondamentale de modèle statistique. Une introduction aux dif-
férentes méthodes statistiques d’estimation déterministes sera aussi exposée. Ainsi que quelques
cas particuliers importants que nous retrouverons dans les développements ultérieurs.

1.1 Variables Aléatoires :

1.1.1 Définitions :

Définition 1.1. Un espace de probabilité est un espace mesurable (Ω,F) muni d’une mesure de
probabilité P , c’est à dire une mesure de masse totale 1 :P (Ω) = 1.
Les ensembles mesurables A ∈ F sont appelés les évènements (ou observables)[12].

Définition 1.2. (variable aléatoire)

— On appelle variable aléatoire (v.a.) toute application mesurable X d’un espace de probabilité
(Ω,F , P ) dans R muni de la tribu borélienne B(R).

— On appelle loi de X la mesure de probabilité PX définie sur R par

PX = P (X ∈ A) = P (ω ∈ Ω|X(ω) ∈ A), A ∈ B(R)
— La v.a. X est discrète si elle est à valeurs dans un ensemble au plus dénombrable (en bijection

avec une partie de N) : X(Ω) est fini ou dénombrable (on peut compter ses éléments).
— La v.a. X est continue si elle peut prendre toutes les valeurs dans un intervalle donné (borné

ou non borné). En régle générale, toutes les variables qui resultent d’une mesure sont de type
continue [12].

1.1.2 Fonction de répartition :

Soit F (x) la fonction de répartition de la variable aléatoire X. Il s’agit de la probabilité que X
soit plus petite ou égale à une valeur donnée, c’est-à-dire

F (x) = P [X ≤ x].

De manière formelle, la fonction F (x) est une fonction de répartition si et seulement si les trois
conditions suivantes sont respectées :

1. F (x) est non-décroissante.
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2. F (x) est continue à droite, c’est-à-dire que pour tout point x0, la valeur limite de F (x)
lorsque x s’approche de x0 par la droite est F (x0).

3. limx−→−∞ F (x) = 0 et limx−→∞ F (x) = 1 [4].

1.1.3 Densité et fonction de probabilité :

Soit f(x) la fonction de densité de probabilité (fdp) de la variable aléatoire continue X. De
manière formelle, f(x) est une densité de probabilité si et seulement si elle satisfait les deux
conditions suivantes :

1. f(x) ≤ 0 pour toutes les valeurs de X ∈ Ω.
2.
∫

Ω
f(x) = 1.

Pour les variables aléatoires discrètes, on définit plutôt P [X = x] la fonction de masse de probabilité
(fmp). Elle doit satisfaire les deux conditions suivantes :

1. P [X = x] ≥ 0.
2.
∑

ω P [X = x] = 1.
Dans le cas continu, la fonction de densité est la dérivée de la fonction de répartition [4].

Définition 1.3. La fonction caractéristique d’une v.a. X est la fonction de R dans C

φX(t) = E[eitX ] =

∫
Ω

eitXdP =

∫
Ω

eitxdPX(x). (1.1)

Il s’agit de la transformée de Fourier de la loi PX de X . Cette fonction caractérise la loi de X .[12]

1.2 Théorème de Bayes :
Définition 1.4. (Probabilité conditionnelle). Soit A et B deux événements tels que P (B) 6= 0,
alors [7]

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)

Théorème 1.1. (Probabilié totales). Soit A et B deux événements tels que P (B) 6= 0, alors

P (B) = P (B|A)P (A) + P (B|Ā)P (Ā)

Théorème 1.2. [7] (Bayes). Soit A et B deux événements tels que P (B) 6= 0, alors

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P (B)

=
P (B|A)P (A)

P (B|A)P (A) + P (B|Ā)P (Ā)

Définition 1.5. (Probabilité conditionnelle). Soit A, B, C des événements tels que P (C) 6= 0
alors [7] A est indépendant de B conditionnellement à C si

P (A ∩B|C) = P (A|C)P (B|C).

Remarque : Le lecteur pourra vérifier que deux événements indépendants A et B (c.à.d. P (A∩
B) = P (A)P (B) ne sont pas conditionnellement indépendants en général [7].

Définition 1.6. (Densité conditionnelle). Soit X et Y deux variables aléatoires de loi jointe f(x, y)
sous réserve de non négativité du dénominateur on définit la densité conditionnelle [7] :

f(x|y) =
f(x, y)∫
f(x, y)dx

.
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1.3 Modèle statistique :
On appelle modèle statistique, la donnée d’un espace d’observations E, d’une tribu A d’évé-

nements sur E et d’une famille de probabilités P sur l’espace probabilisable (A,E). On le note
(E,A,P) ou, quand il n’y a pas de risque de confusion, plus simplement P .
On note X la v.a qui modélise le phénomène aléatoire que l’on étudie. Autrement dit la v.a X
engendre les observations dont on dispose. Elle est à valeurs dans (E,A) et sa loi de probabilité P
inconnue est dans la famille P. On appellera parfois X v.a générique du modèle statistique [5].

Définition 1.7. On dit qu’un modèle statistique est paramétrique s’il existe un entier d et un sous
ensemble Θ de Rd tels que la famille de probabilités P puisse être paramétrée par Θ, i.e. tels que
l’application :

Θ 7−→ P
θ 7−→ Pθ

est surjective.
On note P = {Pθ : θ ∈ Θ}. Dans le cas contraire on parle de modèle non-paramétrique [5].

1.4 Modèle d’échantillonnage :
Pour étudier un phénomène aléatoire, on a souvent intérêt à observer plusieurs réalisations

indépendantes de celui-ci. On parle alors d’échantillon ou d’échantillonnage.

Définition 1.8. On appelle n-échantillon de la loi Pθ, la donnée d’un vecteur X = (X1, ..., Xn)
constitué de n v.a indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) de loi Pθ.
On appelle modèle d’échantillonnage, le modèle

(En, A⊗n,Pn = {P⊗nθ , θ ∈ Θ})

où A⊗n est la tribu produit (engendrée par les pavés) sur An et P⊗nθ = Pθ⊗ ...⊗Pθ est la probabilité
produit sur (En, A⊗n) qui est la loi du vecteur X = (X1, ..., Xn).

Toutes les v.a ont la même loi, donc la même valeur de θ. Un échantillon est un vecteur aléatoire.
Sa réalisation, fruit de n observations indépendantes du même phénomène, est notée x = (x1, .., xn).
On fera toujours cette distinction entre v.a. et sa réalisation en utilisant majuscules ou minuscules.
Un modèle d’échantillonnage est donc un modèle statistique particulier, où l’espace des observations
est de la forme (En muni de sa tribu produit classique et de probabilités de la forme P⊗nθ . Aussi
parfois on parlera dans ce cas simplement de modèle statistique. L’important est de bien avoir
en tête quelle est la nature des observations, par exemple variable aléatoire réel, vecteur aléatoire
(mais avec composantes non nécessairement indépendantes, ni de même loi) ou encore échantillon.

La densité de l’échantillon sous la loi Pθ est donnée :

x = (x1, ..., xn) 7−→
n∏
i=1

fθ(xi);

pour tout x de En. Si on considère le produit de droite non plus comme une fonction de x mais
comme une fonction du paramètre θ, pour un x = (x1, ..., xn) fixé, on parle de vraisemblance [5].
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1.5 Vraisemblance :
Définition 1.9. Dans un modèle statistique paramétrique (E,A, P ), on appelle vraisemblance
de l’observation x la fonction

L(x, .) : Θ −→ R+

θ 7−→ L(x, θ) = fθ(x)

Bien sûr, dans le cas d’un modèle d’échantillonnage, la vraisemblance de l’échantillon observé
x = (x1, .., xn) s’écrit sous la forme :

L(x1, .., xn; θ) =
n∏
i=1

fθ(xi)

C’est donc la loi conjointe du n-échantillon évaluée aux valeurs observées et considérées comme
fonction du paramètre θ [5].

1.6 Statistique et Estimateur :
Définition 1.10. Soit (En, A⊗n,Pn = {P⊗nθ , θ ∈ Θ}) un modèle d’échantillonnage. On appelle
statistique la v.a. T (X) = T (X1, ..., Xn) où T est une fonction mesurable connue de (En, A⊗n,Pn =
{P⊗nθ , θ ∈ Θ}) vers un espace probabilisable (F,F) :

T :

{
En −→ F
x = (x1, .., xn) 7−→ T (x1, .., xn)

Définition 1.11. On appelle estimateur de g(θ), toute statistique T (X) de (En, A⊗n) à valeurs
dans g(Θ) [5].

Notation : Quand il s’agit d’estimer le paramètre θ on note souvent θ̂ son estimateur et θ̂n
quand on souhaite préciser la taille n de l’échantillon. Pour l’estimation de g(θ) on utilise parfois
aussi la notation ĝ(θ) [5].

1.7 Construction d’estimateurs :

1.7.1 Estimateurs empiriques (des moments) :

Soit donc X une v.a. générique d’un modèle d’échantillonnage (En, A⊗n,Pn = {P⊗nθ , θ ∈
Θ}). C’est à dire que X1, ..., Xn est un échantillon de même loi que X. Notons Eθ(.) et V arθ(.)
respectivement les opérateurs espérance et variance sous la loi Pθ, en supposant que ces quantités
sont bien définies. Pour simplifier les notations, on notera mθ = Eθ(X) et σ2

θ = V arθ(X) [5].

Définition 1.12. On appelle moyenne empirique, la statistique X̄ définie, pour une taille n
d’échantillon, par :

X̄n =
1

n

n∑
i=1

Xi

Quand on peut écrire l’espérance de la v.a. générique X en fonction du paramètre du modèle, i.e.
quand il existe une fonction g telle que mθ = g(θ) (ce qui est souvent le cas), alors on pourra
donner le titre d’estimateur à X̄. On dira alors qu’il estime mθ [5].
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Proposition 1.1. La moyenne empirique est telle que

Eθ(X̄n) = mθ

V ar(X̄n) =
σ2
θ

n

Preuve. Immédiate par linéarité de l’espérance et grâce à l’indépendance entre les termes pour
le calcul de la variance.
Le premier point de la proposition montre que l’estimateur X̄ est, dans un certain sens, un “bon”
estimateur de l’espérance mθ puisqu’il est égal en espérance à ce qu’il cherche à estimer. On parlera
d’estimateur sans biais.
Une généralisation évidente de ce qui précède est donnée par l’estimation empirique d’un moment
de X d’ordre quelconque. Notons mθ(p) = Eθ(X

p) le moment d’ordre p de X sous la loi Pθ,
en supposant que celui-ci existe. Par analogie avec ce qui précède, on peut définir l’estimateur
empirique du moment d’ordre p [5].

Définition 1.13. On appelle estimateur empirique du moment d’ordre p, la statistique

m̂θ(p) =
1

n

n∑
i=1

Xp
i ,

On peut aussi s’intéresser à l’estimation de la variance σ2
θ . Le raisonnement est le même. On sait

que l’on peut écrire :
σ2
θ = Eθ(X

2)− E2
θ (X) = mθ(2)− (mθ(1))2.

D’où l’idée d’estimer σ2
θ par :

S2
n = m̂θ(2)− (m̂θ(1))2 =

1

n

n∑
i=1

X2
i − X̄2

n.

Un calcul élémentaire montre que S2
n s’écrit aussi sous la forme :

S2
n =

1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄n)2.

C’est sous cette forme qu’est plus connu cet estimateur.[5]

Définition 1.14. On appelle estimateur de la variance empirique, la statistique S2
n définie pour

une taille n de l’échantillon par :

S2
n =

1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄n)2.

Cette méthode d’estimation empirique des moments est très générale. Elle peut, par exemple, s’ap-
pliquer pour l’estimation de la fonction de répartition. Il suffit en effet de remarquer que l’on peut
écrire :

Fθ(x) = Pθ(X <= x) = Eθ(1{X<=x}) = E(Y ),

avec Y = 1]−∞,x](X).On peut donc estimer Fθ(x)

F̂θ(x) =
1

n

n∑
i=1

Yi =
1

n

n∑
i=1

1]−∞,x](Xi),

et on retrouve l’estimateur de la fonction de répartition empirique[5].
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Méthode des moments :

SoitX le vecteur formé par un n-échantillon (X1, ..., Xn). LesXi sont à valeurs dans un ensemble
E. Soit f = (f1, ..., fk) une application de E dans Rk telle que l’application :

ϕ :

{
Θ→ Rk

θ 7→ Eθ[f(Xi)]

soit injective. On définit l’estimateur θ̂n comme la solution dans Θ (quand elle existe) de l’équation
[2] :

ϕ(θ) =
1

n

n∑
i=1

f(Xi)

La méthode des moments consiste alors à estimer θ par [5] :

θ̂n(X) = ϕ−1(
1

n

n∑
i=1

f(Xi)).

1.7.2 Maximum de vraisemblance :

Définition 1.15. Soit (En, E⊗n,Pn = {P⊗nθ , θ ∈ Θ}) un modèle statistique paramétrique et X sa
v.a générique. On appelle estimateur du maximum de vraisemblance la statistique θ̂(X) où θ̂ est
une application :

θ̂ :

{
E −→ Θ

x 7−→ θ̂(x)

telle que :
L(x, θ̂(x)) ≥ L(x, θ)

Pour tout θ ∈ Θ.On note :
θ̂(x) = Argmax

θ
L(x, θ)

Dans le cas d’un modèle d’échantillonnage la variable générique X = (X1, ..., Xn) et l’estimateur
du Maximum de Vraisemblance est

θ̂(X) = Argmax
θ
L(X, θ)

Il est bien évident que d’une part l’estimateur du maximum de vraisemblance n’existe pas tou-
jours et que, d’autre part, s’il existe rien ne garantie qu’il soit unique. Si la fonction vraisemblance
est concave, on sait que le maximum est unique et atteint en la valeur qui annule la dérivée pre-
mière (cas unidimensionnel) ou le gradient (cas multidimensionnel). Cette méthode ne peut être
utilisée que si l’hypothèse de concavité est vérifiée [5].
Comme la vraisemblance est souvent sous la forme d’un produit (modèle d’échantillonnage) il est
généralement plus aisé (pour les dérivations) de travailler avec la logvraisemblance qui est definée
comme suit [5] :

Définition 1.16. On appelle fonction de log-vraisemblance pour (x1, ..., xn) la fonction de θ définie
par :

l(x1, ..., xn; θ) = ln(L(x1, ..., xn; θ))

11



Elle n’a de sens que si θ vérifie L(x1, ..., xn; θ) > 0.
La fonction logarithme népérien étant croissante, l’estimateur de maximum de vraisemnlance θ̂ de
θ pour (x1, ..., xn) vérifie [13] :

θ̂ ∈ arg
θ

maxL(x1, ..., xn; θ) = arg
θ

max l(x1, ..., xn; θ).

1.7.3 Qualité d’un estimateur :

On a vu quelques techniques pour construire des estimateurs, abordons maintenant le problème
de l’évaluation de la qualité d’un estimateur et la comparaison d’estimateurs entre-eux. Le but étant
bien sûr de prendre le meilleur (s’il existe ). Naturellement, on voudra qu’un estimateur possède
quelques unes (à défaut de toutes) des qualité suivantes [5].
• Quand la taille d’échantillon augmente, l’estimateur a tendance à se rapprocher (dans un

sens à définir) de la valeur g(θ) qu’il estime. On parlera dans ce cas d’estimateur convergent
ou consistant.
• Même si l’estimateur commet une erreur d’estimation à chaque fois, “en moyenne” (en fait

en espérance) il ne se trompe pas. On dira dans un tel cas que l’estimateur est sans biais.
• L’estimateur doit être le plus précis possible : les variations de l’estimateur autour de g(θ)

doivent être réduites, voir les plus petites possible. La fonction de risque nous permet de
pallier à ce problème [5].

Il y aurait d’autres critères, mais nous n’aurons pas le temps de les étudier.

Estimateur convergent [5] :

Lorsque l’on augmente la taille de l’échantillon, on augmente la quantité d’information dont on
dispose sur le phénomène aléatoire que l’on étudie. Aussi, il est assez naturel de souhaiter qu’un
estimateur ait tendance à s’approcher de la valeur qu’il estime, lorsque la taille de l’échantillon croît.

Définition 1.17. Un estimateur T (X) = (Tn(X))n∈N de g(θ) est dit (faiblement) convergent ou
consistant si la suite (Tn(X))n∈N converge en probabilité (sous la loi Pθ) vers g(θ), i.e.

Tn(X)
Pθ−→

n−→+∞
g(θ)

quand n −→ +∞.
Si T (X) et g(θ) sont dans R, la définition de la convergence de l’estimateur signifie que l’on a,

pour tout ε > 0 :
P (| Tn(X)− g(θ) |> 0) −→

n−→+∞
0.

Si T (X) et g(θ) sont dans Rp, la définition de la convergence de l’estimateur s’écrit à partir de
la notion précédente sous la forme :

‖ Tn(X)− g(θ) ‖ Pθ−→
n−→+∞

0.

Estimateur sans biais[5] :

Définition 1.18. Le biais d’un estimateur T (X) = (Tn(X))n∈N de g(θ) est la fonction bT définie
sur Θ par :

bT (θ) = Eθ(T (X))− g(θ),
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pour tout θ dans Θ et à condition que Eθ(T (X)) existe. Il est dit sans biais si cette fonction est
identiquement nulle, i.e. si l’on a :

Eθ(T (X)) = g(θ).

Le biais est généralement une fonction de la taille n de l’échantillon et on peut, si nécessaire la
noter bn,T dans ce cas. Aussi, si certains estimateurs se trouvent être biaisés pour toute taille finie
d’échantillon, on peut espérer qu’ils soient non biaisés asymptotiquement, c’est à dire quand n tend
vers +∞.

Définition 1.19. Un estimateur T (X) = (Tn(X))n∈N de g(θ), où Tn(X) est intégrable pour tout
n, est dit asymptotiquement sans biais si l’on a :

bn,T = Eθ(Tn(X))− g(θ) −→
n−→+∞

0 pour tout θ dans Θ.

Risque d’un estimateur :

Une autre manière de mesurer la qualité d’un estimateur est d’évaluer sa précision [5].

Définition 1.20. On appelle risque d’un estimateur T (X) = (Tn(X))n∈N de g(θ),la fonction R de
Θ définie par :

R(T (X), θ) = Eθ(T (X), θ) pour tout θ de Θ,

sous réserve que cette espérance existe [2].

Proposition 1.2. Soit T (X) = (Tn(X))n∈N de g(θ) ∈ R, de carré intégrable pour la loi Pθ.
Dans le cas d’un risque quadratique on a :

R(T (X), θ) = V arθ(T (X)) + b2
T (θ),

Pour un estimateur sans biais, le risque quadratique est donc égal à sa variance [2].

Définition 1.21. Soient S(X) et T (X) deux estimateurs de g(θ). On dit que T (X) est préférable
à S(X) si l’on a :

R(T (X), θ) ≤ R(S(X), θ) pour tout θ de Θ [2].

Information de Fisher [13] :

Définition 1.22. on appelle information de Fisher fournit par (X1, ..., Xn) sur le réel :

In(θ) = nI1(θ)

Avec :
I1(θ) = Eθ((

∂

∂θ
lnL(X, θ))2)

Dans cette expression, ∂
∂θ

(lnL(X, θ)) désigne la dérivée partielle de L(X, θ) en θ.

On peut établir une autre écriture de l’information de Fisher. L’information de Fisher est aussi
égale à :

I(θ) = −E(
∂2

∂θ2
lnL(X, θ))

I(θ) = V (
∂

∂θ
lnL(X, θ))
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1.8 Processus aleatoire :
Un processus aléatoire est défini par la mise en correspendance des résultats d’une experience

avec une fonction du temps (ou de plusiurs autres variables aléatoires).

Définition 1.23. Un processus stochastique X = (Xt)t∈T est une famille de variables aléatoires
Xt indéxée par un ensemble T .
En général T = R ou R+ et on considère que le processus est indéxé par le temps t .
Si T est un ensemble fini,le processus est un vecteur aléatoire. Si T = N alors le processus est une
suite de variables aléatoires. Plus généralement quand T ⊂ Z, le processus est dit discret.
Un processus dépend de deux paramètres : Xt(ω) dépend de t (en général le temps) et de l’aléatoire
ω ∈ Ω.
Pour t ∈ T fixé, ω ∈ Ω −→ Xt(ω) est une variable aléatoire sur l’espace de probabilité (Ω,F ,P).
Pour ω ∈ Ω fixé, t ∈ T −→ Xt(ω) est une fonction à valeurs réelles, appelée trajectoire du
processus. C’est un enjeu que de savoir si un processus admet des trajectoires mesurables, continues
et dérivables ou encore plus régulières. On prend T = R ou R+ [12].

1.8.1 Processus gaussien :

Variables gaussiennes :

Définition 1.24. Une v.a. X suit la loi normale standard N(0, 1) si elle admet pour densité :

t 7→ 1√
2πσ2

e−t
2/2

De façon générale, une v.a X suit la loi normale N(m,σ2) si elle admet pour densité :

t 7→ 1√
2πσ2

exp(
−(t−m)2

2σ2
).

σ2 = 0, la loi est dégénérée, v.a X est égale à m [12].

Proposition 1.3. Une v.a X de loi N(m,σ2) a pour [12] :
— Espérance : E[X] = m.
— Variance : V ar(X) = σ2.
— Fonction caractéristique : φX(t) = exp(imt− σ2t2/2).

Vecteur gaussien :

Définition 1.25. Un vecteur aléatoire X = (X1, ..., Xn) est gaussien ssi toutes les combinaisons
linéaires de ses coordonnées 〈a,X〉 = a1X1 + ... + anXn suivent une loi gaussienne dans R (pour
tout a = (a1, ..., an) ∈ Rn) [12].

Définition 1.26. La matrice de covariance d’un vecteur aléatoire X = (X1, ..., Xn) est la matrice
carrée symétrique, positive

K = (Cov(Xi;Xj))1≤i,j≤n.

L’espérance de X = (X1, ..., Xn) est le vecteur des espérances de ses marginales

E[X] = (E(X1), ..., E(Xn)).

Si E[X] = 0, le vecteur X est dit centré [12].
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Proposition 1.4. La fonction caractéristique d’un vecteur gaussien X = (X1, ..., Xn) est donnée
par [12]

φX(x) = exp(i 〈x,E(X)〉 − 1

2
(xt)Cov(X)x)

= exp(i 〈x,E(X)〉 − 1

2
〈x,Cov(X)x〉).

Remarque [12] :
— La loi d’un vecteur gaussien est connue dès qu’on a le vecteur moyenne E[X] et la matrice

de covariance Cov(X).
— On parle du vecteur gaussien standard en dimension n lorsque E[X] = 0 et Cov(X) = In.

Sa fonction caractéristique est alors

φX(x) = exp(−〈x, x/2〉 = exp ‖ x ‖2 /2).

Densité gaussienne en dimension n [12] : Soit X ' N(0, In) un vecteur gaussien standard
en dimension n La densité d’un vecteur gaussien standard en dimension n est

fX(x) =
1
√

2π
2 exp(−(x2

1 + ...+ x2
n)/2).

Proposition. [12] La densité d’un vecteur gaussien X ' N(m,K) non dégénéré est

fX(x) =
exp(−〈(x−m), K−1(x−m)〉 /2)

((2π)ndet(K)1/2
.

Processus Gaussien :

Définition 1.27. Un processus est dit gaussien si toutes ses lois fini dimensionnelles L(Xt1 , .., Xtn)
sont gaussiennes (∀n ∈ N,∀t1, ..., tn ∈ T ). Autrement dit X = (Xt)t∈T est gaussien si toute
combinaison linéaire a1Xt1 + ...+ anXtn suit une loi gaussienne (pour tout n ∈ N, t1, ..., tn ∈ T et
a1, ..., an ∈ R) [12].

Il est connu que la loi d’un vecteur gaussien (Xt1 , .., Xtn) est connue (via sa fonction caractéris-
tique) par le vecteur moyenne (E[Xt1 ], ..., E[Xtn ]) et la matrice de covariance (Cov(Xti , Xtj)1≤i;j≤n).
On comprend dès lors que toute la loi d’un processus gaussien est connue dès qu’on se donne la
fonction moyenne a(t) = E[Xt] et l’opérateur de covariance K(s, t) = Cov(Xs, Xt). En effet, la loi
finie multidimensionnelle de (Xt1 , .., Xtn) est alors la loi normale de dimension n N(an, Kn) avec
an = (a(t1), ..., a(tn)) et Kn = (K(ti; tj))1≤i;j≤n. Les fonctions a et K définissent donc toutes les
lois fini multidimensionnelles de X [12].

Remarque [12] :
— Toutes les lois marginales d’un processus gaussien sont bien sûr gaussiennes.
— Toute combinaison linéaire des lois marginales d’un processus gaussien est encore gaussienne.

Théorème 1.3. [12] La donnée de la fonction d’espérance m et de la fonction de covariance C
suffit à caractériser un processus gaussien, plus précisement, si on suppose

1. X = (Xt)t∈T et Y = (Yt)t∈T sont deux processus gaussiens (indexès par T ).
2. Pour tous t ∈ T , E[Xt] = m(t) = E[Yt].
3. Pour tous t, s ∈ T , Cov(Xt, Xs) = C(t, s) = Cov(Yt, Ys), alors les processus X et Y ont

même loi.
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1.8.2 Processus de Dirichlet :

Loi de Dirichlet [15] :

Avant de parler du processus de Dirichlet, rappelons tout d’abort la définition et les propriétés
de la distribution de Direchlet. La distribution de Dirichlet est une généralisation de la loi Bêta.
Pour rappel, les familles de lois Bêta est multinomiales. On peut définir la famille des lois de
Dirichlet comme la conguguée de la famille des lois multinomials.

Définition 1.28. Un vecteur aléatoire Y = (y1, ..., yK) à valeur dans l’ensemble ∆K ⊂ RK :

∆K =

{
(y1, ..., yK); yk > 0, k = 1, 2...K,

K∑
i=1

yi = 1

}
suit une loi de Dirichlet de patamètres α1, ..., αK > 0, si sa densité de probrbilité par rapport à la
mesure de lebesgue s’écrit :

Γ (
∑K

k=1 αk)∏K
k=1 Γ (αk)

K∏
k=1

yαk−1
k , (1.2)

Remarque :
— Si Y = (y1, ..., yK) suit une loi de Dirichlet, notée Y ∼ Dir(α1, ..., αK), alors les k − 1

premiére composantes de y possédent la distribution définie précédemment y vérifie yK =
1− y1 − ...− yK−1

— Quand k vaut 2, on retrouve une loi Bêta de paramétre (α1, α2) sur léquation (1.2). C’est
pour quoi on parle d’une généralisation de la loi Bêta.

Propriété 1.1. [15] Soit y = (y1, ..., yK) une v.a distribuée suivant une loi de Dirichlet de para-

métre (α1, ..., αK), notons α =
∑k

i=1 αi alors : E[yk] =
αk
α

, V ar(yk) =
αk(α− αk)
α2(α + 1)

Processus de Dirichlet [15] :

Le procesus de Dirichlet peut s’interpréter comme une généralisation de la loi de Direchet où
k est infini. Il permet de définir une distribution sur un ensemble de distributions de probabiltés.
Ce processus est défini à partir d’un coefficient de précision (paramétre d’échelle ) α > 0 et d’une
mesure de base G0 qui est une loi de probabilité. Nous le notons par DP (G0, α).

Définition 1.29. Soit α un réel positif. Soit (Θ, I) un espace mesurable et G0 une mesure de
probabilité sur (Θ, I). On dit q’une distribution de probabilité G est distribuée selon un procesus de
Dirichlet de distribution de base G0 et de facteur d’échelle α > 0 si pour toute partition mesurable
(A1, ..., Ak) de Θ, le vecteur de probabilité aléatoire (G(A1), ..., G(Ak)) suit une distribution de
Dirichlet standard : on le note G ∼ DP (G0, α) [15].

Propriété 1.2. [15] Soit G une mesure aléatoire distribuée suivant un processus de Dirichlet.
Alors pour tout A élément de la tribu A, la moyenne et la variance de G(A) sont les suivantes :

E[G(A)] = G0(A).

V ar(G(B)) =
G0(B)(1−G0(B))

α0 + 1
.
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Chapitre 2

Inférence statistique par l’approche
bayésienne

Introduction :
L’approche bayésienne fournit un cadre naturel pour résoudre les problèmes d’inférence statis-

tique. Elle se distingue de la statistique classique parce qu’elle considère les paramètres du modèle
comme des variables aléatoires. Dans le cas où le nombre de paramètres du modèle étudié est connu
ou fini, on parle d’approche paramétrique. Dans le cas contraire où le nombre de paramètres est
inconnu ou infini, on parle alors d’approche non paramétrique.

2.1 Cadre général de la méthode bayésienne paramétrique :
Considérons un modèle statistique (E;A;P ), où E est l’espace des observations, A une tribu

sur E et P une famille de mesures de probabilité connu sur (E;A). On écrit généralement la famille
P sous la forme :

P = {Pθ,θ∈Θ}

Le but de l’analyse statistique paramétrique est de faire de l’inférence sur g(θ), avec g une fonction
définie sur Θ à valeurs dans Θ. En général, on définit g comme étant la fonction identité sur Θ.
L’idée centrale de l’analyse bayésienne est de considérer le paramètre inconnu θ comme aléatoire :
l’espace des paramètres Θ est muni d’une probabilité π tel que (Θ;A; π) est un espace probabilisé.
Nous noterons θ ∼ π et π est appelée loi à priori. Intuitivement et en termes informationnels, elle
détermine ce qu’on sait et ce qu’on ne sait pas avant d’observer X [45].

Définition 2.1. (Modèle dominé [45]) Le modèle est dit dominé s’il existe une mesure commune
dominante µ. C’est-à- dire, pour tout θ, Pθ admet une densité par rapport à µ définit par

f(X|θ) =
dPθ
dµ

.

Le modèle s’écrit alors sous la forme suivante : {f(x|θ), θ ∈ Θ}.

Considérons les informations X1, ..., Xn ∼ f(x|θ), où X = (X1, ..., Xn) un échatillon de taille
n issu de la variable aléatoire X et f(.|θ) sa densité de probanilité. La fonction de vraisemblance
associée est donée par :

Ln(θ) =
∏
i

f(Xi|θ)
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donc le modéle est resumé par :

θ ∼ π (2.1)
X1, ..., Xn|θ ∼ f(x|θ)

2.1.1 Distribution de la loi à priori :

La loi à priori est la clé de l’inférence bayésienne et sa détermination est donc l’étape la plus
importante dans la mise en oeuvre de cette inférence[44]. Les informations à priori sur le paramètre
θ s’expriment à travers une loi de probabilité appelée loi à priori sur l’espace des parametres
Θ. En d’autres termes, Cette loi nous permet de traduire les connaissances dont on disposent
sur le paramètre avant l’expérience. On l’interprète comme la représentation formelle sous forme
probabiliste de ces informations. Ainsi, Une loi a priori π est une loi de probabilité (densité de
probabilité) sur Θ.
On distingue deux types de lois à priori : les lois informatives et les lois non informatives.

Les lois non informatives :

Dans le cas où on dispose que de peu d’informations sur θ, on peut choisir des loi à priori dites
peu ou non informatives. On souhaite que l’à priori intervienne de façon minimale dans la loi à
posteriori, i.e. que les donnèes parlent d’elles même[7].

Définition 2.2. Une loi non informative est une loi qui porte une information sur le paramètre à
estimer dont le poids dans l’inférence est réduit [3].

Remarque 2.1. Certains auteurs définissent la loi non informative comme une loi à priori qui
ne contient aucune information sur le paramètre à estimer ou encore comme une loi qui ne donne
pas davantage de poids à telle ou telle valeur du paramètre [3].

Distributions à priori impropres [44] : Lorsque le paramètre θ peut être traité comme
une variable aléatoire avec une distribution de probabilité π connue, la distribution à priori est
déterminée par des critères subjectifs ou théoriques qui conduisent à une mesure σ-finie sur l’espace
des paramètres Θ plutôt qu’à une mesure de probabilité, c’est-à-dire une mesure π telle que∫

Θ

π(θ)dθ = +∞

Dans de tels cas, on dit que la distribution à priori est impropre (ou généralisée).
Quand une telle loi à priori impropre a été obtenue par des méthodes automatiques, à partir de la
densité f(x|θ), elle paraît plus susceptible aux critiques. Ces approches automatiques sont souvent
la seule façon d’obtenir une distribution à priori dans un cadre non informatif. Dans certains cas,
l’unique information disponible (ou retenue) est la connaissance de la distribution d’échantillon
f(x|θ).

Il est donc important de prendre plus de précautions quand on a affaire à des lois impropres,
afin d’éviter les distributions mal définies. La difficulté pratique est de vérifier la condition d’inté-
grabilité : ∫

f(x|θ)π(θ)dθ <∞

La loi π est alors un moyen de résumer l’information disponible sur ce phénomène.
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Loi à priori Uniforme [3] : La densité à priori non informative la plus simple et la plus commu-
nément utilisée est la densité Uniforme. En effet, ce choix repose sur l’équiprobabilité des valeurs
possibles du paramètre θ sur son domaine de définition, et donc n’apporte aucune information
supplémentaire sur θ. Ainsi, la densité est définie par

π(θ) = k, k est une constante positive.

Loi à priori invariant : Si on passe d’un paramètre θ ∈ Θ au paramètre η = h(θ) ∈ h(Θ) par
une transformation bijective h, l’information à priori n’est pas modifiée, puisqu’elle est toujours
inexistante, donc on devrait aussi utiliser une loi à priori non informative pour η. Il s’agit de
l’invariance par reparamétrisation [3].

Invariance pour le paramètre de position : Soit X est une v.a de densité ne dépendant
que de x− θ. Dans ce cas, θ est appelé paramètre de position et X − θ le pivot.

Un invariant à priori par rapport à un paramètre de position est un invariant à priori par rapport
au choix de l’origine (position). L’absence d’information à priori pour θ implique nécessairement
que le décalage de la position n’a pas d’influence sur l’état de connaissance. On a donc,
θ
′
= θ + b où b est une constante.

La loi à priori doit donc vérifier :π(θ + b) = π(θ).
La seule solution est donnée par la loi Uniforme sur Θ (qui est une loi impropre) [3].

Invariance pour le paramètre d’échelle : Soit X est une v.a de densité ne dépendant

que de
1

θ
f(x|θ). Dans ce cas, θ est un paramètre d’échelle.

Un à priori invariant par rapport à un paramètre d’échelle est un à priori qui est invariant pour
la mesure d’échelle. L’absence d’information à priori pour θ implique nécessairement l’invariance
par changement d’échelle θ′ = aθ où a est une constante.
La loi à priori doit donc vérifier :π(aθ) = aπ(θ)
La seule solution est de prendre une densité à priori telle que π(θ) = k

θ
(impropre) [3].

Règle de Jeffreys [3] : Jeffreys en 1961 [29] propose une méthode de construction de lois à
priori non informative, en se basant sur le principe d’invariance par transformation, utilisant l’in-
formation de Fisher Euler qui représente une mesure de la quantité d’informations sur θ contenue
dans l’observation .

Définition 2.3. Soit θ un paramètre réel. On appelle loi à priori non informative de Jeffreys la
loi (éventuellement impropre) de densité :

πj(θ) ∝
√
IX(θ)1Θ(θ),

au encore, πj(θ) = C
√
IX(θ), C est une constante et IX(θ) l’information de Fisher apportée par

X sur le paramètre θ, définie par :

IX(θ) = E[(
∂

∂θ
ln f(x|θ))2] (2.2)

si le domaine de X est indépendant de θ alors

IX(θ) = −E[
∂2

∂θ2
ln f(x|θ)] (2.3)
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Remarque :
1. Plus IX(θ) est grande, plus l’observation apporte de l’information. Il est donc naturel de

favoriser les valeurs de θ pour lesquelles IX(θ) est grande, ce qui rend la loi π(θ) plus
probable et qui minimise l’influence de la loi à priori au profit de l’observation.

2. Ce type de construction de lois à priori non informatives conduit très souvent à des lois à
priori impropres (appelées aussi quasi à priori).

3. Dans le cas d’un échantillon de taille n, πJ(θ) ∝ (In(θ))
1
2 .

4. L’à priori de Jeffreys offre une méthode automatisée pour obtenir une loi à priori non
informatif pour n’importe quel modèle paramétrique.

5. L’à priori de Jeffreys est invariant par transformation bijective.

Prior informatif :

L’un des critéres de choix pour ces lois est de simplifier les calculs, d’où l’utilisation répendue
de distributions naturelles conjuguées à un modéle d’échantillonnage [16]. Ces familles étaient pra-
tiquement les seules qui permettaient de faire aboutir des calculs [7].

Définition 2.4. (Famille conjuguée). Une famille F de distributions de probabilité sur Θ est dite
conjuguée (ou fermée par échantillonnage) par une fonction de vraisemblance f(x|θ) si, pour tout
π ∈ F , la distribution à posteriori π(.|x) appartient également à F [6].

Les lois à priori conjuguées sont généralement associées à un type particulier de lois d’échan-
tillonnage qui permettent toujours leur obtention, il est mème caractéristique des lois à priori
conjuguées comme nous le verrons ci dessous. Ces lois constituent ce qu’on appelle des familles
exponentielles [6].

Définition 2.5. Soient µ une mesure σ-finie sur X, Θ l’espace des paramètres, C et h des fonctions
respectivement de X et Θ dans R+, et R et T des fonctions de Θ et X dans Rk. La famille des
distributions de densité (par rapport à µ)

f(x|θ) = C(θ)h(x)exp{R(θ).T (x)} (2.4)

est dite famille exponentielle de dimension k. Dans le cas particulier où Θ ⊂ Rk, X ⊂ Rk et

f(x|θ) = C(θ)h(x)exp{θ.x}, (2.5)

la famille est dite naturelle [16].

Notons qu’un changement de variable de x en z = T (x) et une reparamétrisation de θ en
η = R(θ) nous permettent de considérer principalement la forme naturelle [8], bien que les espaces
T (X) et R(θ) puissent être difficiles à décrire et à utiliser.

2.1.2 Distribution à posteriori :

La distribution à posteriori est la quantité la plus importante dans l’inférence bayésienne. Elle
contient toutes les informations disponibles sur le paramètre θ inconnu après avoir observé les
données X = x. Soit X = x la réalisation observée d’une variable aléatoire X (éventuellement
multivariée) avec la fonction de densité π(x|θ) [31].
Soit π(θ) la distribution à priori qui nous permet de calculer la fonction de densité π(θ|x) de la
distribution à posteriori en utilisant le théorème de Bayes [31] :

π(θ|x) =
f(x|θ)π(θ)∫

Θ
f(x|θ)π(θ)dθ
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où :
m(x) =

∫
Θ

f(x|θ)π(θ)dθ

est la loi marginale de X.

Le raisonnement proportionnel [19] :

Il est parfois possible d’éviter le calcul de l’intrégrale :
∫

Θ
f(x|θ)π(θ)dθ en raisonnant propor-

tionellement.

Définition 2.6. Soient deux fonctions réelles f et g définies sur le même espace Y. On dit que f
et g sont proportionnelles, ce qu’on note f ∝ g, s’il existe une constante a tel que f(y) = ag(y)
pour tout y ∈ Y. Il est clair que la relation ∝ est une relation d’équivalence. En particulier : f ∝ g
et g ∝ h entrainent f ∝ h.

Remarques :
1. Soit f(y) la densité d’une variable aléatoire Y de loi inconnue. Si f ∝ u1... ∝ uk ∝ g, où
u1...uk désigent des fonctions réelles et g(y) est la densité d’une loi de probabilité P , alors
Y ∼ P .

2. Dans un contexte bayésien on a : π(θ|x) ∝ f(x|θ)π(θ). En tant que fonctions de θ, les deux
expressions π(θ|x) et f(x|θ) sont effectivement proportionnelles ; la constante a qui apparaît
dans la définition est égale ici à 1/m(x) ; à noter que cette quantité est bien une constante,
au sens où elle ne dépend pas de θ. L’écriture π(θ|x) ∝ f(x|θ)π(θ) est souvent reformulée
de la façon suivante :

π(θ|x) ∝ L(θ, x)π(θ)

2.1.3 La Théorie de la Décision bayésienne :

La recherche d’estimateurs de Bayes peut se faire dans le cadre de la théorie de la décision. La
démarche consiste alors à se fixer des critères pour evaluer les décisions et à chercher un estimateur
optimal au sens de cette règle de préférence. On défine ce critère appelé fonction de coût où perte.
L’ensemble des décisions possibles D est appelé espace de décision et la plupart des exemples
théoriques se concentrent sur le cas D = Θ, qui représente le cadre d’estimation standard [44].

Définition 2.7. La fonction de perte est une fonction mesurable de (Θ × D) à valeurs réelles
positives :

L : Θ×D 7−→ R+.

La fonction de coût est censée évaluer la pénalité (ou l’erreur) L(θ, δ) associée à la décision δ
quand le paramètre prend la valeur θ[44].
Une base fondamentale de la Théorie de la Décision bayésienne est que l’inférence statistique
devrait commencer par la détermination de trois facteurs [44] :

(1) la famille des distributions pour les observations f(x|θ).
(2) la distribution à priori pour les paramètres π(θ).
(3) la fonction de perte associé aux décisions L(θ, δ).

D’autre part, pour obtenir un critère de comparaison utilisable à partir d’une fonction de coût
dans un contexte aléatoire, l’approche fréquentiste propose de considérer plutôt le coût moyen (ou
risque fréquentiste) qui est une fonction du paramètre θ :

R(θ, δ) = Eθ[L(θ, δ(x))]

=
∫
L(θ, δ(x))f(x|θ)dx
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où δ(x) est la règle de décision, soit l’attribution d’une décision à chaque résultat x ∼ f(x|θ) de
l’expérience aléatoire. La fonction δ, de X dans D, est habituellement appelée estimateur, tandis
que la valeur δ(x) est appelée estimation de θ. Nous noterons aussi D l’ensemble des estimateurs.
D’autre part, on intègre sur l’espace Θ car θ est inconnu, plutôt que de le faire sur l’espace X , x
étant connu. Donc on a le coût moyenne à posteriori :

%(π, δ|x) = E[L(θ, δ)|x] =

∫
Θ

L(θ, δ)π(θ|x)dθ

qui moyenne le coût selon la distribution à posteriori du paramètre θ, conditionnellement à la
valeur observée x.
En se donnant une distribution à priori π, il est aussi possible de définir le risque intégré, qui est
le risque fréquentiste moyenné sur les valeurs de θ selon leur distribution à priori [44].

r(π, δ) = Eπ[R(θ, δ)] =

∫
Θ

∫
X

L(θ, δ(x))f(x|θ)dxπ(x)dθ

Un intérêt particulier de ce deuxième concept est qu’il associe un nombre réel à chaque estimateur,
et non une fonction de θ.

Théorème 2.1. [44] Un estimateur minimisant le risque intégré r(π, δ) est obtenu par sélection,
pour chaque x ∈ X , de la valeur δ(x) qui minimise le coût moyen à posteriori, %(π, δ|x), puisque

r(π, δ) =

∫
X

%(π, δ|x)m(x)dx (2.6)

en effet : L’égalité (2.6) découle directement du Théorème car, comme L(θ, δ) ≥ 0

r(π, δ) =
∫

Θ

∫
X
L(θ, δ(x))f(x|θ)dxπ(θ)dθ

=
∫
X

∫
θ
L(θ, δ(x))f(x|θ)π(θ)dθdx

=
∫
X

∫
Θ
L(θ, δ(x))π(θ|x)dθm(x)dx

Ce résultat mène à la définition suivante d’un estimateur de Bayes.

Définition 2.8. Un estimateur de Bayes associé à une distribution à priori π et une fonction de
perte L, est un estimateur δπ minimisant r(π, δ). Pour chaque x ∈ X , ce dernier est donné par

δπ(x) = argmin
d
%(π, d|x)

La valeur r(π) = r(π, δπ) est alors appelée risque de Bayes.
Le Théorème fournit ainsi un outil constructif pour la détermination des estimateurs de Bayes.

2.1.4 Les fonctions de perte :

L’estimateur de Bayes de θ dépend de la fonction de perte choisie.

Fonction de perte quadratique [19] :

La fonction de perte quadratique est la fonction définie par :

L(θ, δ) = (θ − δ)2.

L’estimateur de Bayes δπ(x) de θ associé à la loi à priori π est la moyenne à posteriori de θ :

δπ(X) = Eπ(θ|X).
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En effet, Comme la norme au carré est une fonction convexe deux fois dérivable sur Θ, alors pour
trouver δπ l’estimateur bayésien, il suffit de déterminer les points critiques du risque à posteriori.
i,e : ρ(π|δ|X) = Eπ(L(θ, δ(X))|X) =

∫
Θ
L(θ, δ(X)dπ(θ|X)

ρ(π|δ|X) = Eπ((θ − δ)2|X)

∂ρ(π|δ|X)

∂δ
= −2

∫
Θ

(π − δ(X))dπ(θ,X)

donc
∂ρ(π|δ|X)

∂δ
= 0⇔ δ(X) = Eπ(θ|X)

D’aprés l’inégalité de Jensen, δ 7−→ ρ(π|δ|X) est aussi convexe. D’où l’estimateur bayésienne vaut
δπ(X) = Eπ(θ|X).

Fonction de perte absolue [19] :

La fonction de perte absolue est la fonction définie par :

L(θ, δ) =
d∑
i=1

| θi − δi |

L’estimateur bayésienne associé pour le cas simple où δ = 1 :

ρ(π|δ|X) =

∫
Θ

(θ − δ)π(θ|x)dθ

Comme δ 7−→ ρ(π|δ|X) est convexe et dérivable, il suffit là encore de déterminer les points cri-
tiques :

∂ρ(π|δ|X)

∂δ
=

∫ δ

−∞
π(θ|x)dθ −

∫ ∞
δ

π(θ|x)dθ

Donc
∂ρ(π|δ|X)

∂δ
= 0⇔ P θ(0 ≤ δ|X) = P θ(0 ≥ δ|X)

Fonction de perte de Dirac [19] :

Cette fonction de perte est utilisée dans le contexte des tests. Un test est la donnée d’une
partition de Θ en Θ0 et Θ1. θ ∈ Θi correspond à l’hypothèse Hi et H0 est appelée l’hypothèse
nulle. Le principe du test (décisions) δ est défini comme suit :

δ =

{
0 si θ ∈ Θ1

1 si θ ∈ Θ0

La fonction de perte correspondant au test est définie par :

L(θ, δ) = 1θ∈Θ1 × 1δ=0 + 1θ∈Θ0 × 1δ=1

Le risque à posteriori est alors le suivant :

ρ(π|δ|X) = 1δ=0P
π(Θ1|X) + 1δ=1P

π(Θ0|X)

Ainsi :
δπ = 1⇔ P π(Θ0|X) ≤ P π(Θ1|X)
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C’est-à-dire que l’estimation permet d’accepter H0 si c’est l’hypothèse la plus probable à posteriori,
ce qui est une réponse naturelle.
Une variante du test 0 si la pénalité associée à un estimateur et 1 si nn sont des tests proposée par
Neyman et Pearson qui permet de distinguer le risques de première et de deuxième espèce :

L(θ, δ) =


0 si θ ∈ Θ1

a0 si θ ∈ Θ0

a1 si θ ∈ Θ0

Le risque à posteriori est donné par :

ρ(π|δ|X) = a0δP
π(Θ1|X) + a1(1− δ)P π(Θ0|X)

Ainsi :
δπ = 1⇔ a0P

π(Θ0|X) ≤ a1P
π(Θ1|X)

Ceci permet de modéliser des raisonnements de la forme « j’ai plus ou moins tort » en jouant sur
le rapport

a1

a0

et accorder plus ou moins d’importance relative à Θ0 selon des arguments à priori.

Il existe d’autres fonction de pertes comme [31] :

— Fonction de perte de DeGroot : la fonction est définie par

L(θ, δ(x)) = (
θ − δ(x)

δ(x)
)2

sous cette fonction l’estimateur de bays est :

δπ(x) =
Eπ(θ2|x)

Eπ(θ|x)

— La fonction de perte Linex :la fonction de perte linex pour θ est définie par

L(∆) ∝ ea∆ − a∆− 1, a 6= 0

Où : ∆ = (δ(x)− θ) où δ(x) est un estimateur de θ.
l’estimateur de Bayes sous la fonction de perte Linex est :

δ(x) = −1

a
log(Eθ(e

−aθ))

étant donné que Eθ(e−aθ) existe et finie.

— Fonction de perte d′entropie : la fonction de perte entropie est définie par

LE(θ, d) ∝ (
d

θ
)p − p ln(

d

θ
)− 1

L’estimateur de Bayes de paramètre θ sous cette fonction de perte est

δ(x) = (Eθ(θ
−p))

−1

p

a)Lorsque p = 1, l’estimateur de Bayes coïncide avec l’estimateur de Bayes sous la fonc-

tion de perte quadratique pondéré
(d− θ)2

θ
.

b)Lorsque p = -1, l’estimateur de Bayes coïncide avec l’estimateur de Bayes sous la foncion
de perte quadratique.
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2.2 Le cadre générale de l’approche bayésienne
nonparamétrique :

Considérons un modèle stochastique (E;A;P ), où E est l’espace des observations, A une tribu
sur E et P = {Pθ, θ ∈ Θ} une famille de mesures de probabilité sur (E;A). En inférence bayésienne
non paramétrique, le problème posé est celui d’estimation de g(Pθ), c’est à dire l’objet sur lequel on
infère une fonctionnelle de la distribution du modèle considéré[1]. En d’autres termes, on remplace
le modèle paramétrique à dimension fini (2.1) par le modèle à dimension infini[30] :

F = {f :

∫
(f ′′(x))2 <∞}

alors l’à postériori peut être trouvé par le théorème de Bayes :[30]

πn(A) ≡ P(f ∈ A|Y ) =

∫
A
Ln(f)dπ(f)∫

F Ln(f)dπ(f)

où A ⊂ F ,Ln(f) =
∏

i f(Xi) est est la fonction de vraisemblance et π la fonction à priori associée
sur F .
Pour trouver la loi à priori sur un espace dimentionnel infini, supposons que nous observions
X1, ..., Xn ∼ F où F est une fonction inconnue. Nous mettrons la loi à priori sur l’espace fonctionnel
F , il y a des cas où on ne peut pas écrire explicitement une formule pour π comme on fait dans le
modèle paramétrique.
Le modèle bayésien peut s’écrire comme suit :

F ∼ π

X1, ..., Xn|F ∼ F

Le modèle et la loi à priori induisent une distribution marginale m pour X1, ..., Xn [30]

m(A) =

∫
PF (A)dπ(F )

Où :
PF (A) =

∫
IA(x1, ..., xn)dF (x1)...dF (xn)

aprés avoir observer les informations X1, ..., Xn on aura la loi à posteriori associée [30] :

πn(A) ≡ π(F ∈ A|X1, ..., Xn)

Pour définir le modèle bayésienne non paramétrique on doit définir la distribution à priori pour
l’espace de dimension infini, cette distribution est un processus stochastique.

2.2.1 Processus de Dirichlet et mélanges :

Les processus de Dirichlet définissent une mesure de probabilité sur l’espace des mesures de
probabilité. Ils permettent donc de définir, dans le cadre de l’estimation bayésienne, un à priori
sur une distribution de probabilité inconnue. On pourra se référer aux articles de Ferguson ([23])
et ([25]), Sethuraman ([46]), Teh ([47]) pour de plus amples détails. Une propriété importante est
que les réalisations d’un processus de Dirichlet sont discrètes, avec une probabilité égale à 1 [14].
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Si G ∼ DP (α0, G0), alors la représentation Stick-Breaking de G introduite par Sethuraman
([46]) est simplement de la forme suivante :

Vk
iid∼ Beta(1, α) θk

iid∼ G0

Pk = Vk
∏k−1

j=1(1− Vj) G(.) =
∑∞

k=1 Pkδθk(.).

où δθk(.) est la mesure de Dirac en θk. Il est important de noter que la suite p = (pk)k∈N∗ satisfait
que les pk sont des variables aléatoires indépendantes de θk tel que 0 ≤ Pk ≤ 1 et que

∑∞
k=1 Pk = 1.

Le processus de Dirichlet peut donc être vu comme un mélange infini dénombrable de mesures de
Dirac. Une motivation fondamentale pour l’utilisation du processus de Dirichlet est que la loi à
posteriori est également un processus de Dirichlet.
Le processus de Dirichlet dans un mélange peut intervenir comme une loi mélangeante. Nous
parlerons indifféremment de PDM, aussi de PDH (Process de Dirichlet Hiérarchique). Une des
plus importantes applications du processus de Dirichlet est son utilisation comme loi à priori dans
les composantes d’un modèle de mélanges non paramétrique. Muller et Quintana ([40]) discutent
de l’analyse bayésienne non paramétrique et comparent différentes variantes ou généralisations du
processus de Dirichlet. Soit les observations yi sont définies comme suit :

yi|θi ∼ k(.|θi)
θi|G ∼ G

où k(.|θi) dénote la loi des observations yi conditionnellement à θi.
En choisissant comme loi à priori pour G, le processus de Dirichlet, on peut reformuler le

problème d’ estimation de la densité selon le modèle hiérarchique (MH) suivant et connu sous le
nom de MDP [46].

yi|θi ∼ k(.|θi)
θi|G ∼ G

G ∼ DP (α,G0)

Cette écriture peut-être reformulée comme l’équation suivante avec G ∼ Dir(α,G0)[46] :

f(.) =

∫
Θ

k(.|θ)dG(.) (2.7)

ou :
— f(.) une mélange (Mixture).
— k(.|θ) une loi mélangée (Mixture law).
— G(θ) loi mélangeante (Mixing law).

2.2.2 Processus Stick-Breaking et extensions :

Ishwaran et James ([28]) ont introduit une classe de processus appelée Stick-Breaking Priors(SBP)
construite de la façon suivante :

Vk
ind∼ Beta(ak, bk) θk

i.i.d∼ G0

pk = Vk
∏k−1

j=1(1− Vj) G(.) = G∞(1, α, .) =
∑∞

k=1 pkσθk(.).

(2.8)

Les processus appartenant à cette classe diffèrent dans la façon d’obtenir les coefficients Vk. On
peut citer trois exemples de processus :
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1. le processus de Dirichlet vu à la partie précédente : Vk ∼ Beta(1, α).
2. le processus de Pitman-Yor encore appelé processus de Poisson-Dirichlet à deux paramètres

qui a été développée récemment par Pitman et Yor en 1997 [43] :Vk ∼ Beta(ak, bk) avec
ak = 1a, 0 ≤ a < 1

bk = b+ ka, b >a .

3. le processus de Beta à deux paramètres :Vi ∼ Beta(a, b).
Dunson et Park ([18]) ont généralisé cette classe de processus stick-breaking en introduisant
les processus stick-breaking à noyaux (KSBP) :

Gx =
∞∑
k=1

πk(x, VkΓk)G
∗
k

πk(x, VkΓk) = πk(x, VkΓk)
∏
ι<k

(1− πι(x, Vι,Γι))

πk(x, VkΓk) = Vk.K(x,Γk) (2.9)

vk
ind.∼ Beta(ak, bk)

Γk
i.i.d∼ H

G∗k ∼ Q

où K −→ [0; 1] est une fonction de noyau bornée qui est initialement supposée connue, et x
un point quelconque de l’espace étudié. Ce modèle est similaire au (2.7), mais maintenant
le SBP est augmenté en employant une fonction de noyau qui quantifie l’à priori associé. Il
est employé pour la segmentation d’images en imposant la condition que les pixels voisins
dans l’espace sont plus probablement associés dans la même classe .

2.2.3 Processus gamma :

Soit G(α, β) la distribution gamma avec α > 0 un paramètre de forme et β > 0 un paramètre
d’echelle et soit α(t), t > 0 une fonction croissante et continue à gauche tel que α(0) = 0 [42].

Définition 2.9. Soit Zt, t ≤ 0 un processus stochastique tel que :
— Z0 = 0,
— Zt est un processus à accroissements indépendants et stationnaires.
— Pour t > s, l’incrément Zt −Zs suit une distribution gamma G(c(α(t)− α(s)), c), où c > 0

est une constante. Alors Zt est un processus de gamma avec les paramètre cα(t) et c et on
le note G(cα(t), c).

le processus stochastique étudié est caractérisé par des incréments independants uniquement positifs
, avec la fonction génératrice des moments donnée par :

log(E[exp−θZt ]) = −θb(t) +

∫ ∞
0

(e−θs)dNt(s).

et la mesure de Lévy sous forme : dNt(s) = α(t)e−csds/s et b(t) ≡ 0.
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La distribution à posteriori :

Considérons H ∼ G(cH0, c), où H0 est la loi à priori supposée sur H. Pour determiner la
distribtion à posteriori, on doit résoudre un problème de points fixes à priori liés aux discontinuités
du processus à incréments indépendants. Kalbfleisch [32] a supposé que H0 est absolument continu,
auquel cas il n’y a pas de points de discontinuité. Par conséquent, Il montre que la distribution à
postériori de H(t) est à nouveau un processus d’incrémentation indépendant [42].
Etant donné un échantillon de F , la distribution à postériori est dérivée en spécifiant la distribution
à postériori des incréments, une stratégie utilisée par Doksum([17]). Une démonstration pour un
échantillon de taille 1a été exposé par cet auteur. Une application répétée de cette procédure donne
la solution pour toute taille d’échantillon. Pour une observation X = x telle que x ∈ [ti−1, ti), ri est
la somme des trois composantes indépendantes : U , l’incrément à gauche de x, J , le saut de x et V ,
l’ncriment à droite de x. U et V sont des variables gamma. La distribution de V et les incréments
ultérieure en H restent inchangée. Tant que a distribution U et tout les incrément a priori à x ont
des distributions gamma avec le paramètre d’échelle est passé de c à c+1, ou par c+eβw par rapport
à l’observation si on a considéré un modèle de regression, donc rj ∼ G(cH0(x)−H0(ti−1), c+1),j =
1, ..., i− 1, et U ∼ G(cH0(x)−H0(ti−1), c+ 1). La distribution à posteriori du saut j est considéré
a être une distribution avec la densité :

fj(s) =
e−sc − e−s(c+1)

s(log(c+ 1/c))
(2.10)

et MGF Mj(θ) = log((c+ 1− θ)/(c− θ)). On pose toutes les variables indépendantes, l’à posteriori
de H donnée par X = x est dérivable[42].

Processus Gamma étendu (Extended Gamma Process) :

Soit F une foncion de répartition CDF continue à gauche avec F (x) = 0 pour x ≤ 0, S(x) =
1−F (x), H(x) = −lnS(x). Si r(t) est une fonction continue à droite telle que H(x) =

∫
[0,x)

r(t)dt,
alors r(t) est connue comme une fonction de risque. Soit α(0) = 0 ;β(t), t ≥ 0 une fonction réelle
positive continue à droite, limité par 0 avec des limites à gauche existantes, et enfin soit Z(t), t ≥ 0
un processus gamma avec des incréments indépendants correspondant à α(t) [42].

Définition 2.10. (Dykstra and Laud [20]) Soit Z(t) ∈ G(α(t), 1). Un processus stochastique défini
par

r(t) =

∫
[0,t)

β(s)dZ(s) (2.11)

est appelé un processus gamma étendu et noté par r(t) ∼ Γ(α(.), β(.)).
Γ(α(.), β(.)) est également connue comme processus gamma pondéré ou mélange de processus
gamma. Evidement si r(t) est aléatoire alors, en conséquence, F (x) = 1 − exp{−

∫
[0,x)

r(t)dt}
sera aussi aléatoire.
D’aprés Doksum ([17]), F (x) sera neutre à droite que si H(x) =

∫
[0,x)

r(t)dt, a des incréments
indépendants. H(x) ne le sera pas, et donc les resultats distributionnels de Doksum ne sont pas
applicables [42].

Propriétés :
1. La fonction génératrice des moments (MGF) Mr(t)(θ) = exp{−

∫
[0,t)

log(1− β(s)θ)dα(s)}.
2. µ(r(t)) = E(r(t)) =

∫
[0,t)

β(s)dα(s).
3. σ2(r(t)) = V ar(r(t)) =

∫
[0,t)

β2(s)dα(s).
4. La loi marginale et les fonctions de survie joints sont annoncées dans ce théorème.
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Théorème 2.2. (Dykstra and Laud [20]) Si le taux de risque r(t) a la distribution à priori
Γ(α(.), β(.)), alors la fonction de survie marginale d’une observation X est donné par

S(t) = P (X ≥ t) = exp

{
−
∫

[0,t)

log(1 + β(s)(t− s)dα(s)

}
et la fonction de survie jointe étant donné n observations X1, ..., Xn est

S(t1, ..., tn) = P (X1 ≥ t1, ..., Xn ≥ tn)

= exp

{
−
∫

[0,t)

log(1 + β(s)
n∑
i=1

(ti − s)+)dα(s)

}

ou a+ = max(a, 0).
il est facile de dériver la distribution à posteriori pour X ≥ x.

5. Dans le cas du processus de Dirichlet, le paramétre F0, a été interprêté comme une dis-
tribution à priori de la fonction inconnue F , et M comme le paramétre de concentration
ou le poids lié a la distribution a priori. De même, en définissant µ(t) et σ2(t) comme des
fonctions croissantes, les auteurs jugent raisonable d’inteprêter µ(t) comme une meilleure
estimation de taux de risque et σ2(t) comme une meilleure mesure d’incertitude ou de la
variation de risque au point t. Ensuite si µ, σ2 sont supposés differentiables, α(.) et β(.)
peuvent être spécifiés d’une manière appropriée en terme de µ(.) et σ(.) comme suit :

β(t) =

(
dσ2(t)

dt

)
/

(
dµ(t)

dt

)
et

dα(t)

dt
=

[
dµ(t)

dt

]2

/

(
dσ2(t)

dt
dt

)
.

2.2.4 La distribution à posteriori :

La propriété de conjugaison pour cet à priori n’est valable que dans le cas de données censurées
à droite. Pour les observations exactes, la distribution à postériori est un mélange de processus
gamma étendus.

Théorème 2.3. (Dykstra and Laud [20]) Soit la loi à priori sur les taux de risque Γ(α(.), β(.)),
puis la loi à posteriori sur les taux de risque.

(i) etant donné m observations censurées sous la forme X1 ≥ x1, ..., Xm ≥ xm, est Γ(α(.), β∗(.))
où

β∗(t) =
β(t)

1 + β(t).
∑m

i=1(xi − t)+
;

(ii) Etant donné m observations de la forme X1 = x1, ..., Xm = xm, mélange de processus
gamma étendu

P (r(t) ∈ B|X1 = x1, ..., Xm = xm)

=

∫
[0,xm)

...
∫

[0,x1)

∏m
i=1 β

∗(zi)ψ(B;Q)
∏m

i=1 d[α +
∑m

j=i+1 I(xj ,∞)](zi)∫
[0,xm)

...
∫

[0,x1)

∏m
i=1 C(zi)

∏m
i=1[dα +

∑m
j=i+1 I(xj ,∞)](zi)

,

où ψ(B;Q) indique la probabilité de l’ensemble B ∈ B sous un processus stochastique dis-
tribuée comme Q = Γ(α +

∑m
i=1 I(xj ,∞), β

∗).
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L’effet des observations censurées est donc de diminuer la pente de l’échantillon chemins à
gauche des points de censure tout en le laissant inchangé à droite de points de censure.
La distribution à postériori par rapport aux observations exactes est quelque peu compliquée.
Cependant, les méthodes de Kalbfleisch ([32]) et Ferguson et Phadia ([26]) peuvent être utilisées
pour l’exprimer en termes de MGFs. Ammann ([10],[9]) généralise cette approche en refondant le
taux de risque comme une fonction des chemins d’échantillonnage de processus non négatifs avec
incréments indépendants qui comprennent une composante croissante ainsi qu’une composante
décroissante. Cette façon dont il est capable de définir une large classe de l’à priori sur un espace
de distributions qui incluent les fonctions de survie du taux de défaillance croissant (IFR), et
décroissant (DFR) et en forme de U [42].

Le processus ponctuel de Poisson :

En introduisant le processus de Dirichlet, Ferguson ([23]) était motivé par le fait que la distri-
bution de Dirichlet est conjuguée par rapport à une distribution multinomiale. Lo ([36]) a reconnu
que la distribution gamma est conjuguée par rapport à une distribution de Poisson. Ainsi, comme
le Processus de Dirichlet, il devrait être possible de définir un processus gamma pour résoudre le
problème d’inférence pour le processus ponctuel de Poisson à partir d’un point de vue bayésien
non paramétrique. Lo ([36]) a montré que cela est possible grâce au processus gamma pondéré
introduit auparavant et a établi les propriétés de conjugaison suivantes :

Théorème 2.4. Lo ([36]) Si la distribution a priori de mesure d’intensité γ d’un processus ponc-
tuel de Poisson est Γ(α, β) et étant donné un échantillon N1, ..., Nn de la taille n d’un Proces-
sus ponctuel de Poisson avec mesure d’intensité γ, alors la distribution a postériori de γ est
Γ(α +

∑m
j=1Nj, β/(1 + nβ)) [42].

Fonction de distribution pondérée :

Dans l’analyse bayésienne de modèle d’échantillonnage pondéré (où la probabilité d’inclure une
observation dans l’échantillon est proportionnelle à une fonction de pondération), Lo ([39]) montre
que le processus de gamma pondéré normalisé peut être utilisé comme la loi à priori conjugué pour
l’échantillonnage d’une distribution pondérée. La distribution pondérée est définie comme suit

F (dx|G) =
w(x)G(dx)∫
w(x)G(dx)

,

où w(x) est une fonction de poids connue, 0 < w(x) <∞, et G un paramétre inconnu. Le processus
gamma pondéré normalisé est défini comme γ(.) = r(.)/r(+∞) et est noté par Γ∗(α(.), β(.), où
α et β sont des paramètres de forme et de poids, respectivement. Supposons que nous avons un
échantillon aléatoire X1, ..., Xn|G

iid∼ F (dx|G), i.e la probabilité d’inclure une observation dans
l’échantillon est proportionnelle à la fonction de pondération w. Il est ensuite établi que si la loi à
prior de G est Γ∗(α, 1/w), alors la distribution à postériori de G|X est Γ∗(α +

∑n
1 δxi , 1/w) [42].

2.2.5 Processus gaussien :

Dans l’approche bayésienne non paramétrique, le paramètre à estimer est une fonction (par
exemple la fonction de régression aléatoire). Pour définir une distribution a priori, il faut définir
une distribution de probabilité sur un espace T approprié de fonctions que nous considérons comme
des solutions viables. Le processus Gaussien est l’une de ces distribution, c’est la distribution la
plus simple que l’on puisse espérer définir sur des fonctions continues [41].
Soit T un espace de fonctions à partir d’un ensemble S ⊂ Rd à R. Si Θ est un élément aléatoire
de T et s ∈ S un point fixe, alors Θ(s) est une variable aléatoire dans R. Plus généralement, si on
fixe n points s1, ..., sn ∈ S alors (Θ(s1), ...,Θ(sn)) est un vecreur aléatoire dans Rn [41].
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Processus Gaussien à priori et à posteriori :

Dans un problème de régression, la solution expliquant les données est une fonction, de sorte
que nous pouvons en principe utiliser un processus gaussien comme loi à priori dans un modèle de
régression bayésien. Pour que cela soit possible, nous devons cependant être en mesure de calculer
une distribution à postériori.

Nous devons d’abord définir un modèle d’observation : supposons que nos données soient de
la forme (s1, x1), ..., (sn, xn), où si ∈ S sont des points d’observation (covariables) et xi ∈ R est la
valeur observée à si (la réponse). Nous supposons qu’il y a une fonction θ : S −→ R la fonction de
régression, à partir de laquelle les xi sont générés sous forme d’observations bruitées :

Xi = Θ(si) + εi avec εi ∼ N(0, σ2) (2.12)

Nous supposons, bien sûr que les contributions des bruits ε1, ε2, ... sont i.i.d. La distribution à
postériori que nous recherchons est la distribution

P [Θ ∈ •|X1 = x1, ..., Xn = xn], (2.13)

et donc une mesure sur l’espace de fonction T . Comme nous savons qu’une distribution sur T
est uniquement déterminée par les distributions marginales à dimension infinie, il est judicieux de
déterminer les distributions

L(Θ(sn+1), ...,Θ(sn+m)|X1 = x1, ..., Xn = xn) (2.14)

pour tout ensemble de nouvelles observations locales sn+1, ..., sn+m. Pour garder la notations on
donne l’abréviation

A := {n+ 1, ..., n+m} et B := {1, ..., N} (2.15)

et on écrit :
Θ(sA) := (Θ(sn+1), ...,Θ(sn+m)) et XB := (X1, ..., Xn) (2.16)

Pour conditionner les variables Xi, nous devons d’abord examiner de plus près leur distribution :
dans (2.11), Θ(si) est la somme de deux variables gaussiennes indépendantes de variance k(si, si) et
σ2, et donc à nouveau gaussiennes avec variance k(si, si) + σ2. Pour i 6= j, seules les contributions
Θ(si) et Θ(sj) forment un couple (puisque le bruit est indépendant). Ainsi, XB a une matrice de
covariance k(s1, s1) + σ2 . . . k(s1, sn)

... . . . ...
k(sn, s1) . . . k(sn, sn) + σ2


La covariance conjointe de vecteur (Θ(sA), XB) de dimension (n+m) est alors

Cov[(Θ(sA), XB)] =

(
ΣAA ΣAB

Σt
AB ΣBB

)
(2.17)

Là encore, puisque le bruit est indépendant, les seules contributions à la covariance proviennent
du GP , et donc

ΣAB = (k(si, sj))i∈A,j∈B et ΣAA = (k(si, sj))i,j∈A . (2.18)

La détermination du GP à postériori revient donc à un conditionnement dans un gaussien multi-
dimensionnel. Le lemme simple suivant explique comment cela fonctionne [41] :

Lemme 2.1. (Conditionnement dans les distributions gaussiennes). Soit (A,B) une partition de
l’ensemble {1, ..., d} et que X = (XA, XB) soit un vecteur aléatoire gaussien dans Rd = RA × RB,
avec

E(X) =

(
µA
µB

)
et Cov[X] =

(
ΣAA ΣAB

Σt
AB ΣBB

)
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Ensuite, la distribution conditionnelle de XA|(XB = xB) est à nouveau gaussienne, avec une
moyenne

E[XA|(XB = xB)] = µAΣABΣ−1
BB(xB − µB) (2.19)

Et la covariance
Cov[XA|XB = xB] = ΣAA − Σt

ABΣ−1
BBΣAB (2.20)

Nous pouvons maintenant lire la partie à postériori du processus gaussien, simplement en
substituant dans le lemme. Comme les distributions marginales de dimension fini sont toutes gaus-
siennes, la partie à postériori est une GP.

Théorème 2.5. [41] La partie à postériori d’un GP (0, k) sous observation (2.11) est un pro-
cessus gaussien. Ses distributions marginales de dimension fini à n’importe quel ensemble fini
{sn+1, ..., sn+m} est le gaussien avec vecteur moyen :

E[Θ(sA)|XB = xB] = ΣAB(ΣBB + σ2I)−1xB (2.21)

et la matrice des covariances

Cov[Θ(sA)|XB = xB] = ΣAA − Σt
AB(ΣBB + σ2I)−1ΣAB. (2.22)
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Chapitre 3

Estimation fonctionelle par le processus de
Dirichlet :

3.1 Introduction :
Dans le chapitre précédent, nous avons présenté la méthode bayésienne non paramétrique. Dans

ce chapitre nous introduisons un exemple pratique de l’estimation bayésienne non paramétrique
où nous allons estimer la fonction de densité de probabilité dans le cadre bayésien, dans ce cas f
est la réalisation d’un mélange des procédés de Dirichlet.

3.2 L’estimation de la fonction de densité de probabilité :
Soit X1, ..., Xn un échantillon de taille n de la fonction de densité f(x) par rapport à une mesure

finie de R. Considérons le problème d’estimation de f(x) en un point fixe x, ou une fonction de
f(x), telle que la moyenne

∫
xf(x)dx. Pour le traitement bayésien, nous devons attribuer une loi

a priori sur l’espace de toutes les fonctions de densité et être capable de traiter analytiquement
la distribution à postériori. Pour que la distribution à postériori soit gérable, il serait préférable
de trouver une famille a priori conjuguée. On sait que cela est difficile. Lo ([37],[38]) aborde ce
problème en utilisant une approche à noyau de la fonction de densité, et en attribuant Dirichlet a
priori G. Ses résultats sont présentés ici.
Soit G une fonction de distribution sur R et α une mesure finie sur (R, B). Soit K(x, u) un noyau
défini sur (X ,R) dans R+ tel que pour chaque u ∈ R,

∫
X
K(x, u)dx = 1 et pour chaque x ∈ X ,∫

RK(x, u)α(du) < ∞ (Lo ([37],[38]) prend X et R comme des sous-ensembles borélien d’espaces
euclidiens). La distribution a postériori de G|X a été obtenu par Antoniak ([11],) comme indiqué
précédemment. Pour chaque G ∈ F , définir f(x|G) =

∫
RK(x, u)G(du), ensuite f(.|G) est une

représentation en noyau de la fonction de densité f et G est connue comme une distribution de
mélange. Lo ([37],[38]) définit une distribution a priori pour l’inconnue f en laissant G une distribu-
tion aléatoire avec un processus de Dirichlet a priori à D(α). On a G ∈ D(α), on peut voir que pour
chaque x ∈ X , la densité marginale de X est f0(x) =

∫
F f(x|G)Dα(dG) =

∫
RK(x, u)α(du)/α(R).

La distribution a postériori de G pour les information X peuvent être considérées comme

P (G ∈ B|X) =

∫
B

∏n
i=1

∫
R
K(xi, ui)G(dui)Dα(dG)∫

F
∏n

i=1

∫
R
K(xi, ui)G(dui)Dα(dG)

, (3.1)

pour tout B ∈ F .
Par l’application répétée de son lemme [37] (en changeant l’ordre des l’intégration),∫

F

∫
R
h(u,G)G(du)Dα(dG) =

∫
R

∫
F
h(u,G)Dα+δu(dG)α(du)/α(R), (3.2)
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il montre que

P (G ∈ B|X) =

∫
Rn Dα +

∑
δui(B)µn,k,α(du)∫

Rn µn,kα(du)
(3.3)

où :

µn,k,α(C) =

∫
C

n∏
i=1

K(xi, ui)
n∏
i=1

(
α +

i−1∑
j=1

δuj

)
(dui), (3.4)

où C ∈ Bn, du =
∏n

i=1 dui et u ∈ Rn, pour chaque fonction mesurable g, cela donne

E(g(G)|X) =

∫
Rn g(G)Dα +

∑
δuj(dG)µn,k,α(du)∫

Rn µn,k,α(du)
(3.5)

Maintenant, en prenant g(G) = f(x|G) et par la simplification, l’a posteriori f̂(x|G) de f(x|G) est
dérivé comme :

f̂a(x|G) = E(f(x|G)|X) = pnf0(x) + (1− pn)f̂n(x), (3.6)

qui est une combinaison convexe de la loi à priori f0(x) définie ci-dessus, et d’une quantité f̂n(x)
à définir ci-dessous.
Soit N(P ) le nombre des cellules dans la partition P de 1, 2, ...,m;Ci la i-ème cellule de P avec mi

un élément dedans, i = 1, ..., N(P ); gi(u), i = 1, ...,m sont m fonctions positives ou α-intégrables ;

ϕ(P ) =

N(P )∏
i=1

{
(mi − 1)!

∫
R

∏
l∈Ci

gl(u)α(du)

}
(3.7)

et finalement w(P ) = ϕ(P )/
∑

P ϕ(P ). Ensuite f̂n(x) est donnée par

f̂n(x) =
1

n

∑
P

ϕ(P )

N(P )∑
i=1

mi

{∫
RK(x, u)

∏
l∈Ci K(xl, u)α(du)∫

R
∏

l∈Ci K(xl, u)α(du)

}
, (3.8)

où la somme est prise sur toutes les partitions P de {1, 2, ...,m}. f sert a une estimation de Bayes

sous la fonction de perte L(f, f̂) =
∫ ∣∣∣f(x|G)− f̂(x|G)

∣∣∣2W (dx), où W est une fonction de pondé-
ration.
Lo discute du choix du noyau K et du paramètre α de la loi a priori, et donne plusieurs exemples
de K(x, u) et α et calcule les estimateurs de Bayes. Ces exemples de noyaux comprennent l’histo-
gramme, la loi normale avec les paramètres de localisation et/ou d’échelle, les densités symétriques
et unimodales, les densités décroissantes, etc. Par exemple, si K est choisi pour refléter le modèle
de l’histogramme, l’estimateur réduit aux estimations de Bayes habituelles des probabilités de cel-
lules. La méthode de Monte Carlo de Kuo ([34],[33]) peut être adaptée pour effectuer les calculs.
Vous trouverez plus de détails dans son article. Lavine ([35]) utilise des mélanges d’arbres Polya
dans l’estimation de la densité.
Ghorai et Susarla ([27]) ont considéré une approche empirique de Bayes pour le problème ci-dessus.
En supposant que α(R) soit connu, ils ont obtenu un estimateur de f0(x) =

∫
RK(x, u)α(du)

/α(R) basé sur les n copies précédentes et substitué dans l’estimateur bayésien f̂(x|G) au (n+ 1)-
éme stade. Sous certaines conditions, ils prouvent l’optimalité asymptotique de l’estimateur résul-
tant.

Ferguson ([24]) a considéré une formulation différente de la fonction de densité. Il l’a modélisé
comme un mélange dénombrable de densités normales : f(x) =

∑∞
i=1 pih(x|µi, σi) où h(x|µ, σ) est

la densité normale avec la moyenne µ et la variance σ2. Cette formulation a un nombre infini de
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paramètres, (p1, p2, ..., µ1, µ2, ..., σ1, σ2, ...). Comme le but est d’estimer f(x) à un point x, et non
d’estimer les paramètres eux-mêmes, on peut écrire f(x) =

∫
h(x|µ, σ)dG(µ, σ), où G est la mesure

de probabilité sur le demi-plan est la mesure de probabilité sur le demi-plan {(µ, σ) : σ > 0} qui
donne du poids pi au point (µi, σi), i = 1, 2, .... Alors que Lo suppose un processus de Dirichlet à
priori pour l’inconnu G, Ferguson définit l’a prior via la représentation Sethuraman[46] de G. ll a
définit la distribution à priori pour le vecteur paramètre (p1, p2, ..., µ1, µ2, ..., σ1, σ2) comme suit :
les vecteurs (p1, p2, ...) et (µ1, µ2, ..., σ1, σ2, ...) sont indépendants p1, p2, ... sont les poids avec le
paramètre M dans la représentation de Sethuraman, et ξi = (µi, σi) sont iid avec la loi a priori
conjuguée de gamma normale. Cela montre que G est un processus de Dirichlet avec le paramétre
α = MG0, où G0 = E(G) est la loi a priori conjuguée pour (µ, σ2), et sa représentation de
somme infinie est G =

∑∞
i=1 piδξi où comme (p1, p2, ...) et (ξ1, ξ2, ...) sont indépendants et ξi ∼ G0.

Maintenant on donne un échantillon (x1, ..., xn) de taille n à partir d’une distribution avec densité
f(x) =

∫
h(x|ξ)dG(ξ) la distribution postériori de G donné (x1, ..., xn) a été obtenu par Antoniak

([11]) comme mélange des procédés de Dirichlet

G|x1, ..., xn ∼
∫
...

∫
D(α + nGn)dH(ξ1, ..., ξn|x1, ..., xn)

avec nGn =
∑n

i=1 δξi . H(ξ1, ..., ξn|x1, ..., xn) est la distribution a postériri de ξ1, ..., ξn donné
x1, ..., xn.

Depuis E(D(α + nGn)) = (MG0 + nGn)/(M + n).

E(G(ξ)|x1, ..., xn) = pnG0(ξ) + (1− pn)

∫
...

∫
Gn(ξ)dH(ξ1, ..., ξn|x1, ..., xn) (3.9)

et
f̂(x) = E(f(x)|x1, ..., xn) = pnf0(x) + (1− pn)f̂n(x) (3.10)

où : pn = M/(M + n) comme avant, f0(x) = E(f(x)) =
∑∞

i=1 E(pi)E(h(x|µi), σi) = E(x|µ, σ) et
f̂n(x) est donnée par

f̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

∫
...

∫
h(x|ξi)dH(ξ1, ..., ξn|x1, ..., xn) (3.11)

Suivant Lo, f̂n(x) peut écrire comme h(x, x1, ..., xn)/h(x1, ..., xn), où

h(x1, ..., xn) =
1

M (n)

∫
...

∫ ( n∏
n=1

(h(xi|ξi))

)
n∏
n=1

d

(
MG0 +

i−1∑
j=1

δξi

)
(ξi) (3.12)

et les calculs sont effectués par la méthode de Monte Carlo de Kuo ([34],[33]). Des mélanges
normaux apparaissent également dans Escobar ([21]) et Escobar et West ([22]).
La configuration d’Escobar est la suivante. Soit Yi|µi ∼ N(µi, 1), µi|G

iid∼ G, µi et G sont inconnus.
Contrairement aux objectifs de Ferguson et de Lo, son objectif est d’estimer µi, (la variance étant
connue comme étant de 1) sur la base des Yi observés en utilisant l’approche bayésienne non
paramétrique. Lorsque G est connu, l’estimateur bayésien est la moyenne postériori

E(µi|Yi) =

∫
µiφ(Yi − µi)dG(µi)∫
φ(Yi − µi)dG(µi)

(3.13)

où φ est la densité de la fonction de distribution normale standard. Lorsque G est inconnu, les
méthodes empiriques de Bayes sont généralement utilisées. Escobar utilise plutôt un processus de
Dirichlet a prior pour G. Antoniak a montré que si le processus de Dirichlet a prior est utilisé
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pour G, alors la distribution postériori de µi est un mélange de processus de Dirichlet. Ainsi, il
a été difficile à calculer. Kuo ([33]) et Lo ([37]) ont développé des algorithmes d’intégration de
Monte Carlo, mais Escobar souligne qu’ils sont inefficaces car ils n’échantillonnent pas les valeurs
de manière conditionnelle en fonction des données. Il présente une nouvelle méthode semblable à
celle de l’échantillonneur Gibbs qui a remédié à ce problème.

Escobar et West ([22]) décrivent un modèle de mélange normal, similaire à celui de Fergu-
son ([24]), en termes de distribution prédictive d’une observation future. Pour leur modèle, donné
(µi, σ

2
i ), nous avons un échantillon aléatoire, disons Y1, ...Yn, tel que Yi|(µi, σ2

i ) ∼ N(µi, σ
2
i ), i =

1, ..., n et l’objectif est de trouver la distribution prédictive de la prochaine observation Yn+1 qui
est un mélange de normales, Yn+1|Y1, ..., Yn ∼ N(µn+1, σ

2
n+1). Une pratique habituelle consiste à

mettre l’a priori paramétrique sur le vecteur v = (µ1, ..., µn, σ
2
i , ..., σ

2
n). Ferguson modélise le priori

commun pour vi = (µi, σ
2
i ) comme un processus Dirichlet a priori. Ainsi, les données sont consi-

dérées comme provenant d’un mélange de Dirichlet de normales, contrairement à Antoniak où les
processus du processus de Dirichlet ont été mélangés en fonction d’une distribution paramétrique
H(θ), αθ ∼ H(θ). Un cas particulier de (µi, σ

2
i ) = (µi, σ

2) a été étudié (voir West [48],[49]) dans
lequel la distribution de µi est modélisée comme un processus de Dirichlet avec une mesure de base
normale.

Compte tenu de la discrétion du processus de Dirichlet qui induit des multiplicités d’observa-
tions, vn+1|v1, ...vn aura la distribution . Puis ils procèdent sur la ligne de Ferguson, en déduisent le
conditionnel distribution de Yn+1|v1, ...vn qui est un mélange de la distribution t d’un étudiant et de
n normales N(µi, σ

2
i ), et il est ensuite démontré que la distribution prédictive inconditionnelle est

donnée par Yn+1|Y1, ..., Yn ∼
∫
P (Yn+1|v)dP (v|Y1, ..., Yn). Puisque le l’évaluation de P (v|Y 1, ..., Y n)

est difficile, même pour de petits échantillons, ils utilisent Monte Approximation Carlo utilisant
des extensions de la technique itérative développée par Escobar ([21]).
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Conclusion Générale

Dans ce présent travail qui s’inscrit dans le cadre de notre projet de fin d’études, nous avons
abordé l’approche bayésienne qui est une des méthodologie les plus importante et qui présente un
grand avantage dans l’inférence statistique. Cette approche est basée sur deux méthodes : para-
métrique et non paramétrique. Elle est inductive et part des données pour estimer la distribution
du paramètre inconnu.

Le premier chapitre de ce mémoire résume les concepts fondamentaux de l’estimation classique.
C’est dans le deuxième chapitre que nous avons introduit la méthode bayésienne paramétrique et la
méthode bayésienne non paramétrique qui constitue la partie la plus conséquente de notre travail.
Nous avons terminé notre travail par une application où nous nous sommes intéressé à l’estimation
fonctionnelle dans un cadre non paramétrique en abordant le probléme d’estimation de la fonction
de densité de probabilité par le processus de Dirichlet.
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Annexe

Carré intégrable pour la loi P0 :

On dit qu’un estimateur T (X) est de carré intégrable c’est-à dire
∫

[T (X)]2dPθ <∞.

σ-fini :

Soit (Ω, B, µ) un espace mesuré. On dit que la mesure µ est σ-finie s’il existe une suite croissante
(pour l’inclusion) (En) d’éléments de B, toutes de mesures finies, et telle que

Ω =
⋃
n

En

. Autrement dit, Ωest la réunion dénombrable d’ensembles de mesures finies pour µ.

Fonction indicatrice :

Soit Ω un ensemble. La fonction indicatrice d’un sous-ensemble A de l’ensemble Ω notée est la
fonction définie sur Ω qui vaut 1 sur A et 0 à l’extérieur de A :

1A(x) =

{
1 si x ∈ A.
0 si x ∈ Ω \ A.

Processus à accroissement independant :

Un processus stochastique X = {Xt : t ≥ 0} est appelé processus de Lévy ou un processus
dont les accroissements sont stationnaires et indépendants si :

1. X0 = 0.
2. Accroissements indépendants : Pour tout 0 ≤ t1 < t2 < ... < tn < ∞, Xt2 − Xt1 , Xt3 −
Xt2 , ..., Xtn −Xtn−1 sont indépendants

3. Accroissements stationnaires : Pour tout s < t,Xt −Xs, est égale en loi à Xt−s.
4. t 7→ Xt est presque sûrement continue à droite et limitée à gauche.

Somme pondéré :

Le modèle de somme pondérée (WSM), également appelé combinaison linéaire pondérée (WLC)
est la méthode d’analyse décisionnelle multicritères (MCDA) est donée par :

Ai =
n∑
j=1

wjaij, for i = 1, 2, 3, ...,m.

ou on suppose ce probléme soit defini sur m alternatives et n critères de décisions ou : wj désigne
le poind relatif d’importance du critère Cj et que aij est la valeur de performance de la variante
Ai lorsqu’elle est évaluée en fonction du critère Cj.
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La distribution multinomiale :

Dans un cadre statisque bayésien, la distribution de Dirichlet est souvent associé à des ensembles
des données multinomiale pour la distribution à priori des paramétres de brobabilités.

(u1, ..., uk) suit une distribution multinomiale avec le paramètre (N, p1, ..., pk)

(u1, ..., uk) ∼Mu(N, p1, ..., pk)

si les conditions suivantes sont satisfaites :
1. p1 + p2 + ...+ pk = 1 et tous les pi sont non négatifs.
2. u1 + u2 + ...+ uk = N et tous les ui sont des entiers non negatifs.

3. u1, u2, ..., uk−1 =
Γ(N + 1)∏k
i=1 Γ(ui + 1)

(
∏k−1

i=1 p
ui
i )(pk)

N−
∑k−1

1 ui.
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