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Cour De Physique Du Solide Approfondie

Avant-propos

Ce polycopié est le fruit de I’expérience de trois ans d’enseignement du
module de physique du solide approfondie il est constitué de cours élaborés destiné
avant tout aux étudiants du leére année Master option physique, département des
sciences de matériaux de I’université Mohand Oulhadj De Bouira . Le contenu de ce
manuscrit est des cours qui résument tout ce qu'un étudiant a besoin de connaitre sur

la matiere du solide approfondie.

Le premier chapitre est consacrée essentiellement aux notions de base :
fondements de 1’équation mono électronique et vibration réticulaires (Approximation
de Born-Oppenheimer, Equation mono électronique (Hartree-Fock), Chaine linéaire,
Quantification du champ de vibration.Application {I’atome), cette premiére partie est

suivie d’une série d’exemples pour approfondir la compréhension.

Le deuxiéme chapitre intitulé « Périodicité spatiale et théoreme de block est
réservé pour connaitre la translation primitive, les réseaux cristallins, Electron dans un

cristal, le théoréme de Bloch, I’espace et réseau réciproque » ainsi quelques exemples.

Le troisieme chapitre inclut des bandes d’énergie électronique (modéle de
kronig-penney, gaz d’¢lectrons libres, gaz d’électrons quasi libres, approximation des
liaisons fortes, méthode OPW, pseudo potentiel, méthodes cellulaires, théorie de la

fonctionnelle densité).

Le quatrieme chapitre décrit les phénomenes de transport et propriété
thermodynamique (équation de Boltzmann, temps de relaxation, vitesse et libre
parcours moyens, conduction isotherme, chaleur spécifique, limitation de
I’approximation harmonique, couplage de phonons, expansion thermique,

conductivité thermique du réseau)

Ce polycopié ne prétend ni a I’exhaustivité ni a 1’originalité. il doit en fait
beaucoup aux nombreux ouvrages et sites web sur lesquels j’ai repris des courbes ou

des passages. La majorité de ces ouvrages sont référencés en bibliographie.

Enfin, je tiens a remercier toutes les personnes qui directement et/ou

indirectement ont contribué a 1’enrichissement de ce cours.
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Chapitrel
Fondement de I’équation
mono- électronique et

vibrations réticulaires
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1.1. Introduction

Dans le cadre de savoir les propriétés des systemes quantiques atomiques et
moléculaires ou solide en se basant sur le principe de déterminer la fonction d’onde W
qui dépend essentiellement de la position des particules dans I’espace et leurs spin,
ceux-ci met en évidence I’utilisation de I’équation de Schroédinger qui ne peut étre
résolue généralement que par recourir aux solutions approchées en disposant a des

méthodes approximatives.

|.2. L’équation de Schrodinger

L’équation fondamentale a résoudre pour d’écrire la structure électronique d’un
systeme matériel constitué par n électrons et N noyaux atomiques. Toute
I’information est contenue dans la fonction d’onde, dont I’évolution est régie par

I’équation de Schrodinger indépendante du temps :

Ou 7; et I_?)j sont respectivement les positions dans ’espaces des électrons et des

noyaux, H est l’opérateur hamiltonien moléculaire du systéme, ‘P(ﬁ-, I_?)]) est la
fonction d’onde a plusieurs particules, E est I’énergie de I’état fondamental décrit par

la fonction d’onde ‘P(Fi, ﬁj) )
L’opérateur Hamiltonien du systéme s’écrit :

th hv N Zge? N ke? 1N ZaZpke?
Z ‘+Z” < 2 alraRa|+ ll;t]l.r. rl a#b “[; —Rp| (1-2)

Les deux premiers termes sont respectivement les opérateurs d’énergie
cinétique de N électrons (indexés i) et celle de noyaux (indexés a) et les trois termes
suivants sont respectivement les opérateurs des différents potentiels d’interaction
électrons-noyaux, €électrons-électrons et noyaux-noyaux. m et M sont les masses des

électrons et noyaux respectivement, Z et Z, sont les charges des noyaux a et b.

L’équation de Schrodinger s’écrit alors :
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@ |ri—Rql

2
lZN h Vl+zn h Va Z{VZTL Zae +1 leij +
|r -7

—

;2 ZaZbkezl‘P(ﬁ Ty, Ry Ry) = E¥ (7. T, Rio. Rn) ¢9

2440#b R, —Ry|

Il n'est cependant pas possible de résoudre rigoureusement une telle équation,
des approximations donc ont di étre introduites afin de pouvoir résoudre cette
équation de fagon approchée. On commence par la premiére approximation, celle de

Born-Oppenheimer.
1.3. Approximation de Born-Oppenheimer

L’équation (1.3) peut étre simplifié du faite que la masse des noyaux est
beaucoup plus importante que celle des électrons en découplant la partie électronique
de la partie nucléaire dans la fonction d’onde W . Les électrons se déplacent ainsi
beaucoup plus rapidement que les noyaux, c’est comme si les noyaux étaient
immobiles par rapport aux électrons (10'3Hz Vs 10'°Hz) c’est 1’approximation

adiabatique dite de Born Oppenheimer [1].

La fonction d’onde approchée du systéme est solution de 1’équation de
Schrodinger dans I’approximation de Born et Oppenheimer, peut alors s’écrire sous la

forme d’un produit de deux fonctions [2]:
W(#,R) = ¥, (7 R) ¥y(R) (1.4)

ou #={7;} est I’ensemble des positions des électrons de valence et R = {R_a)} est

I’ensemble des positions des ions.

ou ‘PN(ﬁ)est la fonction d’onde nucléaire et LPe(?, ﬁ) est la fonction d’onde

électronique.

L’hamiltonien du systéme peut étre simplifié et écris comme la somme du

Hamiltonien électronique et celui des noyaux 1’hamiltonien nucléaire.
H=H, + Hy (1.5)

H, et Hy sont donnés par les expressions suivantes :
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—hzviz Zge? 1 ke?
He=[2'!—2m — YN yn el +;Z£Yi¢jﬁ] (1.6)

a
[7i—Rql

HN:

n N
—h*vZ 1 Z. 7 ke?
a a“b ] (1.7)

—+_ P —
2M 244 |R, — Ryl
a*b

a

Si en remplace les équations (1.4), (1.6) et (1.7) dans I’équation de Schrodinger

(1.1) pour le systeme global en obtient :
H ¥, (#R) = E,(R)¥, (7 R) (1.8)
HyWy(R) = Ey(R)¥Wy(R) (1.9)

L’approximation de Born-Oppenheimer impose que la fonction d’onde des
électrons soit déterminée par la position instantanée des noyaux (terme E, dans
I’expression H,), tandis que la fonction d’onde des noyaux soit déterminée par le

champ moyen des électrons (terme Ej dans Hy).

L’énergie totale du systéme sera donc la somme de I’énergie électronique et

I’énergie des noyaux:

E =E,(R) + Ey (1.10)
Exemple
Approximation de Born-Oppenheimer pour la molécule H

e Ecrire I’équation de Schrodinger correspond a cette approximation

2 2 2

~  —h h e 1 1 1
A= (V2 +V3) — —V2 (———— —)
ZmH( At Vi) 2m, et *

L’operateur hamiltonien électronique est

" 2V2+e2(1 1+1>
¢ 2m, ¢ 4me\ 1, 13 R

T

HY,(#,R) = E,(R)¥Y.(*,R) ;
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i
m‘!

Avec R est une position paramétrique c-a-d si je prends par exemple 1I’équation

f(x,a) = ax?/ (a est une position parametrique)

—h? —~
(Vfl + vlza) + Heé

2myg

W(7, R, Rp) ~ Wo (% R). Wy (R, Ry)

Donc H=

—n? -
(Vi + VE)We. Wy + HeWe Wy = EWe. Wy
" =Ee(R)We

En appliquant I’expression suivante : A(U + V) = UAV + VAU + 2VU.VV
avec V,¥,(#R) ~ 0;VzW,(# R) ~ 0 ,
Donc I’équation de Schrédinger qui satisfait les noyaux est :

2

(Vﬁ + Vg)IPN + Ee(R) Yy =EWy
2my

Exemple

Soit H, I’hamiltonien des particules légeéres (électrons) et H, I’hamiltonien de

particules lourdes (ions). L’hamiltonien du systéme (électrons + ions) s’écrit

-~

A=H,+H,-E, ow HWY,=EWY¥,, ¥, etE, sont la fonction d’onde et
I’énergie des électrons mouvant dans le champ stationnaire des ions. La fonction
d’onde du systéme s’écrit ¥ = W, P, ou” ®, est la fonction d’onde des ions dans le

champ moyen des électrons.

a) Trouver I’équation pour @,.

b) Montrer que [ ®;H, ®,dt, = E + 0E
Solution

H, L’hamiltonien des particules légére (électrons)

Université Mohand Oulhadj De Bouira Physique Des matériaux 2019/ 2020 Page 12
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N N N
T N 12 Ze? Zzn: Zge?
e — =y - S| — =
i 2m Zl,iijlrl_J i k |1_Rk|
H, L hamiltonien des particules lourdes (ions)
SRR L R
. = oM, +U,+E,

U, et E, Sont des opérateurs de multiplication.

1/ a) La fonction &,

A=7T,+7T,+0.,+0,+0,,
Par définition on a: A=T,+U0,+0,+T,+0,

A, A,—E,
Avec ¥ = ¥,d, ; ce qui donne
AY=EY = (H,+H,-E,)¥,,=EV¥Y

avy.,e,+ A,¥,0,- E,¥,,=EY E¥, 0, + A,¥,d,— E,¥, 0, =EV¥
= a,y,o, = E¥Y

Onsaitbienque: A(¥,d,) = P,A¥, + Y, AD, +2VVY,. VO,

Ce qui donne :

2

n
—h —_— —_— —~ -~
Z o [©,AW, + Y AD, +2VY,. VO,| + 0,¥, &, +E,¥,®,=E¥,0,
k

k

Par normalisation de 1’équation nous obtenons

n
—h? — -
2 | j‘P’;A v, dz, +A¢ZJ Yy dr, + 2V q>sz;v v, dz,
A k

=1

+ ﬁchzf iy, dr, +Ee<1>zf Vi, dr, = f‘PZE Y, d,dr,

=1 =1

Université Mohand Oulhadj De Bouira Physique Des matériaux 2019/ 2020 Page 13
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hZ
2M,

n n
—n? _ N
Z Ae®, + 0,0, + E,, = ED, + 2 [dbz f wiA ‘Pedre]
k k

2M,
+2V D, f vV, dr,

C’est I’équation de @,

H,é,=E,o, —E,=?

n
f ®:A, d,dr, = E + Z
k

h® - -
i U WA, dr, +zfc1>;v CDZdTZ.J‘PZV ‘Pedre]

E+8E=E,
1.3.1 Principe Variationnel

Supposons qu’un systéme d’écrit par I’Hamiltonien H est notant E, 1’energie

fondamentale. E est définie par :

_ quZestHLptesth
f Wiest Presedt

(1.11)

Le théoreme de variation indique que E > E; ,V W, Cette égalité est veérifiée
uniquement dans le cas ou la fonction test W,.,; est identique a la fonction d’onde de

1’état fondamentale.
1.4. Equation mono électronique (Hartree-Fock)
1.4.1. Approximation de Hartree

L'approximation des électrons indépendants a été proposée par Hartree. Il s'agit
d'une théorie de champ moyen. Permet de ramener le probleme d’interaction a N
corps a celui d’un électron indépendant se mouvant dans un champ moyen produit par
les noyaux et les électrons [3-4], désignant par ; 1’énergie potentielle de 1’électron
dans ce champ, a chaque électron correspond une orbitale .On parle de séparation des

variables électronique. L'approximation orbitale, introduite par Hartree en 1928 [5],

Université Mohand Oulhadj De Bouira Physique Des matériaux 2019/ 2020 Page 14
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1.4.2. Approximation de Hartree — Fock

L’idée consiste en principe a remplacer dans 1’équation (1.2) I’énergie

. . . , 1 ke?
d’interaction potentielle des électrons (E ?,’i:: i
vy

) par I’énergie potentielle de la
forme (X;Q;(})) qui est I’énergie d’interaction du i-iéme électron avec certain
champ efficace, ou’ chaque électron se déplace indépendamment dans un potentiel
moyen crée par les noyaux et I’ensemble d’autres électrons [6].Ce champ efficace
caractérise 1’action exercée sur 1’i-ieme électron par tous les électrons. En supposant

qu’un tel champ soit trouvé récrivons 1’équation (1.2) sous la forme :

22 = —
LA i) + L Ui | We = EoYe (1.12)

U;(T}) est I’énergie potentielle de 1’ i-iéme électron dans le champ de tous les noyaux.

Q; (7)) représente I'énergie potentielle d'un électron (i) soumis a l'action du champ
moyen produit par tous les autres électrons moyen produit par tous les noyaux du

cristal.
N
Sam=-Y (113)
i\n) =— - = '
i ey, dmee |1 7]
Ou I'namiltonien correspondant a I'électron (i) vaut :

~ —hlv? - -
Hi=——+0,@) + U;(1) (1.14)

2m
De cette fagon 1’équation de Schrodinger peut s’écrire :
Ay, =
(X H)Y, (1.15)

Puisque I’hamiltonien ne contient pas maintenant d’énergie d’interaction des
électrons et représente la somme des hamiltoniens des électrons isolés, la solution

de (1.15) est donnée par le produit des fonctions a un électron :

N
W TPy ooy ) = W () Wy (B) e Wy () = 1_[ W, (#) (1.16)

Université Mohand Oulhadj De Bouira Physique Des matériaux 2019/ 2020 Page 15
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Chagque fonction W;(#;) satisfait a I’équation a un électron de Schrodinger :
HY;(7) = E;9;(7) (1.17)

Ainsi, I’introduction du champ efficace permet de ramener 1’équation a ¢lectrons

multiples aux systémes d’équations a un électron. L’énergie du systéme devient
E, = Z E; (1.18)
i

Dans le cadre de I’approximation de Hartree-Fock qui a proposer de construire
la fonction d’onde du systeme électroniquement en tenant compte du principe
d’exclusion du Pauli parce qu’elle n’est pas antisymétrique par rapport a I’échange de

deux électrons

Dans cette nouvelle approximation connue sous le nom de I’approximation de
Hartree-Fock est proposé d’écrire la fonction d’onde totale du systéme électronique
non pas comme un produit directe des fonctions d’onde mono-électronique, mais sous

forme d’un déterminant de Slater :

W oy,....,Ty ON)
Y. (75 57) Y. (ao,) YTy oy )
__ L w@Ee) Wy (75 07) W2 (7w oy ) (1.19)
VNI : :
LpN(rl 01 ) qJN(TN Oy ) le(rN ON )

Ou’ N est le nombre d’électrons, 7; g, désigne la collection des 3 coordonnées
1

spatiales et de la projection du spin, Le nombre N

assure la normalisation de ¥, .

Le champ efficace est

QF%JZIWCW L _ke? 1.20
in —2&' i1 4”550|71—7]| Tj (1.20)
i#]

Pour calculer Q; (7)) il faut connaitre les fonctions d’ondes W;(7%) .

L’introduction du champ efficace (); permet de ramener I’équation a électron
multiple au systéme d’équations a un seul électron. On trouve le champ efficace

Q;(#;) apartir de I’équation de Schrédinger

Université Mohand Oulhadj De Bouira Physique Des matériaux 2019/ 2020 Page 16
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- (— 722
i7 L —>
Ve = Z{ m + Qi(rl) + Z Ui,k Y (1.21)
i K
En remplacant Q;(#;) par sa valeur
- (=7 v,
Z Z Uy + 2 Ui bW, (1.22)
l#—'j
On pose :
1 2
Ujj = — o = 1.23
U e, 7 — Ffl U(|n D (1.23)

Par la normalisation de I’équation (1.21) sur un volume élémentaire dt,on peut tirer

f YAV, dt,

—h? —
_ Z {<%> f iAWY, dT, + f Yo, dr,
i
. f‘P’;Ui,k‘Pe dTe] (1.24)

De méme pour I’équation (1.22) on peut tirer

] ViAWY, dt,

i < )fly*Aw dr, + = zftp*uutp dz,
2

i)
+ f\}’ U W, dz, (1.25)

Les deux équations sont égales (1.24) = (1.25) =
flp*n @Y, dr, _ZZZIW* Uy (|7 = 7|) ¥, dr. (1.26)
i i#j

Avec . dt, = d11d7, dT3 o v e AT e AT
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De I’équation (1.24) en introduit le produit des fonctions a un seul électron de

I’équation (1.16) on aura :

f‘P*‘PZ ...... Vi@ .. Q)Y Y, Y, ... dtydt, dts ... dT;

1 - - o
== z ftp;lp; S @UG(|7 -7 e Y, - Y e d Ty dT, L dT (1.27)

Lizj

Avec [¥iw, dt, [ YW, dT, ... ... [¥i¥, dt, ... ... [¥;Q,F)Wdt; =
=1 =1 =1

J Y ()W ds; (1.28)

De la méme facgon pour le terme d’équation (1.27)
* 1 * — —
(1.27) = Z ¥ EZ YU, (|7 - 7|)¥dr; ¢ Widr,
i i#j

A partir des deux équations (1.27) et (1.28) en peut tirer le potentiel du champ

efficace (moyen):

@) = %Z j YiU;([7 - 7)) d (1.29)
i)
Donc il se réécrit : ;1) = 2#][ (e H|‘P dt; (1.30)
Finalement en peut obtenir :  Q;(%) = me ||ij (1.31)
e e|w]|” :Densité de charge du j-éme électron au point 7

e2|w;|*dr;: Elément de charge qui détermine le potentiel

e2|w;|®

|7=74

: L’énergie d’interaction du i-éme électron avec le j-éme électron

Donc I’équation (1.1) s’écrit comme:

2 d
— A‘P(J+—Z |f| f’w<1)+zumwn) BV (132)

]?‘-‘l
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Donc en peut dire que L'équation (1.32) exprime 1’équation de Hartree.

Pour calculer Q;(7) il faut connaitre toutes les fonctions ‘P]-(?j) qu’on peut

trouver uniquement en connaissant Q;(7;) équations intégraux-différentielles
Par calcule numérique en utilisant des approximations : W;(7) — ;@)
v, Y(#) — 0,) ; En continue les calcules jusqua ¥, (%) — ;™ @)
D’apreés 1’approximation des électrons indépendants de Hartree on a :
Y, (7, Ty e ) = Wi (F). W () . Py (Fy) = =P (7, 75 oo oo ,7y)  (1.33)

Les fonctions électroniques sont antisymétriques en peut pas parler du principe de
Pauli.

Pour 2 particules antisymétriques avec ¢ = (7,5),ona:

1

@{qﬁ(ﬁﬂ-qu (672) - LIJ2(‘71)qj1(‘72)} = _lpe(c_il' C72) (1.34)

Lpe@vﬁz) =

1 |Wq (6_1)1) k21 (dz)

Y.(G1,q9z2) == S S (1.35)
el 2 V2HW,(d)  W2(d2)
En généralisant sur N particules, On obtient :
qjl((_jl) LP1(‘?2) LPN((_jN)
¥.(G1,Gz - qn) = Nii Yo(G)  W2(G2) . Wa(Gn)
' l}lN(‘?ﬂ W N(‘?z) le(‘?N)
= _Lpe(q)ll q)z ...... (_jN) (136)
Finalement d’aprés le déterminant de Slater on peut obtenir :
i(q;) = > /. e\qi,qz - .. an 47T€0 |?l,_?],| e\q1,q2 - - qn) AT,
i#]j
1 x £ xf 2 ez - - - =
=EZlek(CIi)lpl (%)mq’k(%)q’z(q}') dq; q; (1.37)
i) vt

Exemple

Dans I’approximation Hartree le potentiel £2;(#;) est donnée par :
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¥, )N
0F) = 8£Z|1_n

j#

A quelle condition sur {le} , le potentiel Q;(7;) posséde-t-il la méme symétrie de

translation que le réseau ?

Solution
2,(#) Posséde une symétrie de translation 2;(7 + 13) = 0;(7)

R : Vecteur de translation du réseau

& (r + R) B 87‘[82] |r|q:(r])_| ﬁl dr

2
Posant ?j' =7 — R: donc G +R) = me—h’( ) dz;’

-7

GF+R) =) si W+ ﬁ)|2 = |v;(7)|°

La structure atomique est périodique ce qui permet de définir la fonction d’onde

comme :
W;(7 + R) = e¥;(7) ;
Les deux fonctions d'ondes ¥;(7 + R) et W;(7) sont en déphasage d’angle .

1.5. Chaine linéaire

Pour former des structures cristallines bien définies placées de maniére tres
ordonnée dans les cristaux ce sont les forces interatomiques qui leurs conférent leurs
arrangement spécifique. Si on se place a T = 0K, les atomes sont fixes dans leurs
positions d'équilibre. Si on augmente la température, les atomes vont vibrer autour de
leurs positions d'equilibre. L'énergie d'une vibration est quantifiée et le quantum

d'énergie est appelé phonon (par analogie avec les photons).
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U, p W=l ‘-‘sf!] Eus-é. E”s-+:(55 I"*s-+aé|) U, Me-10 O:r,sﬂ ”'s+:(L T
S e e o S S
¢ : 3 S T S L o )
: i (L : : ¢
: : : Q )
. 9 s L e ‘:
: : : O ¢
LG J : ¢ & 9
: : : o
@ : @ @ (L : @ 7
R i S { i |

5-2 5-1 5 S+1  S+2 5+3 52 51 8 S+1 S5+2 543

Figure 1.1 Cristal unidimensionnel monoatomique avec un déplacement ug

longitudinal et transversal.
1.5.1. Cas d’un atome par maille élémentaire (chaine monoatomique)

Comme premiere approximation, nous considérons les atomes comme étant
reliés entre eux par des ressorts et on fait I’hypothése de petites oscillations. Nous
pouvons apprendre beaucoup de choses sur les forces reliant les différents plans

atomiques a partir de la relation entre la pulsation w et la norme du vecteur d’onde K.

VA oA A
. Vvvy . v .

5-1 5 5+1

Figurel.2.Chaine linéaire monoatomique

Nous considérons les cristaux dont la maille élémentaire contient un seul atome
de masse M, et de distance interatomique entre les atomes les plus proches voisins est
a.Soit ug le déplacement de I’atome s par rapport a son point d’équilibre (Figure

1.2).

Nous supposons qu’une onde ¢lastique de vecteur d’onde se propage dans une
direction telle que les polarisations en soient purement longitudinale ou transversale.

La force sur I’atome s peut s’écrire:

Contribution du Contribution du
ressort de droite ressort de gauche
Fy = Cus1(0) —us () + C(us—1 (£) — us(1))
= C(ug41 (1) — us_1 (1)) — 2 u(1)) (1.38)
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(C est la constante du ressort)
On a la somme des contributions du ressort de droite et du ressort de gauche.
Alors I’équation (1.38) selon le principe fondamental de la dynamique devient:

d?uy(t)
dt?

(F; est la force appliquée sur ’atome, M la masse d’atome, a est 1’accélération)

F,=Ma=M = C(us41 (1) = us—1 () — 2 us (1)) (1.39)

Essayons la solution qui dépend seulement du temps :

. 2 .
us(t) = ue @t = us®) ;Sz(t):—a)zuse_”"t (1.40)
Doncona: —Mw?u, = C(ugpq — Ug_q — 2 Us) (1.41)
Essayons une solution de la forme : us = ue'kse (1.42)
—Mw?uyeiksa = C(ueil((s+1)a 4 yetk(s—-Da _ Zueil(sa) (1_43)
—Mw?uest = Cue'ksa(elka 4 g~ika _ 2) (1.44)
—Mw? = C(2cos(Ka) — 2) (1.45)

2C

w? = m (1 — cos(Ka)) (1.46)

En sait bien que la formule d’angle double égale:
cos(26) = 1 — 2sin?(6) (1.47)
Remplacant (1.47) dans I’équation de w en fonction de la constante C , En ne

prenant en compte que le plus proche voisin, on aura alors :

2—4C('21K ) (1.48)
@ = —r|sin (2 a) .
Donc on peut obtenir

w(K) = \/%|sin(§1<a)| (1.49)

Appelée relation de dispersion. On choisit w positive pour un réseau stable.
. 4Cc . 1
Lavaleur maximale est: W qy = /ﬁ avec Sm(E Ka) =1

La fonction w(K) est périodique et de période %’T elle prend toutes les valeurs

possibles pour: —ai <K< g . Ce domaine de valeur de K est confondu avec la

premiere zone de Brillouin [7], de la chaine linéaire d’ou les valeurs extrémes de K

dans cette zone sont : K,,,,,= ig

La représentation graphique de w en fonction de K est donnée par la figurel.3:
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- I h_
-nla 0 wia K

T

Figure1.3 Evolution de w en fonction de K sur une période: [—g,;]

1.5.2. Vitesse de groupe
Par définition la vitesse de groupe est donnée par la relation
dw

Vg = d_K (150)
Dans le cas d’une chaine monoatomique et partir de la relation de dispersion w on
obtient:
Ca? 1
Vg = Vcos(zKa) (1.51)

Pour K = 0, on retrouve le modele élastique :

Le développement limité de sinus au voisinage de K = 0 : sin(% Ka) = %Ka

Donc : w(K):J%.(%Ka):Jg Ka (1.52)

Dans un milieu homogéne, la propagation d'une onde monochromatique (ou
sinusoidale) dans une direction donnée se traduit par une simple translation de la
sinusoide a une vitesse appelée vitesse de phase ou célérité. Dans un milieu non
dispersif, cette vitesse ne dépend pas de la fréquence. En superposant des ondes
monochromatiques de diverses fréquences (ou pulsations), on obtient des ondes plus
complexes (voir Analyse spectrale). Lorsque la vitesse de phase est indépendante de
la frequence, l'onde résultante subit aussi une translation globale de son profil, ceci
sans déformation.

Dans un milieu dispersif ou lorsque les directions de propagation sont diverses
(en dimension supérieure a 1), les composantes respectives se dispersent. Dans ce cas,
il est souvent possible d’identifier des paquets d’ondes (ou groupes d'ondes) se

déplacant a une vitesse de groupe différente des vitesses de phase des composantes.
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() = i4f|. 1.
“ R sin(;Ka)

11

La

s

1

Vitesse deson 0 K

a i a
Premiere zone de Brioullin

Figure 1.4 Courbe de dispersion d’un cristal unidimensionnel monoatomique [8]

1.5.3. Chaine linéaire diatomique

Pour décrire simplement les vibrations du réseau cristallin dans le cadre de
I’approximation harmonique, Considérons a présent un cas plus compliqué ; une
chaine d’atomes avec le méme espacement et la méme constante de force que
précédemment, mais avec deux masses différentes, M et m , placées alternativement.
La cellule unitaire de ce réseau cristallin contient maintenant 2 atomes au lieu d’un

seul.

On suppose que les atomes "noirs” ont une masse m et on note ug , ug,; ...leurs
déplacements par rapport a leurs positions a I'équilibre. Les atomes "blancs” ont une
masse M et on notev,, vy ; ... leurs déplacements. De plus, on suppose que les
atomes "blancs" et les atomes "noirs" sont couplés par une constante de rappel C . Si
on suppose que chaque plan n'interagit qu'avec ses plus proches voisins, On

appliquant le principe fondamental de la dynamique sur I’atome s on aura :

’ Usg Vs ? Us Vs . Usya Vs+1
dl a |-
I >

Figurel.5. Schéma du cristal 1D

d?u

dt; =C(vs +ve_q — 2 uy) (1.53)

d?v,

m—ag = C(ug + ugyq — 2 v5) (1.54)
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Ce sont spécifiquement les équations qu’il faudrait résoudre si chaque ion était
lié a ses voisins par un ressort de masse nulle et de raideur C . Les masses représentent
alors les atomes et les ressorts représentent les forces interatomiques reliant les

atomes du réseau cristallin.
Nous allons chercher des solutions sous la forme d'une onde de propagation :
ug = ueksag=lwt gt p = peiksag-int (1.55)

En substituant (1.55) dans les équations de mouvement (1.53) et (1.54) on peut

obtenir le systéme d’équations suivant :

—Mw?u = Cv(1 + e *¥2) - 2¢Cu
{ ( ) (1.56)

—mw?v = Cu(1 + %) — 2Cv

Le systtme d’équations linéaires homogénes a deux inconnues constantes
complexes a déterminer u et v, n’a de solutions non triviales que si le déterminant du

systeme est nul. Annulons des termes communs on a :

— 2 _ —-iKa
2C = Mo C+e™ D ] =0 (1.57)
—C(1+e*)  2C —mw? v
On obtient alors une équation :
Mmw* — 2C(M + m)w? + 2C%(1 — cos(Ka)) = 0 (1.58)

L’équation (1.58) est un polyndme d’ordre 4 avec la variable w , mais nous
pouvons la réduire a un polynéme d’ordre deux. Les deux solutions du polyndéme
(1.58) en w? sont données par les relations de dispersion des modes normaux du

réseau suivant :

+ (l + l)2 — Mz—m(l — cos(Ka)) (1.59)

+ ==
M m

1 1
oyt =Cl g+

Ces deux relations de dispersion, appelées branches, qui s’écrivent

1,

(J)iz

_ C(m+M)iC (m+M)2 _4(sin2(%Ka)) (1.60)

mM mM mM
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En tenant compte pour K — 0 1’expression sin(%Ka) ~ %Ka , ainsi que pour

certaine valeur X «< 1 en peut appliquer la formule suivante (1 —X)Y/2 ~1 — %X

dans I’équation (1.60).

Comme il existe deux valeurs de w pour chaque valeur de K, la relation de

dispersion est dite a deux branches distinctes avec une bande interdite en fréquence.

L’expression w_2 avec le signe (-) traduit la relation de dispersion pour la
branche acoustique. Au voisinage de K = 0, la vitesse de groupe est constante et

égale a la vitesse du son.

L’expression de w,? avec le signe (+) traduit la relation de dispersion pour la

branche optique.

( , 2C(m+M) CK?a® _

J Wy = — - TN Mode optique (1.61)
| w2 = LKza2 Mode acoustique (1.62)
. 2(m + M) '

On peut se contenter de la représentation graphique qui résume ces relations

1/2 Branche des phonons
2C (— + —) optiques
m

) 2cy 2
////Z/M::m/ //'( frn)
A /’%[zc /3
I M
Branche des phonons
acoustiques

Figure1.6. Evolution de w en fonction de K sur une période % : Branches optique et

IR n

acoustique pour une chaine linéaire diatomique.

Pour: K ==; cos(Ka) = cos(m) = —1

)
a

On revient & I’équation (1.60) on obtient les solutions réelles possibles suivantes
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1 2
C(m+ M) m + My? 4(Sln (71(“))
wl=—4+C ( ) - (1.63)
- mM mM mM
21/
2_C(m+M)+C(m+M) 2 (168)
YT T mM '
Dot w,? =% et w_? =%

13

Le domaine de la premiere zone de Brillouin est —= < K < S ou’ a est la période

N Q

C

2C
m

du réseau. Pour K., = ig les racines sont w,? = et w_?= —

Dans les cristaux ayant plus d’un atomes par maille, le spectre de vibration
présente de nouvelle caractéristique pour chaque mode de polarisation dans une
direction de propagation donnée, la relation de dispersion de w par rapport a K donne
deux modes les branches acoustiques et optiques.Nous avons des phonons
acoustiques longitudinaux (LA) et transversaux (TA) et les phonons optiques

longitudinaux (LO) et transversaux (TO).

F Aty
Branche aptigue

Branche ad.:-u ustique

'a 0 n'a 2n/a
Figurel.7 Evolution de @ en fonction de k sur une période[g] : Branches optique w et
acoustique w_

Le déplacement des particules pour les branches transverses acoustiques (TA) et
transverses optiques (TO) sont représentées dans la figure (1.7). Pour la branche

optique a K = 0 nous trouvons en substituant (1.55) dans (1.56) on trouve :

vw__ 2 (1.65)
v

Les atomes vibrent 1’un par rapport a I’autre, mais leur centre de masse est fixe.

Si les deux atomes sont de charges opposées comme c’est le cas dans la figurel.8
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nous pouvons engendrer une vibration de ce type par le champ ¢électrique d’une onde

lumineuse c’est pourquoi cette branche est appelée branche optique .Une autre

solution pour le rapport des amplitudes a faible K est % = 1 obtenue comme dans le

cas limite K = 0 de I’équation (1.62) les atomes et leurs centre de masse vibrent
ensemble comme dans le cas des vibrations acoustiques de grande longueur d’ondes

d’ou I’appellation de branche acoustique.

Ainsi, nous voyons qu'en mode acoustique tous les atomes se déplacent a c6té de
facon synchrone, comme dans une onde acoustique en milieu homogéne. Au
contraire, en mode optique; le centre de gravité reste intact. Dans un cristal ionique,
une telle vibration produit un moment dipolaire alternatif. Par conséquent, le mode est

optiquement actif. La situation est illustrée sur la figurel.8.

Ve AN J\ T
4, = ~
4 J/J \'-v . .-f'/ \'\ f‘f J\\
o % Vad < Pl Pod
oo & o, & N ’
@ * N /

mode acoustigue mode optigue

Figurel.8. Présentation des modes de vibrations 1D transverses selon les branches

acoustiques et optiques

Exemple

Soit un réseau linéaire d’atomes de masses différentes m et M équidistants de
« a» En se limitant aux interactions entre proches voisins caractérisées par la

constante de rappel « B » dans la cadre de I’approximation harmonique.

a) Etablir les équations de mouvements au voisinage de sa position d’équilibre on
appellera uget v les déplacements de ces atomes par rapport aux points
d’équilibres d’apres le schéma au dessous.

b) A partir des solutions de la forme : ug =ue'®@" gty  =yel(skaw)

Etablir les relations de dispersion @, = f(k) des branches acoustiques et optiques

longitudinal en fonction de g ,m, M et a.
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. . T
c) Ecrire les expressions de . lorsque k —» 0 et lorsque K —» +— et tracer
- a

les courbes de dispersion . = f(k) dans I'intervalle suivant [0,+§] sachant que

m>M.

Solution

a) Les équations de mouvements au voisinage de sa position d’équilibre
d*u
M dtzs =BWs + Vs_1 — 2 Us)

d?v,
m dtzs = B(us + Usyq — 2 V)

b) Ug = uetksap—iwt et vy = pesap-iwt

On calcule les dérivées secondes et on peut simplifier par le terme e@t, gtsKa
on obtient alors un systeme de deux équations a deux inconnues u et pour qu’il
admettre des solutions non triviales, il faut que le déterminant du systéme soit

nul : (Voir le cour ), on obtient 1’équation :
Mmow* = 28(M + m)w? + 28%(1 — cos(Ka)) = 0
Pour le petit angle Ka - cos(Ka) = 1 — %Kza2 + -
mMw* — 2B(m + M)w? + B2K?a? = 0

C’est une équation bicarrée dont les solutions sont :

2

TR
=C(m+M)iC (m+M)2 4(51n (jKa))

Re mM mM B mM
- , _2B(m+M)+ JA4B2(m + M)? — 4mMB2K2a?
Wy ¥ 2mM
28( +M)+[23( +M)—ﬁmM—K2612
2 S (m + M)
— (,l)i =

2mM

Deux séries de solutions :

Université Mohand Oulhadj De Bouira Physique Des matériaux 2019/ 2020 Page 29



Cour De Physique Du Solide Approfondie

pm+M) pK?a?

2~ Mode opti
* mM 2(m + M) (Mode optique)
w_? f 2q? (Mode acoustique)
B 2(m+ M)
2 o 2B(m+M)
c) K-0 = YHETIM = @, ~ [P
w_?=0 mM

_T —
K - +E ; cos(Ka) =cos(Fm) = —1

On revient a I’équation précédente on obtient :

N B(m+ M) £ /B2(m + M)2 — 4mM B2
JLEN

mM
m+M)+B(m—M
_ o2 o B M) £ BGn =)
- mM
D’ou a)+2=£ et w2=2F
M m

1.6. Quantification du champ de vibration. Application {I’atome

Jusqu'a présent, nous avons discuté d'une approche classique des vibrations du
réseau. Comme nous le savons par la mécanique quantique, les niveaux d'énergie de
I'oscillateur harmonique sont quantifiés. De méme, les niveaux d'énergie des
vibrations du réseau sont quantifiés. Le quantum de vibration est appelé phonon par

analogie avec le photon, qui est le quantum de I'onde électromagnétique.
1.6.1. Energie de I'oscillateur harmonique

Nous savons que les niveaux d'énergie autorisés de l'oscillateur harmonique sont

donnés par

E=(n+1/)ho (1.66)
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Ou n est le nombre quantique. Si I'énergie de ce mode de vibration normal dans un
cristal de fréquence w est donnée par I'équation (1.78), nous pouvons dire que ce

mode est occupé par n phonons d'énergie E .

Considérant une vibration normale ou lI'atome posséde une masse M se déplace de sa
position d'équilibre, A est I'amplitude. L’énergie de ce mode vibratoire moyenne dans
le temps est :

1
E=5MAw? = (n+1/)hw (1.67)

On voit qu'il existe une relation entre I'amplitude des vibrations et la fréquence et

I'occupation phononique du mode.
1.6.2. Modes normaux et Phonons

Pour quantifier les vibrations harmoniques du réseau il suffit de revenir au

Hamiltonien, la partie cinétique T est invariante en forme qui devient :

PZ
T=Y 1
oM (1.68)

= —ih

P‘II? ou

ak
P,z estla quantité de mouvement du phonon

Unarm €St remplace par la forme quadratique suivante :
1 2 2
Uy = Z > Mug ol (1.69)
q,K

Ol w, est la pulsation du phonon considéré, M la masse des ions, u,z est

I’opérateur de position (de déplacement).

Les degreés de liberté normaux u,z et les moments conjugués P satisfont les

relations de commutation canoniques :
[uql? , Pq’I?’] = ifl5q ql61? 7 (1.70)

Pour un cristal harmonique se compose de N atomes, nous avons identifie 3N

mode propres de vibration de fréquence Wg obéissant aux relations de dispersion [9],
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c’est a dire dans une maille élémentaire est décrit par 3N oscillateurs indépendants.
Les fréquences des modes normaux de ces oscillateurs seront données par la solution
d'équations linéaires 3N comme nous l'avons vu précédemment. Il en résulte que
I’hamiltonien H est maintenant une somme de 3N Hamiltoniens d’oscillateurs

harmoniques

PZ
ak 1.2 o
H = W-FEMqua)ql? (171)

De ce fait, la construction des états de vibration du cristal s’effectue en formant
les produits des fonctions propres d’oscillateurs harmoniques W z, associées aux
énergies d’un mode normal E,(K) = hwp(K ), de pulsation wp(K ), ou P désigne

un mode particulier, c'est-a-dire P = 1, .....3N . L'énergie de ce mode est donnée par

E = hwp(K )(n,z +1/5) (1.72)

Chague quantum d’excitation est appelé phonon. OU n,zest le numéro
d'occupation du mode normal et est un entier. Un état vibratoire de I'ensemble du
cristal est spécifié en donnant les numéros d'occupation pour chacun des modes 3N.
L'énergie vibratoire totale du cristal est la somme des énergies des modes individuels,
de sorte que :

_ 1
Eror = Z hw, (K ) (np‘,? + E) (1.73)
P,K
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Chapitre I

Périodicité spatiale et

theoreme de block
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Il .1. Translation primitive

Un cristal idéal est construit par la répétition infinie d'unités structurelles
identiques dans I'espace. L'unité structurelle est un atome unique, comprend de
nombreux atomes ou molécules. La structure de tous les cristaux peut étre décrite en

termes de réseau, avec un groupe d'atomes attachés a chaque point du réseau.
I1.1.1. Opérateur de translation

L’introduction du champ self-consistant permet de réduire le probléme d’un
systtme de particules multiples interagissant entre eux a un probléme d’une seule
particule. Désignons par u(7) 1’énergie potentielle d’un électron arbitraire dans un

cristal et Q(7) le potentiel du champ efficace voir (1.43) :
u=u@ =QF) +u@@, B, Ry o oo . Ry),

Avec u(7#, Ry, R, ... Ry)est le potentiel d’interaction d’un seul électron se trouve a la

position 7; par rapport a tous les noyaux qui prennent les positions (ﬁl, ﬁz - ﬁn)

Nous écrivons 1’équation de Schrodinger sous la forme :
hz - - -
[— A+ u(r)] W) = E W) 2.1)

Dans un cristal la disposition spatial des atomes étant strictement périodique, le
potentiel total u(#) du cristal doit posséder une périodicité tridimensionnelle. 11 s’est
averé que pour obtenir des resultats fondamentaux de la théorie on peut heureusement
ignorer la forme exacte du potentiel w(7), Il faut seulement s’assurer que u(7) soit

une fonction périodique, dont la période coincide avec celle du réseau cristallin.
La condition de périodicité admet la forme u(# + 1) = u(¥) ; ow’

n =nya +nyb +nzc ; ny,nyny €EZ,a etbetc sont appelés vecteurs de

translation unites.
Lorsque un cristal se déplace de 71, il se confond avec lui-méme.

D’apres la condition de la symétrie de translation on définit 1’opérateur de

translation : T'(n)
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T fE) = f(#+n), Ou’ f(#) une fonction arbitraire du cordonnées. Développant

f (7 + 1) en série de Taylor au point 7, on obtient :

FG+7) = Sipo e ™ = (Srnco g™ V() = €1 () = TFF)

m! dry,

= T([R) = ¥ (2.2)

L’action de I’opérateur de translation sur la fonction périodique produit le

résultat :

T@u@@) = u(@@+n) = u(@), Dot une fonction arbitraire périodique est une

fonction propre de 1’opérateur T'(i7) qui corresponde a la valeur propre d’unité 1.

On peut facilement démontrer que 1’opérateur de translation commute avec

I’opérateur d’énergie potentielle @1(7) = u(#) de ’électron dans le cristal.
TEIAY@®) =Tu@YHE) = u@F+ DVYFE+1n) = aAOTEYE)  (2.3)
Ta-aT(@) =0 = [T(n) u(r)] =0 (2.4)

De méme pour I’opérateur de 1’énergie cinétique

<—h—v2> TMT (2.5)

=> [T@),T]=0 = [T@),H]=0

Par conséquent I’opérateur de translation commute avec 1’opérateur hamiltonien pour

un champ potentiel périodique.

AT (®) — T()H = 0, D’ou on arrive a la conclusion que T(7) reste constant dans le

s 4 . dlL L )
temps : D’ou d’aprés — = 0 en mécanique quantique

d 2 5 dA(_)) VovaNai Y=
di [L H]% = E 8 =~ {T(MHA - AT(@)} =0 (2.6)

Et que le systtme des fonction d’onde de T'(ii) et H est identique. Considérons

I’opérateur réciproque de T (i) que 1’on notera

1@ :  TH).T-1@) = T1R).T(H) = 1 (2.7)
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716 = [e17 | = e@ 9 = P(—7) (2.8)
T$(n) = T(sn).qui est vrai pour une fonction exponentielle.
Ecrivons T'(7?) dans la forme :  T(71) = el¢® (2.9)
Avec o) = K. = kynya + kynyb + kansc (2.10)
De la condition de normalisation :
1=[|W# +1)|?dr = |ei<f’(ﬁ>|2 [1¥@@®|?dr = |ei<P<ﬁ)|2 (2.11)

I résulte que ¢ (7) est une fonction réelle c.a.d. que le vecteur Kdoit étre réel. K doit

avoir une dimension opposeée a la longueur.

Il est connu sous le nom vecteur d’onde, son module s’appelle nombre d’onde .Son

sens physique est le nombre de longueurs d’onde qui se rangent dans le segment 27 :

K| =Kk =— (2.12)

TERWYE) = YF + 1) = ek 9@ (2.13)

Cette condition est appelée propriétés de translation de la fonction d’onde. On
peut dire que les fonctions propres de 1’hamiltonien pour un électron mouvant dans un

champ périodique satisfait la condition de translation.

Exemple

Dans un cristal la disposition spatiale est périodique, le potentiel total du cristal
doit étre périodique de la forme U(¥ + 1) = U(¥) ou 7 est le vecteur de translation.
D’aprés la condition de symétrie de translation on définit ['opérateur de

translationT (77) tel que :
T@f @) = f(F + 1)
En développant f (7 + 1) en série de taylor, montrer que T (i) = e,

1) Démontrer que I’opérateur de translation commute avec 1’hamiltonien H.

Conclusion.
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2) a) Soit T~1(n) 'opérateur réciproque de T(7).Démontrer que T-1(7) =
T(-n) et T'(n) = T(n), ouT ' (R) et T(IN) sont les valeurs propres de
T'(#) et T (In) réspectivement.

b) Cette derniere relation est vrai pour une fonction T'() = el oy pM) =

K7. Montrer que K est réel.

3) Montrer que pour les fonctions propres de H , on peut écrire :
YF+n) = e”?'ﬁ.lll(?) et que Pénergie de I’électron dépend de K ,E =
E(K).

Solution

1) Montrons que T(R) = e ?

l
fE+) =) 1dd£;’”)*l—z (79) () = e f (@)

TF@) = fFE+7) = TH) =™

2) L’opérateurT () commute avec H donc: [T(®),H]=0 = [T(#), U]+

[T(R),T] =0 ouT opérateur d’énergie cinétique.
UGF+n)=U@) ,TYF) =¥YGF+1n)

TEUGEHPYA}=UF+DPF+ 1) = {TEUF) —UAT@EIYE =0
= [T, u@®] =0

o [Z%(rﬁ)lvz_ S )]

2
> L[ @) - 5T @] = 0= [TG),A] =0, Teth

1, a0 —h°
()58

Ont les mémes fonctions W(7)

3 &) TT=1=77@) = (") =e ™ =T(-7)

T2W(E) = TR W)
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e2WVY(7) = TRRAW(P) = T2(R) = T(2R) Donc T'(R) = T(IR)

- —> i V12 - i =2y 12 —>
4) 1=[YFE+D2d3r =@ [l |2d3r = |e@|" =1 = (i) est
une fonction réelle.o() = K7 = K est réel.

5) TEWY®F) = TEYF) = e FYW(F) = WG + 7) = e K YF) = ¥, (7)
Av, () = E(k)¥,(#) = E = E(k)
11.2. Réseau cristallin

11.2.1. Introduction

Les cristaux sont des corps dans lesquels les particules qui les constituent sont
disposées suivant une période rigoureuse en formant un motif cristallin régulier. Nous
avons vu qu’un cristal parfait est une répétition d’un motif dans trois directions
coplanaires de 1’espace avec des périodes respectives, le long de ces directions,a’, b,
et ¢. A cette triple périodicité, nous pouvons associer un réseau que nous appellerons
réseau direct.

11.2.2. Réseau de Bravais

I1 est constitué par un ensemble de points appelés nceuds, de dimension infinie,

obtenu par translation dans I'espace de trois vecteurs non coplanaires a’, b , et ¢, qui

déterminent les directions et les distances entre les nceuds du réseau.

=] o =] L
=] = i Q

Q L]

=]

Figure 2.1 Réseau cristallin associé au cristal précédent

Dans un réseau qui appelé réseau de Bravais du cristal tridimensionnel, en

choisissant un nceud du réseau comme origine tout autre nceud du réseau est
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caractérisé par un vecteur positionR = n,;d + nyb + n3¢;nqy,n,,n; €EZ ,a’ etbetc

sont appelés vecteurs de translation fondamentaux ou primitifs.

11.2.3. Définition de la maille

On appelle une maille la structure géometrique la plus simple qui par translation
dans les trois directions de 1’espace, permet de générer le réseau cristallin dans son
ensemble. La maille est généralement un parallélépipéde, définie par les trois
longueurs qui constituent les parametres de la maille a,b,c par les trois
angles a, 5 ,y. Une maille est dite simple si elle ne contient qu’un seul nceud. Une
maille est dite multiple si elle contient plusieurs nceuds. La plus petite maille

cristalline permettant de décrire tout le cristal est appelée maille élémentaire.

Primitives Multiples
(un motif) (plus d*un motif) avec:
Noeuds aux sommets Un noeud au centre Des noeuds sur les bases Toutes les faces centrées
La maille est & bases La maille est dite a faces
La maille est dite La maille est dite centrées. Elle est notée centrées est notée
primitive est notée centée est notée
P I C (A ou B). F

n=1 motifs/maille n=2 motifs/maille n=2 motifs/maille n=4 motifs/maille

Pour tout réseau, la maille élémentaire, et donc I'ensemble du réseau, est
déterminée uniquement par 6 constantes (parameétres du réseau): a, b, c, o, B et y qui
dépendent de la géométrie du réseau.

Le volume V est un produit mixte des 3 vecteurs de base a’, b, ¢ du réseau directe

T
V=(@nrb)c=(bra)c=(cAa)b

Figure 2.2: Cellule unitaire du réseau triclinique, dans laquelle « = 8 #y eta # b #

c . Cette forme est connue sous le nom de parallélépipéde [10].
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La densité de remplissage ou compacité C d’une structure c’est le rapport du

volume occupé au volume total de la maille

k 4 3
_ 4 Occupé Zf=1 3 Ty

Vmaille B (E’ A F) E)

(2.14)

Le volume de lamaille ; V410 = a®
, 4
Le volume occupé par les atomes ; V pccype = gnr3
D’apres la figure la tangence des atomes les plus proches voisins impose:

V2a = 4r = a = 2v/2r ; D’ou la compacité est :

1 T
C=——==0.74

4
C=4X-Tr3x — =
3 16V/2r3 32

Cela signifie que 74% de la maille est occupée par des atomes.

,a

Figure 2.3 Calcul de la compacité du réseau cubique faces centrées

La masse volumique d’un cristal est la masse d’un échantillon de cristal sur son

M .
volume. p = —naille

maille

Exemple

L’argent pur cristallise dans une structure de type CFC. Sa masse molaire est de
107,9 g.mol™! et son paramétre de maille vaut a = 407pm. On rappelle que le
nombre d'Avogadro vaut N, = 6,02.1023mol~t. Déterminer la masse volumique de

l'argent.
Solution

La masse volumique de l'argent :
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NMAg .
Nua3 '’

M
La masse d’un atome : m,,; = % ; Donc pug =
a

_ 4%107,9
PAg = G 021073 (a07.10-12)3

Application numérique : =1,06.10"g.m™!

11.2.4. Le motif

11 constitue 1’élément de base dont la répétition suivent le réseau qui engendre le
cristal. Le motif peut étre un atome ou un groupe d’atomes ayant une orientation et
une géométrie bien déterminées, En d’autre terme, le réseau ne fait que décrire les
symétries de translation du cristal, par contre la nature du cristal est définie par son

motif, Ainsi on peut écrire  Réseau + Motif = Cristal

'+ @ -Og?
S X

réseau cristallin motif élementaire  structure cristalline

Figure 2.4 (cristal = réseau + Motif)

11.2.5. Plan réticulaires et indices de Miller
Les nceuds du réseau peuvent étre regroupés en plans réticulaires. Une famille
de plans paralleles entre eux sera représentée par trois entiers relatif 4, k, [ appelés

indices de Miller du plan est noté (kkl) .

Dans la base (@', b, ¢), I’équation du plan le plus proche de I’origine est :
hx+ky+lz=1 (2.15)
Pour déterminer les indices de Miller d’un plan ou procéde de la maniere
suivante :

On cherche les points d’intersection u, v, w de ce plan avec les trois axes.

1

. 1 1
On calcule les inverses : =, =, —.
u v w

Les indices de Miller (hkl) du plan sont les plus petites entiers dans le méme

rapport que ces inverses.

Exemple
Si(u,v,w)=(2,1,1) alors (hkl) = (122)
Si(u,v,w)= (§ 3 %) alors (hkl) = (324)
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. 1 1 —=
Si(u,v,w)=(3-13.3) alors (hkl) = (166)
Siu,v,wetm leplus petit multiple commun de u,v,w alors :

m m m
h=—, k=—, l=— (2.16)
u v w

Quand le point d’intersection est a I’infini, I’indice de Miller correspond est zéro.
Quand le point d’intersection est du coté négatif de 1’axe on écrit I’indice de Miller
correspondant avec une barre au dessus par exemple ikl

Tout plan passant par trois nceuds du réseau constitue un plan réticulaire et pour
indexer les plans du cristal, on utilise généralement les indices de Miller. Dans un

systeme cubique la rangée[h, k, [] est perpendiculaire au plan (hkl)

(001)

(101)

(111)

Figure2.5 Exemples de plans réticulaires et leurs indices de Miller correspondants[11]

La droite qui relie I’origine au nceud du réseau (u,v,w) est appelée rangée. pUne

famille de rangées est I’ensemble des droites paralleles au vecteur

— I . . , 7 .
t =ua +vb +wc ,L’indice d’une rangée sera défini par [u, v, w].

[100]

Figure2.6 Exemples d’indices des principales familles de rangées
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Exemple

Représenter les trois premiers plans de la famille de plans réticulaires (1 3 2)
dans un réseau caractérisé par une maille élémentaire orthorhombique(a # b #

ceta=pf=y=090°).
Pour représenter un plan nous avons besoin de 3 points :

e Le plan réticulaire (13 2) d’ordre 1 coupe : I’axe ox en a/1, 1’axe oy en
b/3,l’axeozenc/2.

e Le plan réticulaire (1 32) d’ordre 2 coupe : I’axe ox en 2a/1, I’axe oy en
2b/3 et I’axe oz en 2b/2.

e Le plan réticulaire (1 3 2) d’ordre 3 coupe : I’axe ox en 3a/1, ’axe oy en
3b/3 ,1’axe oz en 3¢/2.

Ainsi que les trois premiers plans de la famille (1 3 2) est représentés sur la figure2.7

Figure2.7 Les trois premiers plans cristallographiques paralléles et équidistants de la
famille (1 3 2) [12].

11.2.6. Distance interréticulaire

Deux plans réticulaires successifs de la famille (hkl) ayant pour équation
respective hx + ky+lz=net hx+ky+Ilz=n+1, ou n est un entier relatif
quelconque, la distance interréticulaire dy; entre ces deux plans pour un systéeme
cubique est [13, 14] :

a

dp = —— 2.17
M R @17)
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11.2.7. Maille de Wigner-Seitz

La cellule de Wigner-Seitz est généralement utilisée pour incorporer les
informations sur la symétrie du groupe de points dans la cellule élémentaire primitive.
elle est construite particulierement par le tracement des lignes pour un point de réseau
donné a tous les points de réseau voisins puis en dessinant de nouvelles lignes ou
plans, en réseaux tridimensionnels au point médian et normales aux premieres lignes.
La cellule de Wigner-Seitz est la plus petite zone (volume) entourée par ces derniéres
lignes (plans), la figure ci-dessous illustre bien un exemple de la construction d'une
cellule de Wigner-Seitz pour un réseau oblique bidimensionnel, la cellule de Wigner-
Seitz est également un carré pour un réseau carré a deux dimensions ainsi que elle est
toujours centrée sur un point de réseau et incorpore le volume d'espace le plus proche

de ce point de réseau plutdt que de tout autre point.

Figure 2.9 Maille de Wigner-Seitz

11.2.8. Classification des structures cristallines

Fonction de leur symétrie sept systemes cristallins auxquels est associée une
maille élémentaire simple décrie par trois axes de coordonnées caractérisé par les
longueurs ay, a,, a; des vecteurs directeurs des axes et par les angles a;, a,, a3 que
font ces axes entre eux. Les 7 systemes cristallins donnent naissance a 14 réseaux de

Bravais.
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Tableau IV- Les 7 systémes cristallins [15]

Systémes cristallins

Réseaux de Bravais

Cubique

a, =a, =da,
a, =o, =a, =90°

as

i

a, =a, =a,
@, =, =a; #+90°

Hexagonal
a, =a, *a, B
& = a, = 90° 3| (HO)
@, =120° MR
ay
Rhomboédrique ’

Tétragonal ou
quadratique

a, =a, #a,
o, = a, = o, =90

o

as

az
s dy

Tétragonal simple

Orthorhombique

a, #a, #a,
o, = a, = o, =90°

Monoclinique

a, #a, ¥a,
a, =a, =90° # o

Monoclinique simple

Monoclinique a bases centrées

Triclinique

a, ¥4, ¥4,
a*a, ¥ o,

g o]
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11.3. Electron dans un cristal
11.3.1. Electron dans un champ périodique

Pour comprendre les propriétés des électrons, il faut en général résoudre
I'équation de Schrodinger pour l'ensemble du systeme d'électrons et d'atomes, y
compris leurs interactions. Il existe plusieurs simplifications trés importantes. La
masse atomique M est beaucoup plus grande que la masse de I'électron m. Donc pour
commencer, il est naturel de négliger I'énergie cinétique atomique, considérant les
atomes comme fixes. De cette facon, nous arrivons a résoudre I'équation de
Schrodinger pour la fonction d'onde a plusieurs électrons.

Les ¢électrons a I’intérieur d’un solide sont dans un état énergétique favorable
(les électrons de valence sont les électrons les plus énergétiques dans le cristal). On
peut donc conclure qu’ils possédent une énergie inférieure a celle qui présenterai a
I’extérieure. Le solide peut étre en premiere approximation considéré comme un puits
de potentiel, il est nécessaire au départ de préciser sa forme par contre s’est trés
important de dire qu’il est périodique

V(#) = V(7 +R) (2.18)

Ces électrons qui se trouvent dans un état parelle on les appellent électrons de

Block et les états stationnaires sont les fonctions de Block.
hZ
— ﬂz VZ+ V(@) |YE) =EVY®HE) (2.19)
i

Nous verrons que le comportement des électrons en interaction est trés similaire
a celui des particules sans interaction (c'est-a-dire du gaz) dans un champ externe
auto-cohérent produit par les ions du réseau et d'autres électrons. 1l est tres difficile de

calculer ce champ mais il est clair qu'il a la méme symétrie que le réseau.

11.3.2. Electron dans un potentiel périodique

Oublions la nature du potentiel et ne prenons en compte que la condition de
périodicité .Nous supposons qu‘un électron dans un cristal parfait se deplace dans un
champ de force spatialement périodique dd aux ions et a I'effet moyen de tous les
électrons. Il s'agit d'une idéalisation car la répulsion coulombienne entre les électrons

tend a les séparer (leur mouvement est corrélé); néanmoins, c'est toujours le point de
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départ pour comprendre le comportement des électrons dans les solides et il est

remarquablement réussi en pratique [16].

11.3.3. Propriétés du vecteur d’onde d’un électron dans un cristal (Quasi

impulsion)

Dans le probléme du mouvement d’un électron dans le champ périodique d’un

cristal, le vecteur d’onde K introduit par la discussion de Bloch joue le méme role que
le vecteur d’onde du probléme du mouvement d’un électron libre. L’état d’un électron

de massem animé d’un mouvement libre est caractérisé par 1’énergic E et
2
I’impulsion p , dans ces conditions E = p /Zm' A cet électron correspond 1’onde de
Broglie de longueur A = h/p = h/mv ou v est la vitesse de I’¢lectron. En tenant
compte |7€| = 2”/1 > p= nk | L’énergie de 1’¢lectron est liée a k par la relation
thZ . B . s .
E = /Zm . Si un électron ne subit aucune force, son energie reste constante

(E(k) = cst), cela signifie que k ne change pas et que I’impulsion { reste constante,

ceci entre dans les lois de conservation d’énergie et de I’impulsion.

-

. dk L L7 p
é.libre > — =0 - k=cst 5 p=hk=cst > —=0

dt dt
thZ pZ
= om = % = cst (220)
d—ﬁ i[ﬁ 5] _L —mv —v3 ——v3 =0 (2.21)
dc _ ptPITR '

= p=cst

On sait bien qu’un électron se déplace dans un cristal subit toujours I’action du
champ périodique du réseau ce qui explique que I’énergie de cette interaction est une
fonction périodique et par conséquent 1’énergie et I’impulsion varient dans le
temps c.a.d. ne se conservent pas ce qui permet d’écrire :

32

. h
H=—A+U{@) (2.22)
2m

UF+n)=UF) (2.23)
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~ 32
Py _ ,i[;a, Ay = z [—ihv’,%Al + iRV, U@®)] p W

=0

1. . 1 - - -
= a{—ihv. (U. W) + ihU.V¥} = a{—ih. (PVU +U.VY - U.V¥)} (2.24)

=-VU (2.25)

— p #cst

Si une grandeur physique se conserve, son opérateur commute avec

I’hamiltonien
Z_0— [mp]=0 (226)

Oncherche P =7?

La quasi-impulsion se transforme identiqguement en impulsion mettons

I’opérateur d’une quasi-impulsion sous la forme :
P = —ihV + ihg(?) (2.27)

Avec §(7) est un certain opérateur assurant la commutation de H et P, il est

évident que §(#) — 0 avec VU — 0;
Pour calculer I’opérateur §(7°) écrivons I’équation suivante :
PY.(#) = P¥Yx(#) (2.28)
Dans laquelle portons P sous la forme de fonction de Block :
Wy (7) = g (7). X7 (2.29)
En substituant 1’équation (2.29) dans 1’équation (2.28) on trouve :

[—ihV + ihg(P)]e™7. i (7)

= —in(iK) Wy () — ihe'®7 Vo, (F) + ihg(P) Wk (P)
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Vor ) 9
<P1( (F) + g(r)l lPK(‘r)

= hK W (7) + ik [—

= hK W (7) + ik Y. (7) = PW(7) (2.30)

§@) =V Inpx (P

=0

On sait bien que P = K ; Donc G =V inpg(#) (2.31)

() est un opérateur de multiplication qui dépend de la forme du champ de potentiel

U(7) atravers la dépendance de la fonction périodique ¢ (7).

Ce qui donne par la suite P = —inV + iRV Inpg (7).

Supposons qu’un champ supplémentaire V(#) # V(7 + 1), alors que ’hamiltonien

s’écrit
_ —h? A o )
H=——A+ U@+ V(@) =H+ V(@) (2.32)
P 1= 1 t{ix 7 = 4l 1ye.
== [P, H] == [P, Ho] + [P, V(r)] == [p, V(r)] (2.33)
=0
dﬁ‘p == [~V + ihg (), V(D]®
dt = qpl MWV T RGn), VAT
1 .
= -V, V@)Y + [ihg (@), VD] W (2.34)
=0
1 =1 g —
= [ IV(VY) + iRV V] = —V(V ()W # 0 (2.35)

Donc la quasi impulsion est égale & la force extérieur (—VV)

— =WV (2.36)

Si un champ de force extérieur V (#) est appliqué au cristal, la quasi impulsion
change seulement sous I’influence du champ de la force extérieure(—VV), par contre
I’impulsion change sous I’influence combinée des forces extérieure (—ﬁV) et

intérieure (—VU).
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L’équation a laquelle doit satisfaire @y (7°) :

2

— AV (F)+UF) V(@) = EVY () (2.37)
2m

En remplagant Wy (7) = @i (7). eX7 dans I’équation de Schrodinger

2

;—mA (ox .7 ) + UE) (0 7.6 ) = E (g ().€%7 ) (238)

A ((pK (7). eiK7 ) = W((p,( ). e“?f) =V [il_()q),( (F)e kT 4 ¢iKTFg, (F)]
=ik [ii&pK () + e KTV, (?)] +iKe® 7 [Vo, ()] + X7 [Apy (A]  (2.39)
Finalement on trouve :

—h? — o =
5 {=K?0x (7)) + 2i[K- Yo (7) + Apx D]} + UP ok () = E(K) ok () (2.40)

_h2 2172 hZ N .
— Ay () + - —L'E(K.V)+U(F) ox ) =E(K)px )  (2.41)

2m

@ (7) dépend de la valeur de K qui est utilisée comme indice.

E s Bande interdite

= &lecirons libres

= électrons dans le cristal

\\ Bande interdite /

Figure 2.7 Schéma de la bande d’énergieE (K ) pour un électron libre et un

électron dans un cristal.

Exemple

1. Montrer que I'impulsion d’un électron libre p n’est pas conservée dans le

temps pour un électron dans le cristal de potentiel périodiqueU (7).
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2. On introduit une caractéristique analogue a I’impulsion appelée quasi-
impulsion qui est conservée dans le temps tel que : P = AK et P = —ihv +
ihg(®) Ou g(#@) — 0 si VU — 0. Calculer I’opérateur g (7).

3. Supposons qu’un champ supplémentaire V (#) avec une périodicité différente
est superposé au champ périodique U(7).Montrer que la partie non-périodique

du champ de potentiel change la quasi-impulsion.
I1.4. Théoreme de Bloch
11.4.1. Introduction

Les ¢lectrons d’un solide sont dans un état énergétique favorable (Les électrons
de valences sont les plus énergétiques dans le cristal), Ils sont soumis au potentiel

colombien du réseau avec les noyaux sont positionnés de facon périodique selon un

vecteur de maille R. Le solide peut étre en premiére approximation considérée comme
un puits de potentiel avec un systeme de particules sans interaction qui se déplace au
sein d’un potentiel statique V (#) .Ce systeme infini est invariant par translation (T) il

est nécessaire de dire que le potentiel et I’hamitonien sont périodiques :
V(#) = V(7 +R) (2.42)
avec R = Yn;d; /avec n; = ny,ny, ns
d; = (d,,d,,dz) Sont les vecteurs de base d’une maille primitive.
A@E = H(F+R) (2.43)

Ces électrons qui se trouvent dans un état parelle on les appellent électrons de

Block et les états stationnaires parelle sont les fonctions de Block.

Solide: { }ons ( noyaus + ¢ fortement liés
¢ de valence
2
Pour un é de valence H=- zh—mv2 +V(7) (2.44)
Pour un é libre W) = A oK T (2.45)

Felix Block demontra un important théoreme qui établit que les solutions de

I’équation de Schrodinger pour un potentiel périodique ont la forme :
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W (®) = eFhu, o (7) (2.46)
Avec U k() = Up (7 +R) (2.47)
U, x(7) C’est une fonction présentant la périodicité du cristal
V(7 +R) = e iK.(T+R), up (7 + R)

= KT KR 4k (2.48)

Finalement on obtient :
(7 +R) = 7 W (7) (2.49)
C’est le théoréme de Block.

Soit T ’opérateur de translation associé  la translation de vecteur R
T5 (@) = Wi (7 +R) (2.50)
Tz est un opérateur linéaire.
A est invariant dans toute translation de vecteur R .
[T, H=0 = Tz.H=HT; (2.51)
Ts H (@) =Tz(HYy) =H (7 + R) Y (7 +R)
= H#)Tz Yx () (2.52)

= [T3,H]=0 = Tz etH ont des fonctions propres communes d’olt I’intérét

de cette propriété de translation.
Tﬁ .Tﬁ; = Tﬁ;. T}—é = T}—é_'_ﬁ; (2.53)
Soit Wy (#) un vecteur propre communa Tz et T;

Quelques propriétés de 1’opérateur de translation :

To T W () = Wy (? +R+ E”) (2.54)
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Tz We@ = C(R) Wx (@) (2.55)

Nous pouvons maintenant appliquer la symétrie de translation et effectuer des

déplacements conséquents, RetR' Ona [17]:

Tz T Wk = C(R).C (R)¥x(® = c(R).c(R)=Cc(R+R) (256)

T

R+R7 C(R+R")
(7 +R) = e KR wy ()
Tz W@ = Wg(7 +R)
= C(R) W () (2.57)
Donc C (ﬁ) est une fonction exponentielle ce que 1’on choisit d’écrire précisément :
= C(R) = ek (2.58)
a composantes réelles .

Exemple

La fonction d’onde d’un électron semi-libre placé dans un potentiel périodique

(Tel que la dimension du cristal soit L = Na ) est recherchée sous la forme

Y (x) = e®*u(x), ou” e * est la forme de solution a I’ordre zéro (électron libre) ;

pour préciser la condition que doit vérifier la fonction u(x) :

1. Ecrire la condition qu’impose la périodicit¢ du potentiel d’intéraction sur la
probabilité de présence des électrons ; en déduire que la fonction d’onde doit
veérifier la relation W(x + a) = C W(x) dans laquelle on précisera C ,et que

I’on écrira N fois.
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2. Par comparaison de I’expression ainsi obtenue avec celle qui décrive les

conditions aux limites périodiques (CLP), déduire la condition sur u(x).

Solution

1. La périodicité de 1’énergie potentielle entraine la périodicité de la probabilité
de présence d’un électron (puisque 1’électron percoit la méme interaction suite

a un déplacement égale a la période du réseau) ; donc on peut écrire :

Pk OI? = [Pe(x+a)> (D

Ce qui impose a la fonction d’onde de vérifier une relation du type :
Ye(x +a) = e Wi(x) (2)

Que I’on peut écrire
Yr(x +a) =C¥(x) (3)

En posant C=e (4)

La relation(3) écrite N fois permet alors d’obtenir
P (x +a) = CN Wi (x) (5)

2. Par ailleurs les (CLP) s’écrivent pour une chaine linéaire atomique d’un

matériau de longueur L = Na :
Ye(x+ Na) = Pr(x) (6)

Dont I’identification avec (5) conduit a CV = 1;apparait ainsi comme la racine N®™
de 'unité.
. . 21N
Soit C =exp (LT) (7
Avecn =0,1,2,..... N-1
2nn

De (4) et (7) = A=—

Finalement, la recherche de Wy (x) sous la forme W (x) = e*®*.u(x) est

légitime puisque la solution & 1’ordre zéro est W% (x) = e** qui conduit & écrire :
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Ye(x +a) = eKOFD y(x + a) = e®*ek y(x + a)

=CW¥i(x) = ei(ZWn")‘JJK(x) = ei(ZWn")eiK".u(x) (8)

= ulx)=u(x+a); avec Ka = %ﬂn Soit K de la forme K,, = %n =Tn

11.4.2. Zone de Brillouin

Dans ce paragraphe, nous étudions les propriétés qui découlent du Théoreme de
Block ; L’équation vérifiée par ug et les propriétés de périodicité de 1’énergie dans
I’espace des K qui permettent de ramener 1’étude des solutions a la premiére Zone de

Brillouin.
W (7) = e®7 uy (7) (2.59)
W (7+R) = Ry (7) (2.60)
a) Equation satisfaite par ug (1)

HYy(#) = E Y

A(e® uz (1) = E e®7 uy (7) (2.59)
I A,
H=-——V+V(@® (2.60)
Ona A(fP) = VV(fP) = WAf + fAY + 2Vf.V ¥ (2.61)

2
h o= - P - Pl Y N
{—ﬁ (V2 +2iKV—K?) + V(r)} (e up () =Ee®"uz (¥) (2.62)

2
= {—Zh—m (V2 +2iKV —K?) + V(?)}u,? (#)=Eug(®  (2.63)

Hugz (M) = Eug (F) (2.64)

L’utilisation du Théoréme de Block me permet d’étudier sur la 1¢7¢ maille du

réseau directe.

- Autre forme de Huz (M) = Eug (F)
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A eik+ uz () = E o KT ug (%) (2.65)

En multipliant 1’équation (2.65) par la fonction conjuguée e~iK7 et en

remplagant I’hamiltonien par sa valeur on obtient :

e KTH KT ys () = E ug (7)
h 2
En utilisant les deux opérateurs H et P, {ﬁ = —%VZ +V(@), P=—in V}

2

. h N
—iKT| _ 2 2 KT 00 () =2
e - Ve + V(@) | e up (F) =

o~ KT V(7) elKT — V(#) - c’estune valeur propre
L= e N — 2
e KT (PZ) elKT — (P + A K) (266)

1 .2 N i )
{% (P+nk) + V(ﬂ}un.x(r) = En(K) ty  (7) (2.67)

Une autre forme d’équation satisfaire par u, x (7).

b) Montrons que  E,(K) = E,(—K); (Symétrie de renversement du temps)

A e’y (7) = E (K) e®7 ., (7) (2.68)
2

~ B2 (R, (1) + V() Ry () = En(K) €T uy, () (2.69)
Le potentiel V(#) est réel et symétrique, en conjuguant 1’équation (2.69) on aura :

2

h > . >
—ﬁvz (e ™7 u* , (P) +V(E) e 7wy (F) = En(K) e 7. u*y, , (7)(2.70)
n 7 ¢
- (‘avz + V(@ ) e KT () = Eg(K) e 787wy (7). (2.71)
He K7y (7)) = En(K) e K7 u%y  (7) (2.72)
AW () =0 e 7 u_yp () = En(—K) e 77 u_y,, (7) (2.73)

Par comparaison des équations (2.68) et (2.72) et par on obtient :
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E,(K) = E,(—K)
{ Wy () = Uopn () (2.74)
c) Montrons que E,(K) = E,(K + G)
How (F) = Ep(K)wy () (2.75)
AK
1 .2

(P4 nR) + VD)) = By (O @) (276)

2m

Au pointK + G

(Z(P+nK+nG) +V@Juss® = Ea(K + &) ugse®  (2.77)

ONPOSE : Vyg = Ugsg. €07
De I’équation (2.77) ona:
1 2 A2 o bR e G
o (P +hrK+n G) V(7). e + V() vgec(@). e
= E,(K + G)vg, (7). e~ 67 (2.78)
1 .32 — - 2 P P =Y
- el {(P +nK+ nG) } e Ty (F)+ e ST V(#) e T v o (F)

= E, (K + G)vg,g (7). e 6T, iGF (2.79)

e—iGT GG — 1
On peut démonter ces résultats aux (TD):
e~ik7p2 ¢ik7 = (p 4 nK)’ (2.80)
De la méme maniére avec I’opérateur (P + 7 I?)Z on peut trouver :
7P+ 1G) e 7 =(P+nG-1nG) =P?=(P+ 1K)’ (2.81)
Par la suite on peut écrire 1’équation(2.77) comme:
{% (P+n 1?)2 + V(?)}UK+G(?) =E,(K + vk, (@) (2.82)
On multiplie par e~ on peut ainsi réécrire 1’équation de Schrodinger :

1 )
{ﬁ (P+nK) + V(?)}uK+G(7) = E,(K + G)igre(P) (2.83)

Donc a partir de I’équation (2.76) on peut obtenir :
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Enx= E,(K)=E,(K+G) (2.84)

u./-{g\/?\\\,..-_ﬁ”:f K
: i 16 ;

K+G

K i._;—-i

17 de B |

Figure 2.8 Périodicité de 1’énergie (Période G ) dans 1’espace réciproque.

( E.(K +G) = E,(K)

Donc :J e (P) = (@ = ug (7 + ﬁ) (2.85)
| En(K) = En(_K)
Hyuy () = E,(K)uy ()

Y, (¥) dans I’espace des K du réseau réciproque RR

G = [— %g] : ¢’est la premiére zone de Brillouin et pour la symétrie en prenant [0, Z]

Figure2.11 Premiére zone de Brouillin du CFC avec les points de hautes
symétries I', L, K, X, U et W (Reproduit de Setyawan [18])

11.5. Espace et réseau réciproque

Le concept de réseau réciproque est directement lié a la périodicité des

matériaux cristallins et a leurs propriétés physiques (telles que la densité de charge, la
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distribution du champ électrique, etc.). Etant donné que le cristal est invariant sous

toute translation avec un vecteur de réseau de Bravais

11.5.1 Introduction

Le réseau réciproque dont la notion n’est pas indispensable en cristallographie
géométrique, permet cependant d’en simplifier certains calculs et surtout est trés
important pour la théorie de la diffraction des rayonnements par les structures
périodiques. Ce réseau décrit ’espace des vecteurs d’onde k dont I’unité est I'inverse
d’une longueur(|k| = 1/4).

Ce réseau est situé dans un espace 3D dont les vecteurs de base a*, b* et é*sont

définis par rapport aux vecteurs de base a, b et ¢ avec lesquels nous avons choisi

de construire un réseau dans un espace que nous appellerons direct. Nous avons donc
le réseau direct.

Pour exprimer ce produit, on introduit un espace décrit par un repére non

orthonormé de vecteurs de base a*, b* et ¢* tel que

@'.d=2n 0B = on & .¢=2n
a*b=0 b*.da=0 &b=0
a.2=0 b 2=0 & a=0

Soit dq,d,, ds les vecteurs fondamentaux d’un réseau cristallin, Le réseau

réciproque de ce réseau sera construit a partir des vecteurs

( B o= dpnds diculai lan (d,nd, )
1 = 2T w—5——5— estperpendiculaire au plan ( d,ad; ),
al.(az/\a3)
P C_1)3/\(_1)1 . . > >
{ b, = 2ms—=—=— estperpendiculaire au plan ( asad,), (2.86)
a,.(d,nds3)
b, =2 d1nd, diculai lan (d;Ad,)
= LTSS estperpendiculaire au plan (a{Aad,).
L 3 a,.(a,nds;) perp P 1772

Le vecteur du réseau réciproque qui détermine les nceuds du réseau réciproque
aux les propriétés suivantes :
B == llgl + lsz + l3B3 (287)

(11,15, 15) entiers
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> 7 ZT[ - - -
al-.bj = Vaai. (as/\at) = 277.'61']'

si i=j =>sett#i §;=1
L p . (2.88)
si i#] >sou t=1i §;=0

Semblable aux réseaux de Bravais qui sont construits a partir des vecteurs

primitifs, on peut définir un réseau réciproque en termes de vecteurs primitifs, tels que
b sont des nceuds dans le réseau réciproque. Un réseau réciproque ne peut étre défini

que par rapport a un réseau direct donné. Comme démontré ci-dessous, les vecteurs b
ont des dimensions et la signification des vecteurs d'ondes liés aux ondes planes avec
la périodicité du réseau direct.

Si les vecteurs a; sont choisis et que le volume de la cellule primitive V,dans

I'espace direct est V, = |d,.(d,Ad3)| ; le vecteur b; peut étre choisi comme :

{ > 7 ZT[ - - -
al.bl = 70,1. (azl\a3)
a
{ - (2.89)

| b = 7a(&sAat)

Considérons d’autre part un vecteur appartient d’un réseau de Bravais (direct)

-

i=Yind ,b= Yjlibj , n; un nombre entier
Alors compte tenu de (2.87) :

#.b= ijnil; &iI;j =2m Y ;nlj 8;; = 2m Yyl = 2m® (2.90)

® est un entier
Il en résulte que tout vecteur b de la forme Xil; l_)} est tel que le produit scalaire
7i.b est égale 2m® avec (@ est un entier), ce vecteur est un vecteur du réseau
réciproque, cela établit que les vecteurs BJ sont bien des vecteurs primitifs du réseau

réciproque (RR).II s'ensuit alors que le volume de la cellule primitive du réseau

réciproque est donné par

Vree = |b1. (b2nbs3)| = (2m)*/ Vs, (2.91)
11.5.2. Propriétés des vecteurs d’onde dans un cristal

La condition de normalisation impose
Y (7 +7) = e W () (2.92)

. —_— — - P Py S . — Py R .
Soit K' = K + 2nh = elK no_ elK.n_BLZHn — LK.n_eLZHQD

. . . s 7 = =
=elkn ¢ = ek 1 = glKN o QKM — ik (2.93)
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C.-a-d. Les états caractérisées par les vecteurs d’ondes Ket K =K+2nb sont
physiquement €quivalents par conséquent 1’énergie des ¢électrons se trouvant a deux

états est la méme.
Ve, (P = W7 = E(K+2nb)=E(K), (2.94)

Fonction périodique enk.

|K) = (2mby, 2mb,, 27ths) construit une zone de Brillouin

E(R))

. K
Figure2.12 Réseaux directs importants et leurs réseaux réciprogques
d) Condition aux limites cyclique de Born-Vonkarmen BVK
Ve= Ly L, L3;
L1 = Nla; LZ = Nza; L3 = N3a L3

Ly
Ny, N,N; Sont des nombres d’atomes qui se trouvent sur les arrétes.
W(x,y,z) =¥(x+Ly,y,2) =¥(x,y+L,z)=¥Y(xyz+L,) (2.95)
Y(x,y,z) =¥(x+ Ly, Yy, 2)
= @ (x,y,2) e =@ (x + Ly, y,2z) . eaX  oiKxlx (2.96)
or(x + Ly, v,2) = @i(x,y,2z) est périodique = efxlx =1 = K, L, = 2nn, =
27n,

2mn
K, = K, =—2 K, =
Ly Ly Ly

21N,

, Ny , My, N, sont des nombres entiers

_2mny 2mmy 2wy
L Li B Nl-a B a Ni

(2.97)
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n; =0,+1,42,4+3, e

Les états K et K + 2mb sont physiquement equivalents, On peut limiter n; par la
condition K; = 2mb; ; jusqu’a la limite N; = n; , la valeur inférieur n; =0; n; =
0,1,2,3,..cc ... N;, 0 <K; <2mbh;

En trois dimensions, les réseaux réciproques des réseaux de Bravais dans le

systeme cubique sont résumes dans le tableau ci-dessous

Réseau direct Réseau réciproque

Réseau Constante | Réseau Constante
de réseau de réseau

Cubique simple SC a Cubique simple 2n/a

Cubique centré BCC a Cubique a faces centrées 41t /a

Cubique a faces centrées FCC a Cubique centré 4mt/a

Exemple

Le réseau réciproque d'un réseau cubique est également cubique puisque, dans

ce cas, si X,y , Z sont des vecteurs orthogonaux de longueur unitaire,
d, =ax,d, =ay d; =az et V, =ad,

De (2.86) il s'ensuit que b, = 2n/a)%, et que b, = (2m/a)y, et que 53 =
(2m/a)Z, c'est-a-dire que le réseau réciproque est un cube simple avec une constante
de réseau (2m/a).

De fagon analogue, le réseau réciproque au réseau bcc

i =(5)G+3-D.d=(5)E+7+D. d = (5) G- +2),
et V, =a3/2 ades vecteurs primitifs
b= (Z)@+9).b,=(5)G+2.b; = (F)G+2),
C'est-a-dire est un réseau fcc avec un volume (de la maille élémentaire

primitive) dans un état réciproque de V... = 2(2m/a)3, alors que le réseau

réciprogue du réseau fcc, avec
i =(3) @+ .6, =(5)0+D.d = (5) G+2,
et V... = 4(2m/a)? et des vecteurs primitifs

Elz(%”)(f+37—z*),52=(%”)(—55+37+z*),53:(%”)(56—37+z*).
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Dans les deux cas, la structure cubique du réseau réciprogue a une constante de
réseau de (4t/a)
4. En peut conclure que le réseau réciproque d'un réseau réciprogue est un réseau
direct.

Exemple
Soit un vecteur du réseau réciproque :

G(hkl) =ha* +kb* +1¢*
OU h, k, I sont les indices de Miller d'un plan dans I'espace réel (hkl) G(hkl) est

associée la famille de plan réticulaire(hkl) perpendiculaire a cette rangée du réseau

direct. La distance entre deux plans réticulaires successifs vaut :

1
d T a——
"G (rkD)|

G (hkD)

x

Le plan (%kl) le plus proche de I’origine (d’ordre 1) contient par construction les
points A, B et C situésen d/h, b/k et &/, respectivement.
Pour prouver que 5(hkl) 1 (hkl) nous avons d’aprés la figure est par

construction normal aux vecteurs AB et AC

d, 45D a_b_d
-_ = — fel —_— e ——
h k k h
G L AB?
- —> —_— g —_ B C_i
G.AB=0 = (ha* + kb* +1c"). )= i =0

De méme pour G L AC ?

C=0 = (ha* + kb*+lc*).<7——>=—2n+2n=0

G.
h

o

Ce qui prouve que G L (hkl)

11.5.3. Approximation du réseau réciproque
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L’¢électron est libre dans le cristal, le potentiel ¥V = 0, Les structures de bandes

sont  souvent  représentées  dans la  zone de Brillouin Z.B

2

—

— P . — 2yt
A partir du vecteur d’onde K’ - W,/ (¥) = e®" ce quidonne E(K') = K

2m

- —

Le vecteur du réseau réciproque G : G =2nb —» K =K+2nb=K+G
Avec b est un vecteur définie dans I’équation(2.87).

On peut écrire I’énergie par :
E(K') = o (K+6G) = o (K + 2mb) (2.98)

Donc 1’énergie s’écrire dans les trois directions comme :

2

E(K") = zh_m | + 6% + (K, +6)) + (K, + 6,2 (2.99)

On peut écrire E(K) dans la direction_(1,0,0)
K=(100),K; =~ K, =K, =0,
I':K =(0,0,0) Centre de zone

X: K = (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (r/a, 0,0)

E(R) = £[(Ke + 62 + (6,)" + (6,)7] (2.100)

2m

Avec G = %ﬂ ,Pour décrire les bandes d’énergie E(I?) dans la direction K = (1,0,0)

avec le module du vecteur K égale :

K| = j(g)z (02 +(0)2 ==

r — X
T
0 - K=-—
a

Tableau : Diagramme de bande énergetique E(I_() dans la direction (1,0,0)
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Bande | G(a/2m) E(K,, 0,0) Zh_T;l £(0,0,0) Zh_T;l £ (Z 0,0) £ (_ T ’ 0’0) %
1 000 sz 0 (E)z E)Z
a a

2 100 21\ 2 T\ 2 Ty 2 ™2
(k-2 @ @ ] Q)
IR
4,5, | 010 010 22 2 p— —
6,7 | 001001 Ko + (T) * (E) > (E) > (5)

8,9, | 110110 2m\2  2m\2 2 2 T2
10,11 | 101 101 ( * 7> * (7) 8 (a) > (a) 13 (a)
12,13, | 110 110 NE o2 % o 2
14,15 | 101 101 <Kx * 7> * (7) 8 (a) 13 (a) > (a)

La dégénérescence réelle n'est que de 4 fois. X-point n'a que 3 analogues distincts

dans la ler ZB. Nous obtenons la structure de bande suivante

-----------------------------------

8)

N

~

.......................

dégénéresence

|
1
Nombre de 1
1
1
1

-----------------

13 (z}j

..............

---------------

G

AE,

—wSa

X w/a K

AE,

Bande
d’'énérgie

Figure 2.15 : Diagramme de bande énergétique E(K) dans la direction (1,0,0)

E(K) dans la direction (1,1,1)
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r — R : |E|=\/(§)2+(Z)Z+(Z)2=\/§g
r —- R
{0—>K=\/§E
a

2
E(K) = :L—m | + 6% + (K, + G, + (K, + 6,2 (2.101)

Tableau : Diagramme de bande énergeétique E(I?) dans la direction (1,1,1)

Bande | G(a/2m) E(K,,0,0) E(0,0,0) E(E T E)
a'a’a
2 2 2 2
1 000 K" +K,” + K, 0 3(5)
a
2,34 | 100010 2m\* 2 2
_cr 4 (= 3(=
001 (Kx a) +Ky +KZ (a) (a)
56,7 | 100010 2m\* 2 2
dd 4(= 11 (=
001 (et ) K2k @ @
8,9,10 | 110 101 2m\? 2m\? T\ Ty 2
K, —— K, +— 8= 3~
011 (x a) +(y+a) (a) (a)
+ K,*
11,12, | 110 110 2m\? 2m\ 2 % Ty 2
o (k=) () 8 | 1)
13,14, | 011011 a a
_ _ 2
15,16 | 101 101 + K,
(g
11(2}2
s (Z)
(2

Figure 2.16: Diagramme de bande énergétique E(K) dans la direction (1,1,1)
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Chapitre 111

Bandes d’énergie

electronique

I11.1. Modéle de Kronig-Penney
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Les atomes dans le cristal sont disposés selon un réseau géométrique bien
déterminé, une des caractéristiques principales d’un tel réseau est sa périodicité. Si on
imagine qu’autour de chaque atome ou (ion) du cristal il y a un puits de potentiel,
alors tout électron du cristal va se deplacer dans un potentiel et, comme un tel
potentiel est difficile a étudier, On va le remplacer par un potentiel approximatif de la
figure3.1. Ce modeéle de potentiel est connu sous le nom de modéle de Kronig et

Penny.

Trouver les états liés & E(K) = ? du systeme = Résoudre I'’équation d’onde

de Schrodinger
[~ oA+ u@] w6 = EK) ¥() B.D).

Le model unidimensionnel est le suivant [19,20] :

Vi)

(a4 —bh 1 a at+h

Figure3.1 Le potentiel périodique dans le modele de Kronig — Penney[21].

On remarque que ce potentiel est périodique, de période a+b, avec a est la
largeur du puits de potentiel et b est la largeur de la barriere de potentiel qui sépare
deux puits consécutifs. La profondeur U(x) du puits est prise supérieure a 1’énergie de
1’¢lectron.

0 si nc< x<nc+a
U(X)—{UO si nc+a< x<n+1)c (3.2)

avec c=a+b;n=0,%+1,+2,+3 ... .. e v oo o

h? d?
—— =Y (0) + U)Y(x) = E¥(x) (3.3)
2m dx?

En 1930 Bloch montre qu’une telle solution est de la forme :
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Wi (x) = px(x) .etkx (3.4)

Y, (x) est fonction de Bloch et ¢, (x) a la périodicité du cristal dans la direction x.
Dans la relation (3.4), La fonction périodique ¢ (x) module en amplitude la fonction

vibratoire ek*

La substitution de 1’équation de Bloch (3.4) dans I’équation (3.3) pour

différente valeurs de U(x) conduit a :

;_;qj(x) =%[iK(pK(x) pikx | gikx ddex(X)l
= l—quoK(x) + 2iK d(p;(x(x) + dzcg?;(x) etK* (3.5)
D’apres la figure3.1 le potentiel est :
e 0<x<a - Ux)=0
_% —K2px(x) + 2iK d‘pa’l{x(x) + dz:}’;z(x) = Eg(x)
—dzi’;z(x) +2iK d(p;{x(x) + (@ — K2)pg(x) = 0 (3.6)
07— Z;r:E

e a< x<a+b - Ul =U,

h? dog(x)  d*eg(x)
— o | —K2 i (x) + 2iK 01l<x + d; + Uppi(x) = E@r(x)  (3.7)

d?@g(x)

d 2
ot ZiK%OC) + [—Kz - h—TZ”(UO - E)] ox() =0  (3.8)

2
Co u O pe s pgr=0 69

p2 =23 (Uo— )

Les deux équations (3.6) et (3.9) sont de la méme forme que celle d’une onde
amortie donc on peut Vvérifier par substitution les solutions des équations (3.6) et
(3.9) sont :
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@, = Ae(@K)x | pe—ila+K)x 0< x<a (3.10)
@, = CelB~iKx 4 po—(B+iK)x a< x<c (3.11)

Chacune de ces équations (3.10) et (3.11) représente la somme de deux ondes,
I’'une se déplacant dans la direction des x-positifs et 1’autre dans la direction x-
négatifs.

Ces deux fonctions ¢, (x) et ¢, (x) doivent satisfaire aux conditions aux limites

suivantes :
o1 =gy et B o 1020 {x - 1(:;(2: f’r)b) (3.12)
On a un systeme de 4 équations homogeénes et linéaires a 4 inconnues A, B, C, D
Pour n = 0 ; La continuité de ¢ (x) au point x = 0 donne :
A+B=C+D (3.13)
La périodicité de ¢ (x) donne :
Aei@—Ka 4 po-il@+kla — (pilB-iK)a 4 po—(B+iK)a (3.14)
Celle de d¢d1;x) = d"’;x(x) au méme point donne :
Ai(a — K) — Bi(a + K) = Ci(B —iK) — D(B + iK) (3.15)

= Ai(a — K)ei(a—K)a — Bi(a + K)e—i(a+l<)a = Ci(B - l-K)ei(,B—iK)b + De—(B+iK)b

L’existence d’une solution non triviale = n’a de solution que si le déterminant
composé de coefficients de A, B, C et D est nul. Ce qui donne :

2 2

cosK(a+b) — P —a sinh(Bb) sin(aa) — cosh(Bb) cos(aa) =0 (3.16)

Une relation entre a, B,et K a(E),B(E) = E = E(K) = est compliquée

Pour simplifier cette équation, On considére le cas ou’ b est trés petit et U, est
tres grand mais tel que le produit est fini qui représente la force de la barriére de

potentiel.

Uy—> oet h—0, bU, = fini
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=  B?b=fini et b0
Donc la multiplication par b donne :

Bb—-0 = sinh(Bb) » b, cosh(Bb) -1 [19,22].
cos(Ka) — %Zz Bb sin(aa) — cos(aa) = 0 (3.17)

D’autre part on peut négliger a?, 52 et b devant a donc 1’équation (3.17) devient :

f%ab sin(aa)

cos(Ka) — 5 —cos(aa) =0
. 2ab Psin(aa)
})1_1}(1) (ﬁ 2a ) =P = cos(Ka)= Slzaaa + cos(aa) (3.18)
B—o0

Pour s’en rendre compte, on schématise la fonction(3.18) ou’cos(Ka) varie entre +1

Nous remarquons qu’un €lectron qui se déplace dans le potentiel périodique d’un
cristal, ne peut occuper que les énergies correspondantes aux zones aa qui
correspondre des bandes d’énergies permises. Aux valeurs de aa en dehors de ces

zones va correspondre des bandes d’énergie interdite.

1 Psin(aa)

4+ cos{aa)
aa

+1
[ K S 71 ..
N N NI/ /
S 1

3 2n -7 (4] T 29 3n

Figure3.2 Bandes permises et bandes interdites [19].

La fonction apparaissant dans la partie gauche de I'équation (3.18) dans le modéle de
Kronig — Penney. Sa région autorisée est limitée de -1 a +1. Par conséquent, la valeur

de (aa) n'est autorisée que dans les régions marquées par des lignes épaisses.

aa = %\/ZmE ; (aa) ades valeurs permises de méme pour E
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E A

Bandas da
conduction

Bands
interdite
(E=p)

Band=z da
valenos

Figure3.3 Structure énergétique simplifiée

Cas limites: P >0 = U, - 0; Un électron presque libre (approximation

d’une liaison faible)
P->0 = cos(Ka)= cos(eaa) = Ka=aa = %\/ZmE =K

2172
E = hz—:l = E(K) De I’électron libre de spectre continue

Si P est trés petit la hauteur de la courbe de la figure diminue et les bandes

d’énergie autorisées deviennent larges.

Si P->0 = U,— o .Unélectron dans un puits infini (approximation de

la liaison forte) et I’équation (13) devient :

sinfleaa) =0 = aa=Mn ; M==1,42, ..o vevvev eev vev o

1 Mm hZm? . .
= —V2mE=— = E=_—M? = Niveauxdiscret.

E =E(K) = ? Par calcule approché si P est tres grand alors la courbe de la figure

est plus haute et plus serrée.

Psin(aa)

Si P > 1; Le fait que le terme doit étre fini implique que sin(aa) —

aa

0 ce qui n’est pas possible que si seulement si une solution évidente est :

aa = Mm + A(aa) ; Avec A(aa) K aa
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Psin[Mn + A(aa
cos(Ka) = M[n n A(ail) )l + cos(Mn + A(aa)) (3.19)
sin(mr + ) = —sinb
A
avec A(aa) = 0 {sin(Mn +0) = (=1)Msind
Psin[A(aa PA
cos(Ka) = (—1)M I% + cos(A(aa))l = (- 1)Ml (aa) l (3.20)
Mn
Alaa) = > [(=1DM cos(Ka) — 1]
1 _1\M
aa = M+ Alaa) — Mn [1 _E-I_ cos(Ka)l
Ces valeurs représentent les limites supérieures des bandes permises.
(aa)? = (Mm)? [1 - % +% (—M cos(Ka)] ; En premier ordre en P
_ Wt [1 2+ 2 (C1)M cos(Ka) 3.21)
= 2ma2 p p COS a .
E=E, —Cy+ (—1DMA,, cos(Ka) (3.22)
h?m?M? h?K? .
E,y = ZZMZ , Cy = o Avec A, #+ Cy, dans le cas génerale.

1¢" terme 1’énergic du M™“niveau de 1’¢lectron dans un puits infini, 2°™€et 3¢

termes associés du champ périodique du réseau.

h2m?M? 2 u
EM :W[l_ﬁ—l_ﬁ ( 1) COS(K(I)]
s _ h*n?M? [ 2 2] _ h*n?M? (323)
Mmax = 2ma? P Pl 2ma? '
o _ h*n?M? [ 2 2 h2n2M2 [ 4 (3.24)
Mmin = "5 ma? P P 2ma? P '
La largeur des bandes permise est égale a :
h2m?M? 4
AEy = Evmax — Emmin = oma? P (3.25)
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On remarque que AE,, augmente lorsque M augmente. Le gap entre les bandes

M et M + 1 a pour valeur

E

aM = EM+1,min - EM,max =

h2m?(M + 1)? [ 41  h?m?iM?

2ma? Pl 2ma?
_ (1- %) - w7 (3.26)
65;4 hon” [2(1\4 +1) (1 - %) - 21\/1] Zmazz [1 - 4(MP+ Dl (3.27)

Pour que Ejj, diminue lorsque M augmente, il suffit que P < 4(M + 1)

Le modele de Kronig et penny est le plus simple qui existe et qui permet

d’expliquer la structure des bandes du spectre énergétique de 1’électron dans un solide

cristallin.
/ 3éme hande
\/ j 1¢re bande
R

Figure3.4 Structure des bandes du spectre énergétique de 1’électron dans un solide

cristallin.

\ s s
17°ZB > ——<K<-

a
. T 2T 2T T
20Me 7B » — <K< — , ——<K<-——
a a a a
. 21 3m 3 21 .
3¢Mezp - " <K< - , - <K< - ; ZB (Zone de Brouillin)
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E (k)
: Eg
-n/a -n/2a 0 n/2a n/a

k

Figure 3.5 Schéma de bande périodique

La figure3.5 montre d’une fagon successive pour tous les K qui se distinguent

2 , . n . s .
de (?), I’énergie est la méme. Toutes les valeurs possibles de 1’énergie dans la

bande énergétique peuvent étre obtenu on fait varié K dans la 1¢” Zone de Brouillin
Toutes les valeurs restantes peuvent étre ramenées a cette zone.

a. Bande énergétique impaire M = 1,3,5 ... ....

e min d’¢énergie au centre de la zone de Brouillin
e max d’énergie au bord de la ZB

b. Bande énergétique paire M = 2,4,6 ... ....

e min d’énergie au bord de la ZB

e max d’énergie au centre de la ZB

Quelle est la nature de cette discontinuité ?

K = 27” = % = nA=2a Condition de W.bragg ( nA =2asin 8)

De I’onde électronique qui propage dans le réseau perpendiculairement aux plans

atomiques ce qui implique que les fonctions de Block est stationnaire

P1(x) = <pK(x)[ elk* + gmikx ] = 2@k (x) cos kx
{ iKx —iKx ; (3'28)
P1(x) = <PK(x)[ e —e ] = 2@k (x) sin kx
Y1 (x) = Y1 (—x) = Y, (x) est symétrique
{11’2 (x) = =Y, (x) = 1, (x) est antisymétrique
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- P1(x) = @g(x) [ eigx + e_igx ] = 2¢k(x) cosgx
AK = - : . _n - (3.29)
Yo (x) = @ (x) [ e'a® — e 'a" ] = 2¢x(x) sin=x

Y, (x) est une fonction complexe avec une densité de charge —e|y,(x)|? de valeur
réelle, pour les deux fonctions ;(x) et ¥,(x) correspondent deux énergies

différentes.

A 1, (x) correspond une énergie plus faible associer a la limite supérieure de la 1°7¢

bande dans le point (n,)

A, (x) correspond une énergie plus faible associer a la limite inférieure de la 2¢™¢

bande dans le point (n,)

K<> = E(K)<E, et K>~ = E(K)> E,,, donc I'intervalle Ey, — E,

1

constitue une bande interdite

E(k) ‘l
r
r
i
Crzal) e B,
. .
(2, ,1 B,
/ )
=

Figure3.6 Constitution de Bande d’énergie interdite (En2 - E, 1)

Exemple

Dériver I’équation de quantification du modele de Kroning-Penney pour des barriéres

de potentiel de la forme :

0 =i nc< x<nc+a

U(x)={U0 si nc+a< x<(n+1)c Up>0,n€eZ

Dans la limite b - 0, bU, = Constante.

Psin(aa)

La réponse est : cos(Ka) = + cos(aa).

aa

Combient de bandes y a-t-il ?
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111.2. Gaz de I’électrons libres
111.2.1 Model de I’électron libre

La description compléte d'un solide peut se faire grace a I'namiltonien de toutes

les particules qui le composent:
H=T,+T,+U,+U,, + U, (3.30)
T, Terme correspond a I'énergie cinétique des électrons de valence
T, Terme correspond a I'énergie cinétique des ions
U, Terme correspond a l'interaction électrons — électrons
U,., Terme correspond a l'interaction entre électrons libres et les ions
U, Terme correspond a l'interaction entre ions du réseau

La premiere approximation effectuée consiste a négliger les termes d'échange,
ce qui permet d'écrire les interactions sous forme de potentiels scalaires et non

d'opérateurs.

I
T 2m

H; +Q,(7) + U (W) . (3.31)

Avec (1) > 0; U;(7) > 0

L'étape suivante consiste a faire I'hypothese des électrons indépendants
leur énergie est donc sous forme cinétique uniquement.
2y72
g5 _h Vi

H; = 3.32
= (3.32)

A partir de I’équation de Schrédinger HY = EW
2

h

AY + (Zm/h 2) E¥Y =0 > AY¥+ K?¥ = 0; la solution est une fonction d’onde
satisfaisant a I’équation de Schrodinger pour une particule libre et a la condition de

périodicité de la forme d’une onde progressive. ¥ = A e'k™
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Dans le modele des électrons libres les valeurs permises pour 1’énergie sont

2
distribuées de fagon continue: E = f—mKZ VK% = ;—";E , En appliquant la condition de

Normalisation : [W¥*dr3 =1 = [A KT A% e=iKTPqy3 = 1= |A|2 [drd =

A2V =1 = A =% = W) =% e®7 avec K =K, +K,J + KK

L’¢électron se trouve dans un cube d’arréte L, , L, ,L, 1l faut ensuite choisir des
conditions aux limites sur les faces de ce cube tenant compte de ce que 1’électron reste
confine dans le cube. Il est plus commode, mais non indispensable, d’utiliser des
conditions de bord périodiques c¢’est-a-dire d’admettre qu’un’électron qui atteint la
surface sort du cube mais y revient immédiatement par 1’autre face. Les conditions

sont dites conditions aux limites cycliques (périodiques) de Born-VVon Karman

Y(x+L,vyz) = LP(x,y + Ly,z) =W¥(x,y,z+L,) =¥(x,y,z) (3.34)

Y(x,y,z) = \/LV e (KxX+Kyy+K;2) (3.35)
ei(Kx(x+Lx)+Kyy+KZZ) — ei(Kxx+Kyy+KZZ) = pliKxx ei(Kxx+Kyy+Kzz)
— el(Kex+Kyy+K,2) (3.36)
= ealx =1 = K L, =2mn, (3.37)
= K, = % => K, = 2:—?‘ ; (i=x,9,2), n; entier

Fermi Surface

Figure 3.7 Surface de fermi.

En dessinant une sphere dans l'espace k pour la raison les électrons sont des
fermions. Selon le principe de Pauli, chaque état peut étre occupé par au plus deux

électrons de spin opposé. S'il y a un total d’électrons N,, alors I'état fondamental a
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0°K a tous les états dans une sphere de rayon K; occupés et tous les autres états

inoccupés. La sphere dans I'espace K separant ces états est appelée la sphere de Fermi
et Krest le vecteur d'onde de Fermi [23].

L’¢énergie de Fermi correspond la surface donc 1’énergie des états inférieur <
I’énergie de Fermi

3
Ne - pt — K ; Chaque pt — K occupe un volume de 2%, 2% 2% = &0

Ly Ly Lz v
Le volume de la sphere est % fois le volume de la case.
(2m)3 4 3 _ N ((n)?
pt - K =2 (&%) = Sk =2 () (3.38)
1/3
K = (3n27) " = Bn?n)'/? (3.39)

Les états d'énergie les plus bas avec K croissant de 0 a Ky sont occupeés. L'énergie de

I'état occupé le plus élevé est appelé I'énergie de Fermi:

h? h?
E; = —K =— (3n2n)1/3 4
La vitesse de Fermi est
h 2 1/3
Vr = HKf = H(37T Tl) (3.41)

111.2.2. Densité d’état
Dans le modéle de Sommerfeld, les électrons de conduction sont traités dans le
cadre de la théorie quantique mais considérés comme des électrons libres :

hZ
Y=——V2Y=FY
2m

)

(3.42)

Les électrons sont des fermions et a ce titre suivent la statistique de Fermi-Dirac
caractérisée par la distribution de Fermi-Dirac f(E,T) qui donne le nombre

d’occupation moyen d’un état individuel K d’énergieE.
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Distribution de Fermi-Dirac : f(E,T) = ;E_ﬂ (3.43)

1+eKBT
Avec u: potentiel chimique

La densité d’état c’est le nombre d’¢ par unité d’énergie. Le nombre total des

¢tats d’énergie inférieur a E

2/3

h? h?
E = —(312n,)?%/3 E=—( 2—) 44
5 (3m“n,) = 5 3 v (3.44)

N s s . s .
Ou n, = ~ est la densité électronique (nombre d'électrons par unité de volume)

3/2
” s . . v (2
De I’équation (3.44) ona: N=— (—h"; E)

Et donc le nombre d'états avec une énergie inférieure a certains E est

v (2m\*?

La densité d'états est la dérivée par rapport a I'énergie

(3.46)

3/2
2m> g _3NE)
dE 2m?

DE)=TF = <h2 2 E

La densité d’état D (E') en fonction de E est représentée dans la Figure3.8.

D(E) A

/

Y

Er

Figure 3.8 Densité des états électroniques a une particule pour un gaz

tridimensionnel. La partie hachurée correspond aux états occupés a T = 0.
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3

D(E) = [Z—mjzx/ﬁ

Densité d'états

272\ K?

Energie

Densité d'états

5=

D(E) :l—cst
Th

Energie

Densité d'états

2m 1

L(am\: 1
D<E’=E(FJ VE

Energie

Figure3.9 Densité d’état du gaz d’électron a une deux et trois dimension

Un calcul identique a une et deux dimension conduit au résultat suivant :

D, (E) « et D,4(E) « cste

1
VE
On retrouve ce que ’on avait déja remarqué a une dimension : les niveaux (qui
contiennent tous exactement 4 états) sont de plus en plus espacés et donc la densité
d’état du gas unidimensionnel décroit avec les énergies croissantes. La densité des

états remplis a une température T est :

D(E,T) = D(E).f(E,T) (3.47)
VT#0 fuT) =7
A AT#0 (3.48)
l f=1 si E<Ef
f=0 si E>E
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f(E)

T

Figure3.10 Distribution de Fermi-Dirac.

Lorsque la température augmente, la frontiére entre les états remplis est les états
vides est ouverte et les électrons passent par agitation thermique de la région (1) (E <
E;) alarégion (2) (E > Ef)

kgT

L D(E) b D(E) T

T=0K°

Ey E Eg=p(T  E

Figure3.11 — Densité occupés a température nulle (gauche) et a température T
(droite).[24]

De I’équation (3.47) on trouve :

i v <2m>3/2 E1/2 (3.49)

DET) =-=|—| —= 3.49
2\ n? 1+ei7#

JD(E, T)dE = JD(E).f(E,T)dE (3.50)

Donc a partir de 1’équation (3.49) on peut déterminer la concentration totale des
électrons a la température T et comme N et/ sont connus ont peut determiner la

valeur du potentiel chimique u a une température T donnée.

3/2 1/2
1 V (2m E
=D(E,T) =—|— —_— (3.51)
V 272 2 E-u
h 1+ eXsT
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E
Posons y =— ; x=-—;

KgT KgT

32 3h3
(2m)?

3/2
no = — (2mmKRT)¥/? 3 = L( 7 ) B2 o ny=-C(2mE)/? (3.52)

%) T
2 u y1/2dy (gex si x<0
—F (_) = F(x) = f - = (3.53)
KgT 1+ey—> 2
vm B 0 §x3/2 si x>0

Est lI'intégrale de Fermi d'ordre Y2 - ne peut étre résolue exactement que dans deux
limites extrémes.

1. ﬁ <« 1 (valable pour les systemes a faible densité comme les semi-
B

n
conducteurs) : n=2 (%) eKsT (3.54)

. ﬁ > 1 (valable pour les systéemes haute densité comme les métaux) :
B

m? 1
F ~——x32 1+ —=+ - 3.55
%(x) 3\/Ex [ + 8x2+ l (3.55)
1 2mu\>"? % (KzT\?
" 3n2(h2) +8<u)+ (3:56)
De plus, a partir de I'équation(3.54) , nous avons
1 ° 1 2mEnNY?
n= 32k =5 (5) (357)
Par la combinaison d'équations. (3.55) et (3.56) nous obtenons,
2
Er=pl1 +7T2 (KBT>2 + " (3.58)
f=H 8 U :
Cela donne I'expression pour en termes de (dans la limite % K1)
_g 1 KBT2+ (3.59)
=5t 12E, '

Méme pres du point de fusion des meétaux, KzT/Er < 1 , donc pour les
métaux a toutes les températures u ~Ey.

La densité d'énergie en mode Sommerfeld peut étre calculée de maniéere

similaire:
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o

TL'Z
U= f Ef (B)g(B)AE = Uy + = (Ko T)2g (By) (3.60)
0
La chaleur spécifique devient alors:

0E m? w2 KgT

111.2.3. Capacité calorifique du gaz d’électrons

La mécanique statistique un électrona: C,; = EKB

N atomes a 1€ de valence — C,; = %NKB , 1% de contribution de cette valeur
(Coo=32Ky) 2T = 300K° (ambiante) > C,; = 0.01 (3NKp )

Si en chauffe un échantillon depuis 0K°.

En mécanique statistique tous les électrons gagnent une énergie KzT

Dans la théorie de 1’électron libre seul les électrons dans les orbitales situer dans
un domaine d’énergie KT a partir de niveau de Fermi sont excités thermiquement ses

¢lectrons augmentent I’énergie de KT

D(E)

/

E,T)D(E)

Figure3.12 La densité électronique en fonction d’énergie sous I’excitation thermique.

A une température non nulle, certains états inférieurs au niveau de Fermi sont
inoccupés et certains au-dessus deviennent occupés. Cependant, ca ne concerne

qu'une petite fraction de la plage d'énergie. 1l y’a une fraction d’électron qui gagnent

cette énergie % = Tl ; NTl Electrons gagnent chacun une énergie ~ KzT
f f f
L’énergie thermique totale des électrons U = (N T1> KgT (3.62)
f
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La capacité thermique électronique C,; = — = 2NKp ( f) (3.63)

directement proportionnelle a ~ 0.01 (g KB). Qu’elle est I’expression de C,; a basse T

KT < Ef , L’augmentation de U d’un systéme la N €lectrons chauffe de 0 a T est :

o) Ef
U= f ED(E)f(E)dE — f ED(E)dE (3.64)
0 0
T T=0
dN=D(E)f(E)dE = N = [ D(E)f(E)dE (3.65)

En multipliant le terme d’énergie de fermi Ef par I’équation(3.47) on obtient :

NE; = fo E:D(E)f(E)dE (3.66)
- X P of(E) _
En dérivant par rapport a T on obtient : fo E¢D(E) o dE =0 (3.67)
ou
Co=22 = J ED(E)&dE (3.68)
oT 0
. _ af(E)
De: (351) —(3.50) = Co==-= [, (E— Ef)D(E) =~ dE (3.69)

f()

KpT
—£- < 0.01 = Aux basses températures, la dérivée ——— n’est grande que pour les
Ef

energies voisines E~E; de sorte que nous pouvons evaluer D(E) en E; et la faire

sortir de I’intégrale = D(E)~D (E f)

E—Ef
OO(E Ef) em
= D(Ef) J, o <ﬂ )2 dE; (3.70)
e KBT 41
Enposant x =L ; ¢, = (Kz°T) D(E;) [~ 2% (3.71)
KBT ! el B f 0 (ex+1)2 .

1 2 TL’2 2
Puisque KpT <« Eyet ["Z——dx =-n? = Cu ="K TD(E)

( x+1)2
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3/2
%4 2m
§<—2> ] =
7]
dN_SdE dN_3N

v=2F = a5 25 P® (3.72)

3/2
ona N =L2<2_m) E2 5N =3nE+1n
3 hZ 2

On prédit ainsi une capacité calorifique C,; linéaire en T que 1’on peut réécrire

2
Cop = 7%KBZT G%) / i—g = Ty est appelé température de Fermi

% N 2 w2 T
Co = TE_fKB T = TNKB (T—f) (3.73)
Qui est en accord avec I’expérience.

Exemplel

On consideére un réseau unidimensionnel de N atomes identiques équidistants
de a. L’élément considéré étant monovalent, un électron par atome peut Se propager

librement le long du réseau de longueur L = Na .

1. Ecrire I’équation de Schrodinger qui décrit la fonction d’onde W(x) de
I’électron sur le réseau ? On impose a W(x) des conditions aux limites périodiques :

Y(x)=¥(x+L), donner la forme de la fonction d’onde et préciser les valeurs du

vecteur d’onde k 2
2. Etablir la relation donnant les différents niveaux d’énergie.

3. Quelle est la dimension d’une cellule de 1’axe des k a I’intérieur de laquelle

est située I’extrémité du vecteur k.

4. Compte tenu du fait que chaque état d’énergie peut-étre associe a 2 électrons

de spin opposés, (avec N électrons corresponds a N /2 point de k)

Donner I’expression du vecteur d’onde de fermi K¢ ainsi I’énergie de fermi Ep

En déduire la densité d’états D(E) = Z—’; .

Solution
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N atomes identiques équidistants

L =Na

CaCRCaCRORCRCRCR0,

1. L’équation de Schrédinger d’un électron libre dans le réseau

HY = E¥

2

A 2m
——TV?2P(x)=E¥(x) =V ¥[Kx)+—
2m hZ2

E¥(x) =0
= V29¥(x)+ k,P(x)=0

2mE

avec k, = -7 La forme de la fonction d’onde est : ¥ (x) = Ae*x¥

En appliquant la normalisation de fonctions d’onde :
PP (x)dx =1 > Ae* A e~ha¥dx = 1 3|A|1? [dx = |A’PL=1 =

_ 1 >4 : ’ S Anrit - _ 1 ikyx
A= = = L’équation d’onde s’écrit: W(x) = e

Les valeurs du vecteur k : En appliquant les conditions aux limites périodiques :

Px)=P(x+L) = AetkaX = felkxte+l)  — polkxl — 1 Alors

_2mny

kel = 2mn, = k, = Z2%  Nous avons : k = kaz +k,2+k,”

27Ny

Donc : k, =k, = 0 ce qui donne k = k, = )

La relation donnant les différents niveaux d’énergie

2 2 2
/) /) 2 2h .
E:—kZ:—(ﬂ) — =2 —n,?; L = Na,n, entier
2m 2m L mL
2. La dimension d’une cellule de I’axe des k a intérieur de laquelle est située

r . e r ’ 2
I’extrémité du vecteur : k est L donc —g <k< g = L = 7”

3. Pour calculer kr nous avons N électrons libre occupent des états d’écrit par

des points sur 1’axe des k,
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vt vHEVE Lt
—E
) ® »
A _4m 2T 0 2T 41T " ch
ke e T T Pk
4. Donc ce qui apparait que 1’¢tat supérieur occupé c’est 1’état de Fermi. On peut

imaginer que 1’axe k,, est divisé aux cellules (Boites), chaque boite contienne deux

électrons de spin opposés ( ;T) donc le double des boites égale le nombre des

électrons :
2kp N s
@ = E e kF = Z
L
n n'n2
5 s . .. _h 2 _ b3
L’énergie de Fermi : NE p = P, kp p—

2
La densité d’états D(E) est: D(E) = Z—: ; Nous avons aussi E = zh_mkz =

P ? 12 N2 N (Zm)l/2 (L) dN <2m>1/2 <L> (1) 5-G/2)
2m L2 h? yia dE h ) \2
. _an _ (2m\Y2 (Na\ 1
ce qui donne: D(E) = == (h—z) (Z) NG

Exemple2

Sachant que le nombre d’électrons libres du cuivre est 8.5 1028m™

1. Préciser la forme de sa surface de Fermi et calculer sa dimension
caractéristique kg
2. Quelle est I’énergie de Fermi du cuivre (en eV), sa température de Fermi et la

vitesse des électrons libres les plus énergétiques.

Solution

3
1. La surface de Fermi est une sphére de rayon kr et de volume %nkF , les

12 . 27T 3 .
cellules élémentaires sont de volume (T) , Ne peuvent contenir que 2

électrons selon le principe d’exclusion de Pauli
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1/3
kp = (3712 g) = (3n?n)'/3 ; on pose n = % : densité des porteurs de charges

AN : ks =136.100m"

2

h h _
2. Epzasz avec h=— ; AN Ep=112.107"% =7eV
Er=KgT = Tzi . AN : T,=81159°K
F B f KB ) . f

111.3. Gaz d’électrons quasi libres
[11.3.1. Théorie de I’électron quasi libre (Approximation a liaison faible)

On considére que les électrons de conduction sont faiblement liés aux atomes et
qu’ils peuvent passer facilement d’un atome a un autre dans un réseau cristallin. On

dit sont faiblement liés ou quasi libre.

On note par E%t W9 Iénergie propre et la fonction d'onde propre

respectivement du systéeme non perturbé

Approximation zéro correspond a 1’électron libre

Yo () = Jiv iK7 (3.74).
> Rl
V, étant le volume du cristal. ~ E°(K) = ——K? (3.75)

L’hamiltonien du mouvement d’un électron faiblement 1ié peut s’écrire :

-

H=H,+0%) (3.76)

Comme la fonction U(#) a la périodicité du réseau, elle peut la développer en

série de Fourier sur le réseau réciproque [25] :

UF) = Z U(Gy) eiom™ (3.77)

m=*0

Une fonction d’onde de Bloch s’écrit :

Y, () = \/LV_Z (pK(F)e“?'F , @[T+ 1) = @k(¥); Lafonction @k (7) est périodique
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I1 en résulte que 1’on peut écrire :

1 > P I
V@ = —= e gy (Gn) e = — > gy (Gy) T (378)
m+0 ‘/Vzmio
Pour m = 0; lasomme sur G,, est — f&m =0 = Y@ = «/LV_Z ek T =

P9(#) c’est le cas non perturbé.

Liaison faible — le potentiel U(#) est faible impose que ¢, (0) = 1 et les fonctions

¢K(5m) & @x(0) ainsi que ’équation de Schrodinger est H Wy () = E Wi ()
2
donc elle s’écrit : —?—mVZ Y () +UW(#) = EWg(@) (3.79)

On peut maintenant placer les développements de @ () et U(7#), ainsi que
Iexpression de Wy (7) , dans I’équation de Schrodinger (3.79), pour chaque terme en
jeux dans cette équation en remplacant (3.77)et (3.78) on obtient 1’expression

suivante [26]:

2|

m:to

1 — - = o
- —_E® 2 ok (Gr) el F+Gm)7 (3.80)
\/VZ m=0

w2z

m¢0

<,01<(G )e (K+Gm)r

(K + Gm)? + Z u(G,) efcr”

L#0

—(K + Gm)? — E(K) + z U(G,) e | @y (Gp) e'®*om7 = 0(3.81)

L#0

. - . 1 iR _i(R+C 2 - s - N
Multiplication par = eX" e ~{K+Gm)T et intégration sur le volume donne & cause de

N

1

il eit7 dr = 845 (3.82)

Nous pouvons remarquer ici deux propriétés intéressantes des quantités eiGF
introduites dans les transformées de Fourier précédentes. La premiére est qu’elles ont
la méme périodicité que le réseau cristallin. La seconde est que leur somme est nulle
sur une maille élémentaire du cristal.

) . = 1 v,
Cecisécrit: G =0 -» —([dr2=1
\/ng Vg
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LyLyLy

- 1 P .

G+0 — \/_Vf eltrdr = fff e (Gxx+Gyy+G22) dxdydz (3.83)
g 000

Avec [ [[[rt giGer gy = [ 210 — 0] = [1~1] =0 /

Gyly ==Na=2mQ  ;

L =Na

Remarque

La théorie des perturbations se fixe pour but de déterminer des corrections a
apporter a Dénergie E°(K) et a la fonction W9 (#) d’un systéme non perturbé,

lorsqu’on lui impose une perturbation [27].

2.

nt o .
%(K'i'Gm) — E(K)

N R
ox(Gn) 77 f e!em=En)T dr
g

m=*0
Gm—Gn,0
g - 1 P-4 =4 =g -
+ Z U(GL)px(Gm) v f e CLttm=Cn)T g = () (3.84)
L#0 g

86 +Gm—Gnd

Par identification des termes en ei(Gm=Gn)T ot @lGL¥Cm=G)T apres
simplification, on en déduit le systéme d’équations pour les coefficients de Fourier de
Y, (7), avec ces approximations qui ne conservent que le terme correctif de 1¢" ordre,

I’équation (3.80) se réduita :

Yo 2 N2 5 5 5 5 5
Zm#:o %(K + Gm) - E(K) QDK(Gn) + Zmio U(Gn - Gm)goK(Gm) =0 (385)

- -

= C'est une équation centrale, avec [5L =G, — Gy ]

hz

2m

Dans la 1% approximation posons E°(K) =-—K?2 (solution non perturbé), et

prenons de la somme uniquement le terme @ (0) .
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(0) =1, Gn) Kpr(0) 5 UK1 = G.).U est le 2%m ordre
Pk Pr\bm Pk Pr\bm

négligeable. l?—m (K + 5n)2 — E(I—())l ox(Gn) +U(Gy) =0 (3.86)

_U(ﬁn)

(3.87)
(K + Gn) — E(K)l

(PK(Gn) =

Tans que les @k (G,) sont faible la relation (3.84) ne donne qu’une petite

perturbation a la fonction d’onde et par conséquent a 1’énergie.

Les ¢K(5n) serons grand si le dénominateur de la relation (3.84) devient nulle = 0

ox(G) » 1 si (K + 5n)2 = K? Posons K? = (K + 5p)2 avec ¢ (0) et px(G,)

qui sont grand dans 1’équation (3.87) =

2

— E(K) | 9x(0) + U(=Gp) s (G,) = 0

(
{ (3.88)
I
\ |2

1R+ 6 - B ox(6) + UG )ok(0) =0

D’aprés 1’équation centrale (3.80) nous résolvons le systéme de deux

équations : [ — E(K)]ox(0) + U(=G,)ok(G,) =0 (3.89)

2

2
h B oo 22
Avec g =-—K* et Agic=—(K+Gp)
Pour avoir une solution non triviale = Det = 0 et U(=G,) = U*(G,) (3.90)

On peut montrer que dans ce cas E est donnée par :

A —E

U Aktc + E| =0 = E*— (Ag + Ag6)E + Agdgig — U1 =0 (3.91)

L’énergie a deux racines : A= %[ (Ag + Ak+c)? — Axdiic + |U| ] (3.92)

Le probleme des valeurs propres peut étre résolu de la maniere habituelle
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E = E(AK + Aksg) [Z Ak + Ags6)? — AgAgsg + |U|2]

1/2

1 1
= 5 O+ 2xea) |7 G = Ae)? + (UP?] (3.93)
En remplacant A, Ax., ¢ par leurs valeurs ce qui conduit a :
1|n? 2 1{n’ ’ 2 i B
E=-|—®&*+(K+6G,))+|-(—] (kK?=(K-G U|?
e+ @52 (3] (1 @) 4
5 5 1/2
E—h2K2+h25 1?+G” + hzl? 1?+G” +|U|? (3.94)
- 2m 2m P 2 )7 |2m 2 '
Chacune de ces solutions décrit une bande d’énergie.
AUpOINtK, = -2 o E(I?)—h—sz + |U| (3.95)
p 0= "5 0) =7 % T .
E(K) - E(K,)
2 2 2 =
h /) /S N
=—K?——Ky*+—0G,|K+2
2m 2m 0 T 2m p( 2
2 5 1/2
|2k (R+%) 40 (3.96)
—|2m 2 '
e nergee
zlul

Figure3.13 Energie d’un électron en fonction du module de son vecteur d’onde -

évolution lors de la traversée de la premiére zone de Brillouin

On constate que la dégénérescence, qui apparait pour un électron libre au bord

de zone, est levée en présence du potentiel du réseau. Ce résultat est général.
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111.3.2. Vitesses d'électrons

Lorsque nous nous intéressons au transport d'électrons dans les solides, il
convient d'utiliser non pas des ondes de Bloch, avec une valeur définie du vecteur
d'onde k, mais des paquets d'ondes, qui sont des superpositions d'ondes de Bloch. Le

paquet d'onde se déplace a travers le solide avec une vitesse de groupe donnée par :

2 N 2
o G
+ [l =—(F+22 U2 3.97
_{2m<+2>}+ll (3.97)
Lo\ hKy nG, n(. G, ¥(K,) = 0
3(Ko) = Lt —(Ke+2) =) . on . . (3.98)
m.amom 2 B(Ko) = — (Ko + Gp)
Cependant la masse effective d’électron m” est :
2 2 2 \)2 3/
o LdE_ 1,7 6,2 12— (& + )| +jup2 (3.99)
m C n%dgz m T 2m P 2m 2 '
2
2 (K = Kp) : Y S )
TR R T m\ ) T
m
m'=——— (3.100)
142 Gy
= 2|U|

Signe (+) correspond a Zh—sz + |U| = minimum

2

h

Signe (-) correspond a —mK2 — |U| » maximum

La masse effective croit avec le potentiel U , c'est-a-dire comme la bande
interdite inversement proportionnelle a la courbure de la dispersion de 1’énergie dans

I’espace des k. Plus la bande est plate, plus la masse effective est grande.
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La masse effective positive pour un minimum de bande (bande de conduction)

et négative pour un maximum (bande de valence).

hi g 7] 2G 2
E(K) = E(K,) +ﬁ<1 + ZlUr>(1?—1?o) (3.101)
A 2
E(K,) = %KOZ + U] (3.102)

L’effet d’un faible potentiel périodique se traduira en particulier par 1’apparition

de bandes interdites aux limites de la zone de Brilouin

En dehors de la limite de la zone de Brillouin, 1’énergie est approximativement
celle de 1’¢lectron libre.
— — — — 2 — — 2
a(K=Ky): E(K) = E(K,) + =% (K — K,) (3.103)

7 2 dK?

\ E(K) j

J1' ;
2|\u|
_r G M _K_
a

Figure3.14 Représentation de I’énergie des électrons quasi libres en fonction du

module de leurs vecteurs d’onde.

Exemple
Considérons un électron d’un cristal donné, de masse m, soumis a un potentiel
périodique V(7)) tel que V(#) =V, ei9" ou’ les g sont des vecteurs du réseau
réciproque. On peut décomposer ’état de 1’électronW(#) , d’énergieE, en fonction
k.7

d’ondes planes correspondant aux états de I’électron libre W(7*) = a; ™" ou’ les k

appartiennent a I’espace réciproque.

1. V(#) étant réel et symétrique par rapport a ’origine, montrer que
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V=V, =V,

2. Citer et expliguer les conditions de Born Von Karman (B.V.K).A quelles

conditions la fonction W(#) satisfait les conditions de B.V.K. Comparer le

nombre de cellules du cristal au nombre de vecteurs k contenus dans la cellule
correspondante du réseau réciprogue.

3. Montrer que 1’équation satisfaite par les coefficients a;,.On notera

h?k?

E°(k) = -

[E°(k) — E(K)]ay + XgVy-ax_g = 0.

4. En se limitant a la premiéere zone de Brillouin et en posant g = Kk — g,
Réécrire dans ces conditions 1’équation précédente (g et g'vecteurs du réseau
réciproque).

5. On suppose que V (#) est trés petit et on s’ intéresse aux valeurs ¢ voisins d’un
bord de la premiére zone de Brillouin. On peut alors ignorer dans 1’équation
trouvee en 4. Tous les termes, exceptes ceux correspondanta : a, et aq, 4
Ecrire ’équation 4 pour g et § = 0 et la simplifier.

6. Calculer I’énergieE.

Solution

1. Enmontreque V_, =V, =V, , V() estréelona:V(-7) = V()

V(-1 = Vg’ ei(_g’r)f

On pose Gg=—g'=VviH=X;V, eld™ — Y5 Vg eld'?
V@ =) Vyed's
g’l
On pose g=—g' onaura VE) =X, V7, eld"

V(#) = Z vy ei(=g")7 :Z V, ei(=g")7
g’ g’

= Vgl = Vgl
2. En détermine les vecteurs g tel que W (7) satisfasse en condition de Born Von

Karman YE) =3, a, ek
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Y(x,y,z) =¥Y(x+ L,y 2z) = LIJ(x, y+Ly, z) =%¥(x,y,z+L,)

‘P(x) — a elkx X — a elkx (x+Ly) — a elkx X(+Ly) elkx Ly
Fex fex Ty

k k k
) 2mn
= efrlx=1 = k, = al
Ly
( 2mn
k, = Lx
X
2mn o2hz[maAz (m,\° my)\2
=k, =T E=—(—x) el (—)
V= I, ¢ am |\ T\L,) T\,
2nn,
tkz_ L,

La condition de BVK c’est la quantification de I’énergie.

sm3

471'kf
(2 3 = nombre de k contenue dans une cellule du R.R ; V est le volume occupé
|4

par un électron dans une cellule.
3. L’équation satisfaite par le coefficient a;
2
L’équation de Schrddinger s’écrit : [— Zh—mvz + V(F)] Y(#@) =EWY(7)

Onaaussi ¥(7) = ¥, a, 4"

N nx > ny ¢ nx -
* = a* + b* + c*
e
a b c
Lx L LZ . g 2% _)* s 3
le;; NZ:?y' N3:? ; g:ha + kb* + Ic
h? 2wz h? 2,7 - Nw( i(G+3")#
-_E;;V q«}j :Aquggaq(J eld: : V(T)q“}) :Aqu/Vb/aqe .

>/

i=q4+3 - 4=q¢ -4

V(F)l'p('?) = Z Vgl aql_g/ elc_i’.F = Vg, aq_g, eiEI)-F
q'.g’' a.9'
= (1: Z a, q%elT + Z Vy ag_g €47 = Z Ea, '™
q.9' q
hZ 2 .
S S
m

q

hzqz
= ( T E) aqg + ZVQI Agog' =0 = (E°(q) - E(q))aq +Z Vyrag_gr =0
g’ g
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4

4. ﬁ=§—g”’donc§=c7+§

o
lﬁ(Q‘*‘g)z E(Q'*‘ ") q+g'+z q+y ~9 =0
T

- -

Avec g'=gG-g=9=g—-g

Pour {;g,, - %,

g 49

(@G +5)? — EB)| agrg + g Vy- g Ggeg' =0 ()
5. V(#) -0

CQ¢ Cn

e
aG45 > G =

L’équation (1) est vraie pour Vg = Vraie pour g =0

aq +ZV_gr Ageg’ =0

h2q2
lZm —E(@)

!

g
, h2q2
Pourg' =0 &—E ag +Voa, =0
=E°(q)
Ce qui donne E°(@) —E(@+V,=0 = E(q) =E°q) +V,

I11.4. Approximation des liaisons fortes

A I’opposé du modele des €lectrons presque libres ce modele cherche a décrire
les électrons «peu délocalisés» : proches de leur couche interne avec un recouvrement
partiel d’un site a I’autre. Il s’agit essentiellement des couches d (ou s, p profondes).Si
le premier modele part d’une combinaison d’ondes planes, ce second modele part
alors d’une combinaison d’orbitales atomiques (les ¥, (¥ —m’) sont les états «m»

liés associés a I’Hamiltonien «atomique» (en fait des fonctions de Vannier)) [28]

Wo(7) = Z C, W, (7 —7) (3.104)
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Approximation zéro = électron dans un atome isolé [29].

La théorie de liaison forte accepte 1’état €lectronique d’un atome isolé comme
une approximation zéro pour la solution de 1’équation de Schrédinger pour un

électron dans un champ périodique.
AV (P =EY(#) ,U®) = UF+1n) estpériodique
Soit I’hamiltonien d’un atome isolé :

H,W%(¥) = E,We(7) (3.105)

2
~ h S
Ha = —%VZ +Va(’l") (3106)

E,: Niveaux énergétique.
V, : L énergie potentielle de 1’électron dans 1’atome.

W2 (#): La fonction d’onde correspondante a E, .

V()
V=0 I

Atom

Figure 3.15 L’énergie potentielle de I’électron dans I’atome.
L’approximation zéro de I’énergie E° = E, pour calculer E* , WO(#) =?
111.4.1. Cas des atomes n’interagissent pas entre eux

On choisit ’origine des coordonnées a un atome quelconque, nous pouvons

alors décrire les coordonnées de tous les autres atomes par le vecteur de translation :

> —

n =n,a +ny,b +nsc
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En désignant par 7 le vecteur-position de 1’électron, la distance entre 1’électron
et le n®™¢ atome est égale a # — " et la fonction d’onde de 1’électron de conduction

de n'®™€ atomeest ¥ = ¥, (7 — ).
Soit WO(R) = ¥, C.W, (7 —7)

Les fonctions d’ondes W, (# —m’) n’est pas rigoureusement des fonctions
d’ondes atomiques elles n’interagissent pas entre eux donc c’est une combinaison

linéaire atomique entre eux. On I’appelle fonction de Vannier.

Wo(7) = z C.W, (F—m) = Z e KTy (7 _ ) (3.107)

m

Il faut que les coefficients C,, prennent la forme suivante [30]: C,,, = eikm

Pour assurer la condition de translation W°(7 + ") = WO(¥) 7 - On cherche
Yo =2

WG +T) = Y by = +7) = 7Y 0D, (7 (i — 7))
m

m

_ eimz efly, (7 —1L) (3.108)

On pose (i —m = L) ceci nous donne :

Yo(7) = Z el®Iy (7 -T) (3.109)
L

v, (? — Z) Sont des fonctions normées. La Normalisation de W°(#) en multiplions

par une fonction d’onde atomique arbitraire puis intégrons.
= f YO . WO (Mdr = 1
Ce quidonne : [ ¥, e~ ikm (7 —m).Y, ik Y, #F-ndr=1 (3.110)

Cela conduit a écrire : ¥, ¥, @) [y )W, (F—)dr=1 (3.111)

Onpose (7—m=7) et avec dr=dt ona:
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f W — i) W (F — i)dr = f W)W (P — (7 — ) )dr

= flpg(?').lpa(?' —t)dt' =S, (3.112)
avec (fz r_i—r?i)
Pour t=0 - [W,F).Y,(F—-t)dr' =1
t»0 - S =0 ,t<K0 >S5 #0

A partir des équations (3.111) et (3.112) nous pouvons obtenir

> ettim, f Wy~ ) W (- dr = ) e®Ts,  (3113)

n t

Yo Sy e K0T [ (7 — @)W, (7 — R)dr = Y. de méme terme N fois

jWO*(F).‘PO(F)dT = NZ ekt g, (3.114)
t

Avec WO(7) =Y, ey (7 1)

A partir d’équations (3.105) et (3.109) on trouve

S, = jwo*(?).tpa (7 —t)dr (3.115)
()
r'y
< 7 7 “\\ f/“\\ 7
& e I @ gl
.

Figure3.16 le potentiel cristallin U (7).
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U = ZI/a(F—ﬁ) (3.116)

L’opérateur de perturbation d’énergie AU(#) contient toutes les corrections

nécessaires a V, (# — 1) pour obtenir le potentiel U(#) du réseau cristallin.

U = ZVa(F—ﬁ) + AU (3.117)

n

AU(7) est self consistant

AUGR) = UP) —EVa(F—ﬁ) — AU + 7) (3.118)
n
Les fonctions d'onde atomique satisfont I'équation de Schrédinger pour I'atome isolé,
h 2
H,¥°(#) = [—%vz + U(F)l YoO(#) = EMWO(%) (3.119)

El=7; [—f—mvz + Y V(F—7) + AU(F)] WO(7) = E1WO(7) (3.120)

2
[ WO (7) l—f—mvz FY V(R —7) +AU(F)] WO(R)dr

[wo'(#) wo(#)dr

E' =

I

= (3.121)
NZt elK't 'St

I=[9(#) l—f—mvz N AGEI O AU(?)- WO (P)dr =

2 _
. | = 2z >
f > e i (7 - 1) [—%vz + E VG =) + AU | D e®i, (7 - B
L

z mf)fmp;;(r_L)[-—vuz AGERD)

+ AU W, (F—t)dr (3.122)

=1

Posons: (F=¢-L , #=#+L , i =1~L)
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Onaaussi AU(#) = AU(#") et dt = dt’ donc I devient:

2
R h
| = Nz etkp f‘P;‘;(?’) [—Z—A' +2VQ(F’ -1+ AUF) [P, (7
14 m n
— p)dt’ (3.123)

Cependant ce terme vaut :

_Z_AI 7 —p) + Z AGESDEFVIGHI R HAGES))

i, n'#p

= E,W,(7 — B) + Z v, (7 — 7))+ AUG) | W, — B) (3.124)

n'#p

Le terme I se réduit a :

[ = Nz e“?f’fw:;(?') E, + Z V,(7 — i) + AUE) | W, = P)dr’ (3.125)
p n'#p
I= NEaZ eiKP f v (Y, — p)dr
14
+Nz iKP Jtp* (F') V,(7 — i)+ AUG) | W, — Pde’
n ip

(3.126)

En mettant S, = [ ¥, (#)¥,(' — p)dt’ onaura:

I=NE,Y, e eiKP .S, +NYp elKP [z () [Zrep Va ' — 1) + AUE) W (7
p)dt’ (3.127)

S, est l'intégrale de chevauchement, qui ne dépend que du degré de chevauchement

des fonctions d'onde atomique.

Pour le seconde termede I avecp = 0 =
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- i

I = NEaZ K7 5.+ NC + Nz KT A7) (3.129)
P

V,# —n)|Y,(#)dt' (3.128)

‘I‘L¢0

A = f‘{),’;(?’) Z L =7+ AUG) | W, G - B)dT (3.130)

n'+p

A(p’) est I’énergie d’échange, 1’électron peut étre localisé dans n’importe quel

atome, A(p’) est faite de fonction d’onde de 2 atomes séparés par une distance |p’]|

C.-a-d. Les deux atomes distante entre eux de |p’| peuvent échangés des électrons
entre eux grace aux champs de tous les autres atomes et de champ self consistant

(I’énergie de recouvrement ou de saut entre atomes voisins distants de [p’]) .

AU(7"): Les électrons ne sont pas localisés prés des atomes individuels mais se

déplaces librement dans le cristal sautant d’un atome a [’autre par le processus

d’échange
_1 .
N e'KP A(p’
E'=FE,+C Z elk? g +Z” — @) (3.131)
> Xp ekP.s
S, =0 ,p#0 = S, =1 ; ilsensuitenfinque:
E'=E,+C+ Z e®P A@) (3.132)

C = j W (1) Z v,(7 — ) + AUE) | W, ) de!

n'=0

= (Val o Vo (7 — 1) + AUFD]|W o) (3.133)

C représente 1’énergie potentiel moyenne de 1’électron dans le champ de tous les

autres atomes (I’énergie propre de I’orbitale).

Remarque
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La méthode de liaison forte est valable quand 1’¢largissement du niveau atomique qui
apparait lorsqu’on rapproche les atomes est petit par rapport a la longueur de la bande
interdite.

En résumé, la méthode des liaisons fortes est bien adaptée au calcul de bandes
profondes étroites, un peu moins adaptée au calcul de bande de valence et peu adaptée

au calcul de bande de conduction [31].

Exemple 1

Considérons un réseau C.S chaque atome a 6 proche voisins

o (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)
@ {(—1,0,0), (0,—1,0), (0,0, —1)} ’

(0.0.1) —x

Supposant que A(p’) est isotropique A(p") = A(|p’]) = A
E'=E,+C+ A[ eikxa 4 p-ikxa 4 gikKya 4 p-iKya 4 ,iK;a | ,-iKsa ]
E' = E, + C + 24[cos K,a + cos K,a + cosK,a] = E(K)
E! est une énergie quasi continue qui change de E, 4, & Epin avec
Epax =Eq+C+6|A| , Epyin = E; + C — 6]A]

Le niveau énergétique d’un atome E, diminue de C se décompose a une bande
d’énergie de largeur 124, Les bandes d’énergie sont séparés par des bandes interdite

de largeur 12A.
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& Ealatome isolé)

—— Bandes interdites
12]A]
Bandes permises
—\ L I

Répartition des niveaux atomiques en bandes

Dans ce cas la 1’ére zone de Brillouin est un cube de c6té 2m/a centré a
I’origine, 1’énergie selon les 3 directions principales est reportée dans la figure ci-

dessus, en tenant compte de y <O0..

Exemple 2

Pour la structure FCC, il existe 12 distances de voisins les plus proches
11 11 1 1
(E}EFO) ) (OIEFE) ) (EFOIE)

(-2-30). (013, - LoD

de sorte que les douze termes exponentiels se combinent en groupes de 4 pour donner:

59 (5 4 59 (T 4 5 ), s )

K.a K,a
=4cos( ; )cos( ; )

P =a

Resultant ainsi dans la relation de dispersion d'énergie

1 R Kya K,a K,a K,a
E'=E,+C+4A®pD) [cos (T) cos (T) + cos (T) cos( > )

+ cos (%) cos (%)] = E(I_()

Supposant que A(p") est isotropique A(p") = A(|p’]) = A
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E? est une énergie quasi continue qui change de E, 4, & E,,;, avec
Epax = Eq + C+12|A| , Epin = Eo + C — 12]A].

Nous notons que E (k) pour le CFC est différent de celui des structures CS ou
CC. L'approximation de liaison étroite a des considérations de symétrie intégrées dans
sa formulation par I'arrangement symétrique des atomes dans le réseau. La situation
est assez différente dans I'approximation de liaison faible ou la symeétrie prend la
forme de V(#) et détermine quels composants de Fourier V; seront importants pour
créer des bandes interdites. L'approximation de liaison étroite est utile lorsque le

chevauchement est faible (métaux de transition et terres rares).

Exemple 3

Calculer le tenseur de masse effectif M;;" pour les électrons dans un simple cubique a

bande de liaison forte au centre K(0,0,0) , au centre K(0,1,1) , au coin K(1,1,1) de la

zone de Brillouin .
Solution

La masse effective réciproque est définie comme la seconde dérivation de 1’énergie de

. . x—1 _ 1 92E(K)
dispersion M;;" "~ = W oKk,

L’ énergie d’¢électron dans 1’approximation de liaison forte est :
E(I?) =E,+C- ZA[cos Kya + cosK,a + cos Kza],
Avec une largeur de bande 124,

La dérivée de E(K) est:

dE ) OE . dE .
— = 24asinK,a; — = 2AasinK,a ;,— = 2Aa sin K,a .
0Ky 0K,y y 0K,
0%E 0%E 0%E
= 2A4a? K.,a: = 2Aa? K,a; = 24a? K,a:
7K, a“ cos K.a; 27K, a“ cos Kya ; 3K, a‘“cos K,a;

92E(k) _ 9?E(K) _ 9’E(K) _

OKxKy  OKyK,  OKyK,

Par conséquence, le tenseur de la masse effective est
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-1

24Aa? cos K,a 0 0
M* = h? 0 2Aa? cos Kya 0
0 0 24Aa? cos K,a

Les trois points du réseau réciproque qui nous intéressent pour ce probleme sont

T T
X Kx = E Ky = E KZ == 0
T T T
L Kx =Z Ky =Z KZ =Z
o2 1 0 O p2 -1 0 O
Fpoint: M*=——{0 1 0| , Xpoint: M '=——| 0 -1 0
0 0 1 0 0 1
o2 -1 0 0
L point: M* =o=(0 -1 0
0 0o -1
Exemple 4

Calculons la masse électronique effective aux points extrémes de la bande d'énergie
avec la relation de dispersion Eyx = E, — C — 2A[cos K,a + cos K,,a + cos K,al.

Prés du centre de la premiére zone Brillouin, lorsque :
1
K.a <1 et cos(K,a) =1— Eszaz

Ex = E; — C — 6A(KZ + K2 + K?) = Epin + Aa®K?, et donc I'énergie dépend
quadratiquement du vecteur d'onde

Ex = Epn + h°K?/2m*

comme pour les électrons libres, avec une masse effective m*

92\
m* =’ ( az;) = 1*/2Aa’

La masse effective est positive pour les bandes d'énergie qui se forment a partir de s
orbitales atomiques, pour lesquelles A> 0. Pour le cas particulier considéré ici, celui

d'un simple réseau cubique, les surfaces iso-énergétiques = const. au voisinage du
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centre de la premiére zone Brillouin se trouvent des spheres. Notez que cela dépend

de la relation de dispersion, et donc de la structure cristalline.

Au contraire, aux bords de la premiere zone Brillouin, introduisant les nouvelles
variables K, = + (g — Ka), tel que, cos(K,a) = cos(+Kya + m) = — cos(K,a), la

relation de dispersion peut étre exprimee comme
Ey =E, —C + 2A[cosKya + cosKya + cosK,a], et  pour Kja<«<1 et
cos(Kya) =1 —%(Ko;a)z

Ey = Eq — C + 64 — Aa?(KZ + KZ + K2) = Epayx — Aa®K"”

La relation de dispersion est a nouveau similaire a celle d'un électron libre, c'est-a-dire

2 .
quelle alaforme E, = Epqx + h?K'“/2m* , avec une masse effective

92E,\ !
m* = h? (621(1(’) = —h*/2Aa?

ce qui est négatif si A > 0 . Un exemple d'une telle situation est représenté dans la
figure ci-dessus (a droite). Notons que la masse effective est négative au centre de la
premiére zone de Brillouin et positive a ses bords pour les bandes d'énergie qui se
forment a partir de p orbitales atomiques, pour lesquelles A < 0. En général, m* > 0
au voisinage de la valeur d'énergie minimale dans la bande et m* < 0 pres de la

valeur d'énergie maximale dans la bande.
I11.5. La methode des ondes planes orthogonalisées (O.P.W)

La méthode des ondes planes orthogonalisées O.P.W (orthogonalized plane
waves) ft mise au point par Herring [32,6]. Elle est utilisée avec succes pour la
détermination de structure de bandes des semiconducteurs, des isolants et des métaux
[5]. Elle est bien adaptée a 1’étude des oscillations rapides de la région du cceur

ionique avec les ondes planes de la région de valence.

D’une manicre concréte, la méthode des ondes planes orthogonales (OPW) est
une approche générale qui vise a construire des fonctions de base pour la description

des états électronique de valence.
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Les fonctions d’onde O.P.W sont définies alors comme suit :

W, () = e 4 z b % (1) (3.134)
C

L’indice ¢ définit le cceur, on fait la sommation sur tous les niveaux du cceur.
@ (r) estune fonction atomique.

b, est une constante calculée a partir d’orthogonalité des fonctions d’ondes Wy (7°)

avec les états de coeur. En simplifiant 1’écriture et qu’on peut 1’écrire sous ces formes :

( Yy () = |OPW)
l ei®7 = |K) ou e!(B-6)7 = |k — )
P (r) = o) (3.135)

[bc = f drof(r) 'O = —(py|K - G)

|@n) fonction d’onde orbitale,(n,l) est le niveau d’énergie et le nombre orbital

successivement
111.5.1. Démonstrations liées aux méthodes OPW

On peut écrire 1’équation (3.134) sous cette forme aprés la simple écriture de
(3.135).

0PW) = 1K = G) = > lpn) (@lK = 6) (3.136)
nl

Les fonctions ¢,,; sont arbitraires mais nécessitent d’étre localisées autour des
noyaux. De la définition précédente, il s’ensuit que les fonctions d’ondes planes sont

bien orthogonales a toutes les fonctions ¢,,; c’est-a-dire que pour tout ¢,,; :

a) Montrons que : (@' |OPWg_) =0

(@ |OPWy_g) =@y |K — G) — Z (P lon) (@il K — G)

nl 8,0 Oy
= (/K — G) — (@, |K—G)=0 (3.137)
b) Montrons que les |OPW) ne sont pas orthogonales :

(OPW _o'|OPWy_g) # 0
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(OPWy_gr| = (K — G| — Z«pnﬂ (K = G| @) (3.138)

n't’

(OPW,_a1|0PWi_g) = (K = G'IK = G) - Sl = G'lpuiXplK = )
+ ) (@urlK = GXK = Gl gyer)
nl

+ Z (@n|on) (K = G'l@nry Xoni K — G) (3.139)

nrti' 6nn" 6[1’

Ce qui donne :

(OPWy_'|0OPWg_¢) = (K — G'|K — G) — Zpi(K — G'| @@y |K — G) (3.140)
I11.6. Pseudo potentiel

111.6.1. Introduction

Pour résoudre un probléme et le simplifier d’une fagon possible a utiliser une
base d’ondes planes pour une bonne exploitation de la symétrie translationnelle du
cristal, est en fait de considérer deux groupes d’électrons séparés : les électrons de
cceur, chimiquement inertes, et les électrons de valence, qui sont eux les acteurs

principaux des réactions chimiques en tenant compte du modéle suivant :

Les électrons de cceur et le noyau forment un potentiel effectif agissant sur les

électrons de valence.

Le pseudopotentiel comprend toutes les interactions existantes entre le noyau et les

électrons de valence, ainsi qu’entre les électrons de cceur et les électrons de valence.

Cette approximation permet a réduire énormément le nombre d’équations a
résoudre par la réduction du nombre d’électrons dans notre systeme. Qui conduit aussi
a affranchir les résultats les plus localisés, qui nécessitent le plus grand nombre
d’ondes planes. En 1934 Fermi a imaginée cette solution pour la premiére fois, et

Hellmann proposa en 1935 un pseudo-potentiel pour le potassium de la forme [33]

[34]: V(r)= %+ #e‘m“
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111.6.2. Concept du pseudopotentiel

Dans un solide le potentiel agissant sur un électron de valence est trés
attractif a Dintérieur du cceur. Dans cette région, la fonction d’onde oscille
rapidement, ou 1’énergic potentielle est trés faible et 1’énergie cinétique est
élevée, ce qui rend compte le principe de Pauli qui exige que la fonction d’onde
soit orthogonale aux orbitales des électrons du ceeur [35].

Pratiquement, les fonctions d’onde W(r) représentant les électrons de valence
sont remplacées par des pseudo-fonctions d’onde W,  (r) (figure 3.17). L’égalité
W,s (r) = W(r) est imposée a ’extérieur d’une sphére de rayonr, rc autour de
I’atome et a I’intérieur de cette sphére, la forme de W, () est choisie de maniere a

supprimer les nceuds et les oscillations dues a I’orthogonalité des fonctions d’onde
[36].

Figure3.17 Pseudisation des fonctions d’onde de valence et du potentiel [36].

Si on prend |¥,.) les fonctions d’ondes des électrons de cceur et |¥,) comme
des fonctions d’ondes des électrons de valence, qu’on peut 1’écrire sous la forme
d’une pseudo-fonction d’onde linéaire, et d’une fonction sinusoidale résultante de la

projection orthogonale des orbitales de valence sur celles de coeur :
W) = 1)+ ) ey %) (3.141)
C

avec ag, = —(Y.l@y)

|p,,) Satisfait aussi une équation de Schrodinger :
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Higu) = B lp)) = ) (E ¢ = E) W)W, (3.142)

Soit : HPK(E) = H = So(E o — E) |W )W, | (3.143)
(PK = Phillips and Kleimann)
HPK est le pseudo-hamiltonien de 1’équation de Schrodinger satisfaite par|W,,).

On peut ensuite identifier un pseudo-potentiel de la forme :

UPK(E) = v = ) (B = E) |9 )W, (3.144)

v est le potentiel réel du systeme réel.
UPK dépend des énergies propres des états électroniques du systéme total.
111.6.3. Détermination du pseudo potentiel U,
Exemple
L’équation est satisfaite par |pg) :
Soit un état électronique |¢@g) , I’équation de Schrodinger s’écrit :
[T +V = E&)]lpg) =0
Supposons que les |OPW') forment une base d’ondes compléte
= k) =Xgag |OPWy_g) = Ygag{T +V — E(K)}OPWg_) =0
= (OPWy_o'| Xgac{T +V — E(K)}JOPWg_;)=0
On a un systéme d’équations avec deux termes a calculer en remplagant la fonction

d’onde plane [OPW) par son expression a partir de 1’équation (3.136).

a) —E (OPWy_o1|0PWy_ )= —E{(K—G'|K—G)—
Yn{K — G' @@y |K — G)}

b) (OPW_o/|T + VIOPWy_g) =?
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(T + V)IOPW_g) = (T +V) {IK = 6)= ) o) (ulK =)
nl
= @+ VK =6) = Y (T + Vo) (gulK - 6)
nl

= T+ VIK =6 = ) Exlow) (@ulK - 6)
nl

On peut écrire aussi :

(OPWy_ gl =(K = G'| - Z((Pn’ﬂ (K= G'|pn)

n'l’

L’élément de la matrice du pseudopotentiel, entre deux ondes planes de vecteurs

d’ondes |K — G) et (K — G'| , est noté comme suit :

(OPW _o|T + V|OPWy_g)

= (K= G'IT+VIK = 6) = " EnlK = G'lgns) (ol K = G)
nl

= @I +VIK = 6) (K = Gloyy)
n'l’ =En’z’((pn’l’|K - G)

£ Bl |ond ol K = GUK = 6'lg0)
nl

n'l’

=Zn’l’ En’(qDTlllK - G><K - Gl‘(pn,l’>
(OPW o |T + VIOPWy_g)
2

h
=5~ (K= )K= G'|K = G) + (K — G'lVIK - G)

- Z En(K - GIl‘/’nl) ((pnllK - G>
nl

Si on remplace dans 1’équationl on obtient :
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2

Z ag {zh—m(x —G)XK - G'|K — G) + (K — G'|V|K — G)
G
> EulK = G'lg) (pulK = G) = E(K = G'IK = )
nl

+ EZ(K - Gllfpnl) <(Pnl|K - G)} =0
nl

Alors 1’équation devient comme suit :

Y e

G

2

/)
— (K —-G)*—E|(K—G'|K—-G)
2m

+|K—-G'|V - an En |(pnl)<(Pnl| + anEl(pnlx(pnll K—-G =0
= Up

En posant U, =V + Y (E — Ep) l@nXen| qui est le pseudopotentiel

considéré comme faible.
La construction d’un pseudopotentiel doit vérifier les propriétés suivantes :

Il doit étre additif, c'est a dire le pseudopotentiel totale de plusieurs atomes est la

somme des pseudopotentiels des atomes individuels.

On obtient :

2
— (K -G6)*-E
2m

XA

G

+(K-G'|Uy|k —G); =0

U, est le pseudopotentiel tel que U, < V.

111.7. Méthode cellulaires

Certaines des méthodes courantes utilisées dans les calculs des bandes réelles.
La méthode cellulaire était la premiére méthode employée dans les calculs de bande
par Wigner et Seitz 1933 [37].

La méthode commence par observer qu'en raison de la relation de Bloch, si nous

résolvons I'équation de Schrédinger dans une cellule unitaire, nous connaissons cette
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solution dans le solide entier. Cependant, nous devons imposer les conditions aux
limites selon lesquelles la fonction et sa dérivée doivent varier en continu a la

frontiére entre deux cellules voisines.

Afin de trouver la solution de I'équation de Schodinger,

hZ
I_ﬁA + U)W (r) = E(K)W, () (3.145)
Nous supposons que I'électron, lorsqu'il se trouve dans une cellule particuliére, disons
A, est influencé par le potentiel de I'ion dans cette cellule uniqguement. Les ions des
autres cellules ont un effet négligeable sur I'électron de la cellule A car chacune de ces
cellules est occupée, en moyenne, par un autre électron de conduction qui tend a

filtrer I'ion, réduisant ainsi considérablement son potentiel.

Pour s'assurer que la fonctionW,, satisfait la forme de Bloch [32] :
Y@ = e®TU, () (3.146)

il est nécessaire que U, x(7) soit périodique U, x(7) = Un,K(?+ﬁ), c'est-a-dire

U, x (7) soit le méme sur les faces opposées de la cellule.

La procédure est maintenant claire en principe: nous essayons de résoudre
I'équation de Schrddinger dans une seule cellule, en utilisant pour U(r) le potentiel
d'un ion libre, qui peut étre trouvé a partir de la physique atomique. Cependant, il est
encore tres difficile d'imposer les exigences de périodicité a la fonction de la forme
réelle de la cellule, et pour surmonter cette difficulté, Wigner et Seitz ont remplacé la
cellule par une sphére WS du méme volume que la cellule réelle. La raison pour
laquelle cette méthode convient précisément avec les structures cubiques au centre du
corps et cubiques a face centrée qui ont des cellules WS qui sont des polyedres et qui

ressemblent a des spheres.

Vrai potentiel Potentiel sphérique approximative

Figure3.18 Les équipotentielles de la maille primitive
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En utilisant ces hypotheses simplificatrices concernant le potentiel et les
conditions périodiques, on remplacant le potentiel V() de la cellule unitaire par un
potentiel sphérique U(r) et de le faire choisir comme potentiel d’un seul ion, On
résout ensuite I'équation de Schrédinger numériquement, car une solution analytique
ne peut généralement pas étre trouvée.
Puisque le potentiel est sphériquement symétrique, nous écrivons la fonction d'onde

comme [25] :

Yim(P) = Y (6, IR, (r) (3.147)

Ou Yy, sont des harmoniques sphériques et la partie radiale R;(r) satisfait I'équation

difféerentielle habituelle de Schrddinger.

2
R/ (r) + %Rl'(r) + 2?m<E -U(r) — Zh—ml(l:; 1)> R(r) =0 (3.148)

Etant donné le potentiel U(r) et toute valeur d’énergie E il existe un R; unique qui
résout ces équations et il est régulier a I'origine. Ces fonctions peuvent étre calculées

numériquement. Ensuite, nous écrivons la fonction d'onde comme:

YO E) = D A Vi (0, )R E) (3.149)
Im
Les solutions de 1’équation de Schrédinger ne seront pas toutes acceptées car
Y (r) et Vip(r) doivent étre continus lorsque r traverse le bord de la maille primitive.

Par conséquent, la continuité va imposer les conditions aux limites suivantes:

Y(r) = e *RyY(ry + R)
{ﬁ(T).le(rO) = e—ikRﬁ(r + R)Vi(ry + R) (3.150)

Avec 1y et 1, + R sont des points sur la surface de la maille primitive de Wigner-

Seitz et 7i(r) est la normale dirigée vers I’extérieur de la surface.
111.8. Theorie de la fonctionnelle de densité DFT

La théorie de la fonctionnelle de la densité électronique a été développée par

Hohenberg, Kohn et Sham [1964,1965]. Ces derniers montrent que 1’énergie totale E
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d’un systéme interagissant de spin non polarisé dans un potentiel externe est une

fonctionnelle unique de la densité d’électron p(r) .
E = E[p] (3.151)

Elle consiste en la réduction du probléme a plusieurs corps en un probléme a un
seul corps dans un champ effectif prenant en compte toutes les interactions dans le
systeme. L'idée fondamentale est que les propriétés exactes de I'état fondamentale
d'un systeme formé de noyaux et d'électrons sont des fonctionnelles (fonction d'une
fonction) de la seule densité électronique. Hohenberg-Kohn ont fait le lien entre le
potentiel externe V,,, et la densité électronique. Dans lequel le potentiel extérieur
peut contrdler le nombre des électrons dans les états électroniques par conséquence la

densité électronique. Alors on peut déterminer 1’énergie totale du systéme.

Une fois la densité électronique définie, il est nécessaire de poser les fondements

de la sur lequel repose toute la DFT qui se résume en deux théorémes.
111.8.1. Théoréme 1

La densité électronique p(r) est la seule fonction nécessaire pour obtenir toutes
les propriétés é€lectroniques d’un systeéme quelconque. En d’autres termes, il existe
d’une correspondance biunivoque entre la densité €lectronique de 1’état fondamental
po(r) et le potentiel externe V,,.(r) et donc entre p(r)et la fonction d’onde de 1’état

fondamental v .

L'énergie de I'état fondamental d'un systéeme a plusieurs électrons dans un

potentiel externe V,,; peut s'écrire :

Elp] = Ey,,,[p] = WIHIp) (3152)
= (IT + Voo + Vexe[9)
= (Y| + Voo i) + (W[ Vere|0)
Elp@)] = Fulp®] + [ p0)Vere (VT (3153)

Fuk[p(P)] = Tlp(D] + Ve [p(P] (3.155)

Fyx[p(#)] est fonctionnelle de Hohenberg et Kohn.
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T[p(#)] est ’énergie cinétique.
V,_o[p(7)] est I’énergie d’interaction électron-électron

[ p(F)V,pe(P)dr Représente I’énergie I'interaction noyau-électron.

La fonctionnelle E[p(r)] atteint sa valeur minimal lorsque la densité
électronique p(r) correspond a la densité exacte de 1’état fondamental p,(r). Par
conséquent, la densité de 1’état fondamental peut étre obtenue a partir du principe

variationnel.

SE[p(r)] _
o) W avec u est une constante

E(py) = minE(p) (3.156)

Pour avoir p,(r) correspond a 1’état fondamental, on doit minimiser E(p) , avec
la condition [ p(#)d3r = N
SE[p(r)] §F[p(r)]

5p = Veoxt +T (3.157)

Soit py(7) la densité exacte du systtme dans son état fondamental i, soit
maintenant p,..(#) une autre densité de test différente de py(#), avec
[ pres(F) d3r = N, Calculons 1’énergie associée a H dans I’état i, qui n’est pas

son état fondamental :

(lptes |H|lptes ) = E(ptes) = (d’lHllp) = E(ptes) = E(Po) (3.158)

Avec E(py) = Ey = (Y|H[p) est1’énergie de 1’état fondamental.
111.8.2. Théoréme2 (Principe Variationnel)

Il existe une fonctionnelle universelle E[p] exprimant I'énergie totale a partir de
son nuage électronique via la fonction de la densité électronique p(r), ou bien a
travers les noyaux, valide pour tout potentiel externe V,,.(r), est un nombre
d’électrons N donné, 1’énergie du systéme atteint sa valeur minimale lorsque la

densité électronique correspond a la densité exact de 1’état fondamentale py(r) .
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De ce cas I'énergie totale du systeme qui est une fonctionnelle de la densité
électronique prend la forme suivante [37] :

Elp) = Tlp) +] p(r)Wexe()dr + 2 [ 22 43737 4, [p]  (3.159)

|r

Les théorémes de Hohenberg-Kohn déclarent principalement qu'une
fonctionnelle exacte de la densité existe cependant dans cette expression les formules
de I'énergie cinétique et d'échange-corrélation restent toujours inconnues du fait que
la contribution du premier terme a I'énergie totale est importante il ne peut pas étre

exprimé par une expression approximative contrairement au termek,..

Kohn et Sham en 1965 [3], ont proposé une méthode pratique permettant
d’utiliser la théorie de la fonctionnelle de la densit¢ DFT. En supposant I’existence
systeme fictif de N électrons non interactif remplacé par systeme réel interactif dont
I’état fondamental est caractérisé en tout point par la méme densité p(7) que le
systeme d’¢lectrons en interaction, du fait que les expressions de 1’énergie cinétique et
de I’énergie potentiel pour ce systéme fictif sont connues ainsi que ces électrons
doivent étre plongés dans un potentiel extérieur effectif. En remplacant le terme
d’énergie cinétique du systéme réel T[p], par un terme Tg[p] d’un systéme fictif,

ayant la méme densité que le systeme réel {ps(r) = p(r)}.

Figure3.19. (a) Systeme réel constitué de plusieurs électrons en interaction mutuelle,
(b) Systeme fictif de fermions indépendants de méme énergie et de méme densité
électronique que le systeme réel.

De I’équation (3.157) , Kohn et Sham ont proposés d’écrire

T[p] = Ts[p] + (T[p] — Ts[pD) (3.160)

L’énergie de corrélation E.[p], la différence entre 1’énergie totale exacte et

I’énergie de Hartree-Fock :
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Eclp] = Eexactelp] — Enklp] (3.161)

Avec E_.[p] =T[p] —Ts[p] est 'erreur réalisée a cause de I’utilisation d’une

énergie cinétique sur un systéme non-interactif.

On note ici que La fonction d’onde a N ¢€lectrons donc doit étre antisymétrique,
et elle est remplacée par un déterminant de Slater [38], des fonctions d’onde mono

électroniques :

¢.1(1) ¢, (1) ¢1(7)
VG, TR = \/% ¢2(§) ¢2(7'Z) (,‘bz(r—z)) (3.162)
dn () dn () én ()

= (Y|H|Y) = Ey + E, ; Avec E,, est I’énergie d’échange

N [[orsenr e (3.163)

L,j#i

N [ orow o)t me@seiarar @en

ij=i
On sait bien que Vo._elpl = Eylpl + Exlpl] (3.157)
Donc :
Fuklpl = Tlpl + Eulpl + Ex[p] + Ec[p] (3.166)
Exclp]
E.c.lp] = Ex[p] + E.[p] est I’énergie fonctionnelle d’échange-corrélation il a

I'avantage d'étre beaucoup plus petit que les autres termes ce qui donne :

Fuklpl = Tslpl + Enlpl + Exclp] (3.167)

Ainsi I’énergie totale du systeme s’écrira :

p(M)p(r’)

] d3rd3r' + E,.[p] (3.168)

E[p] = Ts[p] +fp(r)Vext(r)d3r 2[

L’équation de Schrodinger a résoudre dans le cadre de I’approche de Kohn et

Sham en utilisant le principe variationnel est de la forme suivante:
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2

h
—5 V2 + VoG (@) ¢ () = €9 (F) (3.169)

Hgs

¢, (1), & sont appelés respectivement, orbitales et énergies de Kohn et Sham

Vagy(7) est le potentiel effectif de Kohn et Sham.

Vel}i‘ (F) = VH(?) + Vext(F) + V;cc(?) (3-170)
ks ron _ OEg[p(D] | 0Eex[p(P)] | SEx[p(¥)]
A 7Tc B 7 B G171
Avec
p(P) = Tl ()] (3.172)

111.8.3. L'approximation de la densité locale (LDA)

L’approximation de la densité locale LDA (local density approximation) [39,40],
est basée pratiqguement sur le modele du gaz uniforme d'électron qui c’était déja
présenté dans les travaux de Tomas et Fermi. L’idée de LDA est de considérer le
potentiel d’échange-corrélation comme une quantité locale définie en un point r,
dépendant faiblement des variations de la densité autour de ce méme point r. Dans
une densité électronique variant (lentement), Kohn et Sham ont proposé un

développement de 1I’énergie d’échange-corrélation :

Baelp @) = [ eccp D7 + [ [[Tol] exe P17 + - (3173)

Le terme en gradient au premier ordre ainsi que ceux d’ordre supérieur sont alors

omis, conduisant & la formulation

E . lp(®] = J Excp (P AT (3.174)

L’énergie d’échange-corrélation s’exprime selon I’équation suivante :

EXPA[p(7)] = f p (@) ehom[p(P)]d3 (3.175)
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hom

XM [p(#)] Est I’énergie d’échange et de corrélation d’un gaz homogéne d’électrons

de densité constante est égale a sa valeur en 7 .

Exemple

L’énergie d'échange formulée par Dirac est de la forme

EXA[p(r)] = —C; f DA3(r) dr

e:=-3(50)
x 2\8m

La méthode X, proposée par Slater donne quant a elle

1/3

3
EPA[p()] = —>aC, f pM3(r) dir

Avec a un parametre empirique ajustable. La valeur a = 2/3 permet de retrouver
I'expression de Dirac. La valeur @« = 3/4 permet d'obtenir de bons résultats pour les

atomes et les molécules. L'énergie de corrélation E.[p] est nulle dans la méthode X,,.
111.8.4. Approximation du gradient généralisé (GGA)

L’approximation du gradient généralis¢ GGA (Generalised Gradient
Approximation) [41,42], est basé sur la plupart des corrections a la LDA utilisées
aujourd'hui qui consiste a tenir compte des variations locales de la densité p(r), a
travers son gradienth(r), c.-a-d. inclure une correction de gradient, pour prendre en
compte localement des inhomogénéités des densités dans le traitement de 1’énergie

d’échange-corrélation.

Dans cette approximation, 1’expression d’exchange s’écrit en fonction de la

densité électronique et son gradient sera sous la forme suivante [43] :

BRI = [ p@fc (0, Tp(r)) 7 (3178)
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Chapitre VI
Phénomenes de transport et
propriétés

thermodynamiques
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V1.1. Equation de Boltzmann
VI1.1.1. Introduction

L'éguation de Boltzmann rend compte de I'évolution de la répartition des
particules dans un gaz, en prenant en compte les collisions entre particules. Ce sera

notre outil principal pour étudier le gaz d'atomes par la suite,

L’équation de Boltzmann (1872) est une équation intégro-différentielle de la
théorie cinétique qui décrit I'évolution d'un gaz peu dense hors d'équilibre. Elle
permet notamment d'étudier la relaxation du gaz d'un état d'équilibre local vers

I'équilibre global caractérisé par la distribution de Maxwell des vitesses.

Pour d’écrire I’approche classique de I’équation de Boltzmann [44,45] on
considere la fonction de distribution f dans I’espace des phases drdv . Alors, si les
électrons ne subissent pas de chocs, leur nombre dans 1’élément de volume dQ =
d3rd3p se conserve, et en utilisant le théoréme de Liouville on obtient

-

P =g =
f<F+Edt,P+th,t+dt> (4.1)

Pendant un certain temps dt un nombre d’électrons entrent et sortent du volume
élémentaire dQ cela permet d’écrire :

of

" " P .
E(F,P,t) dt+f(F,P,t)=f<?+adt,P+th,t+dt> (4.2)

coll

, of .» 3 S i .
Ou’ le terme a—’:(r,P,t)| dt correspond a decrire les collisions dans le volume
coll

dQ . L’équation (4.2) peut également s’écrire comme :

g_]; - (%)drift * (z_{)ext * (%)coll (4.3)

Ainsi que
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df #,v,t) [0fF,7,1)
dt I at iy (44)
collisions
df (#,%,t) _9f afdr afdv 4.5)
dt 9t drat odvat '
d d af - 0
A 5.9 5 U 4.6)
at 07’ ap at coll

a e tas . , s 1 :
a_]; décrit I’évolution temporelle de f c’est le changement de probabilité d’occupation

] f - :
(—f) = —f .U traduit le transport des phonons dans la structure, ¢’est un terme
at drift aor

advectif c’est le courant de drift qui exprime I’influence des phénoménes de diffusion

par exemple :

Considérons un nuage de particules électrons et aucune particule a I’extérieur
nuage. Du faite de la vitesse des électrons cet état va évaluée les molécules vaut
diffusées vers les régions vides et au bout de certain temps 1’ensemble tendras vers
une situation homogene.

of of =2 : . . iy
(E) =3 .Fc’est la force externe qui représente I’action de forces extérieures
ext
sur les particules résultant d’un champ extérieur. Ce terme est donc nul dans notre
étude.
] . . .
(a—]:) le dernier membre, dit « terme de collisions », permet de prendre en compte
coll
I’ensemble des processus de diffusion / collision. Il est généralement difficile a
exprimer car les effets a 1’origine de ces collisions sont nombreux, interdépendants et

souvent une caractéristique propre a chaque matériau.

Ou encore I’équation (4.6) s’écrit :

o 57 +ﬁ vr=" (4.7)
—-— T V. —. = .
ot Tf m vf ot coll

Dans cette expression, nous avons introduit la distribution des phonons sur un
mode que nous avons notée f. A ’équilibre, cette fonction de distribution ne dépend

que de I’énergie E et nous la notons f;, est une distribution qui représente un equilibre
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local pour le systeme. Le terme de collision contient les informations concernant la
diffusion des électrons. Globalement les collisions ont pour effet de ramener le
systeme vers un équilibre local. Cet état est donc localement représenté par une

distribution qui est la fonction de Fermi Dirac :

1

fo= (4.8)

Dans cette expression de f, , nous retrouvons le potentiel chimique que nous
avons noté u , la constante de Boltzmann Kjy et la température T. Dans un systeme,
nous appliquons une perturbation, comme un gradient de température Pour prendre en

compte cette perturbation, nous ajoutons une contribution plus faible a la fonctionf,.
V1.1.2. Approximation du temps de relaxation

Si nous laissons le systeme libre lequel est soumis dans un temps restreint a
cette perturbation, il est évident que le systeme désequilibré va revenir dans son état
d’équilibre. Ce sont les processus de collisions qui permettent le retour a I’équilibre.
Or le temps nécessaire a ce retour a 1’équilibre est ce que nous appelons le temps de

relaxation et que nous notonst.

Les informations concernant la diffusion des électrons est s’exprimées par le
terme de collision. Généralement les collisions ont pour effet de ramener le systéme
vers un équilibre local donc cet état est localement représenté par une distribution qui

est la fonction de Fermi Dirac :

1
Sp_ll(?')
1 + e kBT(")

f(?' ﬁt t) - fO (F, Sp) = (49)

La méthode la plus simple décrire cette relaxation est de supposer que le nombre
de particules dans chaque élément de volume, fdQ relaxe vers le volume a 1’état
d’équilibre f,dQ selon un processus de Poisson de parametre (7, p) . On a alors trés
souvent, nous limitons 1’expression de Boltzmann associée a ces phénomeénes de

collision par une expression différentielle du premier ordre :

(Fe+dD) =) = GO — ) (1~ =) (4.10)

t
(7 p)
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Au temps t = 0, nous basculerons de toutes les forces externes du systeme. Par
diffusion, le systeme atteint a nouveau I'état d'équilibre thermodynamique, qui sera

décrit en approximation linéaire par :

(4.11)

&) - _fEBO LGP __of
ot coll B T(F,ﬁ) - T

Ce modele est appelé approximation du temps de relaxation. Ici, f; = fo (7, B, t)
est une fonction de distribution qui décrit un équilibre local a chaque position r et a
l'instant t . Le temps de relaxation t décrit la vitesse a laquelle le systéme atteint a
nouveau l'équilibre thermodynamique. En l'absence de termes de streaming, nous

avons la solution du processus de relaxation est

t

f(F; ﬁl t) - fO (17'), ﬁ) = [f(F' ﬁr O) - fO(FI ﬁ)]e_T(F'ﬁ) (4’12)
- o gEpo=sGR0etT  413)

Ce temps de relaxation ne dépend pas des forces externes

Pour un état stable (Z—’Z) = 0, nous obhtenons

La solution de I’équation de Boltzmann sans champ magnétique et a partir des

équations (4.6) et (4.11), on obtient 1’équation de Boltzmann que 1’on doit résoudre

of . of 5 f(@DBt)— fo(7,D)
ﬁ.v+a_ﬁ.F__ T(?,ﬁ) (414)
Ou bien
= - 15 2\ f(?'ﬁ't) _fO(F'ﬁ)
<V1"fi U) + E(fo, Fa) - - T(F, ﬁ) (415)

C'est I'équation fondamentale pour la description des processus stationnaires
dans l'approximation du temps de relaxation. Pour les petites perturbations, nous

évaluons dans une série:

et ne considére que les termes linéaires menant a :
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= _, 1 . - . €y
(0,0 fo,B) + Vo f DG B)) + 7 {Fa, B fo (P B) + Vo f VG, P)) = i ((r)p)
(4.17)

Comme les gradients \7r etT7)p dépendent déja linéairement de la perturbation, les

dérivations de f Wsont de second ordre et £ sont donc négligées. Nous trouvons:

U fo@B) =, ! _h £l 4.18
fo(P,p) = e | T 3F +( .U)— (4.18)
1+ e ksT(M
= > = 1 af = af N
Et Wfh@p) =0, <W> = g Wwkp =5 I (4.19)
1+e kBT(™

Pour un champ électrique F = gE

f W@, p) fo
) — ) = ( ,qE + Vp+ (E — wVIn(T)) (4.20)

Les trois termes sur le coté droit décrivent

. qE — Laloi ohmique
- V.u — Diffusion des particules

s (E - u)\i In(T) — Phénomeénes de transport de chaleur

Les électrons de Kohn Sham voient un potentiel périodique, ils sont donc

repérés par un indice de bande et un vecteur d’onde k. En nous placant dans une

approximation semi-classique, la dynamique des électrons est donnee par

Ak = . =
haze[E+va]:F (4.21)

L’équation (4.21) devient
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L Oft o 19f™ > L=y fo—f"
V. —— VT +———=(—e|E+V X B|) =—= (4.22)
oo h ok | D (k)

Car f™ ne dépend de 7 qu’a travers T. On suppose 7 indépendant de 7.

On voit qu’il est nécessaire de résoudre cette équation seulement dans deux cas

simples, B =0 etVr =0.

Lorsque le champ magnétique est nul, on obtient [77, 46] les expressions

suivantes pour les densités de courant électrique et thermique.
V1.1.3. Le terme de collision

La fonction de distribution f; décrit la probabilité de trouver un électron dans
I'élément d'espace infinitésimal d3k d3k autour de k . La valeur de f; est augmentée
par la diffusion d'électrons d'un certain état k'dans k ou diminuée par la diffusion de
k dans un certain état k' . La fonction S(k’', k) décrit la probabilité qu'un événement
de diffusion se produise dans l'unité de temps. Pour le calcul du terme de collision, il
faut additionner tous les états initiaux possibles k', pondérés par son occupation, et

tenir compte de la disponibilité de I'état final.

Supposons connue la probabilité de transition S(E,E’) qu’un électron passe de

I’état k a I’état k' sous Ieffet des chocs avec les centres diffuseurs présents dans le
matériau. Dans un tel cas, la variation du taux d’occupation est donnée par 1’intégrale

de collision :
ofie\ , |
<¥>coll = Z SCk, k") fi(X = frr) — Z Sk, k) fi (1= frr)  (4.23)

Ou les sommes sur k' tiennent compte de tous les états vers lesquels les électrons k,
Enfin ces transitions sont pondérées par le taux d’occupation de 1’état de départ

frou’ fr etletaux de place vacante (1 — f;) ou’ (1 — f1).
Et donc de I’équation (4.11) on obtient :

L N e S
k) & fi—foleg)

kl

S(k, k") (4.24)
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S(E k') est la probabilité de transition qui contient le détail des mécanismes de

diffusion des électrons.

V1.2. Vitesse et libre parcours moyen

Dans un solide, les atomes ou molécules oscillent autour de leur position
d’équilibre. En revanche, dans un liquide ou dans un gaz, les particules se déplacent
en s’entrechoquant continuellement. On introduit alors la notion de libre parcours
moyen. On appelle libre parcours moyen la distance moyenne parcourue par une

particule entre deux chocs successifs.

Considerons deux particules de vitesses v et v'. La moyenne de leur vitesse

relative (Av) = (Jlv — v'|) est :

(Av) = fd%f d3v'P(w)P(v)|v—v' (4.25)

Ou P(v)est la distribution de vitesse de Maxwell,

Po) = () e (~57) 126)

‘J H

Figure 4.1 libre parcoure moyen.

L’équation novt =1 qui donne le temps de diffusion t dans
termes du nombre de densité n, la vitesse relative du couple de particules moyen v et
la section efficace totale de la diffusion a deux particules o . L'équation dit en
moyenne, qu’il doit y avoir une particule dans le tube. Qui découle de la forme de la
distribution de Boltzmann en équilibre £, (p).

1/2

7= (Av) = % (kr’jl—T) (4.27)

Université Mohand Oulhadj De Bouira Physique Des matériaux 2019/ 2020 Page 131



Cour De Physique Du Solide Approfondie

Notez que ¥ =+/2v’, ol v’ est la vitesse moyenne des particules, Soito la
section efficace totale de diffusion, qui pour les sphéres dures est ¢ = md?, oli d est le

diametre de la sphere dure. Ensuite, la vitesse a laquelle les particules se dispersent est
=nov (4.28)

Le libre parcours moyen des particules est simplement

1

NP (4.29)

l=v't=

Bien que la longueur de diffusion ne dépende pas de la température dans ce

formalisme, le temps de diffusion dépend de T, avec

©(T) =

L _Vn ( m )1/2 (4.30)

nov _ 4no kgT
Comme T - 0, le temps de collision diverge de o« T~1/2, car les particules se

déplacent en moyenne plus lentement a des températures plus basses. Le libre

1
V2no

parcours moyen, cependant, est indépendant de T et est donné par t =

V1.3. Conduction isotherme
V1.3.1. Propriétés de transport

Les propriétés de transport d'électrons peuvent étre étudiées en mesurant la
réponse des électrons de conduction a un gradient de température ou a des champs
externes tels qu'un champ électrique, un champ magnétique ou une combinaison de

ceux-ci appliqués a un échantillon.

Nous modéliserons la conduction électrique en utilisant le modele de Drude. La force

sur un électron est donnée par la loi de la force de Lorentz:
F =—e|E + 7 xB] (4.31)

Pour le cas ou B =0, cela se réduit évidemment a F = —eE. Par conséquent,

I'équation du mouvement est:

S dv R
= —eE (4.32)

_ma_
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Or, cela implique gu'un électron serait indéfiniment accéléré en l'absence de toute
collision, avec des phonons ou des defauts de réseau (impuretés). Si la vitesse de
dérive v s'éteint dans un certain temps T, nous pouvons incorporer l'effet de collision
dans une équation de mouvement efficace, Un état stationnaire sera établi dans un
temps de l'ordre de t lors de l'application d'un champ éIectriqueF? . L'équation de
mouvement de I'électron de conduction en présence d'un champ électrique E est alors
exprimeée par le modele de Drude:

(d-+1>*— E (4.33)
mdtrv—e .

Ou le deuxiéme terme proportionnel a la vitesse de dérive représente la force de
frottement et joue un réle dans la résistance au mouvement accéléré de I'électron par
le champ électrique, jusqu'a ce que les collisions réduisent la vitesse. L'équation de

Drude concerne les vitesses de dérive moyennes, ce qui réduit I'équation ci-dessus a:

v =—ekE (4.34)

)= ——F = —uF 4.35
7 - U (4.35)

Avec pu = %

Ou nous avons défini la mobilité u.
Supposons qu'il y ait n électrons par unité de volume, n = N/V . Ensuite, la densité

de courant est juste:

R L (ne*t\ . o
J=—nev = E =oFE (4.36)
m
2

Pour laquelle est la loi d'Ohm; la conductivité électrique étant o. La résistivité est

o L. . e, 1
définie ainsi comme I’inverse de la conductivité (p === n:;f)

Le mouvement de dérive v est superposé a I'ensemble du mouvement thermique dans
I'espace k. Autrement dit, la surface de Fermi est décalée par la valeur :
mv

5E=7; i (P = hk,p = mb)
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Insérer notre expression pour v:

sk =——FE (4.38)

¥
)

«— F
%( TF
fr

Figure La surface de Fermi établit un état stationnaire aprés un déplacement de Sk =

—(et/R)E en présence d'un champ électrique E.

Pour imaginer ce qui se passe: considérez une sphére, puis un champ électrique
est appliqué. L'application du champ décale Iégerement la sphére, dans la direction
opposée au champ. Les états proches de la surface de la sphére se déplacent vers de
nouveaux états dans la sphére déplacée. Maintenant la raison pour laquelle 7 est
appelé le temps de relaxation est la suivante. Supposons que le champ électrique soit
désactivé. Le processus de diminution de la vitesse de dérive ¥ jusqu'a zéro suivra

I'équation du mouvement:

LA (4.39)
m dt 1) '
Dont la solution est réduite a
B(t) = Dye /" (4.40)

V1.3.2. Electron libre dans un champ magnétique

L’équation de mouvement pour le déplacement 6k de la sphére de Fermi
corresponde a des particules soumises a la force de Lorentz et aussi le frottement da

aux collisions
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G ook =elFroixE]- Lok e
m dt - dt =€ - v ‘\[—«—J |
F Lorentz F frottement
d 1\ _, = > B
m (E + ;) 5% = —e[E + 6 x B] (4.42)

Soit B le champ magnétique // & oz ; Les équations de mouvement des électrons B =
m (% + %) v, = —e(Ex + BSvy)
(0,0,B) = {m (% + %) §vy, = —e(E, — Bév,) (4.43)

k m(%+%) v, = —e(E,)

Au régime continu et le champ électrique statique (vitesse constante), les

dérivées par rapport aux temps sont nulles (E = % = O)

( et etB et
4617,6 =EEx—76vy :EEx_wcTSUy
et etB et
v, =——E, +—6v, = ——E, + w18 (4.44)
vy —Ey — Uy —Ey W TOV,
et
(S'UZ = —EEZ

B .
Avec w, = % est la frequence cyclotron.

En résolvant pour §v, et §v, on obtient

( —(¢"/m)
va = m (Ex - wCrEy)
\6v, = ﬂ(E + w.TE ) (4.45)
Y1+ (wer)2 N e
et
L(S\UZ = —EEZ

La densité de courant pour des électrons dans la direction 0z est donné par : j = nqv

nezt

= n(—e)dv ;Avec o =

o

Ix = 1+ (@.0)2 (Ex — wcTEy)
4 4.46
I]y = W(Ey + O)CTEx) ( )
J, = 0E,
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On peut écrire sous forme matricielle

I o 1 —w.r 0 E,
Jy | = (—2> w1 0 E, (4.47)
) F@DU\ o 40?2/ \E,

7= oF ; Généralement o est un tenseur.
V1.3.3. Conduction thermique

Drude a tenté de calculer la conductivité thermique k due aux électrons mobiles
en utilisant la théorie cinétique de Boltzmann.

1 2
K= gncvv A (4.48)

Ou c,, est la capacité thermique par particule, ¥ est la vitesse thermigue moyenne et
A = vt est la longueur de diffusion. Pour un gaz conventionnel, la capacité calorifique

par particule est

3
cv =5 kp (4.49)
Et
_ |8kgT
7= (4.50)
mm
En supposant que tout cela est vrai pour les électrons, nous obtenons :
4ntkiT
K=— (4.51)
T m

Bien que cette quantité ait toujours le paramétre inconnu t, c'est la méme
quantité qui se produit dans la conductivité électrique o équation (4.37). Ainsi, nous
pouvons regarder le rapport de la conductivité thermique a la conductivité électrique,
connu sous le nom de nombre de Lorenz.

L== —4(k3)2 0.94 x 1078 (W Ohm)
6T w\e) T " K?

D’apres les expressions de o et x obtenues par Drude, il est claire que le temps de

(4.52)

relaxation disparait en effet du quotient :
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1 2
INGVA ¢, mi?

T o2+ T 2,2
ne TT nT 3e
m

L= (4.53)

. .. . , T 1 —
Les formules issues de la statistique classique posé par Drude, ¢’est-a-dire Emv2 =

3 3 ) r
EkBT et ¢, = EnkB. Ce qui permet d’écrire :

_ 3nkgT
=32

kgT (4.54)

Drude a obtenu ensuite les résultats de la statistique classique en utilisant(4.37) et
(4.48) il vient que :

kg\>

Oh
(—) ~ 1.11 x 1078W. m

KZ

(4.56)

Ce résultat a été illusré que tous les métaux ont presque la méme valeur de ce
rapport, un fait connu sous le nom de loi Wiedemann-Franz. En fait, la valeur prédite
pour ce rapport n'est qu'un peu inférieure a celle mesurée expérimentalement
(\Voir tableau).

Tableau: grandeur des coefficients de conduction électrique et thermique dans

quelques matériaux a T ambiante [47].

Matériaux p k(W/m.K)
cuivre 1.7uQ.cm 390
fer 9.7uQ).cm 59
aluminium 2.7ufd.cm 237
Germanium pur 50Q.cm 60
Eau pure 18MQ.cm 0.6

Exemple

Sachant que la résistivité du cuivre est de I’ordre de 17.107 Q. cm a la température

ambiante.

e Donner la valeur du temps de relaxation des électrons de conduction et le libre

parcours moyen
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Solution

2

On saitque : 0 = — A.N: T=246.10"1s

et ‘7:1/,0 = 1=

nezp
l=vp1 A.N: 1=3.86.10"%m
V1.3.4. Loi de Fourier

En conduction thermique il existe presque la méme situation de la loi d’Ohm
lorsqu’on met un barreau métallique entre deux températures différentes T, etT,
avec T, > T; , la chaleur s'écoule le long du gradient thermique, c'est-a-dire de
I'extrémité la plus chaude vers l'extrémité la plus froide. ce qui fait apparaitre une
puissance thermique P qui traverse ce barreau et qui soumettre a la loi de Fourier

(P = AAT) ; avec AT =T, — T; ; A est la conductance thermique, en Watt/K,

Les observations montrent que la densité de courant thermique ¢ (quantité de

chaleur circulant a travers une unité de surface par unité de temps) est proportionnelle

au gradient de température(VT).

Cette expression est aussi la conséquence d’une loi locale vectorielle qui

s’appelle loi de Fourier :
G=—KVT (4.57)
Ou g est la densité de flux de chaleur, k la conductivité thermique.

Dans les isolants, la chaleur est entiérement transportée par les phonons, mais
dans les métaux, la chaleur peut étre transportée a la fois par les électrons et les
phonons. La conductivité thermique x est donc égale a la somme des deux
contributions,

K = Ke + Kpp (4.58)

Ou k. etk se réferent respectivement aux électrons et aux phonons. Dans la plupart
des métaux, la contribution des électrons dépasse largement celle des phonons, en
raison de la grande concentration d'électrons. Typiquement k, = 102k,p,.

V1.4. La chaleur spécifique
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De nombreuses propriétés, comme la relation de dispersion, peuvent étre
expliquées classiqguement en terme simple vibrations des ions cristallins, d’autres
nécessitent un traitement quantique telles que les propriétés statistiques. Les phonons
peuvent simplement étre vus comme des oscillateurs harmoniques qui ne portent pas
de spin (ou spin 0). Ils peuvent donc étre décrits avec précision par des bosons a
énergie.

E, (k) = ha(k) (n + %) (4.59)

Nous pouvons maintenant calculer la densité de mode des phonons du cristal,

ou le nombre de modes de vibration compris entre w et w + dw, c'est-a-dire

D(w)dw = ﬁ [OT ak (4.60)
Mais dw = Vywdk
Par conséquent D(w) = ﬁ [Orae Lo (4.61)

@ [Vikw|

Supposons maintenant que nous avons 3 modes de faible énergie a dispersion
linéaire, un mode longitudinal w; (k) = ¢,k et deux modes transverses wy (k) = crk ,

donc, Vw, +(k) = ¢, 7 , qui implique que [ ds = 4mk?. Cela conduit a une densité

d'état.
k? w?
D dw = = 4.62
Lr(@)de 2n?c r  2m2c3,r ( )
w? /1 2
DTotal (a))dw = F (E + E) (463)

Dans le cas isotrope.

D'apreés les statistiques, nous savons que la probabilité de trouver un étata E =
E,, ; E est donnée par la distribution de Boltzmann B,~E,/ KzT, avec la

normalisation ). P, = 1. Par conséquent,

Pn — e—nhw/ KBT(1 _ e—hw/ KBT) (464)
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Donc de la condition de normalisation. On peut maintenant calculer I'énergie

moyenne a w,

E(w) = Z E.B, = hw(l — g hw/ KBT) Z(n +1/2) (e—ha)/ KBT)n
n=0

1 1

1
Avec n= She/KpT_1 (466)
Ici (n) est la valeur attendue du nombre quantique n &, qui n'est rien d'autre que
la distribution de Bose Einstein. Comme on le sait, les Bosons obéissent aux
statistiques de Bose Einstein, ou la fonction de distribution de Bose-Einstein est
donnée par

1

foE =~ TarreT — 1 (4.67)

L’excitation des phonons dans un réseau cristallin se traduit par une énergie
interne U. A 1’équilibre thermique, a une température T, cette énergie est la somme
des énergies hw de chaque phonon, multipliée par le nombre moyen de phonons dans
cet état. La dépendance en température de cette énergie donne la contribution des
phonons & la capacité calorifique du cristal. Cette contribution est trés importante a
haute température. L'énergie moyenne totale peut alors étre calculée a partir de la

densité d'états comme:
(E) = fE(w)D(a))dw (4.68)

Cela nous permet également de calculer la chaleur spécifique

c, = (g—i> (4.69)

Dans le cas isotrope et dans I'approximation de dispersion linéaire
D(w)~w?/c,® , Par conséquent

«© hw

d (*® d
Co= 2 fo E@)D(@)do =— fo T D(@)do
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d 3 1 [ee] hw3
= E {ﬁcs_3 fO ehw/ KBT—l dw} (4‘.70)
1 1 2
vee  o=(5t5) o
v ___ho ®_x® (KsT)*
j;) ehw/KpT _ 1da) = L e dw (4.71)

+00 1 t
— 3 +o00 —nx _ + 00 _
=J, FPdxXiZ e =330 - =2

+00 x3dx

etenutilisant: [ ——

_ d ) 3(KgD)* (oo x3
Donc Co = i) oty Jy 7 dw (4.72)
=m*/15

La quantité ¢, introduite est une mesure de la vitesse du son dans le cristal. Pour la

chaleur spécifique nous trouvons finalement.

_ 2m°Kp (KBT)3

4.7
v 5 hCS ( 3)

Notez que cela montre le comportement observé expérimentalement C,(T) —

0 pour T — 0, qui ne peut pas étre expliqué par la physique classique.

\ . - . 1
Ou nous avions défini le variable x = ~w/ KT et ou — est la moyenne sur
S

les 3 modes acoustiques. Le modéle de Debye suppose une dispersion linéaire
(w = ck) et utilise l'analogie aux électrons ol (n = ki/3m?) pour définir kp .
Puisque les phonons n'ont pas de spins, Ceci est réalisé en égalant le volume occupé

par N vecteurs d'onde avec le volume d'une sphere de rayon kp,, on obtient:

3
(2;) =n.(2n)3 = —”kg & n=— (4.74)

N
612

4 k3
3

KzOp = hwp = hckp ; Ou (@) estla température de Debye)

12m* K (T )3
=— n

— 4.75
v 5 @D ( )

La température typique de Debye est de I'ordre de 100K . Enfin, en combinant
ce résultat avec les contributions des électrons, nous obtenons I'expression valable

pour les basses temperatures:
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¢, =yT + BT3 (4.76)
Avec yT pour les electrons et T3 pour les phonons .

Exemple

On considére les vibrations transversales, perpendiculaires au plan, d’un cristal

bidimensionnel

a) Ecrire I’expression de 1’énergie interne du gaz de phonons, U sous forme
d’une intégrale (on utilisera la statistique quantique de Bose-Einstein).

b) Trouver I’expression de C, (T) en dérivant I’expression de 1’énergie interne du

gaz de phonons U par rapporta T . (On posera x = % ; h étant la constante
B

réduite de Planck et Ky la constante de Boltzmann.) On distinguera deux cas:
basse température (T — 0) et haute température (T — o) . On montrera, en
particulier, qu’a basse température, C, (T — 0)varie comme (T /0p)?, et qu’a
haute température, C,, (T — o) tend vers une constante que 1’on déterminera.

xZ
eX—1

Ondonne: " =—dx = 2.4.

Solution

L’¢énergie interne du gaz de phonons, U avec vibration transversale.
wp
U= J D(w)({n)+1/2)hw dw = U(T) + U,
0

Avec (n) = qui représente le nombre d'occupation moyen des phonons

e(hw/ KpT)_4
dans le mode normal K k, pour un systeme en équilibre a la température T. On

I’appelle la fonction de distribution de Bose-Einstein.

Aux basses températures (T — 0) et dans 1’approximation de Debye On pose

h
x=——:; lorsque T » 0t = x — +oo
KgT

U—Jm xdx + Uy = 9.6N2 K r
)y ex—1 0T 7 02
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2

C —(6U> = 28.8N? K (T)
v \or/, 7T AR
A haute température et dans I’approximation de Debye

B h h
exp (K—("T) ~1+ K—(‘)T lorsque T — +o00. On pose x = K—“)T
B B B

L’¢énergie interne U est donnée par :

U=4N%2K —f dx + U 41v2K3T3 (—hw) +Uy=2N2KyT+ U
X ax = =
B o K202 2\ KyT 0 B 0
_ (9UY _ opr2
Cv—(aT)v—ZN K.

C, ne dépend pas de la température, Méme résultat que celui obtenu par la loi de
Dulong et Petit.

Exemple

1. Trouver I’expression de la densité de mode D(w) dans le model de Debey
dans le cas ou en considére un échantillon de symétrie cubique de dimension L

2. Définisser la fréquence de Debey wp.
Solution

1. Un échantillon de symétrie cubique de dimension L, signifie que le potentiel
est périodique c-a-d

V@ + Nd) = V(@) ; V(FE + N,d) = V(E) ; V(FE + Nyd) = V()

ik Nia — ik Noa __ ikN3a —
Donc ettal1@ = pthy™2f — olitz :>kx—N1a

Ny

L

3 3

2 2 2 2

1 vecteur k occupe un volume —7; —N”a —N”a = ( ”) i z) - (¢’est un cube)
1 2 3

(2m)3

Pour  1mode — —

X— d’k = X=

(2 E d3k = dN(w) = D(w)dw

L3

= Gy ik

Modeéle de Debey — w = vk (onde accoustique)
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Model de Einstein — w = cst (onde optique)

3 w 2
Dj(a))da) =W.4TC$ dw
L3 w? [} w?
D; =—— 41— =—.—
(@) (2m)3 nvj3 2m2 " y;3
V w?
D]((l)) > 2 ?
_ w3V w? 31 _ 3
Donc D(w)=Xj5;= -5 avec va? ==
D(w) = 3V w?
W= o v
2 J,P dN(w) = [,”° D(w) dw = 3N

V1.5, Limitation de ’approximation harmonique

La considération des vibrations repose cependant sur 1’idée que le cristal existe,
et notamment que 1’"energie (cinétique et potentielle) due a la vibration reste petite
par rapport a 1’énergie de cohésion. En pratique, ceci contient une hypothese de
petites oscillations : I’amplitude des vibrations doit rester petite devant les distances
moyennes, assurant que 1’énergie de vibration (potentielle et cinétique) est faible
comparée a I’énergie statique d’interaction conduisant a I’énergie de cohésion (dans le
cas contraire, cela signifierait que le cristal est proche de son point de fusion). Dans
toute la suite, on maintient donc ’existence d’un réseau de Bravais de référence les

nceuds de ce réseau sont alors les positions moyennes (d’équilibre) des objets qui
vibrent et on fait I’hypothése de petites oscillations. Notant #(R) la position

instantanée de 1’ion vibrant pres du nceud R , on peut toujours écrire :
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7#(R) = R + (R) (4.77)

Al'équilibre T = 0K AT=0K

® ! @® AR’
i)\ =

#(R)

R

@ @ @®

Figure 4.2 Relation entre le vecteurR du réseau de Bravais , la position instantanée
#(R) de I’ion qui oscille autour de R et le déplacement ionique pour différentes

température.

Désignant iZ(R) la déviation par rapport & la position d’¢quilibre de Iion dont
la position moyenne d’équilibre estR. Supposant une paire d’atomes séparés par 7
cela permet d’ajouter une contribution a 1’énergie potentiel du cristal V (#), si chaque
atome restait fixe sur son site 1’énergie potentielle total du cristal serait évidemment

égale la somme de tous les contributions des paires d’atomes :

U=% Z V(R+R) == ZV(R) (4.78)

RR'eB R#0
Cependant du fait que 1’atome de la position moyenne R se trouve dans une

position 7(§) + R cela nous permet d’écrire I’énergie du potentiel :

1 L
U= Z V(FR) + 7(B") (4.79)

RR'eB

Le Hamiltonien du réseau est :

r 1 2D SepN) —
H = z z(R) EﬁZ V(F(R) - F(R)) =T +U (4.80)
R,R'€EB

ReB
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Compte tenu de (4.77), I’énergie potentielle dépend maintenant des variables
dynamique z(R) qui s écrit :
1 - - . d -, 2
U=5 Z V(R + R +u(R)—u(R") (4.81)
R,R'EB

Pour éviter toute complexité d’extraire les informations a partir de ce
hamiltonien on recours a une approximation basé sur I’hypothése ou’ les écarts des

atomes ﬂ(ﬁ) sont faibles, le développement tridimensionnelle du théoréme de Taylor

au voisinage des positions d’équilibre RetR' donne

U=ty Y Kl - B[R - 7R,

a=x,y,z

30 Y AR =GR Kep(R - ROE(R) - a(R)],

RR'eB a.f=xy,z

+

1 o
t5 ) ) Kepy(R = RO[ER) - 4R [3®) - 4R)] [a®) - 4®)],

. (4.83)
Posant : 7 = [U(R) —u®)], et 7 =[U(R) - ﬁ(ﬁ')]ﬁ
Cependant
K, = (%)ﬁ (4.84)
Kap =< oV ) (4.85)
01,01 RR

Dans cette expression, les K,z sont les dérivées secondes calculées aux
positions d’équilibre du réseau d’ions fixes ; la notation K,z évoque une constante de

raideur de ressort parfait ([K,z] = MT2).
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Kupy = oy (4.86)
“By =\ ar,drgr, — '

Tant que le terme linéaire de 1’équation de 1’énergie potentielle (4.83) s’annule,
la premiére correction de U non nulle est s’exprimer par un terme quadratique, dont le
seul terme doit étre pris dans I’approximation harmonique en réécrivant 1’énergie

potentielle sous la forme : U = Ugq + Uparm
Upg == Z V(R +R") (4.87)

Ueq est ’énergie potentielle d’équilibre donnant lieu a I’énergie de cohé¢sion dans

I’approximation des cceurs fixes.

L’hypothé¢se acceptée de petites oscillations n’est manifestement sensé que dans
I’approximation harmonique correspond a I’arrét du développement en série a 1’ordre

2 pour un réseau immobile, et :
1 1 P d — —), =g —>I e d N —)I
Unarm =5 Z z [5G —2R)] Kop(R - R)[a(R) - 2(R)], (489)
RR'eBaf=xyz *
Ce qui donne :
1 1, Lo
Uarm =5 Z Z EraKaﬁ(R —R")7s (4.89)
RR'eB ap=xyz

En réarrangeant les sommations, le terme harmonique Ujgr, donné par (4.89)

peut toujours s’écrit sous la forme :

1 =g =g g -
Unarm =5 z Z uy(R) Qup(R — R )ug(R") (4.90)
ﬁ,ﬁ’EB a,ﬁ=x,y,z
Ou’ les Q44 sont des combinaisons linéaires des constantes de raideur K,g. En outre,

si on donne le méme déplacement 1, a tous les atomes (translation en bloc), I’énergie

potentielle ne change pas. Il en résulte que :

1 = = = N
2 Z Z uoa(R) Qap(R — R )uop(R') = 0 (4.91)

RR'eB a.f=x,y,z
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Z Qup(R - R Z uo.a(R)uop(R') =0 (4.92)

RR'eB a,p=xy.z

Les matrices Q(ﬁ — ﬁ’) obeissent a des propriétés de symétrie, soit :
. (4.93)

La derniére somme est N ¥z Qq5(R) , Ce qui montre que Yzc, Qup(R) =0

Une énergie potentielle étant définie, il est possible d’’ecrire les équations du

mouvement (classiques) pour chaque coordonnee ?(ﬁ) , étant entendu que :

#(R) = #(R) .Ona:

1 s - - -
H = z ZT‘(R) E z ual(R,) Qa’ﬁ’(R, _ R,’)Uﬁl(R”) (494)
RR'eB

ReB
Equations de Hamilton B (R) = - 3ua(R) (4.95)
= ——0s" 4.96
()= (496)
Equations du mouvement
Mity(B) =~ — S S o (B) Qurgr (B — B (B
U = —— — U, — u
@ 2 quq(R) &=, 42, “r g
1
- 2 Z [ua’a5ﬁ R Up (R”) T U SR ua'(R )] Qu'p (R
1‘2’/'72’// a' ‘3’
—R") (4.97)

En jouant avec le nom des indices muets de sommation, ceci se récrit :
- 1 - o . -
Mitg(R) = =5 ) > [ Qup(R— B) + 0pa(R — B) us(R)  (4.98)
R" B

Qqp €st une matrice symétrique Par ailleurs, tout réseau de Bravais a un centre

d’inversion : Qgg(R)est donc invariant
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Qup(R) = Qpa(R) = Qup(—F) (4.99)

Compte tenu de ces symétries, les équations du mouvement (4.98) deviennent :

Miig(R,t) = =¥ 5 %p Qup(R — R )ug (R, t). (4.100)

Fa(R)

En cherchant des solutions sous la forme

ue(R) = \/iﬁuoja(ﬁ)ei(l?ﬁ_“’t) (4.101)

On obtient ; w?uyo(R) = ¥ 2 %p Dup(R — R )ug(R',t) (4.102)

V1.6. Couplage de phonons

II est important d’avoir des termes anharmoniques dans le potentiel de réseau
pour produire la diffusion phonon — phonon qui due essentiellement a la diffusion de
phonon qui déforme la périodicité d'origine des propriétes élastiques du réseau ainsi

que un autre phonon diffuse.

Pour calculer le taux d’interaction phonon-phonon en utilisant une approche
simplifiée s’est basée sur la théorie généralisée de ridley pour établir I’'Hamiltonien de

perturbation et définir I’effet du couplage anharmonique.

Aprés une étude simplificatrice de la théorie de ridley le seul parametre qui
intervient et décrit I’effet des forces anharmonique c’est les constantes de

Grineisen y; qui peuvent étre obtenues a partir de la dilatation thermique du cristal.

B d(Inwi(q))

Y= =g (4.103)

Avec w;(q) la fréquence du mode normal i et V' le volume du cristal. chaque mode
normal i contribue a la chaleur spécifique c,;, définie comme suit :

hwi(q) 8 _
wV(Q)ﬁni(q) (4.104)

Cvi(CI) =

Ou n; est la distribution de Bose-Einstein.
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A partir du parametre y; une constante globale de Grlineisen y; peut étre définie

comme la moyenne équilibrée de y;,

_ Zq,i Yicvi(q)

Yo = 24, Cvi(q) (4.105)

V1.6.1. Termes anharmoniques dans I'hamiltonien

Les phonons sont disperses par d'autres phonons en raison de termes
anharmoniques qui impliquent une description du couplage entre les phonons et par
conséquent une durée de vie des phonons finie qui décrit le temps de libre parcours
des phonons entre deux collisions dans le potentiel de restauration. Pour une haute
température le processus de diffusion permet deux phonons a combiner pour former
un troisiéme phonon ou un phonon pour se diviser en deux phonons. Ces deux types
de combinaisons ou’ de collisions appelés «Processus Normaux» et <«Processus
Umklapp»»

Dans ces processus anharmoniques, la conservation de I'énergie E et du vecteur

d'onde g s'applique:

G1 = G2+ qs

Processus normaux di1+ 4> = qs (4.106)
El + E2 == E3
Processus Umklapp {ql T2 =4+ G (4.107)
E1 + EZ = E3
Processus normaux
N A T\
AA N U
.':I -'l.. p g | .// I. ’ -—-_-_-‘
< \/ .\/{I v, _/\\ j}(\\* / -
L N g cE
|‘ N | \ & o
q3 .
3
Eil = af + EF‘H f-1;1 + af = E}:E Proce E-E-I.IE- MO g Lo
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Processus Umklapp
99 ,| \
- - -
L E f‘\j’_" = = —* =
o - o 2 = o
™ = o E— 3
3o g3
o2 -
&
e
G, + &y = G3+G Processus Umklapp

Figure4.2 lllustration des interactions entre trois phonons avec les termes d'ordre 3

dans l'expression de I'énergie, avec G est le vecteur unitaire de la maille.

ou G correspond a un vecteur d'onde phonon de grandeur comparable a celle
des vecteurs de réseau réciproques. Une conservation de la quantité de mouvement
totale pour le processus normaux ainsi que lorsque des processus Umklapp sont
présents (voir Figure), le vecteur d'onde phonon diffusé g; peut étre dans une
direction opposeée au flux d'énergie, donnant ainsi lieu a une résistance thermique. En
raison du transfert de quantité de mouvement élevé et des grandes énergies de
phonons impliquées, les processus Umklapp dominent la conductivité thermique a
haut T.

La densité de phonons est proportionnelle au facteur de Bose de sorte que le taux

de diffusion est proportionnel a

1 1

~ T (4.108)

Tph
Aux hautes températures T > Op, , le temps de diffusion varie donc comme T~ car

Ton~ (/K81 — 1) ~ hew/( KgT) (4.109)

Tandis qu'aux basses températures T ~ ®@p , une dependance exponentielle de la

température pour 7,,est trouvee
Ty~ e/ (KeT) — 1 (4.110)

Ces dépendances de température sont importantes pour considérer la contribution

du réseau a la conductivité thermique.
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V1.6.2. Diffusion Phonon

La diffusion aux limites des phonons est importante aux basses températures ou
la densité des phonons est faible. Dans ce régime, le temps de diffusion est
indépendant de T . La conductivité thermique dans cette gamme est proportionnelle a
la densitt de phonons qui est a son ‘tour proportionnelle aT3.
Cet effet combiné avec la diffusion phonon-phonon donne une conductivité thermique
Kk, pour les isolateurs de forme générale .La conductivité thermique du réseau suit la

relation

K, = Cpvglpn/3 (111)

Conductivité thermique

Température

Figure 4.3 Conductivité thermique en fonction de la température [48]

Ou le libre parcours moyen des phonons Appest lie a la probabilité de diffusion des

phonons (1/7,) par :

Tpn = Apn/ 7y (4.112)
Dans laquelle v, est la vitesse du son et C, est la capacité thermique a pression
constante. La diffusion aux limites des phonons devient plus importante, la taille des

cristallites diminue.

V1.7. Expansion thermique

Dans un cristal harmonique, la taille d'équilibre ne depend pas de la température.
mais cela devient clair en regardant la position d'équilibre dans un minimum PES
unidimensionnel arbitraire. Si nous élargissons la série Taylor uniquement au
deuxieme ordre autour du minimum, le potentiel harmonique est symétrique des deux

cotés. Déja par symétrie, il est donc clair que la position d'équilibre moyenne d'une
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particule vibrant autour de ce minimum doit a n'importe quelle température coincider
avec la position minimale elle-méme dans I'approximation harmonique. Si le
minimum PES représente la longueur de liaison dans un solide, aucun changement ne
sera donc observé avec la température. Seuls les termes anharmoniques, au moins le
cubique, peuvent produire un potentiel asymétrique et donc une position d'équilibre
dépendante de la température. Avec cette compréhension, il est également évident que
la dépendance a la température des constantes élastiques des solides, par exemple le
module de masse, doit résulter d'effets anharmoniques. Examinons plus en détail le
coefficient de dilatation thermique a. Pour une expansion isotrope d'un cube de

volume V, le coefficient d'expansion peut étre exprimé comme

! <0V) 1 (0P (4.113)
“~3v\or), “3B\ar ), '
En utilisant la définition thermodynamique du module de volume
1_1<av> (4114)
B~ V\0Py/, '

Un autre effet qui doit étre attribué¢ aux effets anharmoniques est la dilatation
thermique d'un cristal. Pour voir cela, jouons avec les relations thermodynamiques.

Nous observons d'abord que la pression est donnée par I'énergie libre comme

P, = <au) (4.116)
ph= " \ov ), '
La dérivée volumique de I'énergie interne U donnée en équation. (4.116) ,

Nous écrivons maintenant la pression du gaz de phonon

0 [1 dw()\ 1
Pph——WIEZhwi(k) +z<—n - )eﬁhwi(k)_ - (4117)
L

k,i
Le premier terme est la dérivée volumique de I'énergie du point zéro; il est

indépendant de la température et peut étre ignoré pour le calcul du coefficient de
dilatation thermique.

Le second terme dépend de la temperature a travers la population de

phonons n;(k) = (efheitk) — 1)_1, mais n'est différent de zéro que si au moins
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certaines fréquences des phonons dépendent du volume. Notez que si toutes les
fréquences de phonons sont indépendantes du volume, il y a une annulation exacte
entre les termes d'énergie et d'entropie, de sorte que seule I'énergie du point zéro
survit.

Par analogie avec le cas de l'oscillateur unique, nous pouvons conclure que:
Si le potentiel du réseau est harmonique, les fréquences des phonons sont
indépendantes du volume et le coefficient de dilatation thermique est nul a toutes les

températures.

A partir de 1&, nous suivons de prés le traitement d'Ashcroft et de Mermin. Pour
décrire les données expérimentales, il faut donc aller au-dela de l'approximation

harmonique. Nous pouvons écrire I’expansion o du réseau qui peut étre calculée via:

a=§;:<— e >T< o )V (4.118)

Ici, n;(k)est la distribution de Bose-Einstein pour le mode i au vecteur d’onde.

Comme sa dérivée apparait également dans la définition de la chaleur
spécifique C,(T), il est important d'exprimer le coefficient de dilatation thermique en

termes de chaleur spécifique. Pour cet objectif, mode spécifique et chaleur spécifique

C,(i,k,T) = (hw"(k)> <ani (k)> (4.119)

4 aT

Est appelé parametre partiel Grineisen lié a I'anharmonicité des phonons

individuels aux modes spécifiques

V. dwi(k) _aln(wi(k))

. = — = 4.12
vill) = =05 v aln(V) (4.120)
Avec ces définitions présentées, le coefficient de dilatation thermique s'écrit :
1 : y(T)C,(T)
@ =35 2 100,k T) = (4.121)
iq
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Dans la derniére étape, nous avons utilis¢ la définition du paramétre global de

Griineisen

YikYi(k)C, (i, k, T)
y(T) = .
Zi,k,T Cv(l; k, T)
=CV(T)

(4.122)

Pour simplifier la discussion de I'équation (4.122) qui montre que la constante
d'approximation y(T) a ses limites: la dépendance réelle du paramétre de Griineisen a
la température (et au volume) doit également étre prise en compte. Cela est également

vrai a des températures élevées et / ou dans le cas d'anharmonicités fortes.

Avec ces définitions, le coefficient de dilatation thermique s'écrit

y(T)C,(T)

o) =—3p

(4.123)

Notez que y est sans dimension, et pour les matériaux typiques, est positif (les
ressorts deviennent plus rigides lorsque le volume est réduit) et est généralement de
I'ordre de I'unité, bien qu'il puisse étre beaucoup plus grand et parfois négatif dans des

cas particuliers.

Exemplel
Dans la plupart des matériaux, la dilatation thermique & basse température est

dominée par I'anharmonicité des phonons acoustiques.
On peut donc calculer le coefficient de dilatation thermique a l'aide du modéle Debye.
Dans ce dernier, toutes les frequences de phonons sont mises a I'échelle linéairement

avec la fréquence Debye:

w(k) = wp —(67t2n)1/3

Ou n est le nombre de cellules unitaires par unité de volume. Donc

_ 0ln(wp)
Yo = T 5mw)
)
Et e O
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Ou l'expression de la chaleur spécifique de Debye est

6p/T x4ex p
J(; (ex — 1)2 X

3

(Cy)p =9InKg ((@ll)

Exemple2
Pour certains matériaux, la dilatation thermique dans certaines plages de températures

est dominée par I'anharmonicité d'une seule branche optique. Dans ce cas, on peut
employer le modéle d'Einstein avec:

o ln(wgin)
}/Em - aln(V)

La chaleur spécifique d'Einstein pour une seule branche:
2,Xx
(Coem = Zk,s(cv)Ein(k) =n Kg ﬁ
Avec x = O /T. Donc

— ] (Cv)Ein
)4 YEin Cv

Les modeles Debye et Einstein peuvent étre combinés pour donner une meilleure

description de la dilatation thermique dans toutes les plages de température.

V1.8. Conductivité thermique du réseau

Généralement le courant électrique est donné par la formule suivante :

jelec = _efﬁ (E)D(E)f(ﬁ)dﬁ (4.124)
Ou dans I'approximation du temps de relaxation

et(R)(5 x B + E).Vifo(F)

f(k) ~ fo(k) + -
+7(k)7. (af;;k) vr+ 2 g‘l(lk) Vu> (4.125)

En cherche I'expression du courant thermique j,
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Le courant thermique J, est défini comme

o =7 f (E(R) — )3 (R)fF (k)R (4.126)
Ou par ﬁ(E) peut étre calculé a partir de la structure de bande du matériau avec

(k) = %VKE(E) (4.127)

Les dérivées partielles de la distribution de Fermi-Dirac

- 1
fo(k) = EOMEE (4.128)
e kT +1
Qui sont :
0fo(k) SPT
0 _e B 2
T fo? (k) (4.129)
afo(k) _ 0fo(k)E(K)-u
e PR (4.130)
fo(k
Vifo(k) = El )VKE(k) (4.131)

Peut étre utilisé dans Il'expression du temps de relaxation(4.125).La

combinaison de ces dérivés avec I'équation(4.125) et (4.126) conduit a

o= 325 (60 - o e 20| XLV D)

h

dk (4.132)

+ (k) <E(z;—_” VT + vu>

L'intégrale sur le premier terme fO(E) dans I'équation(4.132) ne contribue pas
au courant total car l'intégrante est antisymétrique en raison de E(k) = E(—k) et
#(k) = #(—k) . En d'autres termes, en équilibre (c'est la situation décrite par f(k) ~

fO(E) il y a autant d'états a gauche que d'états a droite et donc le courant net est nul.
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f (E(R) - u)3 (R)f,(K)dR = 0 (4.133)

La conductivité thermiqueﬁ=# est définie comme la relation entre un

courant de chaleur j, et le gradient de température VT qui le provoque, lorsqu'il n'y a

pas de champs externes et aucun gradient de potentiel chimique appliqué, c'est-a-dire
E(k)=0;B=0;Vu=0

Et seul un gradient de température VT est appliqué. Le terme restant de

I'équation(4.132) donne un courant thermique

4,1.13T j () - u) 5 (K)e(k) af;—f) [5(k)vT]dk (4.134)

jQ=

Le gradient de température ne dépend pas de k et peut donc étre déplacé vers le

cote droit de I'intégrale

Jo=RkVT (4.135)

Avec = 5= J(ER) - ) o(R) 2O [5()5()]dk (4.136)

43T

Il est important de réaliser que le terme restant #(k)#(k) est un produit
vectoriel externe et donc un tenseur. La conductivité thermique & peut étre obtenue en

évaluant numériquement l'intégrale (4.136) pour chaque composant tensoriel avec

une structure de bande donnée E (k). La vitesse #(k) peut également étre calculée a

partir de la structure de la bande avec I'équation (4). Pour les électrons non interactifs

dans le modéle d'électrons libres, la relation de dispersion E(k) et la vitesse (k)

25
sont : E(R)="2E L 5(k)=

BF

(4.137)

Dans cet exemple, seule la contribution électronique a la conductivité thermique
a été discutée, mais en général, le méme calcul doit étre fait pour la partie

phononique.
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