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Mémoire de Master
Filière : Mathématiques
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juger notre travail, en l’occurence Monsieur DEMMOUCHE NACER
de présider le jury de soutenance et Monsieur HAMID KARIM
d’examiner ce travail.

Nos sincères remerciements s’adressent enfin à tous ceux qui nous ont soutenu
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4.5 Critére d’optimalité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.5.1 Principe du maximum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
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Résumé

Ce travail est consacré à la résolution d’un probléme de contrôle optimal et ce en

utilisant la méthode adaptée.

La particularité de cette méthode est qu’elle utilise un critère de suboptimalité qui

nous permet d’arrêter l’algorithme avec une précision souhaitée pour trouver des

solutions dites ε-optimale. Ceci nous permet de trouver les points efficaces

et ε-efficace, et ce en exploitant le critère de suboptimalité de la méthode adaptée

de programmation quadratique.

L’algorithme de cette méthode à été programmé et ses etapes sont présentées

dans l’annexe, constituant ainsi une bibliothè que utilisable pour résoudre d’autre

programme.

Mots-clés : Systèmes dynamiques linéaires, Contrôle optimal, Méthode adaptée

de programmation quadratique, Etat initial fixe.

Abstract

This work is devoted to solving an optimal control problem using the adaptive

method.

The particularity of this method is that it uses a suboptimality criterion which

allows us to stop the algorithm with a desired precision to find so-called ε–optimal

solutions.That allows us to find the efficient and ε–efficient points, and this by

exploiting the suboptimality criterion of the adapted quadratic programming me-

thod.

The algorithm for this method has been programmed and its steps are presented

in the appendix, thus constituting a library that can be used to solve other pro-

grams.

Keywords : Linear Dynamic Systems, Optimal Control, Adaptive Method of

Convex Quadratic Programming, Fixed Initial State.
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Introduction Générale

La théorie du contrôle étudie les propriétés des systèmes commandés (ou

controlés), c’est à dire, des systèmes dynamiques dépendant d’une variable t qui

représente le plus souvent le temps, sur lesquels on peut agir au moyen d’une

commande (ou contrôle).

Le but est alors d’amener le système d’un état initial donné à un certain état

final, en respectant éventuellement certaines critères.

La modélisation du probléme du contrôle optimal est obtenue par divers ou-

tils mathématiques : équations diférentielles, équations aux dérivées partielles,

équations discrétes, équations intégrales, équations stochastiques, etc.

En général les problémes du contrôle optimal n’admettent pas de solution ana-

lytique (i.e. par ce principe), car la modélisation mathématique d’un phénoméne

pratique conduit très souvent à un modéle non-linéaire, non-covexe.

Les méthodes numériques de résolution des problémes d’exterémum ont pris

ces dérnière années un trés grand essor. Cet interêt reflète le rôle de premier plan

occupé par ces problème dans les différentes applications pratiques.

Le terme ”programmation quadratique” est attribué au problème de minimisa-

tion(ou de maximisation)d’une fonction objectif quadratique assujutif contient en

plus les termes x2
j et xjxk(j 6= k). La programmation quadratique convexe est

ainsi considérée comme une transition naturelle de linéaire vers la programmation

non linéaire. On trouve la programmation quadratique dans plusieure cas pratique

comme, regression,gestion de production, gestion de porteffeuile, et la variance

minimum.

Dans[13], les auteurs développent la méthode directe de support qui est une

généralisation de la méthode de simplexe. Cette méthode démarre d’une solu-

tion réalisable initiale et d’un support initial(base initiale), elle passe d’un point

intérieur ou extrême à un autre point meilleur jusqu’à ce qu’un point extrême op-

timale soit atteint. plus tard, ces même auteurs développent la méthode adaptée

pour la résolution des probème de contrôle optimale, puis elle est étendue pour la

résolution des problèmes linéaires et quadratiques sous forme générale.

La méthode adaptée [15] est habituellement utilisée pour résoudre des pro-

grammes linéaire ou des programmes quadratiques convexes avec des variables
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bornées.

En outre la méthode intégre un critére de suboptimalité qui permet d’arrêter

l’algorithme avec une précision souhaitée pour trouver des solution ε-optimale ce

critére pourrait être utile des application pratiques.

Du point de vu Mathématique, un systéme de contrôle est un systéme dyna-

mique dépendant d’un paramètre appelé le contrôle. Pour le modéliser, on peut

avoir recours à des équations différentielles. Pour cette raison la théorie du contrôle

est à l’intersection de nombreux domaines de mathématiques. Le contrôle optimal

linéaire-quadratique est une branche du contrôle optimal dans le cas où le système

est linéaire et le coût est quadratique. L’initiateur de cette théorie est Kalman de-

puis 1960. Le problème de commande linéaire-quadratique a pris de l’importance

dans le cadre de filtrage, où la commande LQ possède de très bonnes propriétés

de robustesse.

L’objet de notre mémoire porte sur la résolution d’un probléme de contrôle

optimal quadratique. Le premier chapitre sera consacré à la présentation a la forme

quadratique, la programmation quadratique sans contraintes et avec contraintes,un

peut de rappele sur la convexité et les méthode de résolution

Dans le second chapitre, on s’intéresse plus particuliérement à la résolution d’un

problème de PQ par la méthode adaptée ; nous avons procédé à la position de

probléme, ainsi que la Formule d’accroissement de la fonctionnelle et la méthode

de résolution.

Dans le troisième chapitre intitulé résolution d’un problème terminal de contrôle

optimal d’un système dynamique linéaire, on s’est intéressé à résoudre un système

par la méthode directe appelée la méthode adaptée .Elle est constituée de trois

procédures le changement de support, le changement de commande et la procédure

finale.

Enfin le chapitre quatre est consacré à une résolution d’un problème de contrôle

optimal quadratique par la méthode adaptée.
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Chapitre 1

Introduction à la programmation
quadratique

1.1 Introdution

En optimisation mathématique, un problème d’optimisation quadratique est un

problème d’optimisation dans lequel on minimise (ou maximise) une fonction qua-

dratique.

Dans ce chapitre, nous parlerons sur la programmation quadratique (définitions,

formules, convexité, méthodes de résolutions).

1.2 Programmation quadratiques

L’optimisation quadratique est l’une des théories de la programmation mathéma

tique la plus utilisée pour modéliser des problèmes pratiques. Cette branche est

trés importante d’un point de vue pratique que théorique, de nombreux domaines

d’application ont été touchés par cette théorie, notamment l’économie, les sciences

de l’ingénieur, la physique, ...etc.

1.2.1 Représentation d’une forme quadratique

Définition 1.1. Une forme quadratique de dimension n est une fonction réelle de

n variables x1, x2, ..., xn ayant la forme suivante :

F (x) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj. (1.1)
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Définition 1.2. ( Forme quadratique définie positive )

F (x) est dite définie positive si xTDx > 0, ∀ ∈ Rn et x 6= 0.

On dit que D est définie positive et se note D > 0.

Définition 1.3. ( Forme quadratique semi-définie positive )

F (x) est dite semi-définie positive si xTDx ≥ 0, ∀x ∈ Rn et ∃ x0 6= 0

tel que xT0Dx0 = 0.

On dit que D est semi−définie positive et se note D ≥ 0

Définition 1.4. (Forme quadratique définie négative)

F (x) est dite définie négative si xTDx < 0,∀x ∈ Rn et x 6= 0.

On dit que D est définie négative et se note D < 0.

Définition 1.5. ( Forme quadratique semi-définie positive )

F (x) est dite semi− définie négative si xTDx ≤ 0,∀x ∈ Rn et x 6= 0

On dit que D est semi−définie négative et se note D ≤ 0.

Définition 1.6. (Forme quadratique non définie )

Une forme quadratique F (x) est dite non définie si elle est positive pour cer-

taines valeurs de x et négative pour d’autres

1.2.2 Représentation matricielle d’une forme quadratique

Soient x = (x1, x2, ..., xn) et A = (aij, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n). Pour n = 3 et

d’après la formule (1.1) ona :

F (x) =
3∑
i=1

3∑
j=1

aijxixj

5



F (x) = a11x
2
1 + a12x1x2 + a13x1x3 + a21x2x1 + a22x

2
2

+ a23x2x3 + a31x3x1 + a32x3x2 + a33x
2
3

= x1(a11x1 + a12x2 + a13x3) + x2(a21x1 + a22x2 + a23x3)

+ x3(a31x1 + a32x2 + a33x3)

=
(
x1 x2 x3

) a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

a31x1 + a32x2 + a33x3


=

(
x1 x2 x3

) a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

( x1 x2 x3

)
= xtAx

la forme (1.1) peut encore s’écrire comme suit :

F (x) = a11x
2
1 + a22x

2
2 + a33x

2
3 + x1x2(a12 + a21) + x1x3(a13 + a31) + x3x2(a32 + a23)

En posant dij = dji = (aij + aji) \ 2,∀i, j ∈ 1, ...., n on remarque que pour

i 6= j le coefficient devant le produit xixj est égale à (aij + aji) on aura alors :

F (x) = xTAx = xTDx

où D = dij, 1 ≤ i, j ≤ n est une matrice symétrique.

1.2.3 Gradient d’une forme quadratique

Définition 1.7. Soit F : Rn → R une fonction réelle continument différentiable.

Son gradient au point x est défini par :

∇F (x) =



∂F

∂x1
∂F

∂x2

.

.

.
∂F

∂xn


(1.2)

Soit F une forme quadratique et D sa matrice symétrique associée :

F (x) = xTDx. (1.3)

En écrivant la matrice D sous forme de vecteurs colonnes D = (d1, d2, ..., dn) l’ex-

pression (1.3) peut se mettre sous la forme suivante :
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F (x) = (x1, x2, ...., xj, ...., xn)



dT1 x

dT2 x

.

.

.

dTj x

.

.

dTnx


=

n∑
j=1

xjd
T
j x

La dérivée partielle de F par rapport à chaque variable xj est donnée par :

∂F

∂xj
= x1d1j + ...+ xjd(j−1)(j) + dTj x+ xjdjj + ...+ xndnj

= x1d1j + ...+ xj−1d(j−1)(j) + xjdjj + ...+ xndnj + dTj x

= 2dTj x.

Par conséquent, le gradient de F (x) est :

∇F (x) = 2Dx

Définition 1.8. Soit une fonction réelle de classe C2, F : Rn → R.

Le Hessien de la fonction F est défini par :

∇2F (x) = (∇ ∂F
∂x1

,∇ ∂F
∂x2

, ...,∇ ∂F
∂xj

, ...,∇ ∂F

∂xn
) =



∂2F
∂2x1

∂2F
∂x1∂x2

. . . ∂2F
∂x1∂xn

∂2F
∂x2∂x1

∂2F
∂2x2

. . . ∂2F
∂x2∂xn

. . . .

. . . .

. . . .
∂2F

∂xn∂x1
∂2F

∂xn∂x2
. . . ∂2F

∂2xn


Définition 1.9. Soit F : Rn → R une fonction de classe C1.

La dérivée directionnelle de F dans la direction d au point x est :

∂F

∂d
= t lim−→0+

F (x+ td)− F (x)

t

=
∂F (x+ td)

∂x1

pt=0 d1 + ..................+
∂F (x+ td)

∂xn
pt=0 dn

= ∇F (x)Td
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1.3 La programmation quadratique sans contraintes

Un problème de programmation quadratique sans contraintes peut s’écrire sous

la forme suivante :

minf(x) =
1

2
xTDx+ cTx x ∈ Rn (1.4)

où D est une matrice carrée symétrique d’ordre n, c est un vecteur deRn et x ∈ Rn

est le vecteur inconnu à déterminer. Il s’agit donc de déterminer un point x∗ deRn

tel que :

∀x ∈ Rn : f(x∗) ≤ f(x) (1.5)

c’est-à-dire un minimum global de f surRn . Une condition suffisante pour l’exis-

tence de x∗ ∈ Rn vérifiant (1.5) est que f soit continue (ou, plus généralement

semi-continue inférieurement) et possède la propriété de croissance à l’infini :

f(x) → +∞ lorsque ‖x‖ → +∞ Lorsque l’inégalité stricte :f(x∗) < f(x) est

vérifiée ∀x ∈ Rn, x 6= x∗, le minimum x∗ est global et unique, mais éventuellement

l’unicité n’est pas toujours garantie. Pour beaucoup de problèmes d’optimisation

sans contraintes, en l’absence de propriétés particulières, telles que la convexité

ou la quasi-convexité, les principales méthodes connues ne permettent pas la

détermination d’un minimum global : il faut alors se contenter d’un optimum

local, c’est-à-dire le point qui vérifie(1.5) seulement dans un voisinage de x∗. Dans

ce qui suit, nous discuterons successivement les conditions d’optimalité puis les

principales méthodes numériques (algorithmes) pour la résolution de problèmes

d’optimisation quadratique sans contraintes.

Pour démontrer quelques propriétés nous avons besoin de la définition et quelques

propriétés des matrices semi-définies et définies positives :

Définition 1.10. Une matrice X ∈ Sn (l’espace des matrices symétriques réelles

carrées d’ordre n) est dite semi-définie positive (resp. définie positive), notée

X < O (resp. X � O ), si et seulement si uTXu ≥ 0,∀u ∈ Rn

(resp uTxu > 0, ∀u ∈ Rn) où O désigne la matrice nulle de type n× n.

On note l’ensemble des matrice semi-définies positives(resp.définies positives)

parS+
n (resp S++

n ). Nous avons la relation d’inclusion suivante :

S++
n ⊂ S+

n ⊂ Sn ⊂Mn

où Mn est l’espace des matrices carrées réelles d’ordre n.
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Proposition 1. X ∈ S+
n (resp S++

n ) si et seulement si l’une des conditions sui-

vantes est vérifiée :

— les valeurs propres de X sont toutes positives ou nulles (resp sont strictement

positives).

— uTXu ≥ 0,∀u ∈ Rn, (resp uTXu > 0, ∀u 6= 0).

— Les déterminants de tous les mineurs symétriques de X sont positifs ou nuls

(resp strictement positifs).

1.4 La Programmation quadratique avec contraintes

Un problème de programmation quadratique sous contraintes linéaires s’écrit

sous la forme suivante :


minf(x) = 1

2
xTDx+ cTx

s.c

aix = bii ∈ L
aix ≤ bii ∈ I

(1.6)

où D est une matrice symétrique d’ordre n, c est un vecteur de Rn, ai ∈ Rn

et bi ∈ Rn ∀i ∈ L ∪ I où L = {1, ...,m} et I = {m+ 1, ...,m+ p}. Si D est une

matrice semi-définie positive (resp. définie positive), le problème (1.6) est convexe

(resp. strictement convexe), et nous montrons dans ce cas que la solution optimale,

si elle existe, est globale( resp. globale et unique).

1.5 Convexité

La convexité est à la base une propriété géometrique assez intuitive d’alleurs

qui permet de caractériser certains objets. on voit assez bien ce qu’est un objet

convexe dans un espace à deux ou trois dimensions nous allons maintenant mon-

trer

comment cette propriété peut aussi s’appliquer aux fonctions de Rn dans R.
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1.5.1 Les ensembles convexes

Définition 1.11. un ensemble C ⊂ Rn est dit convexe si pour tout couple

(x, y) ∈ C2 et λ ∈ [0, 1], on a[5] :

λx+ (1− λ)y ∈ C

Figure 1.1 – Ensemble convexe et non convexe

Géométriquement Cette notion s’interpréte comme suite : pour tout segment
reliant deux points quelconques x et y de C, le segment [x, y] doit être aussi dans
C.[5]

1.5.2 Propriétés des ensembles convexes

Propriété. 1.1
Soit une famille {Ci}i=1,...,k d’ensembles convexes, alors on a :

— C =
⋂k
i=1Ci est un ensemble convexe.

— C = ΠK
i=1Ci est un ensemble convexe

Propriété. 1.2
Soient C1 et C2 sont deux ensembles convexes de Rn, alors l’ensemble K =

C1 ∩ C2 est convexe.

Propriété. 1.3
Si C est convexe, et λ ∈ R, alors l’ensemble {K = x|x = λx1, x1 ∈ C} est

convexe.
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Définition 1.12. Une fonction réelle F définie sur un ensemble convexe C de Rn,
est dite convexe, si pour tous les points x, y ∈ C, et pour tout nombre réel positif
ou nul λ tel que 0 ≤ λ ≤ 1, l’inégalité suivante est vérifiée :

F (λx+ (1− λ)y) ≤ λF (x) + (1− λ)F (y) (1.7)

Définition 1.13. Une fonction convexe F (x), x ∈ C, est dite strictement convexe
si l’inégalité (1.6) est stricte pour tous les points x, y ∈ C, avec x 6= y et λ ∈ [0, 1]

Figure 1.2 – Ensemble convexe et non convexe

1.5.3 Propriétés des fonctions convexes

Propriété. 1.4 Soit F une fonction réelle définie sur un ensemble convexe C ⊂ Rn

Alors F est convexe si et seulement si son épigraphe : epi(F ) = {(x, r) ∈ Rn×R :
x ∈ C,F (x) ≤ r} est un ensemble convexe.

Propriété. 1.5 [24] Si F est continument différentiable, les conditions (a) et (b)
ci-dessous sont équivalentes ; de plus, les conditions (a), (b) et (c) ci-dessous sont
équivalentes si F est deux fois continument différentiable :
a) F est convexe
b) ∀x ∈ C, ∀y ∈ C : F (y)− F (x) ≥ [∇F (x)]T (y − x);
c)∀x ∈ C, le Hessien ∇2F (x) est une matrice semi−définie positive.

Propriété. 1.6 Soit F une fonction réelle définie sur un ensemble convexe C ⊂ Rn,
alors F est convexe si et seulement si

F (

p∑
i=1

λisi) ≤
p∑
i=1

λi(Fsi)

où si ∈ C, i = 1...p, λi ≥ 0,
∑p

i=1 λi = 1.
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Propriété. 1.7 [21] Soit une fonction réelle de classe C1, définie sur un ensemble
convexe C ∈ Rn.
Alors f est convexe si et seulement si

f(y)− f(x) ≥ (y − x)T∇f(x),∀x, y ∈ C.

Propriété. 1.8 Soit une fonction réelle de classe C2, définie sur un ensemble
convexe C ∈ Rn. Alors f est convexe si et seulement si

(y − x)TH(x)(y − x) ≥ 0,∀x, y ∈ C.

Propriété. 1.9 [21] Si C ⊂ Rn est un ouvert convexe, alors F est convexe si et
seulement si

H(x) ≥ 0,∀x ∈ C.

Alors d’aprés ce théoréme, on déduit facilement qu’une fonction quadratique
F (x) = xTDx + cTx est convexe si et seulement si sa matrice associée D est
semi−définie positive.

1.5.4 Critère de Sylvester pour les formes quadratiques définies et
semi-définies

L’intérét du critère du Sylvester est de caractériser une forme quadratique
définie ou semi− définie. Pour cela, considérons la matrice symétrique suivante :

D =


d11 d12 . . . d1n

d21 d22 . . . d2n

. . . .

. . . .

. . . .
dn1 dn2 . . . dnn


Le mineur de la matriceD, formé des lignes i1, i2, ..., iP et les colonnes j1, j2, ..., jP ,

sera noté comme suit :

D

(
i1, i2, ..., iP
j1, j2, ..., jP

)
=



di1j1 di1j2 . . . di1jp
di2j1 di2j2 . . . di2jp
. . . .
. . . .
. . . .

dipj1 dipj2 . . . dipjp


Ce mineur est dit principal si i1 = j1, i2 = j2, ..., ip = jp, c’est-à-dire s’il est formé
de lignes et de colonnes portant les mêmes numéros. Les mineurs suivants
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D1 = d11, D2

 d11 d12

d21 d22

 , ..., Dn =



d11 d12 . . . d1n

d21 d22 . . . d2n

. . . .

. . . .

. . . .
dn1 dn2 . . . dnn


sont appelés mineurs principaux successifs. Alors, le critère de Sylvester se for-

mulé comme suit :

Théorème 1.1. (critère de Sylvester) [27]
— Pour qu’une matrice symétrique D soit définie positive (D > 0)

il est nécessaire et suffisant que tous ses mineurs principaux successifs soient
positifs :

D1 > 0, D2 > 0, ..., Dn > 0,

— Pour que la matrice D soit semi− définie positive (D ≥ 0), il est nécessaire
et suffisant que tous ses mineurs principaux soient non négatifs :

D

(
i1, i2, ..., iP
i1, i2, ..., iP

)
≥ 0, 1 ≤ i1 < i2 < ... < ip ≤ n, p = 1, 2, ..., n

1.6 Méthodes de résolution des problémes quadratiques

Plusieurs méthodes ont été développées pour la résolution de ce type de problémes,
parmi lesquelles on peut citer : [4]

1.6.1 Méthode d’activation des contraintes

C’est une méthode classique, développée au début des années
soixante-dix pour la résolution des problémes de programmation linéaire et qua-
dratique.
Elle s’applique pour des problémes d’optimisation avec des contraintes linéaires de
type inégalités ou mixtes(égalités et inégalités).
La première méthode est mise au point par Fletcher en 1971 [11] ; par la suite
d’autres auteurs ont fait des raffinements numériques à cette dernière tels que Gill
et Murray en 1978 [18] ainsi que Gould en 1991 [20]. Goldfarb et Idnani en 1983 ont
développé la méthode duale pour le cas des programmes quadratiques strictement
convexes, tandis que Boland [8] l’a généralisée en 1997 pour le cas convexe. Le prin-
cipe général de la méthode consiste à écarter temporairement un certain nombre
de contraintes d’inégalités et de résoudre à chaque itération un problème avec uni-
quement des contraintes d’égalités, correspondant aux contraintes actives. Par la
suite, l’ensemble des indices actifs est ajusté en ajoutant ou/et en supprimant une
contrainte à la fois jusqu’à l’obtention de la solution optimale.
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1.6.2 Méthodes des points intérieurs

Les méthodes des points intérieurs sont apparues dans les années cinquante,
notamment dans le livre de Fiacco et McCormick [10]. C’est dans ce livre que le
terme de points intérieurs sera introduit. Les itérés générés par ces méthodes sont
strictement réalisables : ils restent à l’intérieur du domaine réalisable, d’où le nom
donné à ces méthodes.
Les méthodes de points intérieurs forment une classe d’algorithmes qui permettent
de résoudre des problèmes d’optimisation mathématique.
Elle sont l’intérét d’être polynomiales lorsqu’on les applique aux problèmes d’opti-
misation linéaire, quadratique convexe, semi-définie positive ; et plus généralement
aux problèmes d’optimisation convexe, pourvu que l’on dispose d’une barrière
auto-concordante représentant l’ensemble admissible, calculable en temps polyno-
mial (ce n’est pas toujours le cas, car certains problèmes d’optimisation convexe
sont NP-difficiles ). Les méthodes de points intérieurs se répartissent en plusieurs
familles :

— Les méthodes ” affine scaling ” (optimisation sur des ellipsöıdes)

— Les méthodes de ” réduction du potentiel ” (notion de barriére, chemin
central, relaxation).

L’intérêt pour ces méthodes principalement développées depuis les années 60[10],
a connu un renouveau pour les problèmes non linéaires et a ouvert un nouveau
domaine pour les problèmes linéaires. La distinction entre la programmation linéaire
et non linéaire n’était plus aussi nette. Den Hertog (1994) a classé les méthodes
de points intérieurs en quatre catégories :

— Méthodes de chemin central

— Méthodes affines et mise à l’échelle.

— Méthodes projectives avec potentie

— Méthodes affines avec potentiel

1.6.3 Méthode directe de support

Cette méthode est basée sur le principe des méthodes adaptées développées
par les professeurs R. Gabassov et F.M. Kirillova [16] [12], Ces méthodes sont
intermédiaires entre les méthodes d’activation des contraintes et celles de points
intérieurs .
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Chapitre 2

Résolution d’un problème de
programmation quadratique par
la méthode adaptée

2.1 Introdution

La méthode de simplexe quadratique de Wolfe est la plus classique pour la
résolution d’un probléme quadratique convexe. Dans ce chapitre, on aplplique la
méthode de R-Gabassov et F.M.Kirillova ([21][22]) appelée méthode adaptée, pour
la construction d’un algorithme de résolution d’un probléme de programation qua-
dratique convexe, donné sous forme standard.

Cette méthode a été développée durant les années 80 par R. Gabassov, F.M.
Kirillova, O.I. Kostyukova et V.M. Raketsky [14], ainsi que celui de A.Faradji [13],
qui portent sur la minimisation d’un probléme de programmation quadratique
convexe à variables bornées.

Cette méthode tient compte des spécifités du probléme et de ce fait, elle traite les
contraintes telles qu’elles se présentent, c’est-à -dire, sans chercher à les modifier.
Cela évite d’agrandir les dimensions du probléme et permet donc d’économiser l’es-
pace mémoire sur ordinateur. En outre, cette méthode présente l’avantage d’arrêter
l’algorithme dès qu’une solution suboptimale est obtenue. Sa particularité est le
fait de changer tous les indices non optimaux à la fois.

2.2 Position de probléme

le probléme que nous allons résoudre se présente sous la forme suivante : MinZ(x) = 1
2
xTDx+ cTx,

Ax = b,
d1 ≤ x ≤ d2.

(2.1)
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où :
— D : matrice carrée d’ordre n, symérique et semi-définie positive,
— A : matrice d’ordre m× n, avec rang(A) = m < n,
— c, d1, d2, x : vecteurs de Rn,
— b : vecteur de Rm.
Les ensembles d’indices des lignes et colonnes de A sont respectivement notés

par :

I = {1, 2, ...,m} , J = {1, 2, ..., n} = JB ∪ JH avec JB ∩ JH = ∅ , |JB| = |I| =
m.
On peut alors écrire et fractionner les vecteurs et la matrice A de la maniére sui-
vante :

x = x(J) =

(
xB
xH

)
, xB = x (JB), xH = x (JH),

c = c(J) =

(
cB
cH

)
, cB = c (JB), cH = c (JB),

b = b (I) = (bi, i ∈ I),

A = A (I, J) = (aij, i ∈ I, j ∈ J) , A = (aj, j ∈ J),

A = A (AB|AH), AB = A = A (I, JB), AH = A = A (I, JH)

2.3 Définitions

2.3.1 Solution (ou plan) réalisable

Un vecteur x vérifiant les contraintes du problème (2.1) est appelé ”plan” ou
”solution réalisable” du problème (2.1).

2.3.2 Plan optimal

Un plan x∗ est dit optimal si

Z(x∗) =
1

2
(x∗)TDx∗ + cTx∗ = min

1

2
xTDx+ cTx,

où x est pris parmi tous les vecteurs vérifiant les contraintes du problème (2.1)

2.3.3 Plan suboptimal

Un plan xε est appelé ”ε− optimal” ou ”suboptimal” si :

Z(xε)− Z(x∗) =
1

2
(xε)TDxε + cTxε − 1

2
(x∗)TDx∗ − cTx∗ ≤ ε

16



où ε est un nombre arbitraire positif ou nul, donné à l’avance et x∗ est une solution
du problème (2.1)

2.3.4 Support

L’ensemble JB ∈ J avec |JB| = m, est appelé ”support des contraintes” du
probléme(2.1) si

det AB 6= 0

2.3.5 Plan de support

Le couple {x, JB} formé d’une solution réalisable x et du support JB, est appelé
”Plan de support” des contraintes.

2.3.6 Plan de support non dégénéré

Le plan de support est dit non dégénéré si :

d1j < xj < d2j, pour tout j ∈ JB.

2.4 Formule d’accroissement de la fonction objectif

[22]

Soit {x, JB} un plan de support des contraintes du problème (2.1) et considérons
un autre plan quelconque x̄ = x+ ∆x.
L’accroissement de la fonction objectif s’écrit alors :

Z(x̄)− Z(x) = 1
2
(x̄)TD(x̄) + cT (x̄)− 1

2
xTDx− cTx

= 1
2
(x+ ∆x)TD(x+ ∆x) + cT (x+ ∆x)− 1

2
xTDx− cTx

= 1
2
(∆x)TD(∆x) + (∆x)T (Dx+ c)

Z(x̄)− Z(x) = g(x)T (∆x) + 1
2
(∆x)TD(∆x).

(2.2)

où g(x) = (Dx+ c) est le gradient de la fonction objictif Z au point x, avec :
g(x) = g(J) = (gj, j ∈ J), il peut être fractionné de la manière suivant :

g =

(
gB
gH

)
, gB = g(JB) = (gj, j ∈ JB), gH = g(JH) = (gj, j ∈ JH),

Par ailleurs on a :
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{
Ax = b,
Ax̄ = b.

⇔ A∆x = 0.

En posant

∆x =

(
∆xB
∆xH

)
, ∆xB = ∆x(JB), ∆xH = ∆x(JH),

l’égalité A∆x = 0 s’écrit AB∆xB + AH∆xH = 0, d’où

∆xB = −A−1
B AH∆xH . (2.3)

la formule de l’accroissement de la fonction objectif devient alors :

Z(x̄)− Z(x) = gTB∆xB + gTH∆xH + 1
2

(∆xB,∆xH)T D (∆xB,∆xH)

= gTB
(
−A−1

B AH∆xH
)

+ gTH∆xH

+
1

2
(−A−1

B AH∆xH ,∆xH)TD(−A−1
B AH∆xH ,∆xH)

= [gTH − gTBA−1
B AH ]∆xH

+
1

2
∆xTH

 −A−1
B AH

IH

T

D

 −A−1
B AH

IH

∆xH ,

où IH = I(JH , JH) est la matrice identité d’ordre (n−m). Posons

K = K(J, JH) =

 −A−1
B AH

IH

 , M = M(JH , JH) = KTDK, (2.4)

Nous définissons le vecteur des potentiels u ainsi le vecteur des estimations E
comme suit :

yT = gTBA
−1
B = (DX + c)TA−1

B ,

ET = gT − yTA =
(
ET
B, E

T
H

)
,

où
ET
B = 0, ET

H = gTH − yTAH .
Finalement, l’accroissement de la fonction objectif aura la forme suivante :

Z(x̄)− Z(x) = (EH)T∆xH +
1

2
(∆xH)TM∆xH . (2.5)
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2.5 Critére d’optimalité

Théorème 2.1. [1] Soit un plan {x, JB} support des contraintes du probléme (2.1).
Alors les relations suivantes : Ej ≥ 0, si xj = d1j,

Ej ≤ 0, si xj = d2j,
Ej = 0, si d1j < xj < d2j,∀j ∈ JH ,

(2.6)

sont suffisantes pour l’optimalité du plan x.
Ces même relations sont aussi nécessaires, si le plan de support des contraintes
{x, xB} est non dégénéré.

Preuve.
Condition suffisante : Soit {x, JB} un plan support des contrainte vérifiant

les relations(2.6). Pour tout plant x̄ du problème (2.1), la formule d’accroissement
(2.5) nous permet d’écrire :

Z(x̄)− Z(x) = ET
H∆xH +

1

2
∆xTHM∆xH ≥ ET

H∆xH ,

car la matrice M est semi-définie positive.
D’où :

Z(x̄)− Z(x) ≥
∑
j∈JH
Ej>0

Ej (x̄j − xj) +
∑
j∈JH
Ej<0

Ej (x̄j − xj)

comme d1j ≤ x̄j ≤ d2j ,on a : x̄j−d1j ≥ 0 et x̄j−d2j ≤ 0, et en vertu des relations
d’optimalité (2.6) on aura :

Z(x̄)− Z(x) ≥
∑
j∈JH
Ej>0

Ej (x̄j − d1j) +
∑
j∈JH
Ej<0

Ej (x̄j − d2j) ≥ 0,

d’où :

Z(x̄) ≥ Z(x).

Par conséquent, x est optimal.

Condition nécessaire :
Soit {x, JB} un plan de support ptimal non dégénéré du problème (2.1) et sup-

posons que les relations (2.6) ne sont pas vérifiées, c’est à dire, qu’il existe au
moins un indice j0 ∈ JH , tel que :

(Ej0 < 0, xj0 < d2j0) ou (Ej0 > 0, xj0 > d1j0) .
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On construit un autre plan x̄ = x+θl, où θ est un nombre réel positif et l = l(J)
et un vecteur de direction à construire comme suit : lj0 = −signEj0 ,

lj = 0, j 6= j0, j ∈ JH .
D’autre part, on doit avoir :

Ax̄ = Ax+ θAl = b⇔ Al = ABlB + AH lH = 0,

d’où
lB = −A−1

B AH lH = −A−1
B aj0signEj0 .

On a donc 
lj0 = −signEj0 ,

lj = 0, j 6= j0, j ∈ JH ,

lB = −A−1
B aj0signEj0 .

En outre, le vecteur x̄ doit vérifier l’inégalité d1 ≤ x̄ ≤ d2 ⇐⇒ d1 ≤ x+ θl ≤ d2

Soit, en écrivant composante par composante{
d1j − xj ≤ θlj ≤ d2j − xj, j ∈ JB,
d1j0 − xj0 ≤ θlj0 ≤ d2j0 − xj0 ,

Comme le plan de support est non dégénéré, on peut toujours trouver un nombre
positif θ assez petit tel que le vecteur x̄ sera un plan pour le problème (2.1). D’après
la formule d’accroissement (2.5), on aura alors :

Z(x̄)− Z(x) = ET
H∆xH + 1

2
∆xTHM∆xH

= θET
H lH +

1

2
θ2lTHMlH

= θ(−Ej0signEj0 +
1

2
θlTHMlH).

= θ(−|Ej0|+ 1
2
θlTHMlH).

Pour θ et l ainsi choisis, on aura −|Ej0| + 1
2
θlTHMlH < 0. D’où Z(x̄) − Z(x) < 0,

ce qui contredit l’optimalité de x. Donc les relations (2.6) forcèment vérifiées si le
plan de support optimal est non dégénéré. �
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2.6 Critère de suboptimalié

Définition 2.1. (Estimation de suboptimalié)
Le nombre β(x, JB) dit estimation de suboptimalité est une valeur qui estime
l’écart entre la valeur optimale Z(x∗) et une autre valeur Z(x) d’un plan de support
des contraintes quelconques {x, JB}.

Théorème 2.2. (condition de suboptimalité) [23]
Soit {x, JB} un plan de support des contraintes du problème (2.1), et ε un nombre
positif ou nul arbitraire. Si le nombre

β(x, JB) =
∑
j∈JH
Ej>0

Ej (xj − d1j) +
∑
j∈JH
Ej<0

Ej (xj − d2j) ≤ ε, (2.7)

alors x est ε-optimal

Preuve.

Soit x∗ une solution optimale du probléme (2.1). En remplacent x̄ par x∗ dans
la formule d’accroissement (2.5) et en minorant l’expression, on aura :

lj0 = −signEj0 ,

lj = 0, j 6= j0, j ∈ jH ,

lB = −A−1
B aj0signEj0 .

Comme le plan de support est non dégénéré, on peut toujours trouver un nombre
positif θ assez petit tel que le vecteur x̄ sera un plan pour le problème (2.1). D’après
la formule d’accroissement (2.5), on aura alors :

Z(x∗)− Z(x) = ET
H∆xH +

1

2
∆xTHM∆xH

=
∑
j∈JH

Ej(x
∗
j − xj) +

1

2
∆xTHM∆xH ,

≥
∑
j∈JH

Ej(x
∗
j − xj).

D’où

Z(x)− Z(x∗) ≤
∑
j∈JH

Ej(xj − x∗j) =
∑
j∈JH
Ej<0

Ej
(
xj − x∗j

)
+
∑
j∈JH
Ej>0

Ej
(
xj − x∗j

)
.

21



Nous avons d1j ≤ x∗j ≤ d2j, j ∈ JH , alors on aura :

Ej
(
xj − x∗j

)
≤ Ej (xj − d1j) , si Ej > 0,

Ej
(
xj − x∗j

)
≤ Ej (xj − d2j) , si Ej < 0.

D’où

Z(x)− Z(x∗) ≤
∑
j∈JH
Ej>0

Ej (xj − d1j) +
∑
j∈JH
Ej>0

Ej (xj − d2j) ≤ ε.

Par conséquent x est ε− optimal.
- si β(x, JB) < ε, alors x est optimal.
- si β(x, JB) > ε, il faut améliorer le plan x. �

2.7 Méthode de résolution

Avant de présenter le méthode de résolution, donnons quelques définitions
essentielles.[23]

Définition 2.2. (Support de la fonction objectif)
On appelle support de la fonction objectif du problème (2.1), l’ensemble des indices
JS ⊂ JH tel que :

detMS = detM(JS, JS) 6= 0,

où M est la matrice (2.4). On posera JHH = JH \ JS.

Définition 2.3. (Support de problème)
L’ensemble des indices JP = {JB, JS} est appelé support du problème (2.1), il est
formé du support des contraintes JB et celui de la fonction objectif JS .

Définition 2.4. (Plan de Support)
On appelle plan de support du problème(2.1), la paire {x, JP} formée du plan x
et du support JP ; il est dit ”accordé ” si E(JS) = 0.
Etant donné un nombre réel positif ou nul quelconque ε et un plan de support
initial {x, JP} accordé, le but de l’algorithme est alors de construire un plan ε-
optimal xε ou carrément un plan optimal x∗. L’itération de l’algorithme consiste à
faire le passage de {x, JP} à {x̄, JP} tel que F (x̄) ≤ F (x). Pour cela, construisons
le nouveau plan x̄ de la manière suivante :

x̄ = x+ θl,

où l est la direction d’amélioration, et θ le pas le long de cette direction.
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Construction d’une direction d’amélioration adaptée

: soit :

— lS : direction correspondant aux indices appartenant à JS,

— lHH : direction correspondant aux indices appartenant à JHH ,

— lB : direction correspondant aux indices appartenant à JB,

— lH : direction correspondant aux indices appartenant à JH .

Dans cet algorithme, on choisira la métrique suivante pour les composantes non
basiques de la direction admissible l :

d1j − xj ≤ lj ≤ d2j − xj, j ∈ JHH = JH \ JS. (2.8)

Cette métrique dépend du plan x, et de ce fait, elle est dite adaptée. Afin de
calculer les composantes de la direction admissible d’amélioration l, considérons
l’accroissement

∆F = F (x+ θl)− F (x) =
∑
j∈JHH
Ej>0

Ejlj +
∑
j∈JHH
Ej<0

Ejlj +
1

2
lTHMlH .

En tenant compte de la métrique (2.8), la partie linéaire de ∆F atteint son mini-
mum pour les valeurs des composantes de lHH suivantes :

lj =



d1j − xj, si Ej > 0,

d2j − xj, si Ej > 0,

0, si Ej = 0, j ∈ JHH

(2.9)

Nous calculons les composantes de ls de maniére à assurer que
ĒjEj(x+ θl) = 0, j ∈ JS. En vertu de (2.5), nous avons :

ET
H = gTH − gTBA−1

B AH = (gTB, g
T
H)

 −A−1
B AH

IH

 = g(x)TR.

avec R =

 −A−1
B AH

IH


Comme l doit être admissible, alors

Al = ABlB + AH lH = 0 =⇒ lB = −A−1
B AH lH ,
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donc

l =

(
lB
lH

)
=

(
−A−1

B AH lH
lH

)
lH = RlH ,

on aura donc

ĒT
H = g(x+ θl)TR = g(x)TR + θlTDR = g(x)TR + θlTHR

TDR = ET
H + θlTHM.

Finalement, nous avons
ĒT
H = EH + θMlH .

Comme E(JS) = 0, alors l’équation Ē(JS) = 0 est équivalente à :

M(JS, JH)lH = 0 =⇒M(JS, JS)lS +M(JS, JHH)lHH = 0,

donc
lS = −M−1

S M(JS, JHH)lHH . (2.10)

Puis, nous calculons lB tel que Al = 0 :

lB = −A−1
B (ASlS + AHH lHH). (2.11)

2.7.1 Changement de plan

Construisons le nouveau plan x̄ sous la forme suivante :

x̄ = x+ θ0l,

où l est la direction d’amélioration définie par les formules (2.9)-(2.11) et le nombre
l, θj1 et θj2 se calculent de façon à ce que les contraintes directes sur le vecteur x̄
soient vérifiées : 

d1j − xj ≤ θ0lj ≤ d2j − xj, j ∈ JHH ,

d1j − xj ≤ θ0lj ≤ d2j − xj, j ∈ JB,

d1j − xj ≤ θ0lj ≤ d2j − xj, j ∈ JS.

Donc

θj1 = min
j∈JB

θj, θjS = min
j∈JS

θj,

où

θj =



d2j − xj
lj

, si lj > 0,

d1j − xj
lj

, si lj < 0,

∞, si lj = 0.
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Le nombre θ0 = 1 représente le pas correspondant aux indices de JHH .
Quand à θZ , il se calcule de façon que le passage de x à x̄ assure une relaxation
maximale de la fonction objectif tout en gardant le même signe pour Ej et Ēj , où

ET
H(x) = gT (x)Z, ĒH(x̄) = ĒH(x+ θ0l),

ĒH(x̄) = EH(x) + θ0MlH = EH(x) + θ0δH .

On posera donc θF = σj∗ = minσj, j ∈ JHH , avec

σj =


−Ej
δj

, si Ejδj < 0,

0, si Ej = 0, δj < 0,
∞, si Ejδj ≥ 0.

où δj = M(j, JH)lH .

2.7.2 Estimation de suboptimalité

Calculons la nouvelle estimation de suboptimalité β(x̄, JB) en fonction de β(x, JB) :

β(x̄, JB) =
∑
j∈JH
Ēj>0

Ēj(x̄j − d1j) +
∑
j∈JH
Ēj<0

Ēj(x̄j − d2j).

β(x̄, JB) =
∑
j∈JH
Ēj>0

Ēj(xj + θ0lj − d1j) +
∑
j∈JH
Ēj<0

Ēj(xj + θ0lj − d2j).

=
∑
j∈JH
Ej>0

(Ej + θ0δj)(xj + θ0lj − d1j)

+
∑
j∈JH
Ej<0

(Ej + θ0δj)(xj + θ0lj − d2j)

=
∑
j∈JH
Ej>0

Ej(xj − d1j) +
∑
j∈JH
Ej>0

Ejθ
0lj +

∑
j∈JH
Ej>0

θ0δj(xj − d1j)

+
∑
j∈JH
Ej>0

θ0δjθ
0lj +

∑
j∈JH
Ej<0

Ej(xj − d2j) +
∑
j∈JH
Ej<0

Ejθ
0lj

+
∑
j∈JH
Ej<0

θ0δj(xj − d2j) +
∑
j∈JH
Ej<0

θ0δjθ
0lj.
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En vertu des relations (2.9), l’estimation deviendra alors :

β(x̄, JB) = β(x, JB) + θ0
∑
j∈JH
Ej>0

Ej(d1j − xj) + θ0
∑
j∈JH
Ej<0

Ej(d2j − xj)

+ θ0
∑
j∈JH
Ej>0

δj(−lj) + θ0
∑
j∈JH
Ej<0

δj(−lj)

+ (θ0)2
∑
j∈JH
Ej>0

δjlj + (θ0)2
∑
j∈JH
Ej<0

δjlj

= β(x, JB)− θ0β(x, JB)− θ0δTH lH + (θ0)2δTH lH .

Finalement, on aura la formule suivante :

β(x̄, JB) = (1− θ0)β(x, JB)− θ0(1− θ0)lTDl

2.7.3 Changement de support

• Si θ0 = 1, alors le vecteur x0 = x̄ = x + l est une solution optimale du
probléme (2.1)
Le changement de support s’effectue lorsque θ0 < 1 et β(x̄, JB) > ε. Dans ce qui
suit, on énumère les différents changements de support suivant la valeur que prend
θ0.
• Si θ0 = θj1 , dans ce cas le choix de l’indice j0 n’est pas unique contrairemnet au
simplexe, ce qui est particulier à cette méthode. Lorsque ce cas se réalise pour un
indice j ∈ JB, on a alors

lj1 = −
∑
j∈JH

eTj1A
−1
B ajlj = −

∑
j∈JH

xj1jlj 6= 0,

où ej1 est un vecteur unitaire de dimension m dont la composante j1 vaut 1.
Il existe alors j0 ∈ JH tel que xj1j0 6= 0. Cette dernière condition nous assure par
conséquent que J̄B = (JB \ j1) ∪ j0 est bien un support.
Si on peut avoir xj1j0 6= 0, avec j0 ∈ JS, on posera donc

J̄B = (JB \ j1) ∪ j0, J̄S = (JS \ j0).

Sinon, on choisira un indice j0 ∈ JHH tel que lj0 6= 0 et on posera

J̄B = (JB \ j1) ∪ j0, J̄S = JS;

• Si θ0 = θjS . on pose :

J̄B = JB J̄S = JS \ jS.
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• si θ0 = θZ = σj∗ : dans ce cas, on aura

J̄B = JB J̄S = JS ∪ j∗.

Finalement, on pose

J̄P =
{
J̄B, J̄S

}
.

Une fois ces étapes exécutées, on recommence une autre itération avec le nou-
veau plan de support

{
x̄, J̄P

}
si β(x̄, J̄B) > ε, où le support J̄P satisfait les condi-

tions algébriques

det ĀB = detA (I, J̄B) 6= 0 et det M(J̄S, J̄S) 6= 0.

2.7.4 Algorithme de la méthode

Soit un nombre réel positif ou nul quelconque ε et un plan de support initial
{x, JP}, où JP = {JB, JS}.
Pour faciliter les calculs, on commence par JS = 0 et S = 0. Les étapes sedl’algo-
rithme sont les suivante :
1. Soit {x, JP} un support plan de départ
* Calculer le vecteur des potentiels yT = gTBA

−1
B et le vecteur des estimation

ET
H = gTH − yTAH ;

* Calculer β(x, JB)
— Siβ(x, JB) = 0, alors x est optimal ;
— Si β(x, JB) ≤ ε, alors x est ε− optimal;
— Si β(x, JB) ≥ ε, aller en 2 ;

2. Changement du plan x par x̄ = x+ θl
*Determination le sirection d’amélioration l ;
*Calculer le vecteur x̄+ θl ;
* Calculer l’estimation de suboptimalité β(x̄, JB) = (1− θ0) (β(x, JB)− θ0lDl) .

— Si β(x̄, JB) = 0, alors {x̄, JB} est optimal ;
— Si β(x̄, JB) ≤ ε, alors {x̄, JB} est ε− optimal;
— Sinon, aller en 3.

3. Changement du support JB par J̄B
* Si θ0 = 1 alors x̄ = x+ θ0l; β(x̄) = 0; x̄ est optimal.
* Si θ0 = θj0 , alors

— S’il existe j1 ∈ JS tel que xj0j1 6= 0, alors on pose :

J̄B = (JB) \ j0 ∪ j1, J̄S = JS \ j1, J̄P = {J̄B, J̄S}.
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— Sinon on choisit j1 ∈ JHH tel que lj1 6= 0, alors on pose :

J̄B = (JB) \ j0 ∪ j1, J̄S = JS, J̄P = {J̄B, J̄S}.
* Si θ0 = θjs , alors

J̄B = (JB),

J̄S = (JS) \ js,
J̄P = J̄B, J̄S.

* Si θ0 = θF , alors

J̄B = (JB),

J̄S = (JS) ∪ j∗,
J̄P = J̄B, J̄S.

(S = 2), aller en 1 avec le plan de support {x̄B, J̄p}

2.8 Exemple Numérique

Soit le problème quadratique suivant :

F (x) = 1
2
xTDx+ cTx→ min

x1 + 2x2 + x3 = 4

2x1 + x2 + x4 = 5

On a :

D =


2 1 0 0
1 12 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , c =


−2
8
0
0

 , b =

(
4
5

)

A =

(
1 2 1 0
2 1 0 1

)
, d1 = A =


0
0
0
0

 , d1 = A =


1
1
1
1


Soit x = (0, 0, 4, 5) un plan initial de problème. Posons JB = {3, 4},

JH = {1, 2}. Nous avons alors AB = (a3, a4) = I2 et AH = (a1, a2) =

(
1 2
2 1

)
,
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−A−1
B AH =

(
−1 −2
−2 −1

)
Déterminant la matrice M = ZTDZ, avec

Z = Z(J, JH) =

(
−A−1

B AH
IH

)
=


1 0
0 1
−1 −2
−2 −1


D’oú

M = ZTDZ =

(
1 0 1 2
0 1 2 1

)
2 1 0 0
1 12 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




1 0
0 1
−1 −2
−2 −1


=

(
2 1
1 12

)
Calculant le vecteur gradient g(x) = (JB, JH) :

g(x) = Dx+ c =


2 1 0 0
1 12 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




0
0
4
5

+


−2
8
0
0

 =


−2
8
0
0


JB =

(
0
0

)
, JH =

(
−2
8

)
D’où le vecteur des estimations :

EH = gH − (gTBA
−1
B AH)T =

(
−2
8

)
.

JS = ∅ , JHH = JH\JS = {1, 2}. La paire {x, JP}, avec JP = {JB, JS} est alors
le plan de support du probléme considéré.

On a :

β(x, JB) =
∑
j∈JH
Ej>0

Ej(xj − d1j) +
∑
j∈JH
Ej<0

Ej(xj − d2j)

= (5− 0)− 2(4− 1)

= 36 > ε

Itération 1 : :Le critère d’optimalité n’étant pas vérifié pour l’indice j0 = 1,
Calculons alors la direction d’amélioration l :
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l1 = d21 − x1, car E1 < 0

l2 = d12 − x2, car E2 > 0

alors l(JHH) =

(
1
0

)
l(JS) = 0 carJS = ∅

l(JB) = −A−1
B A(I, 1) =

(
−1
−2

)
Calculons le pas θ0 le long de cette direction :

θj0 = θ1 =∞, car E1 < 0,

θj1 = minθj
j∈JB

= min{θ3, θ4}, avec

{
θ3 = 4

θ4 =
5

2
=⇒ θj1 = θ4 = 5 \ 2⇒ j1 = 4

θjS =∞,car JS = φ

θF = {|E1|
α
, } avec α = lTDl = 2, ⇒ θF = 1.

Donc θ0 = min{θj0 , θj1 , θjS , θF} = θF = 1.
On a alors le nouveau plan :

x̄ = x+ θ0l =


1
0
3
3


Donc

J̄B = JB = {3, 4}; J̄S = {1}; J̄HH = {2}; J̄P = {J̄B, J̄S}

On recommence alors une nouvelle itération avec le plan de support {x̄, J̄P}

Calculons alors le nouveau vecteur des estimations :

g(x̄) = Dx̄+ c =


2 1 0 0
1 12 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




1
0
3
3

+


−2
8
0
0

 =


0
9
0
0

 ,

ĒH =

(
0
9

)
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Le critère d’optimalité (2.6) étant vérifié, le vecteur x0 = (1, 0, 3, 3) est alors un
plan optimal avec F (x0) = −1
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Chapitre 3

Résolution d’un problème de
contrôle optimal linéaire par la
méthode adaptée

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on résout le probème de contrôle optimal par une autre ap-
proche qui est un couplage de la méthode de discrétisation et de la procédure finale.
La solution du problème discret permet de trouver un support qu’on utilisera dans
la résolution du probléme initial.

3.2 Position du problème

Dans l’intervalle de temps T = [0, t1], considérons un probléme terminal de
contrôle optimal :

Z(u(t1)) = cTx(t1)→ max
u

;

ẋ(t) = Ax+ bu, x(0) = x0;

Hx(t1) = g;

d1 ≤ u(t) ≤ d2, t ∈ T = [0, t1].

(3.1)

où
— Z(u) est le critère de qualité ;
— x(t) : vecteur de dimension n représentant la position du systéme

á l’instant t ;
— A : matrice (réelle) carrée d’ordre n qui caractérise le systéme ;
— b : vecteur de Rn ;
— H : est une matrice d’ordre m× n, avec rang H = m ≤ n;
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— g : est un vecteur de Rm;
— c : vecteur de Rn (vecteur des coûts) ;
— u(t) : est une commande à l’instant t (signal d’entrée), fonction scalaire

constante par morceaux, telle que d1 ≤ u(t) ≤ d2; t ∈ T = [0, t1];
— d1 et d2 sont des vecteurs de dimension n ;
— I = {1, ....,m}, J = {1, ...., n} sont des ensembles d’indices.

La solution du système dynamique par la formule de Cauchy est égale à :

x(t) = F (t)(x0 +

∫ t

0

F−1(τ)bu(τ)dτ), t ∈ T ; (3.2)

où F (t) = eAt, t ∈ T = [0, t1] est la solution (résolvante) du système :{
Ḟ (t) = AF (t);
F (0) = Id, t ∈ T.

En utilisant la formule (3.2), Le problème (3.1) devient un problème de variable
u(t), t ∈ T : 

Z(u) = cTx(t1) = cTF (t1) +

∫ t1

0

p(t)u(t)dt→ max∫ t1

0

ϕ(t)u(t)dt = g −HF (t1)x0.

d1 ≤ u(t) ≤ d2, t ∈ T.

(3.3)

où, p(t) = cTF (t1)F−1(t)b , ϕ(t) = HF (t1)F−1(t)b.

Définition 3.1. La commande u(t) est admissible si elle satisfait les contraintes.

Hx(t1) = g et d1 ≤ u(t) ≤ d2, t ∈ T = [0, t1].

Définition 3.2. Une commande admissible u0(t) est alors dite optimale si et
seulment si :

Z(u0) = max
d1≤u(t)≤d2

Z(u).

Définition 3.3. Pour ε ≥ 0, la commande uε(t) est dite ε-optimale (solution
approchée) si :

Z(u0)− Z(uε) ≤ ε.

3.3 Commandabilité des systèmes linéaires autonome :

Définition 3.4. un système et défini par :
dx

dt
=Ax(t) + bu(t), x0 = x(0) est dit

”non autonome”, et il est dit” autonome” si les matrices A(t) = A et b(t) = b sont
constantes.
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Définition 3.5. le système ẋ(t) = Ax(t) + bu(t) où l’état x ∈ Rn, la commande
(on dit aussi l’entrée ) u ∈ Rm et les matrice A et b sont constantes et de taille
n × n et n ×m respectivement, est contrôlable (ou commandaable) si pour tous
les états x0, x1 ∈ Rn

∗ , il existe une commande mesurable, bornée u(t) telle que la
trajectoire associée reliè x0 et x1 en un temps fini T .

3.3.1 Le critére de Kalman

Il existe une caractérisation algébrique de la contrôlabilité d’un système linéaire
due à Kalman, en général, facilement applicable. Soient A et b deux matrices
constantes sur [t0, t1] et on note C = (A|b) = (b, Ab, . . . , An−1b) ∈ Mn,mn(R) la
matrice dont les colonnes sont constituées par celles de b, . . . , An−1b.

Téoréme : (Critére de Kalman)[28]

Le système autonome ẋ(t) = Ax(t) + bu(t) + r(t) est comondable en temps t1
(quelconque) si et seulement si la matrice de commandabilité de Kalman C est de
rang n = dim (x), on écrit :

rang(A|b) = n.

L’essentiel de la preuve est contenu dans le lemme suivant :

lemme

La matrice C est de rang n si et seulement si l’application linéaire
φ : L∞([0, t1],Rm)→ Rn

u→
∫ t1

0

et1−tbu(t)dt

est surjective.

Preuve du lemme

Supposons tout d’abord que rang C < n, et montrons que Φ n’est pas surjec-
tive.
L’application C étant non surjective, il existe un vecteur ψ ∈ Rn, que l’on suppo-
sera être un vecteur ligne, tel que ψ C = 0. Par conséquent :

ψb = ψAb = ... = ψAn−1b = 0.

Or d’après le théorème d’Hamilton-Cayley, il existe des réels a0, a1, ..., an−1

tels que :

An = a0I + a1A+ ... = an−1A
n−1.
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On déduit par récurrence immédiate que pour tout entier K :

ψAkb = 0.

et donc, pour tout t ∈ [0, t1]

ψetAb = 0.

Par conséquent pour tout contrôle u on a :

ψ

∫ t1

0

e(t1−t)ABu(t)dt = 0

i.e. ψΦ(u) = 0, ce qui montre que Φ n’est pas surjective.
Réciproquement : Si Φ n’est pas surjective, alors il existe un vecteur ligne

ψ ∈ Rn/{0} tel que pour tout contrôle u on ait :

ψ

∫ t1

0

e(t1−t)Abu(t)dt = 0

Ceci implique, pour tout t ∈ [0, t1] :

ψe(t1−t)Ab = 0

En t = t1 on obtient ψb = 0. Ensuite, en dérivant par rapport à t, puis en prenant
t = t1, on obtient ψAb = 0. Ainsi par dérivations successives on obtient finalement :

ψb = ψAb = ... = ψAn−1b = 0,

donc ψ C = 0, et donc rang C < n
Ce lemme permet maintenant de montrer facilement le théorème.

Preuve. Si la matrice C est de rang n, alors d’après le lemme précédent l’appli-
cation Φ est surjective, i.e. φ(L∞) = Rn. Or pour tout contrôle u , l’extrémité au
temps t1 de la trajectoire associée à u est :

x(t1) = et1Ax0 +

∫ t1

0

e(t1−t)A(bu(t) + r(t))dt

donc l’ensemble accessible en temps t1 depuis un point x0 ∈ Rn est :

Acc(t1, x0) = et1Ax0 +

∫ t1

0

e(t1−t)Ar(t)dt+ Φ(L∞) = Rn

et donc le système est contrôlable.
Réciproquement : Si le système est contrôlable, alors il est en particulier contrôlable
en x0 défini par :

x0 = −etfA
∫ tf

0

e(tf−t)Ar(t)dt
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Or en ce point l’ensemble accessible en temps tf sâécrit :

Acc(T1, x0) = Φ(L∞),

et le système étant contrôlable cet ensemble est égal à Rn, ce qui prouve que
Φ est surjective, et donc d’après le lemme, la matrice C est de rang n.

La condition de Kalman ne dépend ni de tf ni de x0. Autrement dit, si un
système linéaire autonome est contrôlable en temps t1 depuis x0 alors il est contrôlable
en tous temps depuis tout point. �

Exemple 3.1. Considérons le système dynamique linéaire autonome suivant :{
x1 = x2

x2 = x1 − u

oú :

A =

(
0 1
1 0

)
et B =

(
0
−1

)

Pour vérifier la contrôlabilité de ce système, il suffit de calculer le déterminant
de la matrice de Kalman. Par conséquent, la matrice de Kalman C est donnée par :

C = (A,B) =

(
0 −1
−1 0

)

Le déterminant de C est égal à : det(C) = −1 6= 0 , donc le rang (C) = 2, d’oú
le système est contrôlable.

3.4 Support de contrôle

Définition 3.6. Soient {τ1, τ2, ..., τm} m points isolés de T ,
et τB = {τi, i = 1, ....,m}.
A chaque τi, on associe un intervalle de la forme Ti = [τ i, τ i] tel que :

Ti ∩ Tj = ∅;

L’ensemble TB et son complèmentaire Tc sont définis par :

TB =
m⋃
i=1

Ti et Tc = T/TB;
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1.Support du problème
L’ensemble τB est appelé support (appui) du problème si la matrice de support
ϕ(τB) est inversible, c’est-à-dire det ϕ(τB) 6= 0

2. Support généralisé du problème
L’ensemble TB est appelé support généralisé du problème (3.1) si le système{

ẋ = Ax(t) + bu(t),
Hx(t1) = 0.

(3.4)

n’admet pour u(t) = 0, t ∈ TH que la solution triviale u(t) = 0, t ∈ TB, mais pour
tout intervalle T ∗ = [τ∗, τ

∗], T ∗ ⊂ TH , τ∗ 6= τ ∗ et

u(t) =

{
0 pour t ∈ TH \ T ∗
u∗ pour t ∈ TB ∪ T ∗

le système (3.4) admet une solution non triviale, i.e : u(t) 6= 0, t ∈ TB ∪ T ∗ dans
la classe des contrôles constants sur Ti, 1,m

Remarque 3.1. La notion de support est très liée avec la notion de contrôlabilité

Définition 3.7. La paire {u, τB} formée d’une commande admissible
u = u(t), t ∈ T et d’un support τB est appelée ”support contrôle ”

Définition 3.8. Le commande support est dite non dégénerée s’il existe de tels
nombres λ0 > 0, µ0 > 0, uλi , i = 1,m telque, ∀λ, 0 < λ < λ0, les relations suivantes
sont vérifiées.

m∑
i=1

∫ ti+λ

ti−λ

ϕ(t)u(t)dt =
m∑
i=1

uλi

∫ ti+λ

ti−λ
ϕ(t)dt

d1 + µ0 ≤ uλi ≤ d2 + µ0 i = 1,m

3.5 Accroissement de la fonctionnelle

Soit {u, τB} un support-contrôle non dégénéree de départ, x(t) sa trajectoire
correspondante. En utilisant le support, on construit le vecteur des potentiels :

yT = pTBϕ
−1
B , où pTB = p(Ij, J = 1,m)

et la co-commande :

E(t) = −ψT (t)b t ∈ T, (3.5)

où ψ(t) est la solution du systéme conjugué :

ψ̇(t) = −ATψ; ψ(t1) = c−HTy. (3.6)
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E(t) peut être écrit d’une autre manière :

E(t) = −ψT (t)b,

= −(c−HTy)TF (t1)F−1(t)b,

= yTHF (t1)F−1(t)b− cTF (t1)F−1(t)b.

D’où

E(t) = yTϕ(t)− p(t), t ∈ T.
On considère une autre commande admissible ū(t) = u(t) + ∆u(t), t ∈ T et sa

trajectoire correspondante x̄(t) = x(t) + ∆x(t), t ∈ T.
L’accroissement de la fonctionnelle s’écrit alors :

∆Z(u(t)) = Z(ū)− Z(u)

=

∫ t1

0

p(t)∆u(t)dt,

=

∫ t1

0

(yTϕ(t)− E(t))∆u(t)dt,

=

∫ t1

0

yTϕ(t)∆u(t)dt−
∫ t1

0

E(t)∆u(t)dt,

= −
∫ t1

0

E(t)∆u(t)dt.

(3.7)

car

∫ t1

0

yTϕ(t)∆u(t)dt = 0. En effet, de l’admissibilité de u(t) et ū(t), nous

avons :∫ t1

0

yTϕ(t)∆u(t) = yT (HF (t1)F−1(t1)b(ū(t)− u(t)))dt,

= yT (Hx̄(t1)−Hx(t1) = yT (g − g) = 0

3.6 La valeur de suboptimalité

Comme u(t) et ū(t) sont admissibles, on a alors :

d1 − u(t) ≤ ∆u(t) ≤ d2 − u(t), t ∈ T. (3.8)

Le maximum de la croissante de la fonctionnelle ( 3.7) sous les contraintes (3.8)
est atteint pour :  ∆u(t) = d1 − u(t) si E(t) ≥ 0

∆u(t) = d2 − u(t) si E(t) ≤ 0
∆u(t) = 0 si E(t) = 0, t ∈ T

(3.9)
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et est égal à :

β = β(u, τB) =

∫
T+

E(t)(u(t)− d1)dt+

∫
T−
E(t)(u(t)− d2)dt, (3.10)

où :
T+ = {t ∈ T,E(t) > 0}, T− = {t ∈ T,E(t) < 0}.

Le nombre β(u, τB) est appelé valeur de suboptimalité du support-contrôle
{u, τB}.
On déduit que l’inégalité,

J(ū)− J(u) ≤ β(u, τB), ∀ū

et pour ū = u0, on a :

J(u0)− J(u) ≤ β(u, τB).

de cette dernière inégalité on deduit le critère suivant

3.7 Critère d’optimalité

Théorème 3.1. [17] Pour l’optimalité du support-contrôle {u, τB}, les relations
suivantes :  u(t) = d1 si E(t) > 0,

u(t) = d2 si E(t) < 0,
d1 ≤ u(t) ≤ d2 si E(t) = 0, t ∈ T.

(3.11)

sont suffisantes, et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont nécessaires
pour l’optimalité du support-contrôle {u, τB}.

Preuve.
1.Condition suffisante :

Si les relations (3.11) sont vérifiées, alors β(u, τB) = 0. Comme
∆Z(u) = Z(ū) − Z(u) ≤ β(u, τB) ∀ ū, ce qui implique Z(ū) ≤ Z(u),∀ū. Par
conséquent, {u, τB} est un support-contrôle optimal.

2.Condition nécessaire :
Soit {u, τB} un support-contrôle optimal non dégénéré et supposons que les rela-
tions (3.11) ne sont pas vérifiées, c’est-à-dire :

∃(t0) ∈ T, tq : E(t0) > 0 et u(t0) > d1 où E(t0) < 0 et u(t0) < d2.
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supposons que E(t0) > 0 et u(t0) > d1

Construisons le contrôle ∆u(t) de la manière suivante :

∆u(t) =

{
−θ, si t = t0, θ > 0,

0, si t ∈ TH/t0.
L’accroissement de la fonctionnelle devient :

∆Z(u) = Z(ū)− Z(u),

= −
∫ t1

0

E(t)∆u(t)dt,

= −E(t0)∆u(t0)−
∫
T/t0

E(t)∆u(t)dt,

= θE(t0).

(3.12)

Par conséquent, ∆Z(u(t)) = θE(t0) > 0, ce qui implique : Z(ū(t)) > Z(u(t))
et ceci contredit l’optimalité de u(t).
�

Remarque 3.2. Le critère d’optimalité peut être écrit sous forme du principe du
maximum , en utilisant la fonction Hamiltonienne

H(u(t), x(t), ψ(t), t) = ψT (t)(Ax(t) + bu(t)),

où ψ(t), t ∈ T est la solution du système conjugué (3.6). La condition suivante :

H(u(t), x(t), ψ(t), t) = max
d1≤u(t)≤d2

H(u(t), x(t), ψ(t), t), t ∈ T.

est suffisante et dans le cas de non dégénérescence, elle est nécessaire pour l’opti-
malité du support-contrôle {u(t), τB}.

3.7.1 Principe du Suboptimalité

Théorème 3.2. [26] (Critère de Suboptimalité ou critère ε-optimalité)
Soit ε > 0, donné. Le contrôle admissible u(t), t ∈ T, est ε− optimal si et seulement
s’il existe un tel support τB tel que u(t) et sa trajectoire correspondante x(t), t ∈ T
vérifient la condition ε− optimalité :

H(u(t), x(t), ψ(t), t) = max
d1≤u(t)≤d2

H(u(t), x(t), ψ(t), t)− ε(t), t ∈ T,

avec

∫ t1

0

ε(t)dt ≤ ε.
(3.13)

Preuve.
1. Condition suffisante : Supposons que la condition (3.13) soit vérifiée ; de

la valeur de suboptimalité (3.10) du support-contrôle {u, τB}, et de la formule (3.5)
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on déduit :

β(u, τB) =

∫
T+

E(t)(u(t)− d1)dt+

∫
T−
E(t)(u(t)− d2)dt,

=

∫
T+

ψT (t)b(d1 − u(t))dt+

∫
T−
ψT (t)b(d2 − u(t))dt,

=

∫
T+

(ψT (t)Ax+ ψT bd1 − ψT (t)Ax− ψT (t)bu(t))dt,

+

∫
T−

(ψT (t)Ax+ ψT bd2 − ψT (t)Ax− ψT (t)bu(t))dt,

=

∫
T+

ψT (Ax+ bd1)dt+

∫
T−
ψT (Ax+ bd2)dt−

∫ t1

0

ψT (Ax− bu(t))dt,

=

∫ t1

0

max
d1≤u(t)≤d2

H(u(t), x(t), ψ(t), t)−H(u(t), x(t), ψ(t), t)dt,

=

∫ t1

0

ε(t)dt.

(3.14)
En utilisant l’équation (3.13), on obtient : β(u, τB) ≤ ε, et comme

Z(ū)− Z(u) < β(u, τB) ≤ ε. Donc le contrôle ū(t) est ε− optimal.

2. Condition nécessaire :
Soit u(t), t ∈ T une commande ε− optimal de la formule (3.10) pour un certain
support τB, on calcule la valeur de suboptimalité β(u, τB) écrite sous la forme :

β = β(u, τB) =

∫ t1

0

E(t)u(t)dt−
∫
T+

E(t)d1dt−
∫
T−

E(t)d2dt. (3.15)

Introduisons le problème dual du problème (3.1) :
L(z, v(t), w(t) = cTF (t1)x0 + ḡT z +

∫ t1

0

v(t)d1dt+

∫ t1

0

w(t)d2dt→ min

zTϕ(t)− v(t) + w(t) = c(t)

v(t) ≥ 0, w(t) ≥ 0, t ∈ T
(3.16)

où

ḡ = g −HF (t1)x0
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Ici les fonctions v(t), w(t), t ∈ T, pour z(I) = y(I), définies de la maniére suivante : v(t) = E(t), w(t) = 0 si E(t) > 0;

v(t) = 0, w(t) = −E(t) si E(t) < 0.

Forment un plan dual du problème (3.15)
Désignons par (z0, v0(t), w0(t), t ∈ T ) une solution optimale.
De la valeur de suboptimalité (3.10) et en vertu des relation (3.7) et (3.15) on
obtient :

β = β(u, τB) =

∫ t1

t0

yTϕ(t)u(t)dt−
∫ t1

t0

p(t)u(t)dt−
∫ t1

t0

v(t)d1dt+

∫ t1

t0

w(t)d2dt.

Or, on a : ∫ t1

0

yTϕ(t)u(t)dt = ḡTy

et de la relation de dualité, on obtient :

Z(u0) = L(y0, v0, w0).

Donc :∫ t1

0

p(t)u0(t)dt = ḡTy0 −
∫ t1

0

v0(t)d1dt+

∫ t1

0

w0(t)d2dt.

De cette égalité, la valeur de la suboptimalité prend la forme :

β =

∫ t1

0

p(t)u0(t)dt−
∫ t1

0

p(t)u(t)dt

+ ḡTy −
∫ t1

0

v(t)d1dt+

∫ t1

0

w(t)d2dt+ ḡTy0

+

∫ t1

0

v0(t)d1dt−
∫ t1

0

w0(t)d2dt,

β = β(u, τB) = βu + βB.

où

βu =

∫ t1

0

p(t)u0(t)dt−
∫ t1

0

p(t)u(t)dt

est appelée la mesure de la non optimalité de la commande u(t), t ∈ T , et

βB = ḡTy −
∫ t1

0

v(t)d1dt+

∫ t1

0

w(t)d2dt− ḡTy0 +

∫ t1

0

v0(t)d1dt−
∫ t1

0

w0(t)d2dt

est la mesure de la non optimalité de support τB. Si à la commande
u(t), t ∈ T , on associe un support τ 0

B optimal, c’est-à-dire β(τ 0
B) = βB = 0, alors :

β(u, τ 0
B) = βu ≤ ε, (3.17)
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car u est ε-optiamle. Posons :

ε(t) =


E(t)(u(t)− d1)) si t ∈ T+,

E(t)(u(t)− d2)) si t ∈ T−,

0, si E(t) = 0, t ∈ T.

(3.18)

En utilisant la co-commande, on obtient :

ε(t) =


ψT (t)(Ax(t) + bd1)− ψT (t)(Ax(t) + bu(t)) si ψT (t)b < 0,

ψT (t)(Ax(t) + bd2)− ψT (t)(Ax(t) + bu(t)) si ψT (t)b > 0,

0. si ψT (t)b = 0.

En utilisant la fonction Hamiltonienne, ε(t) sera égal à :

ε(t) = max
d1≤u(t)≤d2

H(x(t), ψ(t), u(t))−H(x(t), ψ(t), u(t)), t ∈ T (3.19)

Des conditions (3.18) et (3.19) découle alors la condition ε−maximum.
�

3.7.2 Détermination d’un support-contrôle de départ

La construction d’un contrôle de départ admissible doit respecter deux condi-
tions. En ce qui concerne le support, une seule condition est à vérifier. Tout
d’abord, on choisit un contrôle qui vérifie la contrainte d1 ≤ u(t) ≤ d2, et on
calcule la trajectoire correspondante x(t). Après, on utilise cette solution pour tes-
ter la quantité Hx(t1) = g :
1. Si Hx(t1) = g, alors le contrôle u(t) est admissible.
2. Si Hx(t1) 6= g, alors le contrôle n’est pas admissible et pour atteindre g, on
ajoute des variables des écarts pour transformer la contrainte inégalité en égalité.
Après la vérification des deux conditions, on choisit un support
τB = {τj; j = 1, ...,m}, tel que det(ϕB) 6= 0.

3.8 Méthode de résolution

Soit {u(t), τB} un support-contrôle admissible de départ ne vérifiant pas la
condition du principe du ε−maximum. La transformmation {u(t), τB} vers {ū(t), τ̄B}
est constituée de trois procédures :
1. Changement de contrôle u(t) −→ ū(t)
2. Changement du support τB −→ τ̄B
3.La procédure finale.
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3.8.1 Changement de contrôle

On construit un nouveau contrôle admissible sous la forme :
ū(t) = u(t) + θl(t), t ∈ T, où l(t) est la direction d’amélioration du contrôle
u(t), t ∈ T et θ est le pas maximal admissible le long de cette direction.
Détermination de la direction admissible l(t)
Sur TH , on pose θ = 1
La direction est définie de sorte à maximiser l’accroissement de la fonctionnelle :

l(t) =

 d1 − u(t), si E(t) > 0,
d2 − u(t), si E(t) < 0,
0, si E(t) = 0,

Comme u(t) et ū(t), sont admissible, on obtient :

θ

∫ t1

0

ϕ(t)l(t)dt = 0, avec θ 6= 0.

Alors : ∫
TB

ϕ(t)l(t)dt+

∫
TH

ϕ(t)l(t)dt = 0,

Ce qui implique : ∫
TB

ϕ(t)l(t)dt = −
∫
TH

ϕ(t)l(t)dt,

Comme l(TB) est constante et ϕ(TB) est inversible, donc :

l(TB) = −ϕ−1(TB)

∫
TH

ϕ(t)l(t)dt.

Détermination du pas maximal :

Nous avons d1 ≤ ū(t) ≤ d2, ce qui implique :

d1 ≤ u(t) + θl(t) ≤ d2, t ∈ T.
D’où :

d1 − u(t) ≤ θl(t) ≤ d2 − u(t), t ∈ T. (3.20)

Pour que la condition (3.20) soit vérifiée, il faut chercher un pas θ = θ(t0) :
avec θ(t0) = minθ(t) et tel que :

θ(t) =



d1 − u(t)

l(t)
, si l(t) < 0,

d2 − u(t)

l(t)
, si l(t) > 0,

∞, si l(t) = 0, t ∈ TB.

(3.21)
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Par conséquent, le pas maximal est donné par :

θ0 = min(1, θ(t0)).

Calculons le nouveau contrôle : La direction et le pas maximal calculés précédemment,
nous permettent d’aboutir au nouveau contrôle :

ū(t) = u(t) + θ0l(t), t ∈ T.

Calculons la nouvelle valeur du suboptimalité :

β(ū(t), τB) =

∫
T+

E(t)(ū(t)− d1)dt+

∫
T−
E(t)(ū(t)− d2)dt,

=

∫
T+

E(t)(u(t) + θ0l(t)− d1)dt+

∫
T−
E(t)(u(t) + θ0l(t)− d2)dt,

=

∫
T+

E(t)(u(t)− d1), dt+

∫
T−
E(t)(u(t)− d2)dt

+

∫
T+

E(t)θ0l(t)dt+

∫
T−
E(t)θ0l(t)dt,

= β(u(t), τB)− θ0

∫
T+

E(t)(u(t)− d1)dt− θ0

∫
T−
E(t)(u(t)− d2)dt,

= β(u(t), τB)− θ0β(u(t), τB).
(3.22)

Par conséquent :
β(ū(t), τB)) = (1− θ0)(β(u(t), τB)).

Test :
A partir de la valeur de suboptimalité, on peut réaliser le test d’optimalité suivant :

1. Si β(ū(t), τB) = 0, alors le support-contrôle {ū(t), τB} est optimal.
2. Si β(ū(t), τB) ≤ ε alors le support-contrôle {ū(t), τB} est ε−optimal.
3. Si β(ū(t), τB) > ε alors le support-contrôle {ū(t), τB} n’est pas optimal,

alors on passe au changment de support.

3.8.2 Changement du support

Le changement du support consiste à remplacer le t0 ∈ TB par un autre t1 ∈ TH .
Le passage de τB vers τ̄B entraine le changement du vecteur des potentiels et des
estimations (co-contrôle) :

ȳ = y + σq(I) et Ē(t) = E(t) + σq(t), t ∈ T, (3.23)
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où q(t) est la direction admissible du changement de le co-contrôle et σ est le pas
maximal dual .

Construction de la direction admissible q(t) :
Posons

q(t) =

 1, si ū(t) = d1, t = t0
−1, si ū(t) = d2, t = t0
0, si t ∈ TB/t0.

(3.24)

Nous avons :

Ē(t) = ȳTϕ(t)− p(t) = yTϕ(t) + σq(I)ϕ(t)− p(t)

et ainsi
Ē(t) = E(t) + σq(t) = yTϕ(t)− p(t) + σq(t).

De là, on obtient : σq(I)ϕ(t) = σq(t), puisque σ 6= 0 alors q(I)ϕ(t) = q(t).
Sur TB, on a :

q(I) = q(TB)φ−1
B ,

Par conséquent :
qT (t) = q(TB)φ−1

B ϕ(t), t ∈ T.
Construction du pas dual maximal σ

Le pas maximal σ(t1) = σ0 est donné par :

σ0 = min
t∈TH

σ(t)

où :

σ(t) =



−E(t)

q(t)
si E(t)q(t) < 0, t ∈ TH

0, si E(t) = 0, et q(t) > 0, et u = d1,
ou E(t) = 0, et q(t) < 0, et u = d2.

∞, sinon t ∈ TH

(3.25)

Donc, t0 sera remplacé par t1 dans l’ensemble TB. Par conséquent, le nouveau
support est :

τ̄B = (τB/{t0}) ∪ t1
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Calculons la nouvelle valeur de la suboptimalité du support-contrôle {ū, τ̄B}.

β(ū, τ̄B) =

∫
T+

Ē(t)(ū(t)− d1)dt+

∫
T−
Ē(t)(ū(t)− d2)dt,

=

∫
T+

(E(t) + σ0q(t))(ū(t)− d1)dt+

∫
T−

(E(t) + σ0q(t))(ū(t)− d2)dt,

=

∫
T+

E(t)(ū(t)− d1)dt+

∫
T−
E(t)(ū(t)− d2)dt,

+ σ0

(∫
T+

q(t)(t)(ū(t)− d1)dt+

∫
T−
q(t)(t)(ū(t)− d2)dt

)
,

= β(ū, τB) + σ0

(∫
T+

q(t)(t)(ū(t)− d1)dt+

∫
T−
q(t)(t)(ū(t)− d2)dt

)
.

Finalement, on obtient :

β(ū, τ̄B) = (1− θ0)β(u(t), τB)− σ0k◦ ,

où : k◦ = −(1− θ0)

(∫
T+

q(t)(t)(ū(t)− d1)dt+

∫
T−
q(t)(t)(ū(t)− d2)dt

)
.

Test :
1. Si β(ū, τ̄B) = 0, alors le support-contrôle {ū, τ̄B} est optimal.
2. Si β(ū, τ̄B) ≤ ε, alors le support-contrôle {ū, τ̄B} est ε−optimal.
3. Si β(ū, τ̄B) > ε, alors le support-contrôle {ū, τ̄B} n’est pas optimal, et on

passe à la procédure finale.

3.8.3 Procédure finale

A partir du support τB obtenu à l’étape d’avant, on construit le co-contrôle
E(t) = −ψT b, t ∈ T, et construisons le quasi-contrôle w(t), t ∈ T

w(t) =

 d1, si E(t) > 0,
d2, si E(t) < 0,

∈ [d1, d2] si E(t) = 0, t ∈ T
(3.26)

et sa quasi-tajectoire correspondante X = X (t), t ∈ T tq :

Ẋ = AX (t) + bw, X (0) = x0.

où E(t) est calculé avec τB.
Si HX (t1) = g, alors le quasi-contrôle w(t), t ∈ T est optimal.
Si HX (t1) 6= g, alors on construit le vecteur :

λ(τB) = ϕ−1(τB)(g −HX (t1)), λ ∈ Rm
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A partir de ce vecteur, un test est effectué en comparant la norme pondérée de
g−HX (t1), i.e.‖λ(τB)‖ avec une valeur seuil µ, où µ > 0, donnée et qui représente
le paramètre de la méthode :

1. Si‖λ(τB)‖> µ , alors on change τB en τ̄B par la méthode duale.
2. si‖λ(τB)‖< µ , On passe à la l’étape finale.

Méthode duale
La méthode duale consiste à modifier le support τB, de telle sorte que la quan-

tité λ(t0) diminue jusqu’au point où le test sera négatif.
soit t0 ∈ τB, tel que : ∣∣λ(t0)

∣∣ = max
t∈τB
|λ(t)| > µ.

Le changement du support τB à τ̄B consiste à changer le co-contrôle E(t) par le
co-contrôle Ē(t) = E(t) + γδ(t), t ∈ T , où γ le pas dual le long de cette direction.
Pour cela cherchons la fonction

γ(t) =


−E(t)

δ(t)
si E(t)δ(t) < 0,

0, sinon

(3.27)

avec δ(t) = −sing(λ)(φ(tB))−1ϕ(t).
Construisons l’ensemble Tg(γ) = {t ∈ T, γ(t) < γ}. De là, la vitesse de décroissance
de la fonctionnelle du dual est égale à :

λ(γ) = −
∣∣λ(t0)

∣∣+ (d2 − d1) +

∫
Tg(γ)

|δ(t)| dt.

Par construction λ(0) < 0, et λ(γ) ≤ λ(γ̄) si γ < γ̄. Si γ > 0, alors le problème
(3.1) ne posséde pas de contrôle admissible, dans le cas contraire cherchons γ0 ≥ 0
tel que

λ(γ0 − γ) < 0, λ(γ0 + 0) ≥ 0

pour tout γ tq : 0 < γ < γ0 Cherchons t∗ ∈ T \ τB tel que :

E(t∗) + γ0δ(t
∗) = 0, δ(t∗) 6= 0.

On obtient alors le nouveau support τ̄ = (τB \ t0) ∪ t∗.

Étape finale

L’étape finale consiste à modifier le support τB obtenu à l’étape précédente
avec ‖λ(τB) < µ,jusqu’à la réalisation du test HX (t1) = g. Elle est basée sur la
méthode de Newton.

Désignons par T◦ = {t ∈ T : E(t) = 0} l’ensemble des points isolés tj et suppo-

sons que Ė(tj) 6= 0, j = {1, ...,m}. Cette étape consiste à déterminer

48



τ
◦
B = {τ ◦

j , j = 1, ....,m} à partir des équations :

(d2 − d1)
m∑
j=1

singe
(
Ė(tj)

)∫ tj

τ
◦
j

ϕ(t)dt = g −HX (t1). (3.28)

C’est-à-dire, trouver un τ
◦
B de sorte que HX (t1) = g. En effet, l’équation (3.28)

est obtenue à partir de la formule du Cauchy (3.2). Nous avons :

g −HX (t1) = g −H
[
F (t1)x0 +

∫ t1

0

F (t1)F−1(t)bw(t)dt

]
,

= g −HF (t1)x0 −
∫
TH

ϕ(t)w(t)dt−
∫
TB

ϕ(t)w(t)dt.
(3.29)

En identifiant la partie g −HF (t1)x0

∫
TH

ϕ(t)w(t)dt à zéro, ce qui implique :

HX (t1)− g =

∫
TB

ϕ(t)w(t)dt

Subdivisons l’ensemble TB en deux sous-ensembles :

T+
B = {tj ∈ TB, Ė(tj) > 0} T−B = {tj ∈ TB, Ė(tj) < 0}.

Notons par TB = {[tj − η, Tj + η], j = 1, ....,m} ,on aura ainsi :

HX (t1)− g =


∑m

j=1(d2 − d1)

∫ tj

τj

ϕ(t)dt, si Ė(tj) < 0,∑m
j=1−(d2 − d1)

∫ tj

τj

ϕ(t)dt, si Ė(tj) > 0.

(3.30)

Pour la résolution des équations (3.28), on prend comme approximation initiale de

τ
◦
B = {τ (◦)

j , j = 1, ...,m}, avec τ
◦
B = τB. Supposons connue la k−ème approxima-

tion τ
(k)
B = {τ (k)

j , j = 1, ...,m}. On a alors la relation de récurrence suivante :

τ
(k+1)
B = τ

(k)
B +

1

d2 − d1

{signe
(
Ė(tj)

)(
α(τ

(k)
B )j

)
, j = 1, ...,m},

où αj(τ
(k)
B ) est un vecteur calculé par la relation (3.27). Alors, la fonction

w
◦
(t) = w(t), t ∈ T est calculée par le support τ

◦
B qui est un contrôle optimal pour

le problème (3.1)

3.9 Conclusion :

Dacs ce chapitre nous avons rapellé la méthode directe dite ”adaptée de sim-
plexe” pour la résolution d’un probléme de contrôle optimal. L’algorithme de cette
méthode est d’un critère d’arrêrt qui peut donner une solution approchée avec une
précision choisié à l’avance.
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Chapitre 4

Résolution d’un problème de
contrôle optimal quadratique par
la méthode adaptée

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à un problème de contrôle optimal d’un
système dynamique linéaire avec un coût quadratique et un état initial et état final
sont fixé.

On se propose de développer une méthode de résolution pour minimiser un
critère quadratique terminal, et ce, en appliquant la méthode adaptée, conçue
déjà pour résoudre des problèmes de programmation quadratique convexe (voir le
chapitre 02 ).

4.2 Position de probléme

Sur un intervalle de temps T = [0, t1], considérons le probléme de minimisation
de la fonctionnelle :

Z(u) =
1

2
xT (t1)Dx(t1) + cTx(t1)→ min

u
(4.1)

ẋ(t) = Ax(t) + bu(t), x(0) = x0 (4.2)

Hx(t1) = g (4.3)

d1 ≤ u(t) ≤ d2, t ∈ T = [0, t1], (4.4)

— D : matrice symétrique semi−définie positive de dimension m
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— c : vecteur de dimension n ;

— x(t) : vecteur de dimension n représentant l’état du systéme á l’instant t ;

— u(t) : commande à l’instant t (signal d’entrée), fonction scalaire constante
par morceaux, telle que d1 ≤ u(t) ≤ d2; t ∈ T = [0, t1];

— x(0) = x0 : position initiale du systéme fixé ;

— A : matrice (réelle) carrée d’ordre n qui caractérise le systéme (pour plus
de simplicité on la suppose constante, c’est -à-dire ne dépendant pas de la
variable t) ;

— b : vecteur de Rn ;

— d1 et d2 sont des vecteurs de dimension n.

— H : est une matrice d’ordre m× n, avec rang H = m ≤ n
I = {1, ...,m}, J = {1, ..., n} l’ensemble des indices lignes et des colonnes de la
matrice A.
La solution du système différentiel (4.2) est donnée par la formule de Cauchy

x(t) = F (t)[x0 +

∫ t1

0

F−1(τ)bu(τ)dτ ] t ∈ T (4.5)

où F (t) = exp(At) est une matrice carrée d’ordre n, solution du système différentiel
homogéne {

Ḟ (t) = AF (t)
F (0) = In

(4.6)

In étant la matrice identité d’ordre n.
En remplaçant la valeur de x(t1) dans le problème (4.1) (4.4) on obtient la formu-
lation équivalente suivante :

Z(u) =
1

2
xT (t1)Dx(t1) + cTx(t1)→ min

ẋ(t) = Ax(t) + bu(t), x(0) = x0

HF (t1)x0 +

∫ t1

0

HF−1(τ)bu(τ)dτ = g,

d1 ≤ u(t) ≤ d2, t ∈ T = [0, t1],

(4.7)

où : g = g −HF (t1)x0, ϕ(t) = HF (t1)F−1(t)b.

Définition 4.1. La commande u(t) est dite admissible si elle satisfait les contraintes
(4.3)-(4.4).
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Définition 4.2. Une commande admissible u(t) est dite optimale si elle minimise
la fonctionnelle Z(u),i.e : Z(u0) = min

d1≤u(t)≤d2
Z(u).

et la trajectoire correspondante x0(t) est dite”trajectoire optimal”.

Définition 4.3. Une commande admissible uε(t) est dite ε−optimale si et seule-
ment si

Z(uε)− Z(u0) ≤ ε,

avec ε un nombre positif donné .

4.3 Support de contôle

Définition 4.4. Soient {τ1, τ2, ..., τm} m points isolés de T ,
et τB = {τi, i = 1, ....,m}.
A chaque τi, on associe un intervalle de la forme Ti = [τ i, τ i] tel que :

Ti ∩ Tj = ∅.
L’ensemble TB et son complèmentaire TH sont définis par :

TB =
m⋃
i=1

Ti et TH = T/TB.

1.Support du problème
L’ensemble τB est appelé support (appui) du problème si la matrice de support
ϕ(τB) est inversible, c’est-à-dire det ϕ(τB) 6= 0.

2. Support généralisé du problème
L’ensemble TB est appelé support généralisé du problème (4.1)(4.3) si le système{

ẋ = Ax(t) + bu(t),
Hx(t1) = 0.

(4.8)

n’admet pour u(t) = 0, t ∈ TH que la solution triviale u(t) = 0, t ∈ TB, mais pour
tout intervalle T ∗ = [τ∗, τ

∗], T ∗ ⊂ TH , τ∗ 6= τ ∗ et

u(t) =

{
0 pour t ∈ TH/T ∗
u∗ pour t ∈ TB ∪ T ∗

le système (4.8) admet une solution non triviale, i.e : u(t) 6= 0, t ∈ TB ∪ T ∗ dans
la classe des contrôles constants sur Ti, i = 1,m.

Définition 4.5. La paire {u, τB} formée d’une commande admissible
u = u(t), t ∈ T et d’un support τB est appelée support contrôle.
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Définition 4.6. Le commande support est dite non dégénerée s’il existe de tels
nombres λ0 > 0, µ0 > 0, uλi , i = 1,m telque, ∀λ, 0 < λ < λ0, les relations suivantes
sont vérifiées.

m∑
i=1

∫ ti+λ

ti−λ

ϕ(t)u(t)dt =
m∑
i=1

uλi

∫ ti+λ

ti−λ
ϕ(t)dt.

d1 + µ0 ≤ uλi ≤ d2 + µ0 i = 1,m.

4.4 Accroissement de la fonctionnelle

Soit {u, τB} un support-contrôle non dégénéré, et x(t), t ∈ T est la trajectoire
(4.2) correspondante, on considére une autre commande admissible
ū(t) = u(t)+ ∆u(t), t ∈ T et sa trajectoire correspondante x̄(t) = x(t)+ ∆x(t), t ∈
T L’accroissement de la fonctionnelle s’écrit alors :

∆Z(u(t)) = Z(ū)− Z(u)
= (Dx(t1) + c)T∆x(t1) + 1

2
∆x(t1)TD∆x(t1),

= (Dx(t1) + c)T
∫ t1

0

F (t)F−1(t)b∆u(t)dt+
1

2
∆x(t1)TD∆x(t1),

=

∫ t1

0

(Dx(t1) + c)TF (t)F−1(t)∆u(t)bdt+
1

2
∆x(t1)TD∆x(t1),

=

∫ t1

0

p(t)∆u(t)dt+
1

2
∆x(t1)TD∆x(t1).

(4.9)
où p(t) = Dx(t1) + c)TF (t)F−1(t)b.

Construisons le vecteur des potentiels y : yT = pBϕ
−1
B

et le vecteur des estimations

E(t) = −ψ(t)b, t ∈ T (4.10)

ψ(t) : est la solution du système conjuguée :{
ψ̇ = −ATψ,
ψ(t1) = (Dx(t1) + c)−HTy.

(4.11)

La solution ψ(t) est donnée par :
ψ(t) = (KT − HTy)F (t)F−1(t) où : K(x) = (Dx(t1) + c). Donc le vecteur des
estimations peut être écrit sous la forme :

E(t) = −ψ(t)b
= −(KT −HTy)F (t1)F−1(t)b
= −KTF (t1)F−1(t)b+HTyF (t1)F−1(t)b
= −p(t) + yTϕ(t), t ∈ T

Donc l’accroissement de la fonctionnelle prend la forme suivante :
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∆Z(u(t)) = Z(ū)− Z(u) =

∫ t1

0

p(t)∆u(t)dt+
1

2
∆x(t1)TD∆x(t1),

=

∫ t1

0

(yTϕ(t)− E(t))∆u(t)dt+
1

2
∆x(t1)TD∆x(t1),

=

∫ t1

0

yTϕ(t)∆u(t)dt−
∫ t1

0

E(t)∆u(t)dt+
1

2
∆x(t1)TD∆x(t1),

= −
∫ t1

0

E(t)∆u(t)dt+
1

2
∆x(t1)TD∆x(t1).

(4.12)

car

∫ t1

0

yTϕ(t)∆u(t)dt = 0.

En effet, de l’admissibilité de u(t) et ū(t), nous avons :∫ t1

0

yTϕ(t)∆u(t)dt =

∫ t1

0

yT (HF (t)F−1(t)b(ū(t)− u(t)))dt

=

∫ t1

0

yT (Hx̄(t1)−Hx(t1)) =

∫ t1

0

yT (g − g) = 0

Calcul de la Valeur de suboptimalité :

Le contrôle ū(t), t ∈ T est admissible, alors :

d1 − u(t) ≤ ∆u(t) ≤ d2 − u(t). (4.13)

Le maximum de l’accroissement de la fonctionnelle (4.12) sous les contraintes (4.13)
est atteint pour :

∆u(t) =

 d2 − u(t), si E(t) < 0,
d1 − u(t), si E(t) > 0,
0, si E(t) = 0, t ∈ T

(4.14)

et est égal à :

β(u, τB) =

∫
T+

E(t)(u(t)− d1) +

∫
T−
E(t)(u(t)− d2) +

1

2
∆x(t1)TD∆x(t1) (4.15)

appelée valeur de suboptimalité de support-contrôle {u, τB}, où :

T+ = {t ∈ T,E(t) > 0} T− = {t ∈ T,E(t) < 0}.

De là,

∆Z(u) = Z(ū)− Z(u) = −
∫ t1

0

E(t)∆u(t)dt+
1

2
∆x(t1)TD∆x(t1) ≤ β(u, τB),∀u
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4.5 Critére d’optimalité

Théorème 4.1. Les relations suivantes u(t) = d2, si E(t) < 0,
u(t) = d1, si E(t) > 0,
d1 ≤ u(t) ≤ d2, si E(t) = 0, t ∈ T

(4.16)

sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont nécessaires pour
l’optimalité du support-contrôle {u, τB}.

Preuve.
1.Condition suffisante : Si les relations (4.16) sont vérifiées, alors

β(u, τB) = 0. Comme ∆Z(u) = Z(ū) − Z(u) ≤ β(u, τB),∀ū, ce qui implique
Z(ū) ≤ Z(u),∀ū. Par conséquent, la paire {u, τB} est un support-contrôle optimal.

2.Condition nécessaire : Soit {u, τB} un support-contrôle optimal non dégénéré
et supposons que les relations (4.16) ne sont pas vérifiées, c’est-à-dire :

∃(t0) ∈ T, tq : E(t0) > 0 et u(t0) > d1 où E(t0) < 0 et u(t0) < d2.

supposons que ∃(t0) ∈ TH , tq : E(t0) > 0 et u(t0) > d1

Construisons le contrôle ∆u(t) de la manière suivante :

∆u(t) =

{
−θ, si t = t0, θ > 0,

0, si t ∈ TH/t0.
L’accroissement de la fonctionnelle devient :

∆Z(u) = Z(ū)− Z(u),

= −
∫ t1

0

E(t)∆u(t)dt+
1

2
∆x(t1)TD∆x(t1),

= −E(t0)∆u(t0)−
∫
T/t0

E(t)∆u(t)dt+
1

2
∆x(t1)TD∆x(t1),

= θE(t0)dt+ 1
2
∆x(t1)TD∆x(t1)

(4.17)

Par conséquent, ∆Z(u(t)) = θE(t0)dt +
1

2
∆x(t1)TD∆x(t1) > 0, ce qui im-

plique :
Z(ū(t)) > Z(u(t)) et ceci contredit l’optimalité de u(t).
�

4.5.1 Principe du maximum

Le critère d’optimalité peut être écrit sous forme du principe du minimum, en
utilisant la fonction Hamiltonienne
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H(u(t), x(t), ψ(t), t) = ψT (t)(Ax(t) + bu(t)),

où ψ(t), t ∈ T est la solution du système conjugué (4.11). La condition suivante :

H(u(t), x(t), ψ(t), t) = max
d1≤u(t)≤d2

H(u(t), x(t), ψ(t), t), t ∈ T

est suffisante et dans le cas de non dégénérescence, elle est nécessaire pour l’opti-
malité du support-contrôle {u(t), τB}.

4.5.2 Principe du Suboptimalité

Théorème 4.2. (Critère de Suboptimalité ou critère ε-optimalité)
Soit ε > 0, donné. Le contrôle admissible u(t), t ∈ T, est ε-optimal si et seulement
s’il existe un tel support τB tel que u(t) et sa trajectoire correspondante x(t), t ∈ T
vérifient la condition ε-maximum :

H(u(t), x(t), ψ(t), t) = max
d1≤u(t)≤d2

H(u(t), x(t), ψ(t), t)− ε(t), t ∈ T,

avec

∫ t1

0

ε(t)dt ≤ ε.
(4.18)

Preuve.
1. Condition suffisante : Supposons que la condition (4.18) soit vérifiée ; de la

valeur de suboptimalité (4.15) du support-contrôle {u, τB}, et de la formule (4.10)
on déduit :
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β(u, τB) =

∫
T−
E(t)(u(t)− d1)dt+

∫
T+

E(t)(u(t)− d2)dt+
1

2
(∆x(t1))TD(∆x(t1)),

=

∫
T−
E(t)(u(t)− d1)dt+

∫
T+

E(t)(u(t)− d2)dt+
1

2
(∆x(t1))TD(∆x(t1)),

=

∫
T−
ψT (t)b(d1 − u(t))dt+

1

2
(∆x(t1))TD(∆x(t1))

+
1

2
(∆u(t))TD(∆u(t)),

=

∫
T−

(ψT (t)Ax+ ψT bd1 − ψT (t)Ax− ψT (t)bu(t))dt

+

∫
T+

(ψT (t)Ax+ ψT bd2 − ψT (t)Ax− ψT (t)bu(t))dt

+
1

2
(∆x(t1))TD(∆x(t1)),

=

∫
T+

ψT (Ax+ bd1)dt+

∫
T−
ψT (Ax+ bd2)dt

−
∫ t1

0

ψT (Ax− bu(t))dt+
1

2
(∆x(t1))TD(∆x(t1)),

=

∫ t1

0

max
d1≤u(t)≤d2

H(u(t), x(t), ψ(t), t)dt−H(u(t), x(t), ψ(t), t)dt

+
1

2
(∆x(t1))TD(∆x(t1)),

=

∫ t1

0

ε(t)dt.

(4.19)
En utilisant l’équation (4.18), on obtient : β(u, τB) ≤ ε, et comme

Z(ū)− Z(u) < β(u, τB) ≤ ε. Donc le commonde ū(t) est ε− ptimal.

2. Condition nécessaire :
Soit u(t), t ∈ T une commande ε-optimal de la formule (4.15) pour un certain
support τB, on calculer la valeur de suboptimalité β(u, τB) écrite sous la forme :

β = β(u, τB) =

∫ t1

0

E(t)u(t)dt−
∫
T−
E(t)d2dt−

∫
T+

E(t)d1dt,

+
1

2
(∆(x(t1)))TD(∆(x(t1)))

(4.20)

Introduisons le problème dual du problème(4.1)-(4.4) :
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L(z(t), v(t), w(t) =

1

2
zTDz + ḡT z +

∫ t1

0

v(t)d1dt+

∫ t1

0

w(t)d2dt→ min

zTϕ(t)− v(t) + w(t) = c(t)

v(t) ≥ 0, w(t) ≥ 0, t ∈ T
(4.21)

De la valeur de suboptimalité (4.18) et en vertu des relations (4.12) et (4.20)on
obtient :

β = β(u, τB) =

∫ t1

0

yTϕ(t)u(t)dt−
∫ t1

0

p(t)u(t)dt−
∫ t1

0

v(t)d1dt+

∫ t1

0

w(t)d2dt,

+
1

2
(∆(x(t1)))TD(∆(x(t1)))

(4.22)
Or, on a : ∫ t1

0

yTϕ(t)u(t)dt = ḡTy

et de la relation de dualité, on obtient :

Z(u0) = L(y0, v0, w0).

Donc :∫ t1

0

p(t)u0(t)dt = b̄Ty0 −
∫ t1

0

v0(t)d1u(t)dt+

∫ t1

0

w0(t)d2dt.

De cette égalité, la valeur de la suboptimalité prend la forme :

β =

∫ t1

0

p(t)u0(t)dt−
∫ t1

0

p(t)u(t)dt

+ b̄Ty −
∫ t1

0

v(t)d1u(t)dt+

∫ t1

0

w(t)d2dt+ b̄Ty0

+

∫ t1

0

v0(t)d1u(t)dt−
∫ t1

0

w0(t)d2dt

+
1

2
(∆(x(t1)))TD(∆(x(t1))).

β = β(u, τB) = βu + βB.

où

βu =

∫ t1

0

p(t)u0(t)dt−
∫ t1

0

p(t)u(t)dt

est appelée la mesure de la non optimalité de la commande u(t), t ∈ T , et

βB = ḡTy −
∫ t1

0

v(t)d1u(t)dt+

∫ t1

0

w(t)d2dt− ḡTy0 +

∫ t1

0

v0(t)d1dt−
∫ t1

0

w0(t)d2dt,

− 1

2
(∆(x(t1)))TD(∆(x(t1)))
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est appelée la mesure de la non optimalité de support τB.
Si à la commande u(t), t ∈ T , on associe un support τ 0

B optimal, c’est-à-dire
β(τ 0

B) = βB = 0, alors :

β(u, τ 0
B) = βu ≤ ε, (4.23)

car u est ε optiamle. Posons :

ε(t) =

 E(t)(u(t)− d1)) si t ∈ T+

E(t)(u(t)− d2)) si t ∈ T−
0, si E(t) = 0, t ∈ T.

(4.24)

En utilisant la co-commande, on obtient :

ε(t) =


ψT (t)(Ax(t) + bd1)− ψT (t)(Ax(t) + bu(t)) ψT (t)b < 0,

ψT (t)(Ax(t) + bd2)− ψT (t)(Ax(t) + bu(t)) ψT (t)b > 0,

0. ψT (t)b = 0.

En utilisant la fonction Hamiltonienne, ε(t) sera égal à :

ε(t) = max
d1≤u(t)≤d2

H(x(t), ψ(t), u(t))−H(x(t), ψ(t), u(t)), t ∈ T (4.25)

Des condition (4.23) et (4.25) découle alors la condition ε−maximum. �

4.6 Méthode de résolution

Soit {u(t), τB} un support-contrôle admissible de départ ne vérifiant pas la
condition du principe du ε−maximum. La transformmation {u(t), τB} vers{ū(t), τ̄B}
est constituée de trois procédures :
1. Changement de contrôle u(t) −→ ū(t)
2. Changement du support τB −→ τ̄B
3.La procédure finale.

4.6.1 Changement de contrôle

On construit un nouveau contrôle admissible sous la forme :

ū(t) = u(t) + θl(t), t ∈ T, où l(t) est la direction d’amélioration du contrôle
u(t), t ∈ T et θ est le pas maximal admissible le long de cette direction.
Détermination de la direction admissible l(t)
Sur TH , on pose θ = 1

59



La direction est définie de sorte à maximiser l’accroissement de la fonctionnelle :

l(t) =

 d1 − u(t), si E(t) > 0,
d2 − u(t), si E(t) < 0,
0, si E(t) = 0,

Comme u(t) et ū(t), sont admissible, on obtient :

θ

∫ t1

0

ϕ(t)l(t)dt = 0, avec θ 6= 0.

Alors : ∫
TB

ϕ(t)l(t)dt+

∫
TH

ϕ(t)l(t)dt = 0

Ce qui implique : ∫
TB

ϕ(t)l(t)dt = −
∫
TH

ϕ(t)l(t)dt

Comme l(TB) est constante et ϕ(TB) est inversible, donc :

l(TB) = −ϕ−1(TB)

∫
TH

ϕ(t)l(t)dt.

Détermination du pas maximal :

Nous avons d1 ≤ ū(t) ≤ d2, ce qui implique :

d1 ≤ u(t) + θl(t) ≤ d2, t ∈ T.
D’où :

d1 − u(t) ≤ θl(t) ≤ d2 − u(t), t ∈ T (4.26)

Pour que la condition (4.26) soit vérifiée, il faut chercher un pas θ = θt0 avec :
θ(t0) = min θ(t) et tel que :

θ(t) =



d1 − u(t)

l(t)
, si l(t) < 0,

d2 − u(t)

l(t)
, si l(t) > 0,

∞, si l(t) = 0, t ∈ TB.

(4.27)

Par conséquent, le pas maximal est donné par :

θ0 = min(1, θ(t0)).
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Calculons le nouveau contrôle : La direction et le pas maximal calculés précédemment,
nous permettent d’aboutir au nouveau contrôle :

ū(t) = u(t) + θ0l(t), t ∈ T

Calculons la nouvelle valeur du suboptimalité :

β(ū(t), τB) =

∫
T+

E(t)(ū(t)− d1)dt+

∫
T−
E(t)(ū(t)− d2)dt+

1

2
(∆x(t1))TD(∆x(t1)),

=

∫
T+

E(t)(u(t) + θ0l(t)− d1)dt+

∫
T−
E(t)(u(t) + θ0l(t)− d2)dt

+
1

2
(∆x(t1))TD(∆x(t1)),

=

∫
T+

E(t)(u(t)− d1)dt+

∫
T−
E(t)(u(t)− d2)dt+

1

2
(∆x(t1))TD(∆x(t1)),

+

∫
T+

E(t)θ0l(t)dt+

∫
T−
E(t)θ0l(t)dt,

= β(u(t), τB)− θ0

∫
T+

E(t)(u(t)− d1)dt− θ0

∫
T−
E(t)(u(t)− d2)dt,

= β(u(t), τB)− θ0

(
β(u(t), τB)− 1

2
(∆x(t1))TD(∆x(t1))

)
(4.28)

Par conséquent :

β(ū(t), τB)) = (1− θ0)(β(u(t), τB) + θ0 1

2
(∆x(t1))TD(∆x(t1)).

Test :
A partir de la valeur de suboptimalité, on peut réaliser le test d’optimalité suivant :

1. Si β(ū(t), τB) = 0, alors le support-contrôle {ū(t), τB} est optimal.
2. Si β(ū(t), τB) ≤, ε alors le support-contrôle {ū(t), τB} est ε−optimal.
3. Si β(ū(t), τB) >, ε alors le support-contrôle {ū(t), τB} n’est pas optimal,

alors on passe au changment de support.

4.6.2 Changement du support

Le changement du support consiste à remplacer le t0 ∈ TB par un autre t1 ∈ TH .
Le passage de τB vers τ̄B entraine le changement du vecteur des potentiels et des
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estimations (co-contrôle) :

ȳ = y + σq(I) et Ē(t) = E(t) + σq(t), t ∈ T, (4.29)

où q(t) est la direction admissible du changement du co-contrôle et σ est le pas
dual maximal.

Construction de la direction admissible q(t) :
Posons

q(t) =

 1, si ū(t) = d1, t = t0,
−1, si ū(t) = d2, t = t0,
0, si t ∈ TB/t0.

(4.30)

Nous avons :

Ē(t) = ȳTϕ(t)− p(t) = yTϕ(t) + σq(I)ϕ(t)− p(t),

et ainsi
Ē(t) = E(t) + σq(t) = yTϕ(t)− p(t) + σq(t).

De là, on obtient : σq(I)ϕ(t) = σq(t), puisque σ 6= 0 alors q(I)ϕ(t) = q(t).
Sur TB, on a :

q(I) = q(TB)φ−1
B .

Par conséquent :
qT (t) = q(TB)φ−1

B ϕ(t), t ∈ T.
Construction du pas dual maximal σ

Le pas maximal σ(t1) = σ0 est donné par :

σ0 = min
t∈TH

σ(t)

où :

σ(t) =



−E(t)

q(t)
si E(t)q(t) < 0, t ∈ T

0, si E(t) = 0, et q(t) > 0, et u = d1,
ou E(t) = 0, et q(t) < 0, et u = d2, t ∈ TH .

∞, si non

(4.31)
Donc, t0 sera remplacé par t1 dans l’ensemble TB. Par conséquent, le nouveau

support est :

τ̄B = (τB/{t0}) ∪ t1
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Calculons la nouvelle valeur de la suboptimalité du support-contrôle {ū, τ̄B}.

β(ū, τ̄B) =

∫
T+

Ē(t)(ū(t)− d1)dt+

∫
T−
Ē(t)(ū(t)− d2)dt+

1

2
(∆x(t1))TD(∆x(t1)),

=

∫
T+

(E(t) + σ0q(t))(ū(t)− d1)dt+

∫
T−

(E(t) + σ0q(t))(ū(t)− d2)dt

+
1

2
(∆x(t1))TD(∆x(t1)),

=

∫
T+

E(t)(ū(t)− d1)dt+

∫
T−
E(t)(ū(t)− d2)dt+

1

2
(∆x(t1))TD(∆x(t1)),

+ σ0

(∫
T+

q(t)(t)(u(t)− d1)dt+

∫
T−
q(t)(t)(u(t)− d2)dt

)
,

= β(ū, τB) + σ0

(∫
T+

q(t)(t)(ū(t)− d1)dt+

∫
T−
q(t)(t)(ū(t)− d2)dt

)
.

Finalement, on obtient :

β(ū, τ̄B) = (1− θ0)(β(u(t), τB) + θ0
1

2
(∆x(t1))TD(∆x(t1))− σ0k◦ , (4.32)

où : k◦ = −(1− θ0)

(∫
T+

q(t)(t)(u(t)− d1)dt+

∫
T−
q(t)(t)(u(t)− d2)dt

)
.

Test :
1. Si β(ū, τ̄B) = 0, alors le support-contrôle {ū, τ̄B} est optimal.
2. Si β(ū, τ̄B) ≤ ε, alors le support-contrôle {ū, τ̄B} estε−optimal.
3. Si β(ū, τ̄B) > ε, alors le support-contrôle {ū, τ̄B} n’est pas optimal, et on

passe à la procédure finale.

4.6.3 Procédure finale

A partir du support τB obtenu à l’étape d’avant, on construit le co-contrôle
E(t) = −ψT b, t ∈ T, et construisons le quasi-contrôle w(t), t ∈ T

w(t) =

 d2, si E(t) > 0,
d1, si E(t) < 0,

∈ [d1, d2] si E(t) = 0, t ∈ T
(4.33)

et sa quasi-tajectoire correspondante X = X (t), t ∈ T tq :

Ẋ = AX (t) + bw(t), X (0) = x0

où E(t) est calculé avec τB.
Si HX (t1) = g, alors le quasi-contrôle w(t), t ∈ T est optimal.
Si HX (t1) 6= g, alors on construit le vecteur :

λ(τB) = ϕ−1(τB)(g −HX (t1)), λ ∈ Rm
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A partir de ce vecteur, un test est effectué en comparant la norme pondérée de
g−HX (t1), i.e. ‖λ(τB)‖ avec une valeur seuil µ, où µ > 0, donnée et qui représente
le paramètre de la méthode :

1. Si‖λ(τB)‖> µ, alors on change τB en τ̄B par la méthode duale.
2. Si‖λ(τB)‖< µ, On passe à la l’étape finale.

Méthode duale
La méthode duale consiste à modifier le support τB, de telle sorte que la quan-

tité λ(t0) diminue jusqu’au point où le test sera négatif.
soit t0 ∈ τB, tel que : ∣∣λ(t0)

∣∣ = max
t∈τB
|λ(t)| > µ.

Le changement du support τB à τ̄B consiste à changer le co-contrôle ∆(t) par le
co-contrôle Ē(t) = E(t) + γδ(t), t ∈ T , où γ le pas dual le long de cette direction.
Pour cela cherchons la fonction

γ(t) =


−E(t)

δ(t)
si E(t)δ(t) < 0,

0, sinon

(4.34)

avec δ(t) = −sing(λ)(ϕB(t))−1ϕ(t).
Construisons l’ensemble Tg(γ) = {t ∈ T, γ(t) < γ} . De là la vitesse de décroissance
de la fonctionnelle du dual est égale à :

λ(γ) = −
∣∣λ(t0)

∣∣+ (d2 − d1) +

∫
Tg(γ)

|δ(t)| dt.

Par construction λ(0) < 0, et λ(γ) ≤ λ(γ̄) si γ < γ̄. Si γ > 0, alors le problème
(4.1)-(4.4) ne posséde pas de contrôle admissible, dans le cas contraire cherchons
γ0 ≥ 0 tel que

λ(γ0 − γ) < 0, λ(γ0 + 0) ≥ 0

pour tout γ tq : 0 < γ < γ0 Cherchons t∗ ∈ T \ τB tel que :

E(t0) + γ0δ(t
∗) = 0, δ(t∗) 6= 0.

On obtient alors le nouveau support τ̄ = (τB \ t0) ∪ t∗.

Étape finale

L’étape finale consiste à modifier le support τB obtenu à l’étape précédente
avec ‖λ(τB)|< µ, jusqu’à la réalisation du test HX (t1) = g. Elle est basée sur la
méthode de Newton.

Désignons par T◦ = {t ∈ T : E(t) = 0} l’ensemble des points isolés tj et suppo-

sons que Ė(tj) 6= 0, j = {1, ...,m}. Cette étape consiste à déterminer
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τ
◦
B = {τ ◦

j , j = 1, ....,m} à partir des équations :

(d2 − d1)
m∑
j=1

singe
(
Ė(tj)

)∫ tj

τ
◦
j

ϕ(t)dt = g −HX (t1). (4.35)

C’est-à-dire, trouver un τ
◦
B de sorte que HX (t1) = g. En effet, l’équation (4.35)

est obtenue à partir de la formule du Cauchy (4.5). Nous avons :

g −HX (t1) = g −H
[
F (t1)x0 +

∫ t1

0

F (t1)F−1(t)bw(t)dt

]
,

= g −HF (t1)x0 −
∫
TH

ϕ(t)w(t)dt−
∫
TB

ϕ(t)w(t)dt.
(4.36)

En identifiant la partie g −HF (t1)x0

∫
TH

ϕ(t)w(t)dt à zéro, ce qui implique :

HX (t1)− g =

∫
TB

ϕ(t)w(t)dt.

Subdivisons l’ensemble TB en deux sous-ensembles :

T+
B = {tj ∈ TB, Ė(tj) > 0} T−B = {tj ∈ TB, Ė(tj) < 0}.

Notons par TB = {[tj − η, Tj + η], j = 1, ....,m}, on aura ainsi :

HX (t1)− g =


∑m

j=1(d2 − d1)

∫ tj

τj

ϕ(t)dt, si Ė(tj) < 0,∑m
j=1−(d2 − d1)

∫ tj

τj

ϕ(t)dt, si Ė(tj) > 0.

(4.37)

Pour la résolution des équations (4.35), on prend comme approximation initiale de

τ
◦
B = {τ (◦)

j , j = 1, ...,m}, avec τ
◦
B = τB. Supposons connue la k-ème approximation

τ
(k)
B = {τ (k)

j , j = 1, ...,m}. On a alors la relation de récurrence suivante :

τ
(k+1)
B = τ

(k)
B +

1

d2 − d1

{signe
(
Ė(tj)

)(
α(τ

(k)
B )j

)
, j = 1, ...,m},

où αj(τ
(k)
B ) est un vecteur calculé par la relation (4.34).

Alors, la fonction w
◦
(t) = w(t), t ∈ T est calculée par le support τ

◦
B qui est un

contrôle optimal pour le problème (4.1)-(4.4).

4.7 Shèma de l’algorithme

1. Test de commandabilité du système :
Calculer le rang [b, Ab, ...., An−1b] alors
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— Si rg[b, Ab, ...., An−1b] = n alors le système est commandable, aller en 2

— sinon arrêter le processus de résolution et le problème n’admet pas de solution
optimale.

2. Prendre un support contrôle de départ admissible {u, τB}, avec la trajectoire
admissible correspondante x(t), t ∈ T
Calculer la valeur de la fonctionnelle en u.
Déterminer la co-commande : E(t) = yTϕ(t)− p(t), t ∈ T

3. Test d’optimalité du support contrôle de départ {u, τB}

* Calculer la valeur de suboptimalité β(u, τB) = β.

— Si β = 0 alors arrêter le processus de résolution avec {u, τB} un support
contrôle optimal du problème (P).

— Si β ≤ 0 alors arrêter le processus de résolution avec {u, τB} un support
contrôle ε−optimal du problème (P).

— Sinon aller en 4.

4. Changement de commande u en ū où :

ū(t) = u(t) + ∆u(t), t ∈ T

(a) Détermination de direction l(t), t ∈ T avec

l(t) =

{
d2 − u(t) si t ∈ T−H = TH ∩ T−,
d1 − u(t) si t ∈ T+

H = TH ∩ T+

et

l(TB) = −ϕ−1(t)(TB)

∫
TH

Φ(t)l(t)dt

(b) Détermination du pas maximal θ0 = min(1, θ(t0)) avec θ(t0) = minθ(t),
t ∈ T où

θ(t) =


d2 − u(t)

l(t)
si l(t) < 0

d1 − u(t)

l(t)
si l(t) > 0

∞ si l(t) = 0, t ∈ TB

(4.38)
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(c) Calculer la nouvelle commande ū(t) où ū(t) = u(t) + θl(t), t ∈ T

5. Test d’optimalité du nouveau plan ū
Calculer la nouvelle valeur de suboptimalité correspondante β̄ = β(ū, τB), on peut
réaliser le test d’optimalité suivant :

— Si β̄ = 0 alors arrêter le processus de résolution avec {ū, τB} la commande
optimale.

— si β̄ ≤ ε, alors arrêter le processus de résolution avec {ū, τB} commande
ε−optimale.

— Si on, aller en 6

6. Changement de support τB −→ τ̄B : construire la quasi-commande w(t), t ∈ T

w(t) =

 d2, si E(t) < 0,
d1, si E(t) > 0,

∈ [d1, d2] si E(t) = 0, t ∈ T
(4.39)

et sa quasi trajectoire X = (X (t), t ∈ T )

Ẋ = AX + bw, X (0) = x0

— Si HX (t1) = g, alors arrêter le processus de résolution et la quasi-commande
w(t), t ∈ T est optimale pour le problème (P)

— Si non aller en 6-(a)

(a) Calculer
λ(TB) = ϕ−1(TB)(g −H(X)(t1))

— Si ‖λ(TB)‖> µ aller en 6-(b)
— Sinon aller en 7

(b) Déterminer t0

|λ(t0)| = max
t∈τB
|λ(t)| , t ∈ TB

Calculer

Ē(t) = E(t) + σ0δ(t)

Déterminer t∗ ∈ T/TB tel que

E(t∗) = 0, δ(t0) 6= 0.

Aller en 6-(a).
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7. Procédure finale : Déterminer le support optimal τ
◦
B à partir de récurrence

τ
(K+1)
B = τ

(K)
B +

1

d2 − d1

singĖ(tj)λjτ
(K)
B , j = 1,m

En prenant comme approximation initial τ̄B.
Arrêter le processus de résolution avec {w0(t), t ∈ T, τ̄ 0

B} un support-contrôle op-
timal du problème (P).
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4.8 Exemple d’application

soit le problème de contrôle optimal suivant :

Z(u) = 1
2
xT (2)Dx(2) + cTx(2) −→ min,

ẋ(t1) = x2

ẋ(t2) = u
Hx(2) = g

|u(t)| ≤ 1 , t ∈ [0, 2], x(0) =

(
1
0

)

où A =

(
0 1
0 0

)
b =

(
0
1

)
H =

(
2
1

)
g = 6

cT =
(
−3 1

)
D = I2

Le système est commandable car rang(b, Ab) = 2
La solution est donnée par

x(t) = F (t)[x0 +

∫ t

0

F−1(τ)bu(τ)dτ ] t ∈ T

avec

F (t) =

(
1 t
0 1

)
=⇒ F−1(t) =

(
1 −t
0 1

)
et F (2) =

(
1 2
0 1

)
Soit la commande constante par morceau suivante

u(t) =

{
1 sur [0, 1]
−1 sur [1, 2]

Vérifions que la commande u(t) est admmissible
Sur[0, 1]

x(t) = F (t)[x0 +

∫ t

0

F−1(τ)bu(τ)dτ ]

=

(
1 t
0 1

)(
1
0

)
+

∫ t

0

(
1 t
0 1

)(
1 −τ
0 1

)(
0
1

)
dτ

=

(
1
0

)
+

(
1

2
t2

t

)
=

(
1

2
t2 + 1

t

)
⇒ x(1) =

(
3
2
1

)
Sur[1,2]
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x(t) = F (t)[x1 +

∫ t

0

F−1(τ)bu(τ)dτ ]

=

(
1 t
0 1

)(
3
2
1

)
+

∫ t

0

(
1 t
0 1

)(
1 −τ
0 1

)(
0
1

)
dτ

=

(
3
2

+ t
1

)
−
(

1
2
t2 − t+ 1

2
t− 1

)
=

( −1
2
t2 + 2t+ 1

−t+ 2

)
⇒ x(2) =

(
3
0

)
D’où

Hx(2) =
(

2 1
)( 3

0

)
= 6 et Z(u) = −9

2

• calcolons

ϕ(t) = HF (2)F−1(t)b

=
(

2 1
)( 1 2

0 1

)(
1 −t
0 1

)(
0
1

)
= −2t+ 5

p(t) = (Dx(2) + c)TF (2)F−1(t)b

=

(
1 0
0 1

)(
3
0

)
+

(
−3
1

)(
1 2
0 1

)(
1 −t
0 1

)(
0
1

)
= 1

La méthode de résolution

On prend comme une support de généralisé TB = [
1

2
, 1] à qui correspondant le

momonent d’appui τB = {tj =
1

2
} d’où

ϕB = ϕ(
1

2
) = 4 ⇒ ϕ−1

B (
1

2
) =

1

4
cB = 1

yT = cBϕ
−1
B =

1

4

Donc E(t) = yTϕ(t)− p(t) =
1

4
(−2t+ 5)− 1 =

1

4
(1− 2t)

⇒ E(t)

 = 0 si t = 1
2

> 0 si t ∈ [0, 1
2
]

< 0 si t ∈ [1, 2]

Calculons la valeur de suboptimalité correspondante à ce plan d’appui
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β(u, τB) =

∫
T+

E(t)(u(t)− d1)dt+

∫
T−
E(t)(u(t)− d2)dt+

1

2
(∆x(t1))TD(∆x(t1)

=
1

4

∫ 1
2

0

2(2t− 1)dt+
1

4

∫ 2

1

−2(2t− 1)dt+
1

2
(∆x(t1))TD(∆x(t1)

>

∫
T+

E(t)(u(t)− d1)dt+

∫
T−
E(t)(u(t)− d2)dt

>
1

4

∫ 1
2

0

2(2t− 1)dt+
1

4

∫ 2

1

−2(2t− 1)dt

>
9

8
> ε

⇒ {u, τB} n’est pas optimal donc on passe à changemment de commande.
Changemment de commande
Soit ū(t) = u(t) + θ0(t)

Déterminons la direction l(t)

l(t) =

{
d1 − u(t) si E(t) > 0
d2 − u(t) si E(t) < 0, t ∈ TH

⇒ l(t) =

{
2 si t ∈ [1, 2]
−2 si t ∈ [0, 1

2
[

l(TB) = −ϕ−1
B

∫
TH

ϕ(t)l(t)dt

= −1

4

[∫ 1
2

0

−2(−2t+ 5) +

∫ 2

1

2(−2t+ 5)

]
=

1

8

Déterminons le pas maximale θ0(t)

θ(t) =


d1 − u(t)

l(t)
si l(t) < 0

d2 − u(t)

l(t)
si l(t) > 0

∞ si l(t) = 0, t ∈ TB
Comme l(TB) > 0 donc θ(t) = 0 on a

θ0(t) = min(1, θ(t))⇒ θ0 = 0

D’où

ū(t) = u(t) et β(ū, τB) = β(u, τB)⇒ {ū, τB}
n’est pas optimal alors passons à changemment de support
Changemment de support Soit Ē(t) = E(t) + σ0(t)q(t), t ∈ T Déterminons la
direction q(t)
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q(t) =

 0 si t 6= t0

1 si ū(1
2
) = d1

−1 si ū(1
2
) = d2, t ∈ T

⇒ q(t) = 1

q(tH) = q(tB)ϕ−1
B ϕ(t)

=
1

4
(2t− 5)

Déterminons le pas maximal σ0 = minσ(t)

σ(t) =


E(t)

q(t)
si E(t)q(t) < 0

0 si E(t) = 0, et u 6= d1, q(t) > 0 ou
E(t) = 0, et u 6= d2, q(t) < 0

∞ si non

Ona E(t)q(t) =
1

16
(−2t+ 1)(2t− 5) < 0 sit <

1

2
donc σ(t) =

(2t− 5)

−t+ 5

si on pose f(t) =
(2t− 1)

2t− 5
cherchons le min de f(t) sur [0,

1

2
[

la fonction f(t) est décroissante donc minf(t) = f(
1

2
) = 0

Donc σ0 = 0 d’où Ē(t) = E(t) ainsi τ̄ =
1

2
et β̄(ū, τ̄B) = β(u, τB)
Donc on passe à la procédoure finale

Procédoure finale
Soit

w(t) =


d1 si E(t) > 0

d2 si E(t) < 0

∈ [d1, d2] si E(t) = 0

⇒ w(t) =



−1 si t ∈ [0,
1

2
[

1 si t ∈ [1, 2]

∈ [d1, d2] si t ∈ [
1

2
, 1[

et sa trajectoire X vérifier

Ẋ = AX + bw, X (0) = x0
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Sur[0,
1

2
[

x(t) = F (t)[X (0)−
∫ t

0

F−1(τ)bw(τ)dτ ]

=

(
1 t
0 1

)(
1
0

)∫ t

0

(
1 t
0 1

)(
1 −τ
0 1

)(
0
1

)
dτ

=

(
1
0

)
−
(

1
2
t2

t

)
=

(
−1

2
t2 + 1
−t

)
⇒ X (1) =

 7
8

−1
2


Sur[

1

2
, 1[

x(t) = F (t)[X (1) +

∫ t

0

F−1(τ)bw(τ)dτ ]

=

(
1 t
0 1

)(
7
8
−1

2

)
+

∫ t

0

(
1 t
0 1

)(
1 −τ
0 1

)(
0
1

)
dτ

=

(
7
8
− 1

2
t

−1
2

)
+

(
1
2
t2 − 1

2
t+ 1

8
t− 1

2

)
=

(
1
2
t2 − t+ 1
t− 1

)

⇒ X (2) =

(
1
1

)
On a HX (2) = 3 donc HX (2) 6= g

La valeur de α(TB) = ϕ−1(TB)(g −HX (2)) =
3

4
Déterminisant τ 0

B = {τ 0
j , j = 1,m} à partir la résolution du système suivant

g −HX (t1) = (d2 − d1)
m∑
j=1

singĖ(tj)

∫ τj

tj

ϕ(t)dt

(d2 − d1)
m∑
j=1

singĖ(tj)

∫ τj

tj

ϕ(t)dt+ g −HX (2) = 0

⇒ −2

∫ τ0

1
2

(−2t+ 5)dt+ 3 = 0

⇒ 2τ 02 − 10τ 0 +
15

2
= 0⇒ τ 0 = 0.9

73



w0(t) =


1 si t ∈ [1, 2]

−1 si t ∈ [0, 1
2
[

∈ [−1, 1] si [1
2
, 1[

qui est calculée par le support τ 0
B = 0.9 et le support généralisé TB =]

1

2
, 0.9] est

une commande appui optimale pour le probléme original avec Z(w) = −1 > Z(u)
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Conclusion Générale

Dans ce mémoire, nous sommes arrivées à appliquer une nouvelle méthode qui
permet de résoudre un problème quadratique. Pour cela nous avons commencé
par présenter des définitions, des théorèmes et des méthodes de résolutions de la
programmation quadratique dans les quatre chapitres respectivement.
En s’inspirant des méthodes de supports pour la résolution des problèmes quadra-
tiques, développées par R. Gabassov et F. M. Kirillova, O.I. Kostyukova, V.M. Ra-
ketsky, nous avons développé une méthode de résolution d’un problème de contrôle
optimal linéaire en utilisant la méthode adaptée, pour cela on a commencé par une
introduction aux systèmes linéaires et à la commande optimale, et quelques notions
classiques importantes sur la programmation quadratqiue convexe, on à considéré
le critère d’optimalité, de suboptimalité et la méthode de résolution.
Dans le derniére chapitre, nous avons adaptée cette méthode, à la résolution
d’un problème de contrôle optimal d’un système quadratique, le problème a étè
transformé, tout d’abord un problème de programmation quadratique, nous avons
constaté que la méthode adaptée est très efficace. Et ce résultat à été confirmer
par un exemple d’application.
* En théorie, il est intéressant d’appliquer ces algorithmes à des problème de
contrôle optimal linéaire, stochastique, feedback ,... etc.
* En pratique, différents problème que soit en économie, en agriculture, en au-
tomatique,...etc, peuvent être modélisés par des problème de contrôle optimal et
résolus par les méthodes proposées.

75



Annexe A

Algorithme de la méthode
adaptée d’un PPL

Position du probléme de programmation linéaire

Considérons le probléme classique de programmation linéaire suivanet : MaxZ(x) = cTx
s.c Ax = b
d1 ≤ x ≤ d2.

où :

— Z(x)= est le critére de qualité, ou bien le coût,
— x, c, d1, d2 sont des n−vecteurs réels,
— b est m− vecteurs réels,
— A est une m× n matrice,
— I = {1, ....,m} l’ensemble des indices des lignes de la matrice A

et J = {1, ...., n} l’ensemble des indices des colones de la matrice A , avec le
rangA = m < n,

— cT est le transposé du vecteur c
Notons par M la région réalisable (admissible) :

M = {x ∈ Rn, Ax = b, d1 ≤ x ≤ d2}.
Algorithme de la méthode

La méthode adaptée de la programmation linéaire est décrite de la maniére sui-
vante :
1. Prendre un plan d’appui de départ {x, JB}

— Calculer le vecteur des potentiels yT = cTBA
−1
B

— Calculer le vecteur des estimations ET = yTA− cT .
— Subdiviser l’ensembleJH en deux parties

J+
H = {j ∈ JH : Ej ≥ 0}, J−H = {j ∈ JH : Ej < 0}
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J+
H ∪ J

−
H = JH , J

+
H ∩ J

−
H = ∅

— Determiner les composantes non support du pseudo planXH :

XH =

{
d1j, pour j ∈ J+

H

d2j, pour j ∈ J−H
(A.1)

2.Test d’optimalité du plan d’appui {x, JB}
— Calculer la valeur de suboptimalité β(x, JB)

β(x, JB) =
∑
j∈JH

Ej(xj −Xj).

— Si β(x, JB) = 0, alors arrêter le processus avec x solution optimale.
— Si β(x, JB) ≤ ε, alors arrêter le processus avec x solution ε−optimale.
— Si β(x, JB) > ε, alors aller à 3

3. Changement du plan x −→ x̄ = x+ θ0l avec β(x̄, JB) ≤ β(x, JB)
— Calculer le vecteur l(J)
— Calculer le pas θ0 = θj0 = minθj

j∈J
où

θj =


d2j−xj
lj

, puor lj > 0,
d1j−xj
lj

, puor lj < 0,

∞ pour lj = 0, j ∈ JB.

— Calculer x̄ = x+ θ0l.
— Calculer β(x̄, JB) = (1− θ0)β(x, JB).

4. Test d’optimalité du nouveau plan x̄
— Si β(x̄, JB) = 0, alors arrêter le processus avec x̄ solution optimale.
— Si β(x̄, JB) ≤ ε, alors arrêter le processus avec x̄ solution ε−optimale.
— Sinon, aller à 5

5.Changement de support (appui) JB −→ J̄B
— Calculer σj1 = min

j∈JH
σj;

— Calculer le nouveau support J̄B = (JB \ j0) ∪ j1

β(x̄, J̄B) = β(x̄, JB) + ασ∗.

*Si β(x̄, J̄B) = 0, alors arrêter le processus avec {x̄, J̄B} support plan optimal.
* Si β(x̄, J̄B) ≤ ε, alors arrêter le processus avec {x̄, J̄B} support plan ε-
optimal.
* Si β(x̄, J̄B) > 0, aller à 3 avec le nouveau plan d’appui {x̄, J̄B} .

77



Bibliographie
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recherche opérationelle,Université Mouloud Mammeri de Tizi-ouzou,2011-
2012,Optimisation et analyse convex EDP sience,2012

.

[23] Medjdoub S, Contrôle Optimal d’un Système Dynamique Linéaire avec Coût
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[28] Trélat E, C ontrôle optimal Théorie et appliquation Vuibert, Collection
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