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Introduction générale

Au cours de ces dernieres années, des études approfondies sont accordées aux équations aux
récurrences stochastiques de type X; = A; X; 1 + B; avec t € N* et dont la suite des coefficients
{(Ay¢, By) }en est indépendante et identiquement distribuée (i.i.d). L’étude de cette équation consiste
en la recherche des conditions suffisantes assurant ’existence et 'unicité d’une solution strictement
stationnaire et ergodique (voir Vervaat [24], Babillot et al [1], Goldie et Maller [11], Brandt [4]).
Plusieurs propriétés de cette solution ont été étudiées, a savoir l'existence des moments d’ordres
supérieurs (voir Vervaat [24]), la variation réguliere de la distribution marginale (voir Kesten [15]), la
variation réguliere des distribution fini-dimensionnelles, la variation réguliere des sommes finies des
variables de la solution strictement stationnaire, le théoreme central limite, I’ergodicité géométrique
et la propriété du mélange, la convergence des processus ponctuels générés par la solution strictement
stationnaire, la théorie limite pour la fonction d’autocovariance empirique, les larges déviations et
les probabilités de ruines (voir Davis et Mikosch [6], Hult et al [13], Konstantinides et Mikosch [17]).
L’intérét de cette équation réside en sa capacité de représenter la quasi totalité des modeles de séries
chronologiques, & savoir les modeles ARCH et GARCH (voir Bougerol et Picard [3]), les modeles
bilinéaires (voir Quinn [21]), les modeles autoregressifs a coeflicients aléatoires (RCA) (voir Quinn et
Nicholls [22]). Brandt [4] a étudié cette équation dans le cas ou la suite des coefficients {(A;, Bt) }ren
est strictement stationnaire et ergodique, il a montré que les conditions suffisantes de Vervaat pour
I'existence et 1'unicité d’une solution strictement stationnaire pour le cas ou {(A;, By) }ren+ est iid
restent valides pour le cas ou {(A;, By)}ien+ est strictement stationnaire et ergodique. Une autre
généralisation a été faite par Benoite de Saporta [7] en supposant que la suite (A;);en+ est une chaine
de Markov a espace d’états fini et (B;)en+ est une suite de variables aléatoires i.i.d et indépendante
de la suite (Ay)ien+-

Le travail de notre mémoire est répartis en trois chapitres :
-Dans le premier chapitre, on donne quelques rappels dont on aura besoin dans les prochains cha-
pitres, a savoir, les différents modes de convergence stochastique de la suite de variables aléatoires,
la stationnarité au sens stricte et au sens faible des processus aléatoire et le théoreme ergodique.
-Dans le deuxieme chapitre, on présente I'équation aux récurrences stochastique a coefficients iid.
On donne les conditions suffisantes sur la suite {(A;, B;)}ien+ assurant la convergence de la suite
(Xi)ten+ générée par I'équation aux récurrences stochastique vers une certaine variable aléatoire X
indépendamment de la variable initiale X, et cette variable limite X vérifie une certaine identité en
distribution et admet des moments d’ordres supérieurs finis.
-Dans le troisieme chapitre, on développe le théoreme de renouvellement proposé et démontré par
Goldie [10] afin de 'appliquer pour étudier le comportement des queues de la solution strictement
stationnaire de I’équation aux récurrences stochastique et pour montrer que la distribution marginale
de la solution strictement stationnaire est a variation réguliere avec un indice de variation qui vérifie
une certaine équation.
-Le dernier chapitre présente la conclusion et certaines perspectives des travaux de recherches futurs
concernant les coefficients {(A;, B;)}ien+ et certaines propriétés de la solution strictement station-
naire.



Chapitre 1

Outils préliminaires

1.1 Indépendance stochastique

Le concept d’indépendance stochastique a été adapté a partir de la propriété d’indépendance
déterministe (fonctionnelle) entre deux grandeurs déterministes d’apres un principe selon lequel :
Tout ce qui concerne les valeurs dans le déterminisme sera, dans 1’optique du stochastiquisme, adapté
aux probabilités des valeurs. Dans le cadre du déterminisme, deux grandeurs (variables) déterministes
sont dites indépendantes si la connaissance de la valeur de 'une ne modifie pas notre connaissance
de la valeur de l'autre. Par exemple, la connaissance de ’age d’une personne ne modifie pas notre
connaissance de son poids. En revanche, dans l'optique stochastique, deux événements aléatoires
seront dits stochastiquement indépendants si la connaissance de la réalisation de I'un ne modifie pas
la probabilité de réalisation de I'autre. Soit (€2, F, P) un espace de probabilité, deux événements
aléatoires A, B € F sont dits stochastiquement indépendants si la réalisation de I'un n’apporte
aucune modification a la probabilité de I'autre, c¢’est-a-dire P(A|B) = P(A) pourvu que P(B) > 0.
Une définition plus générale qui est valable méme quand 1'un au moins des deux événements est de
probabilité nulle est la suivante.

Définition 1.1. Soit (Q, F, P) un espace de probabilité. Deux événements aléatoires A, B € F sont
dits indépendants si P(AN B) = P(A)P(B).

La définition précédente peut étre généralisée au cas d'une famille finie d’événements aléatoires,
mais la on distingue deux cas, a savoir 'indépendance deux-a-deux et I'indépendance mutuelle.

Définition 1.2. Soit (0, F, P) un espace de probabilité. Les événements Ay, ..., A, € F sont dits
deuz-a-deur indépendants si pour tous i,j € {1,...,n} aveci # j, P(A; N A;) = P(A;)P(4;).

Définition 1.3. Soit (2, F, P) un espace de probabilité. Les événements aléatoires Ay, ..., A, € F
sont dits mutuellement indépendants si pour tout 2 < r < n et tous iy,...,i, € {1,...,n},

P(A;,N...NA;)=P(A;,)... P(4,,).

Notons que la notion d’indépendance mutuelle est plus forte que l'indépendance deux-a-deux.
Parfois on parle juste d’indépendance d’événements, mais par défaut il s’agit d’indépendance mu-
tuelle. De méme la notion d’indépendance mutuelle peut étre encore généralisée au cas d'une famille
infinie d’événements comme suit.

Définition 1.1.1. Soit (Q, F, P) un espace de probabilité. Une famille infinie d’événements aléatoires
(A;,1 € 1) dans F est dite indépendante si toute sous-famille finie est indépendante.

Le concept d’indépendance d’événements aléatoires peut étre encore généralisée au cas d’une
famille finie ou infinie de tribus d’événements comme suit.
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Définition 1.1.2. Soit (2, F, P) un espace de probabilité. La famille finie ou infinie (F;,i € I) de
sous-tribus de F est dite indépendante si toute famille d’événements (A;,i € I) de (Fi,i € 1), i.e.,
A; € Fi, i €1, est indépendante.

1.1.1 Indépendance stochastique de variables aléatoires

En utilisant les définitions précédentes, en particulier la définition d’indépendance des tribus
d’événements, on définit I'indépendance de variables aléatoires.

Définition 1.1.3. Deuz variables aléatoires X et'Y définies sur (2, F, P) a valeurs dans R sont
dites indépendantes, si pour tout By € B(R) et tout By € B(R),

P(X € B),Y € By) = P(X € B))P(Y € By)

C’est clair que X et Y sont indépendantes si et seulement si les o-algebres F(X) et F(Y) sont
mdépendantes.

L’indépendance d’une suite finie de variables aléatoires est donnée comme suit.

Définition 1.1.4. Les variables aléatoires X1, Xo,... X, définies sur (2, F, P) a valeurs dans R
sont dites indépendantes si pour tous boréliens By, Ba,... B, € B(R),

P(X, € Bi, X2 € By, ..., X, € B,) = | [ P(Xi € By). (1.1)
i=1
On déduit immédiatement que les variables aléatoires X, X, ..., X, sont indépendantes si et

seulement si les o-algebres F(X), F(Xa2),. .., F(X,) sont indépendantes.
L’indépendance de variables aléatoires est préservée sous des transformations mesurables.

Théoreme 1.1. Si X1, X,,..., X, sont indépendantes, alors pour toutes fonctions Borel mesu-
rables f1, fa,...,fn de R dans R, les variables aléatoires fi1(X1), fo(X2), ..., fu(X,) sont également
mdépendantes.

L’indépendance d’une suite finie de variables aléatoires se généralise au cas d’une suite infini
comme suit.

Définition 1.1.5. Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires définies sur (0, F, P) a valeurs
dans R. On dit que (X,,)nen+ est une suite de variables aléatoires indépendantes, si pour tout n > 2,
les variables aléatoires Xy, ..., X, sont indépendantes, i.e., pour tous By, ..., B, € B(R), on a

P(X,€By,..., X, € By) = P(X| € By)...P(X,, € By)

On déduit immédiatement que (X, )en+ est une suite de variables aléatoires indépendantes si et
seulement si (F(X,,))nen+ est une suite de o-algebres indépendantes.

Proposition 1.1.1. Soit (X,,),en+ une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur (€2, F, P)
a valeurs dans R et (By,)nens une suite dans B(R), alors

o
P(X; € B, X € By,..) = [[ P(Xi € B)
i=1
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’'une suite de variables aléatoires soit indépendante
est donnée par le résultat suivant.

Théoréme 1.1.1. La suite (X,,)nen+ de variables aléatoires est indépendante si et seulement si pour
tout n > 2 et tout n-uplet (z1,xs,...,x,) € R,

FXl,XQ,...,Xn(xlyx% e ,{L‘n> = FX1 (l’l)FX2(ZL’2) Ce FXn([En)
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1.1.2 Sommes de variables aléatoires indépendantes

La densité de la somme de deux variables absolument continues est définie comme suit.

Théoreme 1.2. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes et absolument continues,
alors X +Y est absolument continue de densité

fraro) = [ " (o —s)fy(s)ds, v € R

La densité donnée dans le théoreme 1.2 est appelée convolution.

Définition 1.4. La convolution de deux densité f et g est la densité f x g définie par
fro)= [ ft-9g(s)ds te

La fonction de distribution de la somme de deux variables indépendantes est donnée comme suit.

Théoréme 1.1.2. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes définies sur (Q, F, P),
alors

Fxiy(t) = /RFX(t —y)dFy(y) = /RFy(t —z)dFx(x), t € R.

L’opération définie dans le théoreme 1.2 est appelée convolution.

Définition 1.1.6. La convolution de deuz fonctions de distribution F' et G sur R est la fonction de
distribution

F*G(t):/RF(t—y)dG(y) :/RG(t—x)dF(x).

1.2 Convergences stochastiques

Rappelons qu’une suite de variables aléatoires X = (X7, Xs,...) (notée aussi (X,,n € N¥))
définies sur (2, F, P) peut étre définie comme une application mesurable de €2 dans R* qui pour tout
issu w associe une suite de nombres réels X(w) = (X;(w), Xa(w), ...). Comme pour le cas de suites
réelles, il est donc tres important de connaitre le comportement des suites X (w) = (X3 (w), X2(w), .. .)
lorsque n croit indéfiniment. Cependant la question n’est pas aussi simple que pour les suites réelles,
puisque dans le cas de suite de variables aléatoires il existe plusieurs fagons (ou modes) selon lesquelles
une suite de variables aléatoires (X,,,n € N*) peut s’approcher ou tendre vers une limite X. Un
premier critere est celui de convergence d'une suite X (w) = (X;(w), Xa(w),...) pour tout w € €.

Définition 1.5. (Convergence en une issue) Une suite de variables aléatoires (X,,n € N¥)
définies sur (2, F, P) est dite avoir une limite (ou convergente) en un point w € Q si la suite de
nombres réels (X, (w),n € N*) converge vers une limite X (w).

Cette définition n’est pas utile en soi puisqu’on ne s’intéresse pas au comportement d’une suite
en un résultat spécifique w € € de I'expérience. Cependant elle peut servir pour d’autres concepts
de limite plus importants. Il est utile de noter qu’'une suite de variables aléatoires étant une suite de
fonctions définies sur {2, on peut en définir le concept de convergence simple.

Définition 1.6. (Convergence simple) Une suite de variables aléatoires X = (X1, Xa,...) définie
sur (2, F, P) converge simplement vers la variable aléatoire X définie sur (2, F, P) si pour tout
w e Q,

lim X, (w) = X(w).

n—oo
Autrement dit,
Yw € Ve > 0,3n., > 0,n > n, = |X,(w) — X(w)| <e
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La définition (1.6) trop forte puisqu’elle exige la convergence pour tout w € . En pratique, il
existe rarement des suites de variables aléatoires convergentes simplement vers une variable aléatoire.
C’est pourquoi, une telle définition est allégée en exigeant la convergence seulement sur un sous-
ensemble particulier de €.

Définition 1.7. Soit une suite de variables aléatoires (X,,n € N*) et une variable aléatoire X
définies sur (Q, F, P). L’ensemble {w € Q : lim X,,(w) = X (w)} € F est dit ensemble de convergence
n—0o0

de la suite (X,,,n € N¥).

On peut parler de la probabilité de convergence d'une suite (X,,,n € N*) en faisant référence
a la probabilité de son ensemble de convergence. Une définition de convergence moins forte que la
convergence simple mais qui reste quand méme assez forte est le concept de convergence presque stire
(p-s)( dite aussi convergence avec probabilité un).

Définition 1.8. (Convergence p.s) Une suite de variables aléatoires (X,,n € N*) définie sur
(Q, F, P) converge presque strement (avec une probabilité un) vers la variable aléatoire X définie
sur (Q,F,P) et on écrit X, 23 X, sl existe un ensemble nul A dans (9, F, P) tel que la suite
(Xn(w),n € N*) converge vers X (w) pour tout w € Q — A. Autrement dit, si son ensemble de
convergence est de probabilité 1, 1.e.,

P{lw e Q: lim X,(w) =X(w)} =1.

n—oo

On peut exhiber des exemples dans lesquels pour tout w € €, la suite (X,,(w),n € N*) ne converge
pas vers X (w), mais lim P{w € Q: |X,(w) — X(w)| > €} = 0 pour tout ¢ > 0.
n—oo

Définition 1.9. (Convergence en probabilité) Une suite de variables aléatoires (X,,n € N¥)
définie sur (Q, F, P) converge en probabilité vers la variable aléatoire X définie sur (2, F, P) et on

écrit X, R X, st pour tout € > 0,
lim P{w € Q: |X,(w) — X(w)| > e} =0.
n—oo

Si X, & X, E|X| < o et E|X,| < oo, n € N*, il n’en résulte pas que la suite (F|X,|)nen+
converge vers E|X|. Si la suite (E|X,|)nen+ converge, sa limite peut étre différente de E|X].

Définition 1.10. On dit qu’une suite de variables aléatoires (X,,n € N*) définie sur (0, F, P) est
bornée en probabilité si

Ve>0,36. >0: VneN, P({w e Q:|X,(w)] >6}) <e

On note par L' = LY(Q, F, P) I'espace vectoriel de variables aléatoires intégrables, i.e., I'espace
des variables aléatoires X définies sur (2, F, P) telles que F|X| < co. De méme pour p €0, o0,
LP = LP(, F, P) est la classe de toutes les variables aléatoires X définies sur (2, F, P) pour lesquelles
E(|X]|P) < 0.

Définition 1.11. (Convergence en moyenne d’ordre p > 0) Soit (X,,,n € N*) une suite de
variables aléatoires sur (Q, F, P) et X une variable sur (Q,F, P). Supposons qu’il existe p > 0 tel
que E(| X, |P) < 0o pour tout n > 1. On dit que la suite (X,,n € N*) converge en moyenne d’ordre p

(ou converge dans L) vers X et on écrit X, 2 X ou X, 53X, si limpy e E(X, — X|P) = 0.

Un autre mode de convergence tres répandu et qui n’implique pas directement les valeurs de X,
mais plutot leurs distributions est connu sous le nom convergence en distribution.

7
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Définition 1.12. (Convergence en distribution) Une suite de variables aléatoires (X,,n € N¥)
définie sur (Q, F,P) converge en distribution (ou en loi) vers la variable aléatoire X définie sur

(Q,F,P) et on écrit X, 4 X, si limy e Fx,(z) = Fx(x) pour tout © ot Fx est continue, i.e.
P(X =2)=0= Fx,(x) = Fx(z)

Notons que la convergence d’une suite de variables aléatoires (X,,n € N*) vers une variable
aléatoire X n’implique pas toujours que (E(X,),n € N*) converge vers E(X), mais sous une hy-
pothese supplémentaire la derniere convergence est vérifiée.

Théoréme 1.3. (Théoréme de convergence dominée) Soit (X,,n € N*) une suite de va-
riables aléatoires telle que X, 25 X et | X,| <Y avec B(Y) < oo, alors E(X,) — E(X).

Le résultat suivant illustre les implications qui sont toujours valables.
Théoreme 1.4. On a les implications suivantes :

1) X, Bx=x,5X.

2) X, 5 x=Xx,5X.

3 X, 52x=x,5x

4 X, 5 x=X,%X.

G)p>1, X, 5 X=X,5X.

La convergence en distribution vers une constante implique une convergence en probabilité.

Proposition 1.2.1. Soit (X,,, n € N*) une suite de variables aléatoires. Si X, 2 ¢ alors X, e

La convergence presque stre, la convergence en probabilité, la convergence en moyenne quadra-
tique et la convergence en moyenne sont conservées sous ’addition.

Théoréme 1.5. Soit X,Y,X,,,Y,, n € N des variables aléatoires.
1)Si X, B8 X etY, 2Y, alors X, +Y, 3 X +VY

2)Si Xy 5 X etY,5Y, alors X, +Y, 5 X +Y

3)8i X, ™ X etY, ™Y, alors X, +Y, ¥ X +Y

1) SiXa B X eV, By, alors X+ Y, B X +Y

Soit X, X,,,Y,, n € N des variables aléatoires. Si X, L X et X, 4 X, ce la n’implique pas que
X,+Y, A x + Y, mais ceci est vrai lorsque une des limites X ou Y est constante.

Théoréme 1.6. (Théoréme de Slutsky) Soit X, X,,Y,, n € N des variables aléatoires. Si
XniX etYniceR, aloran+Yni>X—i—c

La convergence presque strement et en probabilité sont conservées sous la multiplication. La
convergence en moyenne quadratique des produits ne tient pas en générale, car XY peut ne pas
étre dans L? quand X et Y sont dans L?. Cependant, le produit des variables aléatoires dans L?
appartient & L' et la convergence des facteurs dans L? implique la convergence des produits dans L*.

Théoreme 1.7. Soit X,Y, X,,,Y,, n € N des variables aléatoires.
1)8i X, B2 X et Y, B8Y, alors X,,Y, 23 XY
2) 8i X, 5 X etY, BY, alors XY, & XY
3) 8 X, ™ X et Y, ™Y, alors X,Y, 5 XY
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Le théoreme de Slutsky pour la multiplication est donnée comme suit.

Théoreme 1.8. (Théoréme de Slutsky) Soit X, X,,,Y,, n € N des variables aléatoires. Si
XniX etYniceR, alors XnYn—d>cX.

La convergence presque stirement, en probabilité et en distribution sont préservée sous des appli-
cations continues.

Théoreme 1.9. Soit g :
1) Si X, 25 X, alors g(X,,)
2) X, R X, alors g(X,) R g(
3) Xn KN X, alors g(X,,) < g(

R — R une fonction continue.
= g9(X).
)

X).
X).

1.3 Loi des grands nombres

On commence par rappeler I’énoncé de la loi des grands nombres pour le schéma de Bernoulli.
Rappelons qu’'une épreuve de Bernoulli de parametre p compris entre 0 et 1 est une expérience
aléatoire comportant deux issues, le succes ou I’échec. On appelle schéma de Bernoulli de parametres
n et p toute expérience aléatoire consistant a répéter n fois de fagon indépendante une épreuve de
Bernoulli de parametre p.

Soit (X,,n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
avec P(X; =1) =pet P(X; =0) =1 — p. En terme de concept de convergence en probabilité, la
loi des grand nombres de Bernoulli peut étre énoncée comme suit :

Sn .
—gp,n%oo,ouSn:Xl—l—...+Xn. (1.2)
n

Maintenant soit (X,,n € N*) une suite de variables indépendantes avec E|X,| < oo, n € N* et
soit S, = Xi+...+X,. Si (Var(X,),n € N*) est uniformément bornées, i.e., sup, Var(X,) < a < oo,
alors par 'inégalité de Chebyshev on a la loi faible des grands nombres

Sn — E(Sn) 50, n - oo, (1.3)
n

Une loi forte des grands nombres est une proposition dans laquelle la convergence en probabilité est
remplacée par la convergence presque stirement. L'un des premiers résultats dans cette direction est
le théoreme suivant.

Théoréme 1.10. (Cantelli) Soit (X,,n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes
avec B(X?) < 00, n € N* et E|X,, — E(X,)|* < C, n € N* pour une certaine constante C, alors

Sn — E(Sy)

220, n — oc. (1.4)
n
L’hypothese du théoreme 1.10 peut étre affaiblie par 1'utilisation de méthodes plus précises.

Théoreme 1.11. (Kolmogorov) Soit (X,,,n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes
avec E(X?) < oo, n € N*, soit b, > 0, n € N* tels que b, T 0o et Y 2, Var(X,)/b2 < co, alors

Sn_b—wﬁ(], n — oo. (1.5)
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Dans le cas ou (X,,,n € N*) est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées, on peut obtenir une loi forte des grands nombres sans supposer 'existence de second
moment, on suppose juste I'existence de premier moment absolu.

Théoreme 1.12. (Kolmogorov) Soit (X,,,n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées avec E|X1| < oo, alors
Sn p-$

— 5 B(X), n — oo. (1.6)

1.4 Espace de probabilité associé a un phénomene évolutif

Pour représenter mathématiquement un phénomene aléatoire évolutif donné, la premiere étape
consiste a lui associer un espace de probabilités (2, F, P) ou €2 désigne 1’ensemble de ses réalisations
possibles, F est une tribu de parties de 2 représentant les événements que 1’on puisse formuler,
a priori, a propos des réalisations possibles de ce phénomene et P est une mesure de probabilité
sur F , mesurant les chances de réalisation des événements de F associés. L’espace fondamental
() est supposé dépendre implicitement d’'un ensemble T représentant le domaine d’évolution du
phénomene. A chaque moment ¢ € T de I’évolution, on peut associer un ensemble €2, représentant
les résultats possibles du phénomene a 'instant t. Sur tout le domaine 7', ’ensemble des réalisations
possibles 2 sera le produit cartésien des ensembles €y, i.e. 2 =[], Q. La tribu F dépend également
implicitement du domaine d’évolution 7. A tout moment ¢t € T' de I’évolution, on peut associer une
tribu élémentaire JF; représentant les événements liés au phénomene a l'instant ¢ . Sur tout le domaine
T, la tribu F des événements liés au phénomene est le produit F = ),., F¢ qui est la plus petite
tribu contenant tous les ensembles de la forme HteT A, avec Ay € F; et pour éviter des situations
de dégénérescence, cette tribu est telle qu’elle doit renfermer les événements élémentaires associés a
tout moment de I’évolution (e.g. {w:} € F, pour tout t). De tels événements sont dits projections des
événements élémentaires {w = (wy,t € T))}. Puisque Q représente un produit d’espaces élémentaires
wy, les événements élémentaires projections peuvent s’exprimer a travers des ensembles cylindriques
que la tribu F doit contenir. La représentation d’expériences finement répétées est un cas particulier.
Par exemple, dans le cas par exemple ou 7' = N, les ensembles cylindriques sont de la forme

J—1 00
[T x4 J] % Aj€F jeN

k=0 k=j+1
L’espace probabilisable (£, F) est donc le produit d’espaces élémentaires (€, F;), i.e.,
(@, F) = [[ (2, 7).
teT

La mesure de probabilité P définie sur F dépend également de T'. Pour tout ¢, soit P, une mesure
de probabilité sur Iespace (€, F;), alors sur tout le domaine d’évolution T', la mesure de probabilité
P est fonction des (P;,t € T'). Dans le cas ou le phénomene est soumis a I'indépendance mutuelle, on
a P = [[,cr P L'espace de probabilité (€2, F, P) est le produit d’espaces élémentaires (€2, 7y, P),
ie., (Q,F,P)=[l,er(Q, F, P).

1.4.1 Processus aléatoire

L’espace de probabilité (€2, F, P) étant complétement spécifié, on peut en associer une application
qui permet de numériser ’ensemble 2 des réalisations possibles, lequel peut étre quelconque. Par

10



Processus aléatoires

numeériser on entend associer a chaque réalisation du phénomene, a tout moment ¢ € T" de ’évolution,
un nombre ou un vecteur de nombres réels. Lorsque €2 est d’emblée numérique dans le sens ou les
composantes de w € (2 sont des nombres ou des vecteurs de réels, on peut prendre pour application
I'identité et I'espace (£, F, P) est alors dit canonique. Une telle application qui numérise €2, dite
processus aléatoire, et qui doit vérifier certaines conditions de mesurabilité, peut étre définie de
plusieurs manieres. On réservera ici trois définitions dont chacune se base sur un angle de vue différent.
1) Vision verticale, regarde un processus du point de vue de ses membres, i.e. de variables aléatoires
le constituant.

2) Vision horizontale, définit un processus par rapport a ses réalisations.

3) Vision croisée, définit le processus du point de vu de croisement d’'un membre du processus et
d’une réalisation possible.

Définition 1.13. Un processus aléatoire de domaine d’évolutionT', défini sur un espace de probabilité
(Q, F, P) et a valeurs dans un espace d’état E qui est muni d’une tribu € est une famille de variables
aléatoires (Xi, t € T') chacune définie sur (2, F) a valeur dans (E,E). Autrement dit, (X;, t € T)
est une application qui associe pour tout t dans T une variable aléatoire X; dans D((Q, F), (E,€)),
ensemble des fonctions F /E-mesurables de Q) dans E. Autrement dit,

(X, teT): T — D(NF),(EE))
t — X

Remarque 1.1. Cette définition, d’essence récursive, ne se préoccupe pas a priori de la condition
de mesurabilité qui est déja garantie par le fait d’avoir défini un processus en tant que famille de
variables aléatoires, donc d’applications déja mesurables. Les variables aléatoires X;,¢ € T" peuvent
étre discretes ou continues, réelles, complexes ou vectorielles, finies ou infinies. Le domaine d’évolution
T peut étre fini, infini dénombrable, ou non dénombrable. Lorsque £ C R, on associe a R sa tribu
Borélienne.

Dans la définition précédente, on peut permettre le cas ou pour tout élément ¢ de 1'évolution,
I’ensemble des états associé a la variable X; correspondante dépend de t, soit E;. Dans ce cas, la
définition devient comme suit.

Définition 1.14. Un processus aléatoire de domaine d’évolutionT', défini sur un espace de probabilité
(Q,F,P) et a valeurs dans un espace d’état E muni d’une tribu € est une application qui associe
pour tout t dans T une variable aléatoire X, dans D((Q,F), (Et, &), ensemble des fonctions F/&,-
mesurables de Q0 dans Ey avec E = J,or E.

La définition suivante définit un processus en terme de ses réalisations (dites aussi trajectoires),
i.e., définit un processus comme fonction aléatoire (élément aléatoire & valeurs dans ET). Soit £%T
la plus petite tribu de parties de E7 = [[,c7 E contenant tous les ensembles cylindriques.

Définition 1.15. Un processus aléatoire X = (X, t € T) de domaine d’évolution T', défini sur un
espace de probabilité (), F, P) et a valeurs dans un espace d’état (E,E) est une application mesurable
de (0, F) dans (ET,E®T). Autrement dit, c’est une application qui pour toute réalisation possible w du
phénomeéne, associe une famille de nombres X(w) = (Xy(w),t € T') et est telle que l'image réciproque
de tout B de E¥T de la forme B = HteT By, B; € & est un membre de F, i.e.

X:Q — E"
w = Xw)=Xw),teT)
ot pour tout B =[],cp Bi € %7, {w € Q: Xy(w) € B,,t €T} € F
ou encore pour tout B € E¥7, {w € Q: X(w) € B} = {w € Q: (Xi(w),t € T) € B} € F puisque

E®T est générée par tous les ensembles [Ler Be, Bi € &
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Une troisieme définition mais qui n’est pas tout a fait équivalente aux deux premieres dans le sens
ol elle exige des conditions supplémentaires, regarde un processus du point de vue de ses membres
et de ses réalisations.

Définition 1.16. Un processus aléatoire X = (X;,t € T') de domaine d’évolution T défini sur un
espace de probabilité (2, F, P) et a valeurs dans un espace d’état (E,E) est une application mesurable
de (Ax T, F®T) dans (E,E) ou T est une tribu associée a T et F @ T la tribu générée par tous
les ensembles A x B, A€ F, Be€T. Ceci se traduit symboliquement par
X:OxT,FT) — (FE)
(w,t) = X(w,t)) =X (w)

ot pour tout C € £, {(w,t) € A xT: Xy(w)eC} e FRT.

1.4.2 Distribution de probabilité d’un processus aléatoire

Soit X = (X;,t € T) un processus aléatoire défini sur (£2, F, P) a valeurs dans (R,R) et de
domaine d’évolution T" C R, sa structure de probabilité est caractérisée par la distribution infini-
dimensionnelle Py(.) définie sur B(R”) & valeurs dans [0, 1] comme suit :

Px(.):BR") — [0,1]
B — Py(B)=PlweQ: X(w) € B}
Si B =1, B: € B(RT), B, € B(R), t € T, alors

Py(B)=PlweQ: X,(w) € B, te T} = P< Mwe: X, (w) e Bt}>.

Cette distribution infini-dimensionnelle est difficile a manipuler et qu’il existe un outil simple, la
distribution fini-dimensionnelle, permettant de simplifier son analyse. L’introduction de cette distri-
bution est justifiée par le théoreme d’extension de Kolmogorov qui stipule que la mesure de probabilité
P sur B(RT) est uniquement déterminée par les probabilités P, ;. , t1,...,t, € T, n € N* définies
sur B(R™). La définition suivante est valable pour tout type de processus.

Définition 1.17. La distribution fini-dimensionnelle de X = (X, t € T) est la distribution de toute
sous-suite finie (Xy, Xy, .., Xy,), t1,to, ..., t, € T, n € N* de X. Autrement dit, c’est la fonction
ensembliste Px, x,, .. x,, () définie sur B(R") a valeurs dans [0, 1] par
Pth,XtQ,m,th(') : B(Rn) — [07 1]
B — Px, x,..x,(B)=P{lweQ: (X, w),X,w),.... X, (w) € B}.

SiB=DB; x...x B, €BR"), B, € BR), k=1,...,n, alors

Px, o, (B) = Plw € Q: (X, (@), Xi, (@), ..., X, (w)) € BY = P( MiweQ: X, (w) € Bk}>.
k=1
Afin d’éviter la manipulation de Boréliens, on peut de maniere équivalente caractériser la structure
probabiliste du processus au moyen de la fonction de répartition fini-dimensionnelle.

Définition 1.18. La fonction de répartition fini-dimensionnelle de X = (X, t € T') est la fonction
de répartition de toute sous-suite finie (Xy,, Xy, ..., X4,)), t1,t2, ...ty € T, n € N* de X. Autrement
dit, c’est la fonction Fth,th,...,th(‘) définie sur R™ a valeurs dans [0,1] par

Fth,XtQ,u-,th () R — [07 1]

n

(T1, 29, 00) = Fx, x,,..x, (T1,T2, ..., 1) = P( ﬂ{w €Q: Xy (w) < xj})

=1
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Pour un processus aléatoire X = (X;,t € T') défini sur I'espace de probabilité (2, F, P) a valeurs
dans (R,B(R)) avec T' C R, on a l'ensemble de ses fonctions de répartitions fini-dimensionnelles
{Fth,...,th7 n € N* ty,...,t, € T} définies par

Fy, oxo (@1, m,) = Plwe Q: Xy <oy, Xy <o)y (1.7)
qui satisfait la propriété suivante dite de consistance

FXt17...,th7...,th ('I17 AR OO7 AR axn) - Fth,...7th_17th+1,...,th ('T17 AR ’l‘k‘—lﬂ xk‘-ﬁ-l’ A >In)~ (18)

Cependant, le probleme inverse n’est pas tout a fait évident. En effet, étant donnée une famille
{Fiy 4,,n € N* ty,...,t, € T} de fonctions de distributions, existe-t-il un processus aléatoire
ayant comme fonctions de distributions fini-dimensionnelles cette méme famille ? Ce probleme a été
résolu par Kolmogorov en 1933.

Théoréme 1.4.1. (Théoréme de Kolmogorov sur l’existence d’un processus)

Soit {Fy, 4, n € N* t1,...,t, € T} une famille de fonctions de distributions fini-dimensionnelles
qui satisfait la condition de consistance (1.8), alors il existe un espace de probabilité (Q, F, P) et un
processus aléatoire X = (X;,t € T') tel que

P{lwe: Xy (w) <m,..., X, (w) <zp} =Fyy (21,00, 20).

Corollaire 1.1. Soit Fy(z), Fo(z),... une suite de fonctions de distributions unidimensionnelles,
alors il existe un espace de probabilité (0, F, P) et une suite de variables aléatoires indépendantes
X1, Xo, ... telle que

Plw e Q: X;(w) <z} = Fi(x).

1.4.3 Caractéristiques de la distribution d’un processus aléatoire

Soit X = (X;,t € T) un processus aléatoire (X;,t € T') défini sur un espace de probabilité
(Q, F, P) a valeurs dans un espace d’état (R, B(R)) et de domaine d’évolution T'. Comme pour les
variable aléatoire, la distribution infini-dimensionnelle d’un processus aléatoire X = (X;,t € T) est
aussi caractérisée par certaines familles particulieres définies sur 1" a valeurs dans R, a savoir : la
fonction moyenne, la fonction variance, la fonction d’autocovariance...

Définition 1.4.1. La fonction moyenne p(-) est une fonction de T dans R qui pour tout t € T
associe l’espérance mathématique du membre X; et ayant comme domaine de définition [’ensemble
D, ={teT: E(X,) existe}.

Définition 1.4.2. La fonction variance o2(-) est une fonction de T dans RT qui pour tout t € T
associe la variance du membre X, et ayant comme domaine de définition l'ensemble Dy2 = D,,.

Définition 1.4.3. La fonction d’autocovariance 7(-,-) est une fonction de T x T dans R qui pour

tout couple (t,s) € T x T associe la covariance entre les membres X; et X et ayant comme domaine
de définition D, = {(t,s) € T x T : E(X;X;) < 0o}.

Définition 1.4.4. La fonction d’autocorrélation p(.,.) est une fonction de T x T dans [—1,1] qui
pour tout couple (t,s) € T x T associe la corrélation entre les membres X; et X, ayant comme

domaine de définition D, = {(t,s) € T xT :0 < o(t) - o(s) < co}.
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1.5 Processus aléatoires strictement stationnaires

La propriété de stationnarité (stochastique), qui caractérise plutoét une certaine régularité sto-
chastique dans I’évolution, joue un role crucial dans la théorie des processus aléatoires. Dans plu-
sieurs problemes du monde réel, on rencontre des phénomenes aléatoires qui évoluent dans un
régime ”d’équilibre stochastique” dans le sens ou les caractéristiques fréquentistes du phénomenes ne
changent pas dans le domaine d’évolution. De tels phénomenes peuvent étre représentés par lesdits
processus stationnaires dont la définition a été empruntée et adaptée (selon le principe d’adaptation
du déterminisme au stochastiquisme) a partir du concept de stationnarité des suites et des fonctions
numériques. Pour rappel, une suite numérique (u;, t € N) est dite stationnaire si la valeur des termes
est invariante dans le temps, i.e., si

U1 = Uy, t € N ou de maniere équivalente si wyp, = uy, t,h € N. (1.9)

Pour adapter cette propriété a un suite aléatoire (X;, ¢ € N), c’est-a-dire un processus aléatoire défini
sur un certain espace de probabilité (2, F, P) a valeurs dans (R, B(R)), il est clair qu’il est peu
convenable de considérer une définition analogue a (1.9) du style

Xiy1 = Xy, t € Nou encore X1 (w) = Xy(w), t € N, w e Q (1.10)

puisque de tels processus seraient inadéquats a représenter des situations réelles ou regne 'aléa. Au
lieu d’opérer directement sur les valeurs via (1.10), il parait plus judicieux, en vertu du principe
d’adaptation du déterminisme au stochastiquisme, d’adapter (1.9) aux probabilités des événements
attachés aux valeurs plutot qu’aux valeurs elles-mémes. Ainsi, on dira dans un premier temps qu’'un
processus processus aléatoire est stationnaire si la probabilité qu’un terme X, se trouve dans une
région quelconque B est invariante dans le domaine d’évolution, i.e., si

P(Xy11 € B)=P(X, € B),teN, Be B(R), (1.11)
ou de maniere équivalente si
P(Xy1p € B)=P(X, € B),t,he N, B e B(R). (1.12)

Bien que la relation (1.12) semble adaptée au cas stochastique, elle ne traduit en fait qu'une station-
narité marginale. Il n’est pas clair si ¢’en est le cas pour les distributions conjointes de deux, trois
membres et plus...On peut ainsi généraliser la relation (1.12) au cas de distribution conjointe a deux
termes comme suit

P((Xt1+h7Xt2+h) S B) = P(<Xt17Xt2) € B)7 t17t27 h e N7 B e B(RQ) (113)
On peut généraliser la relation (1.12) au cas de distribution conjointe & trois termes comme suit
P((Xt,h, Xtytn> Xty4n) € B) = P((X4,, X4y, Xy,) € B), ty,ta,t5,h € N, Be B(R?).  (1.14)

On peut ainsi généraliser la relation (1.12) de manieére générale au cas de distribution conjointe a n
termes

P((Xy4n, - Xiin) € B) = P((X4,,...,Xy,) € B), t1,...,to,h €N, B € B(R"), (1.15)

traduisant ainsi la stationnarité en termes des distributions fini-dimensionnelles et donc (dans ce cas
a temps discret) en terme de la distribution de probabilité du processus entier. C’est donc la définition
de stationnarité qu’on retient de fagon générale. Elle a été introduite par Khintchine (1931) pour le
cas d’'un domaine d’évolution 1" quelconque et est dite stationnarité stricte.

Soit X = (X;,T € T) un processus aléatoire de domaine d’évolution T" défini sur (2, F, P) et a
valeurs dans (R, B(R)) avec le domaine d’évolution 7" a la propriété que la somme de deux points de
T est également dans T. Souvent on prend 7' = N, mais peut étre Z, R™ ou R.
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Définition 1.19. Le processus X = (Xy,t € T) est strictement stationnaire si pour tout n > 1 et
tous points ty,... t,, h dans T, la distribution de (Xy,,..., X)) est la méme que la distribution de

(Xt1+ha e ,th+h), Z'.e.;
P((X,,....X.) € B) = P((Xyrsn, ..., Xooin) € B), B € B[R,

Par la suite on se concentre principalement sur le cas le plus simple d’un processus aléatoire
X = (X;,t € N) a valeurs dans (R, B(R)), i.e., la suite de variables aléatoires. Soit X = (X;,T € T')
un processus aléatoires strictement stationnaire. Si p; = E(X;) existe et finie, il s’en suit que gy
est constante pour tout ¢ € T, ie., u; = p. De méme si E(X?) < oo, alors la variance o7 =
E[(X; — E(X;)?] est constante indépendante de t. Soit ¢, s € T et supposons que ¢ > s. En utilisant

la propriété de stationnarité stricte, on calcule la covariance
cov(Xy, Xs) = E[(Xq — p)(Xs — p)] = E[(Xe—s — p)(Xo —
i.e., cov(Xy, X,) ne dépend que de différence ¢t — s. Si on définit la fonction de covariance
Vx (h) = cov(Xn, Xo) = E[(Xp — p)(Xo —p)], h €T,

alors pour t,s € T, cov(X;, X) = E[(X; — m)(Xs — m)] = v,(]t — s|). Notons que o2 = ~,(0).
Parfois il est pratique de standardiser la fonction covariance en produisant ce qu’on appelle fonction
d’autocorrélation ou bien fonction de corrélation de processus X = (X, t € T') définie par

pelt) = 2205

C’est clair que p, (0) = 1 et on peut vérifier que —1 < px(t) < 1 pour tout t € T'.

1.6 Processus stationnaire et théoréeme ergodique

Soit X = (X,,n € N*) un processus aléatoire défini sur (2, F, P) a valeurs dans (R, B(R)),
i.e., une suite de variables aléatoires. Si X = (X,,n € N*) est une suite de variables aléatoires
indépendante identiquement distribuées avec E|X;| < oo, alors par la loi forte des grands nombres

Mt F X gy, (1.16)
n

Au lieu d’exiger que les variables (X,,,n € N*) sont indépendantes identiquement distribuées, Birkhoff
a prouvé la convergence presque stre de la moyenne empirique dans (1.16) en exigeant seulement
que la distribution du processus (X,,n € N*) ne dépend pas du placement de l'origine. Rappelons
qu’on note par R*> D’ensemble de toutes les suites infinies de nombres réels € = (z1,z5...). Un
rectangle de dimension n dans R est 'ensemble { € R>® : 2y € I1,...,x, € I,}, ou I,... 1,
sont des intervalles finis ou infinis. Un cylindre de dimension n dans R* est tout ensemble de la
forme {x € R*: (z1,...,z,) € B,}, ou B, € B(R"). La o-algebre de Borel B(R*) est la plus petite
o-algebre des sous-ensembles de R* contenant tous les rectangles de dimensions finis. On note par
RZ I'ensemble de toutes les suites infinies de nombres réels = (..., z_1, ¢, 71 ...). La o-algebre de
Borel B(R%) est la plus petite o-algebre des sous-ensembles de RZ contenant tous les cylindres de
dimensions finis de la forme {x € RZ : (x,...,Tp4n1) € Bu}, k € Z et B, € B(R").

Définition 1.20. Une probabilité P sur B(R>) est stationnaire si pour tout k > 1 et tout B € B(R*),

P{x e R*: (z1,25...) € B} = P{x € R® : (2411, Tps2,...) € B}. (1.17)
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Puisque B(R>) est la o-algebre générée par les cylindres {& € R : (xy,...,Tk1n-1) € Bn},
n>1, ke N et B, € B(R"), alors la condition (1.17) est équivalente & : pour tout n,k = 1,2,...
et tout B,, € B(R"),

P{lz e R*: (x1,29...,2,) € By} = P{x € R® : (xy41, Tra2, - -, Tpyn) € B} (1.18)
Dans le cas ot P est définie sur B(R?), on prend k € Z dans (1.18).

Définition 1.21. Un processus aléatoire (X,,n € N*) est strictement stationnaire si pour tout
k € N* le processus aléatoire (X,.x,n € N*) a la méme distribution que (X,,n € N*), i.e., pour
tout B € B(R™),

P((Xl,Xz...) GB) :P((Xk+1,Xk+2---) GB). (1.19)

Puisque la distribution du processus est entierement déterminée par les fonctions de distributions
fini-dimensionnelles, alors la condition (1.19) de stationnarité stricte est équivalente & la condition
suivante : pour tous xy, s, ..., T, et tout £k > 0,

P(X1 S :Cl,XQ S T,y ... 7Xn S :Ij'n) = P(Xk-Jrl S :Cl,XkJrQ S To, ... 7Xk+n S l’n) (120)

En particulier, si le processus (X,,,n € N*) est strictement stationnaire, alors toutes les fonctions de
distributions unidimensionnelles (les fonctions de distributions marginales) sont les mémes, i.e.,

PXy<z)=P(Xy<x), k=12,...
On peut réduire les conditions (1.20) et (1.19) comme suit.

Proposition 1.1. Le processus aléatoire (X,,,n € N*) est strictement stationnaire si le processus
(Xnt1,n € N*) a la méme distribution que le processus (X,,n € N*).

Notons que la distribution d’un processus contient toute 'information pertinente pour la théorie
des probabilités. Tous les théoremes qu’on démontrera ne dépendent que de la distribution du pro-
cessus et par conséquent il sont valables pour tous les processus ayant cette distribution. Parmi tous
les processus aléatoires ayant la méme distribution donnée P sur (R, B(R*>), P), il y’ en a un qui
est le plus simple.

Définition 1.22. Pour toute distribution P sur B(R®), on définit un processus (Xn,n € N*) sur

(R>°, B(R*>), P) par N
Xn(x1,29,...) = xp.

Ce processus est dit processus de représentation en cordonnées (i.e., la représentation d’un processus
sur (R, B(R>), P)) et il a la méme distribution que le processus original parce que pour B € B(R>),

P{z e R™: (X,,X,,...) € Bt = P{z e R* : z € B} = P(B).

Cette définition nous conduit aussi & remarquer que pour toute probabilité P sur B (R>), il existe
un processus aléatoire (X,,,n € N*) tel que

P((X1,Xs,...) € B) = P(B).

Parfois, il est plus pratique de regarder les processus stationnaire qui consistent en une suite
a double extrémités, i.e., les suites (X,,n € Z). Un tel processus est strictement stationnaire si sa
distribution ne dépend pas du choix d’un origine, i.e., en termes de distributions fini-dimensionnelles :
pour tous x1,xs,...,T, et tout k € Z,

P(Xl thXQ SLZ'Q,...,Xn an) :P(Xk+1 Sl’l,XkJrz SZIZ’Q,...,XkJrn an)

Un résultat important qu’on peut démontrer par le théoreme d’extension est le suivant.
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Théoreme 1.13. Soit (X,,,n € N¥) un processus aléatoire strictement stationnaire, alors il existe
un processus strictement stationnaire (X,,n € Z) tel que (X,,n € N*) a la méme distribution que

(Xn,n € N¥).

A a partir de tout processus strictement stationnaire, on peut construire une infinité de processus
strictement stationnaires.

Théoreme 1.14. Soit (X,,,n € N*) un processus aléatoire strictement stationnaire et f : R® — R
une fonction Borel mesurable, alors le processus aléatoire (Yy,,n € N*) défini parY, = f(X,, Xns1...)
est strictement stationnaire.

Un cas particulier des processus strictement stationnaire est la suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées.

Corollaire 1.2. Soit (X,)nen+ une suite indépendante et identiquement distribuée et f : R — R
une fonction Borel mesurable, alors le processus aléatoire (Y )nen défini par Y, = f(X,, Xnt1-..)
est strictement stationnaire.

1.6.1 Transformations préservant la mesure

Soit un espace de probabilité (2, F,P) et T : Q — . Rappelons que T' est une application
mesurable de (2, F) dans (2, F) si T71(A) = {w € Q: T(w) € A} € F pour tout A € F.

Définition 1.23. Une transformation mesurable T : Q0 — ) est dite préservant la mesure P, si

P(T-'A) = P(A), A€ F.

De la définition (1.23) on remarque immédiatement que P(T*A) = P(A) pour tout A € F et
tout k=1,2,...., o0 T *A={weQ:T"we A} et T* =T o...oT. A partir des transformations
préservant la mesure P, un grand nombres de processus stationnaires peuvent étre générés. Soit X (w)
une variable aléatoire définie sur (2, F, P). Soit 7" une transformation préservant la mesure P et on
définit le processus (X, )nen+ par X;(w) = X(w), Xo(w) = X(Tw), X3(w) = X(T?w), ... Notons par
T° la transformation identité et on a le résultat suivant.

Proposition 1.2. Soit T : Q — Q une transformation préservant la mesure sur (2, F, P) et X (w)
une variable aléatoire définie sur (Q,F, P), alors la suite X, (w) = X(T" 'w), n = 1,2,... est

strictement stationnaire.

Le processus stationnaire construit dans la proposition 1.2 est dit processus généré par la trans-
formation préservant la mesure 7T'. En termes de distribution, tout processus strictement stationnaire
peut étre généré par une transformation préservant la mesure. Considérons un processus aléatoire
strictement stationnaire X = (X,,,n € N*) défini sur (2, F, P) et X = (X,,,n € N*) le processus de

représentation des coordonnées sur (R>, B(R*), Px ). Par définition X, (x) = x,.

Définition 1.24. Sur [’espace mesurable (R"O,B(R“)), on définit la transformation du décalage
S R*® — R* par
Sx= S(I1,5E27 .. ) = ([L’Q, xrs, .. )

On remarque immédiatement que )zn(w) = )?1(5'”_1:13), n > 2. On peut montrer que S(x) est
une fonction Borel mesurable préservant la mesure Px et par conséquent, on justifie le fait que tout
processus strictement stationnaire peut étre généré par une mesure préservant la mesure.

Proposition 1.3. La transformation du décalage S : R* — R*> est Borel mesurable et si le processus
X = (X,,,n € N¥) est strictement stationnaire, alors S préserve la mesure Px.
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L’un des premiers résultats sur les transformations préservant la mesure est le théoreme de
récurrence de Poincaré.

Théoreme 1.15. (Poincaré) Soit T une transformation préservant la mesure sur (0, F, P) et
soit A € F, alors pour presque tout w € A, T"w € A pour une infinité de n > 1.

Corollaire 1.3. Soit X une variable aléatoire positive sur (2, F, P) et soit A = {w € Q: X(w) > 0},
alors pour presque tout w € A,

Z X(T"w) = 0.

Proposition 1.4. Soit T' une transformation préservant la mesure sur (S, F, P) et X une variable
aléatoire avec E(X) existe, alors E(X(w)) = E(X(Tw)).

On a vu dans le théoreme 1.13 qu’a partir d’'un processus stationnaire X = (X,,,n € N*), on peut
construire un processus stationnaire X = (X,,n € Z) et par la proposition 1.2 on peut construire
un processus stationnaire X = (X,,,n € N*) a partir d’une variable aléatoire et une transformation
préservant la mesure. Pour pouvoir construire un processus stationnaire X = (X,,,n € Z) a partir
d’une variable aléatoire X et une transformation préservant la mesure 7', il faut que T agisse a la
fois dans la direction positive et négative.

Définition 1.25. Soit (2, F, P) un espace de probabilité. Une transformation T : Q — Q est dite
préservant la mesure bidirectionnelle si

(1) T est bijective.

(2) Les transformations T et T~ sont mesurables, i.e., pour tout A € F,
T7'A={weQ:TweAteF et TA={TweN:we A}eF.

(3) T préserve la mesure : P(T~'A) = P(A) et par conséquent P(TA) = P(A) pour tout A € F.

Par une transformation préservant la mesure bidirectionnelle et une variable aléatoire sur (2, F, P)
on construit un processus stationnaire X = (X,,,n € Z) par X, (w) = X(T"w), n € Z.

1.6.2 Ergodicité et Mélange

Définition 1.26. Soit T une transformation préservant la mesure sur (Q,F,P). Un événement
A € F est dit invariant st A =T~ A, i.e., w € A si et seulement si Tw € A ; presque invariant si A
et T~ A se différent sur un événement de probabilité nulle; en d’autres termes si P(AAT~A) = 0.

Si A € F est invariant, I’événement A° est aussi invariant et pour tout n, T "A = A et T "A¢ =
Ac. 11 est facile de vérifier que les événements invariants forment une o-algebre sur 2, comme pour
les événements presque invariants.

Proposition 1.5.
(1) La collection G des événements invariants est une o-algébre.

(2) La collection G* des événements presque invariants est une o-algéebre.
Avec les événements invariants, on définit les variables aléatoires invariantes.

Définition 1.27. Soit X (w) une variable aléatoire sur (2, F, P) et T' une transformation préservant
la mesure, alors X (w) est dite invariante si X (w) = X (Tw) pour tout w € Q0 ; X (w) est dite presque
invariante si X (Tw) = X(w) pour presque tout w.
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Notons qu’'un événement est invariant (presque invariant) si et seulement si sa fonction indicatrice
est invariante (presque invariante).

Proposition 1.6. La variable aléatoire X sur (2, F,P) est invariante si et seulement si X est
G-mesurable.

Définition 1.28. Soit T' une transformation préservant la mesure sur (2, F, P). T est dite ergodique
si pour tout A € G, P(A) =0 ou 1.

Un processus stationnaire généré par une transformation préservant la mesure et ergodique 7" est
aussi dit ergodique. De méme un processus stationnaire qui génere une transformation préservant
la mesure et ergodique S est aussi dit ergodique. L’invariance peut étre remplacée par l'invariance
presque stre dans la définition 1.28 de I'ergodicité comme le montre le résultat suivant.
Proposition 1.7. Soit T une transformation préservant la mesure sur (Q, F, P).

(1) Si A € F est presque invariant, alors il existe un événement invariant B € F tel que

P(AAB) =0.

(2) T est ergodique ssi pour tout événement A presque invariant P(A) =0 ou P(A) = 1.

La condition d’ergodicité peut étre mise en termes de variables aléatoires invariantes.
Proposition 1.8. Soit T une transformation préservant la mesure sur (2, F, P). Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(1) T est ergodique.

(2) Toute variable aléatoire presque invariante X (w) est constante presque sirement.

(3) Toute variable aléatoire invariante X (w) est constante presque sirement.
La condition de la proposition précédente peut étre affaiblie comme suit.

Proposition 1.9. Soit T' une transformation préservant la mesure sur (Q, F, P). T est ergodique si
et seulement si toute variable aléatoire invariante bornée X (w) est constante presque sirement.

La propriété du mélange est définie comme suit.

Définition 1.29. Soit T une transformation préservant la mesure sur (Q, F, P) ; T est dite mélange
st pour tous A, B € F,

lim P(ANT"B) = P(A)P(B).

n—oo
Le mélange est une propriété plus forte que ’ergodicité comme indiqué dans le théoreme suivant.
Théoreme 1.16. Soit T une transformation mélange sur (0, F, P), alors T est ergodique.

Il utile de noter qu’il n’est pas nécessaire de vérifier la condition du mélange pour tous les
événements A, B € F, mais seulement pour A, B dans l'algebre Fy dont o(Fy) = F.

Théoréme 1.17. Soit T une transformation préservant la mesure sur (Q, F, P). Soit Fy une
algebre sur Q) telle que o(Fy) = F. Si la condition du mélange est vérifiée pour tous A, B € Fy, alors
elle est vérifiée pour tous A, B € F et par conséquent T est mélange.

Soit X = (X1, Xs,...) un processus strictement stationnaire généré par la transformation préservant
la mesure T sur (2, F, P), i.e., X,(w) = X;(T" 'w), n > 1.

Définition 1.30. Le processus stationnaire X est dit faiblement dépendant si Xj et Xpi, sont
asymptotiquement indépendantes lorsque n — o0, i.e., pour tous By, By € B(R)

P(X), € By, Xiin € Bs) = P(X1 € B))P(X; € By). (1.21)

Théoreme 1.18. Une transformation T préservant la mesure sur (Q, F, P) est mélange si et
seulement si tout processus stationnaire X = (X,,, n € N*) généré par T est faiblement dépendant.
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1.6.3 Théoreme ergodique

L’un des résultats des théoremes limites est le théoreme ergodique qui stipule que la moyenne
empirique d’'une suite de variables aléatoires strictement stationnaire de moyenne finie converge
presque strement vers une variable aléatoire.

Théoréme 1.19. (Birkhoff and Khinchin) Soit T une transformation préservant la mesure
sur (2, F, P) et X une variable aléatoire telle que F|X| < 0o, alors

n—1

1 by
JEE@%MT w) = B(X|G) p.s.

Une conséquence directe du théoreme 1.19 précédent est que si T est ergodique, alors la variable
limite est constante presque stirement et égale a la moyenne théorique.

Corollaire 1.4. Soit T une transformation préservant la mesure et ergodique sur (2, F, P) et X
une variable aléatoire telle que F|X| < 0o, alors

o1
lim —
n—oo N,

iX(T’“w) = E(X) p.s. (1.22)
k=0

Corollaire 1.5. Une transformation préservant la mesure T sur (S, F, P) est ergodique si et seule-
ment si

lim P(ANT™*B) = P(A)P(B), A,B € F. (1.23)

Un autre résultat intéressant est le suivant.

Corollaire 1.6. Soit T : Q — Q une transformation préservant la mesure et ergodique sur (2, F, Py)
et (U, F, Py), alors ou bien P, = Py ou bien Py et Py sont orthogonales dans le sens qu’il existe A € G
tel que Pi(A) =1 et Po(A°) = 1.

Enfin, on se demande si la moyenne empirique converge en moyenne vers la moyenne théorique,
ie., vers F(X).

Corollaire 1.7. Soit T : Q — Q une transformation préservant la mesure sur (Q, F, P) et X une
variable aléatoire telle que E|X| < 0o, alors

‘ 1 n—1 . B
lim B[~ X(T*w) - E(X\g)‘ —0.

n—00
k=0

Si T est ergodique, alors

n—o0

n—1
1
lim E|~ 3 X (Thw) - E(X)‘ ~0.
n
k=0

1.6.4 Théoreme ergodique pour les processus stationnaires

Soit X = (X,,n € N*) un processus strictement stationnaire. On a vu que la transformation
de décalage S : R>® — R* qui est mesurable préserve la mesure Px. Un ensemble B € B(R*) est
invariant sous S si S™'B = B. Lorsque B € B(R>) est invariant, alors S™%(B) = B, k = 1,2, . ...
La transformation S préservant la mesure Px est ergodique si pour tout B € B(R*) invariant,
Px(B)=0ou 1.
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Par le théoreme ergodique (1.19) et le corollaire (1.4), si la transformation de décalage S préservant
la mesure sur (R*, B(R>), Px) est ergodique, alors

o1
lim —
n—oo N

n . 1 n "

Y Xp=E(X)) ps.et lim =) X, - E(X;)|=0.
k=1 mee I
Si S est ergodique, alors on obtient les mémes conclusions pour le processus original X = (X,,,n € N*)
parce que la convergence presque strement et la convergence en moyenne dépend seulement de la
distribution du processus. Presque toutes les définitions concernant I'invariance et I'ergodicité peuvent
étre formulées en termes du processus original (X,,,n € N*) au lieu du processus X = (X,,,n € N¥)
défini sur (R*>°, B(R*), Px).

Soit B € B(R®), A= {(X1,Xs,...) € B} et S7'B ={x € R™: (29, 23,...) € B}, alors

{lweQ: (X1,Xy,...)€S8 B} ={weQ:(Xy,X3,...) € B}

Notons que si B € B(R™) est invariant, alors {X € B} = {X € S7'B} = {X € S™*B}, k =

1,2, ... Ainsi pour tout B € B(R*) invariant, on lui associe un événement invariant A = {X € B} €

F. Autrement dit, un événement A € F est invariant s'il existe B € B(R>) invariant sous S tel que
A ={X € B}. Par conséquent, on définit les événements invariants comme suit.

Définition 1.31. Un événement A € F est invariant par rapport ¢ X = (X,,n € N*) s%l existe
B € B(R™) tel que pour tout n > 1

A={weQ: (X, Xn1,...) € B}

La classe des événements invariants forme une o-algebre G. Une variable aléatoire Y est invariante
sl existe une fonction f mesurable sur (R, B(R*)) (i.e. Borel mesurable de R*> dans R) telle que

Y = f(X,, Xog1,-..), Yn > 1.
Le théoreme ergodique se traduit comme suit.

Théoreme 1.20. Si X = (X,,, n € N*) est un processus strictement stationnaire, G la o-algébre
des événements invariants et E|X,| < oo, alors

1 < ,

= X, B E(X49).

"=
Définition 1.32. Un processus strictement stationnaire X = (X,,n € N*) est ergodique si tout
événement invariant est de probabilité égale a zéro ou un.

Proposition 1.10. Un processus strictement stationnaire X = (X,,,n € N*) est ergodique ssi pour
tout B € B(R¥), k=1,2,...,

1 n
- > 15(Xi,. .. Xis—1) = P{(X4,.... X4) € B} ps. (1.24)
=1

Si les événements de la g-algebre G sont de probabilités égales a zéro ou un, i.e., le processus
X = (X,, n € N*) est ergodique, alors la moyenne empirique converge presque surement vers F(X7).
L’ergodicité, comme la stationnarité, est préservée sous des fonctions mesurables.

Proposition 1.11. Soit X = (X,,, n € N*) un processus strictement stationnaire ergodique et f :
R> — R une fonction Borel mesurable, alors le processus (Y )nen+ défini par Y, = f(X,, Xni1,--.)
est ergodique.

Théoreme 1.21. Soit X = (X,, n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées, alors la transformation de décalage associée S préservant la mesure Px
est ergodique et mélangeante, en particulier X = (X,, n € N*) est un processus ergodique.
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Chapitre 2

Equations aux récurrences stochastiques

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude de l’équation aux récurrences stochastique X, =
A X, 1+ By, n € N* dont les coefficients {(A,, B,),n € N*} sont indépendants et identiquement dis-
tribués (iid). Vervaat [24] a étudié cette équation et il a montré que sous la condition que l'exposant
de Lyapounov associé a la suite (A,,n € N*) est strictement négatif, la suite de variables aléatoires
(X, n € N*) construite par I’équation aux récurrences stochastique converge en distribution vers une
certaine variable aléatoire X indépendamment de la variable aléatoire initiale X,. Lorsqu’on fixe la
variable initiale X égale en distribution a la variable limite X, la suite (X,,,n € N*) construite par
I’équation aux récurrences stochastique est strictement stationnaire et ergodique.

Considérons 1’équation aux récurrences stochastique

X, = Ay X1+ B, , n €N, (2.1)

ou {(An, Bn),n € N*} est une suite indépendante et identiquement distribuée (iid) définie sur
(2, F, P) a valeur dans R?. Pour une variable aléatoire initiale X, définie sur le méme espace de

probabilité (§2, F, P) et indépendante de la suite {(A4,, B,),n € N*} on a
X1 = A Xo+ By,
Xy = AsA1Xo+ AsBy + By,
X3 = AzAA1Xo+ AsA3By + A3Bs + Bs,

On écrit X, comme X,,(Xy) parce que X,, dépend de la variable initiale X,. Apreés n itération dans
I'équation (2.1), avec la convention H?:y‘lj =1let 22:1 A; =0, on trouve

Xo(Xo) =Y B [] 4+X ][4 neN. (2.2)
k=1 j=1

1=k+1

On remarque que (X, (Xo), n € N*) est une suite de Markov parce que la distribution condi-
tionnelle de X,, sachant le passé, i.e., (Xo<r<n—1) est une fonction de X,,_; seul. Pour une variable
aléatoire initiale Y, indépendant de la suite {(A,, B,),n € N*}, soit la suite de variables aléatoires
(Y., n € N*) définies par

n

k—1 n
YY) =Y B J[4+Y ][4, neN. (2.3)
k=1 i=1 j=1

La suites (Y,,(Yy), n € N*) n’est pas une suite de Markov. Puisque la suite ((A,, B,),n € N*) est 7id,
on remarque que

(Xo, {(Ak Bi)}rcpen) = (Xoy {(An—ts1, Buoir1) b opern):
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ot £ désigne 1’égalité en distribution. Ceci implique que si X £ Yo, alors

n

n n n k—1 n
Xo(Xo) = > B [[ A+Xo[[4 = B[] A+ X J[ A = Yal(Xo).
k=1 j=1 k=1 i=1 j=1

= i=k+1

Par convention on pose (A, B) = (A, By). Le théoreme suivant de Vervaat [24] donne des condi-
tions sur (A, B) assurant la convergence de la suite (X,,,n € N*) en distribution et la convergence
presque stre de la suite (Y;,,n € N*) vers une certaine variable Y. Il donne aussi les propriétés de la
distribution limite.

Théoréme 2.1. Soit (X,,,n € N*) un processus stochastique défini par (2.2) et supposons que
E(log"|B|) < oo et —oo < (Elog|A]) <0, (2.4)

alors

(1) Y, 25Y et X, Ay pour une certaine variable Y qui satisfait l’identité en loi
YLAY +B, ouY et (A, B) sont indépendantes. (2.5)

(2) L’équation (2.5) a une solution unique en distribution qui est donnée par

m—1

y £ Z B [T 45, (2.6)

m=1 j=1
ot la série dans (2.6) converge absolument presque strement.

(3) Si on pose X, LY, alors le processus (X, n € N*) construit par la relation (2.2) est
strictement stationnaire et ergodique.

Maintenant supposons les conditions suivantes sur les moments de A et B. S’il existe un certain
p € [1,+oo tel que
E|BlP <o et E|AP <1, (2.7)

alors
(4) E|Y|P < oo et la série en (2.6) converge en moyenne d’ordre p.

(5) Si E|Xo|P < oo, alors (X,,n € N*) converge en moyenne d’ordre p vers la variable Y et en
particulier, E|X,|P — E|Y|P, n — oc.

(6) Les moments E(Y™) sont déterminés de maniere unique par les équations
m m B
B =3 (1) BB B, m =1 23)
k=0
ot [p] est la partie entiére de p.

Preuve.
(1) L’existence de la limite en distribution de (X,,n € N*) sera montrée dans la partie (2) de

cette démonstration. Si on suppose que X, BN Y, n — oo, alors
(An, By, Xo1) -5 (A1, B1,Y), n — o0.

Ceci et le fait que la fonction f(z) = ax + b est continue impliquent que

Y LAY + B, ou Y et (A, B) sont indépendantes.

23



Equations aux récurrences stochastiques

(2) D’apres 'équation (2.2), pour tout n € N*,
Xn(X[)) = XQ HA] + Z Bm H Aj, n € N, (29)
j=1 m=1 j=m+1

ou X est une variable aléatoire initiale indépendante de ((A,,, By,),n € N). Pour deux variables
aléatoires initiales différentes X, et X, on obtient

Xn(Xg) = Xu(Xg) = (X — Xo) [[Aj, n e N. (2.10)
j=1

Par la condition (2.4) et la loi forte des grands de nombres, on déduit que
1 p.s
— E log |A;] — E(log|A|) <0, n — oo. (2.11)
n
i=1

Par conséquent
n

114

J=1

= eatp{ZlogMj]} %0, n — .

J=1

En utilisant cette derniere convergence et (2.10) on déduit que si X;(X)) %5 Y pour une
certaine variable Xy, alors X;(Xy) Ay pour toute variable aléatoire Xy. En particulier, s’il
existe une variable aléatoire Y telle que X, ey et Xy LY est indépendante de la suite

((An, By),n € N*), alors X,,(Xo) 2 Y et par conséquent Y dans I'équation (2.5) est unique. Il
nous reste donc a montrer que (X,,, n € N*) converge en distribution vers Y donnée par (2.6),
i.e., on montre que la suite (Y,,, n € N*) définie par (2.3) converge presque strement vers Y.

Soit Y =0 et
n m—1
Yi=>Y A, [ BneN, (2.12)
m=1 j=1

alors par 'équation (2.2) on a

Xu(Xo) £ V7 + Xo [ A5, n e N,

J=1

Notons que Y," est la somme partielle de la série dans (2.6). Ainsi la condition suffisante
pour que (Y, n € N*) converge presque sturement et donc en distribution est que la série

(2.6) converge presque stirement. Par la relation (2.11), le fait que m~'log™ |Bp,| 23 0 et la
condition (2.4), on déduit que

m—1
‘Bm 14
j=1

Par conséquent, par le critere de Cauchy pour la convergence des séries a termes positifs, la
série dans (2.6) converge presque surement.

1/m 1 1 s
< exp {E log™ | Bp| + p— Z log ]Aj\} 2% exp{E(log|A])} < 1, n — .
j=1
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(3) Sion fixe X LY, on peut vérifie que (Xo, X1y, Xp)
n, k € N* qui généralise 1’égalité en distribution (Xo, X7)
Par la relation (2.5), pour tout k € N*,

(Xk, Xk +1,..., Xpyn) pour tous
Xkan+1)7 k € N.

( Xk, Xgy1) (Xk, Apy1 Xy + Brgr)
(Xo, A1 X0 + B1)
= (Xo, Xl)
On sait que toute suite de variables aléatoires iid est un processus ergodique. Puisque X, est
fonction mesurable de la suite ((Ay, By), k € N*), le processus (X,,,n € N*) est ergodique.

(4) Pour toute variable aléatoire Z, soit ||Z]|, = (E|Z\p)%. Puisque la fonction —logz est
convexe, |[B]|, < oo et [|A][, < 1, par 'inégalité de Jensen on déduit que les conditions (2.4)
sont vérifiées. Par conséquent les conclusions (1), (2) et (3) de théoreme sont vérifiées. De

plus,
00 n—1
Y1, <> |18 114
n=1 j=1

Donc E|Y|P < oo et la série dans (2.6) converge en moyenne d’ordre p.

o)
-1
= 1B, Y Al ™" < o0
P n=1

(5) La suite (Y,*,n € N*) converge presque strement vers la série dans (2.6). Par (1), (2) et (3)
de théoreme 2.1 et le théoreme de convergence dominée on déduit que

E|Y P — E|Y|P, n — oc.

Ainsi pour Xy = 0 p.s., F|X,(0)]? — E|Y|P, n — o0, ceci vient de fait que X,,(0) < Yr
Pour une variable initiale quelconque Xy, on déduit de la relation (2.10) que

E|X,(Xo) — X, (0)|]P < (E|AP)"E|Xoff — 0, n — oc.

(6) De la relation (2.5), on déduit que (2.8) est vérifiée a chaque fois que les espérances existent.
Les équations (2.8) déterminent E(Y™) successivement pour m = 1,...,[p|. Le coefficient
E(AF) de F(X*) satisfait

|[EAY| < EJA]F <1,
parce que la fonction f(x) = 271 log F'|A|" est une fonction convexe en z dans |0, p]. En effet
flz) — 0siz — 0et f(p) =0, f(0) <0et f(p) > 0. Autrement dit h(x) = E(|A*)
convexe sur |0, p|] parce que h" (x) > 0 sur |0, p].

Dans le théoreme 2.1, on a vu que si les conditions (2.4) sont satisfaites, alors la suite (Y,,,n € N*)
définie par (2.3) converge presque sirement vers une variable aléatoire Y donnée par

m—1

Y =>"B.[] 4 (2.13)

m=1 j=1

ou la série précédente converge presque strement.

Sous I'hypothese que 1'équation (2.5) n’admet pas de solution dégénérée et la variable A n’est pas
dégénérée en zéro, Goldie et Maller [11] ont trouvé une condition nécessaire et suffisante pour que

Y, (Yy) 25 Y ot YV est donnée par (2.13), tandis que |Y,(Yp)| L o0 lorsque cette condition n’est
pas satisfaite.
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Soient les variables aléatoires suivantes :

Z =—loglA|, Z,=—1og|A,|, T =log|B|, T,, =log |B,|, n € N*. (2.14)
Les variables aléatoires Z,, n = 1,2, ... forment les pas de la marche aléatoire (S,, n € N), ou
Sn:ZZj:—log HAj ,neN. (2.15)
j=1 j=1

On définit la moyenne tronquée de la variable Z comme suite
Yy
Mu(y) =E(Zt Ny) = / P(Z > z)dz, y > 0, (2.16)
0
ot 2t =z V0 =max(z,0) et 2= = —(z A 0) = — min(z, 0).

La théoreme suivant de Goldie et Maller [11] donne la condition nécessaire et suffisante pour la
convergence presque sure de la suite (Y, , € N*) définie par (2.3).

Théoreme 2.2. Supposons que P(B = 0) < 1 et P(A = 0) = 0, alors les conditions suivantes
sont équivalentes

s log ¢
A, 250, n—> 00 et / (—)dPBSq < o0, 2.17
kl;[l 11,00 \Ma(logq) (1B <9) (217)
n—1
P(|Al=1)<1 et sup HAan < oo p.s., (2.18)
neN* he1
n—1
[TA4B. 250, n— o, (2.19)
k=1
co n—1
Z ‘ H ApB,| < o0 p.s., (2.20)
n=1 k=1
00 J
ZP<1§}23_1‘HA’““B”| > e ><oo,x>0, (2.21)
n=1 k=1
Chacune des conditions précédentes implique que
Y, (Yy) 25 Y, n — oo, (2.22)

ou Y est donnée par (2.13) et la série dans (2.13) converge absolument p.s.
Inversement, supposons que

P(Ac+ B =c¢) <1 pourtoutcéeR, (2.23)
si la condition (2.17) n'est pas satisfaite, i.e., si [[}}_; A, ne converge pas vers zéro p.s. ou si l'intégrale
dans (2.17) diverge, alors |Y,(Yo)] L 00, n — .

Remarque 2.1. Les propriétés de la fonction M4(y) définie dans (2.16) et dans (2.17) sont qu’elle
n’est pas décroissante et concave, avec M4(0) = 0 et Ma(oo) = E(Z") < 0o. De méme, My(y) > 0
pour un certain y > 0 si et seulement si P(Z > 0) = P(|A| < 1) > 0. Pour déduire d’autres propriétés
de l'intégrande dans (2.17), on écrit

M/;(y) N E(% A 1) _ /Olp(Z > ty)dt, (2.24)

26



Equations aux récurrences stochastiques

qui montre que M,(y)/y est non croissante avec limites P(Z > 0) = P(JA] < 1) en 0% et P(A = 0)
en co. Notons que si [[}_; A == 0, alors P(JA| < 1) > 0 et que lintégrande dans (2.17) est bornée
au voisinage de ¢ = 1. D’autres parts, si |[A| > 1p.s, alors [[,_, Ax ne converge pas vers zéro presque
surement et donc on a pas besoin d’évaluer I'intégrale dans laquelle 'intégrande est égale a +00. On

prends M4 (y)/y égale & P(JA| < 1) pour y = 0 et avec cette convention on pourra intégrer sur [1, oo
plutot sur |1, co[ dans (2.17).

Remarque 2.2. Noton que ’équation (2.23) est une condition de non dégénérescence de la solution
de I’équation (2.5). Remarquons que lorsque B,, = ¢ — A,¢, la relation (2.3) se réduit a

Ya(Yo) = c+ (Yo —c) [[ Ar, n € N*. (2.25)
k=1

Lorsque Yy est dégénérée en ¢, on a Y, (c) = ¢ p.s., alors que sinon la comportement asymptotique
de Y, (Yp) se réduit a celui de [],_, Ag. L’échec de (2.17) n’implique pas donc que |Y;,(Yp)| L o,
ainsi (2.23) est nécessaire pour la proposition inverse dans le théoréme 2.2.

Remarque 2.3. On a exclu le cas on P(A = 0) > 0 qui est trivial dans le sens suivant. Lorsque ceci se
produit, I'intégrante dans (2.17) est bornée par 1/P(A = 0) (voir la remarque 2.1), ainsi I'intégrale
est finie indépendamment de B. On a aussi, N = min{n : A, = 0} < cop.set [[,_, A =0
pour tout n > N, par conséquent les relations (2.17)-(2.22) sont vérifiées ou dans (2.22), Y,,(Yy) =
21]::1 Hf:ll A; By, pour tout n > N. Il n’y a en particulier aucun contenu dans la proposition inverse
de théoreme 2.2 parce que (2.17) est vérifiée dans ce cas.

On a également exclu le cas ou B = 0 p.s dans le théoreme 2.2. Lorsque ceci est vérifié, la relation
(2.3) donne Y, (Yy) = i, AkYo p-s et Y, (Yy) converge p.s. si et seulement si [[;_, Ay converge
presque siirement tant que Yy n’est pas dégénérée en zéro. Maintenant [[;_, Ay converge p.s. si et
seulement si szl Ay converge p.s. vers zéro parce que S, ne peut diverger que vers +00 ou —oo et
seulement S, — 400 correspond a la convergence de [[;_, Ax. Ainsi le comportement de Y, (Yj)

est bien défini. L'inverse dans le théoreme 2.2 que |V, (Yp)| == oo si (2.17) n’est pas vérifiée n’est
pas juste lorsque B = 0 p.s., mais ceci est exclu par (2.23) (avec ¢ = 0) dans tous les cas.

Remarque 2.4. On a vus dans la remarque précédente que lorsque P(A = 0) =0, [;_, Ak 250

si et seulement si S, - oo. Une condition nécessaire et suffisant pour que [Ti—; Ak 220 est
démontrée par Kesten et Maller [16] en termes de

J = /[Om[( Y )dP(Z > —y). (2.26)

Ma(y)
Proposition 2.1. Lorsque P(A = 0) =0, [[}_; Ar == 0 si et seulement si
J <B(Z%) =00 ou 0<E(Z)<E|Z| <. (2.27)

On peut méme considérer le cas P(A = 0) > 0 qui est inclu dans J_ < E(Z*1) = oo parce qu’il
correspond au cas Z = —log|A| = +00 avec une probabilité positive, par conséquent E(Z1) = 400
et l'intégrale J_ est finie parce que l'intégrante est bornée par 1/P(A = 0) (voir la remarque 2.3).
Cette proposition 2.1 reste vrai lorsque P(A = 0) > 0 comme pour les conditions (2.17)-(2.21) de
théoreme 2.2.

Remarque 2.5. Par la suite dans le lemme 2.5, on va montrer que la finitude de l'intégrale est
nécessaire. D’autres parts, le théoreme 2.2 montre que [[;_, A 22 0 est nécessaire pour que les
autres hypotheses du théoreme 2.2 soient vérifiées et [[,_, Ak 22 0 n’est pas impliquée par la
finitude de l'intégrale dans (2.17) méme si B a un support non borné, i.e., I’ensemble des valeurs
prises par B n’est pas borné.
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Remarque 2.6. Sous la condition de non dégénérescence (2.23), le théoreme 2.2 montre que Y, (Yp)
a une des deux formes opposées de comportement asymptotique : soit Y, (Yp) 2= Y, soit |V, (Yp)| =
00. Dans le théoreme 2.2, la distribution conjoint de A et B ne joue aucun role sauf dans la condition
de non dégénérescence (2.23), ainsi (2.17) n’impliquant que les lois marginales de A et B. En prenant
les lois marginales de A et B a la place de la loi conjointe, ceci n’a aucun effet sur le comportement
de la convergente de Y,,(Yy). Il est méme possible d’affaiblir la condition de 'indépendance de la
suite ((Ay, Bn),n € N*). On peut supposer que les variables (A4,,n € N*) sont i.i.d et les variables
(Bn,n € N*) ont la méme distribution, B,, peut étre dépendante de A,, dans la premieére partie de
théoreme 2.2, mais pas dans la deuxieme partie de théoreme 2.2.

Remarque 2.7. On peut remplacer M4(y) dans (2.17) par
— Y Y
Maly) = / P(Z| > 2)dz = / P(Z> =)+ P(Z < —2)d=. (2.28)
0 0

C’est a dire on a le résultat suivant.

Proposition 2.2. Supposons que P(B=0) <1 et P(A=0)=0, alors (2.17) est équivalent a

n . ]
[]A 250 e / (&)dmm < ¢) < oo (2.29)
i J1400] ~M4(log q)

On peut encore remplacer |1,00[ par [1,00] dans l'intégrale de la proposition 2.2 en prenant
que la limite de Ma(y)/y en y = 0 est égale & P(]A| < 1) qui est supérieur strictement a zéro si
[T, A 2> 0.

On a vu dans le théoreme 2.1 que X, (X)) Ay indépendamment de X, avec Y est 'unique

solution de I’équation Y LAY + Bou Y et (A, B) sont indépendantes. Dans le résultat suivant da
a Goldie et Maller [11], on donne des différentes situations dans lesquelles la suite (Y, (Y),n € N*)
converge presque strement, i.e., (X,(Xo),n € N*) converge en distribution et des situations dans
lesquelles la suite (Y,,(Yy),n € N*) diverge.

Théoreme 2.3.

(a) Si P(A=0) >0, alors il existe une variable aléatoire N a valeur dans N telle que Y, (Yy) =

Yy pour tout n > N, Yy est l'unique solution de l’équation (2.5) et X, (Xo) L5 Yy pour
toute vartable initiale X.

(b) St P(A=0)=0 et P(Ac+ B = ¢) =1 pour une certaine constante ¢ € R, alors

Xo(Xo) =c+ (Xo—¢) HAk p.s, n € N,
k=1
et la relation de (2.25) est vérifiée, ainsi que Y, (Yy) se réduit a X, (Yy). En particulier, on a

(i) A =1 p.s. Dans ce cas X,,(Xgy) = Xo p.s., ainsi toute variable aléatoire initiale Xy est
une solution de l'équation (2.5).

(ii) A= —1 p.s, alors
Xn(X()) =c+ (—1)n(X0 — C), n € N*.

Les solutions de l’équation (2.5) sont les variables X pour lesquelles X — ¢ 4 —(X —c¢) et
Xn(Xo) 4y X si et seulement si Xo < X, dans ce cas X,,(Xp) 4 x pour tout n € N,
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(iii) |A| = 1 p.s, mais 0 < P(A = 1) < 1, alors les solutions de l’équation (2.5) sont les

variables X pour lesquelles X — ¢ < —(X —¢) et X,,(Xo) —%s X pour toute variable Xo.

La variable limite X vérifie

XZc+ (Xo—c)U ou U==1 avec des probabilités %,% et indépendante de X.

(iv) [Ii_, Ax 250, alors X = ¢ p.s. est l'unique solution de I’équation (2.5) et X,,(Xq) Ny
pour toute variable initiale X,.
(v) P(|A] = 1) < 1 et [[i_; Ax ne tend pas vers zéro en probabilité, alors X = ¢ p.s. est
Vunique solution de I'équation (2.5) et X, (Xo) —= ¢ si et seulement si Xo = ¢ p.s.
(c) P(A=0)=0 et P(Ac+ B =c) < 1 pour tout c € R.
(1) Si (2.17) est vérifié, alors Y donnée par (2.13) est non dégénérée et c’est ['unique solution
de l’équation (2.5) et X, (Xo) ~L5 Y pour toute variable aléatoire initiale Xo.

(i) Si (2.17) n'est pas vérifié, 'équation (2.5) n’admet pas de solution et | X, (Xo)| I
pour tout variable initiale X.

On relie les résultats de théoreme 2.3 aux conditions sur les moments de A et B. Pour avoir des
moments bien définis de —log |A|, on suppose que P(A = 0) = 0. Supposons que la condition de
non dégénérescence (2.23) est vérifiée qui exclu le cas P(B = 0) = 1. Supposons que Y, (Yp) 23 Y
avec Y donnée par (2.13) et supposons que les conditions (2.17)-(2.20) sont satisfaites. On a vu
dans le théoreme 2.2 que lorsque Y,,(Yy) ne converge pas p.s., on a la divergence dans le sens que
Y, (V)] £ 0o. De plus, d’apres le théoréme 2.3 (c) (i), il existe une solution de 'équation (2.5),
a savoir Y qui est donnée par (2.13) lorsqu'on a la convergence Y,(Yy) =3 Y. Rappelons que
logt = log(z V1) et log~ x = —log(x A 1) pour z > 0, alors J_ donnée par (2.26) peut étre écrite

comme suit :
log™ | 4]

J = (m>. (2.30)

Corollaire 2.1. Supposons que P(A = 0) = 0 et la condition de la non dégénérescence (2.23) est
vérifice.
(a) Si0 < E(log|A]) < oo, alors Y, (Yy) ne converge pas.
(b) Si —co < E(log|A]) <0, alors Y,,(Yy) converge p.s. si et seulement si E(log™ |B|) < oo.
(c) Si E(log|A|) = —o0, alors Y, (Yy) converge p.s. si et seulement si l'intégrale dans (2.17) est
finie, en particulier si E(log™ |B|) < oo.
(d) Si E(log|Al|) n'existe pas, i.e., E(log" |A]) = 0o et E(log™ |A|) = oo.
(1) Sij_ < oo, alors Y,(Yy) converge p.s. si et seulement si lintégrale dans (2.17) est finie,
en particulier si E(log® |B|) < oo.

(ii) Si J- = o0, alors Y, (Yy) ne converge pas.

Un autre cas particulier est lorsque A est dégénérée en m # 0. Si |m| > 1, les deux parties de
(2.17) ne sont pas vérifiées, la fonction M4 est égale a zéro. Lorsque 0 < |m| < 1, la premiére partie
de (2.17) est vérifiée et pour la deuxieme on a M4(y) =z Ay ou x = —log |m| > 0, ainsi la finitude
de I'intégrale dans (2.17) est équivalente & E(log’ |B|) < co. On en déduit donc le résultat suivant.

Corollaire 2.2. Soit Y,, = >_,_, m*"' By la somme partielle de la série Y donnée par (2.13) avec
A =m, n € N* et (B,)nen+ est une suite iid ot P(B =0) < 1. Si

im| <1 et E(log™ |B|) < oo, (2.31)
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alors 352, |m|* Y By < 00 p.s. et Yo (Yy) 25 Y = 3°0°  mF1By. Si au moins une des conditions de

(2.31) n’est pas vérifiée, alors |Y,(Yo)| Ly 0. Dans le premier cas, la variable limite Y est Uunique
solution de l’équation

Y L AY + B, Y indépendante de (A, B). (2.32)
Dans le deuziéme cas, l’équation (2.32) n’a pas de solutions.

Remarque 2.8. De corollaire 2.2, on déduit un résultat correspondant a Y, = [[;_, AF1B; ol
les variables By, k € N* sont conditionnellement indépendantes sachant A, avec P(A = 0) = 0 et

P(B=0]A) <1ps.Si
P(lAo] <1) <1 et E(log"|B||A) < o, p.s., (2.33)

alors 300 |A[F7YBy| < 0o ps. et Y, (Yp) 22 Y =Y 00, AFIB,.

Un dernier cas particulier des théoremes 2.3 et 2.3 est lorsque B est dégénérée en une valeur non
nulle qu’on suppose égale a 1 sans aucune perte de généralité. On peut satisfaire la condition de non
dégénérescence (2.23) en supposant que A est non dégénérée. A partir des des théoremes 2.2 et 2.3,
on a le résultat suivant.

Corollaire 2.3. Supposons que A est non dégénérée. Si [[,_, Ax 220, la série Y donnée par (2.13)
avec By =1, k € N*, e, Y =577, Hk ! A;, converge absolument presque surement. De plus, Y
n’est pas degeneree et ¢ est ['unique solutzon de l’équation

VLAY + 1, Y indépendante de A (2.34)

et la suite défini par X, (Xo) = AnXn_1(Xo) + 1 converge en distribution vers Y pour toute variable
mitiale Xo.
Inversement, si [[,_, Ax ne converge pas vers zéro p.s., alors

n k—1

- Tl [T

k=1 i=1
satisfait | Y, (Yo)| Ly . De plus, il n’existe pas de solutions pour l'équation (2.54) et | X, (Xo)| L
pour toute variable initiale X,.
Pour monotrer les théoremes 2.2 et 2.3, on utilise les lemmes suivants (voir Goldie et Maller [11]).

Lemme 2.1. Soit (Vi,k € N*) une suite de variables aléatoires iid non dégénérées en zéro et

supposons que Vi + ...+ Vi, L5 00, alors il existe une constante cy > 0 qui dépend de la distribution
de Vi telle que pour tout y > 0,

f: ( max (Vi +...+V;) < y) < i, (2.35)

V+ A y 1<j<n E(‘/l—i_ N y)

ot y/E(Vt Ny) prend la valeur 1/P(V; > 0) < oo pour y = 0.

Lemme 2.2. Supposon que P(B =0) <1 et P(A=0)=0. Sila condition (2.17) est vérifiée, alors
pour un certain ¢ > 0,

H AkB, = o(e” ™), n — o0, p.s. (2.36)

Par conséquent, (2.17) implique (2.20) et (2.22), i.e., la série dans (2.13) converge absolument p.s.
et YY) 23 Y, n— 0o ot Y est donnée par (2.13).
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Preuve. Notons d’abord que si P(B =0) < 1 et P(A = 0) = 0, alors pour les variables Z; et T}
définies dans (2.14),
P(|Zj| <o0)=1 et P(T; <o0)=1, jeN".

L’intégrale dans (2.17) peut s’écrire comme suit

/]l,oo[ (Mi(zlgoz;@> WPBl<a) = E(Mi(zigLB\g!))
_ /]Om[ <ﬁ(t)) dP(log* |B| < 1)

_ 4 . (ﬁ) dP(T* < 1) <oo.  (2.37)

Si [Tr_, A 2> 0, alors P(JA| < 1) = P(Z > 0) > 0 et la fonction t/E(Z* At) prend la valeur
1/P(Z > 0) en t = 0. Par conséquent, on peut prendre I'intégrale en (2.37) dans un intervalle [0, co.
Notons que la condition (2.36) est équivalente a

S, —T, —cn 2% 0o pour un certain ¢ > 0. (2.38)

Si P(A=0)=0et [[r_, Ax == 0, alors S, - co. Pour montrer (2.38), on distingue deux cas.
Cas 1:Si E(ZT) = oo, alors Z;;l Z5 In 2% 0. Puisque 'intégrale en (2.37) est finie, on a
T, »s

Iy (2.39)
> 25

En effet, puisque T;, est indépendante de Z,. .., Z, 1, pour € €]0, 1], on a

oo

Y Ple(Zy+... 4+ Z7 ) <TY} = / Y Ple(zf+.. .+ 25 ) <t/e}dP(TT <t)
n=1 10,00 =1

= Aoo[ (E(Zi+/t\/(€t/e))>dp (=t

Cq t +
< & ——)dP(T" < t) < .
= e 47OO[<E(Z+/\25)) (7<) <o

Par le lemme de Borel-Catelli, on déduit que P(limsup,{T"/(Z; + ...+ Z|) > £}) = 0 et par
conséquent (2.39) est vérifibe. Par la proposition 2.1, S, 2% oo et E(Z*) = oo implique J_ < oo et

par conséquent
n—1 n—1
ZZJ-_ :0<ZZ]7L> p.S. (2.40)
j=1 j=1

Puisque n = o(321—] Z7) p.s., par Is relations (2.39) et (2.40) on déduit

J]=

n—1 n—1 n—1
sz—n—T;—ZZ;:( Z;)u—o(l))ﬁmo,
j=1 j=1 j=1

qui implique (2.38) avec ¢ = 1.
Cas 2 : Si E(Z*) < o0, alors par (2.37) on déduit que E(T*) < co. Puisque S, —> oo, par (2.27)
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on a E(Z7) < co et p = FE(Z) > 0. Maintenant, T.% = o(n) et (Sp_1 — np/2)/n £ p/2. Par
conséquent
L 2250 (2.41)
5%_1—-nu/2 ’ ’
qui implique
St — nptf2 = T = (Sus — mis/2)(1 = o(1) 25 oo,
i.e., la relation (2.38) est vérifiée avec ¢ = /2. Finalement, on a montré que (2.36) est vérifiée qui est
une condition suffisante pour la convergence p.s. de la série (2.13), i.e., (2.20) est vérifiée. La variable
aléatoire Y définie en (2.13) est la limite p.s. de la somme partielle > 7, Hf;ll A, By,.
Silli—; 4 %0, alors Y, (Yo) = Sop_, Hf;ll A B+, A;Yo 2% Y pour toute variable initiale
Yo, i.e., (2.22) est vérifiée.

Lemme 2.3. Supposons que P(A =0) =0 et [[r_, Ax 2> 0, n — co. Soit a,, = Dz 3 2
l1—an

et Zj = eiZJJ'r, alors [T, Akl = (H?Zl /L) pour tout n € N*, De plus il existe une constante
a <1 telle que
limsupa, <a<1p.s., (2.42)

n—-aoo

de sorte que dés que a, < a p.s.,

n " n n N 1—a
T4 <14 < (IT4) (2.43)
j=1 k=1 Jj=1

Preuve. Notons que []7_, A; 22500, ie., S, 25 oo est équivalente a J_ < E(Z%) = oo ou a
0 < E(Z) < E|Z| < oo, d’apres la proposition 2.1. Si J_ < oo = E(Z%), alors a, - 0. Si
0 < E(Z) < E|Z| < oo, alors a, 2% E(Z~)/E(Z*) < 1. Dans les deux cas, il existe a < 1 telle que
la relation (2.42) est vérifiée. Maintenant, on a

n

Se=> (Zf - Z7)=(1 —an)ZZ;

j=1

et par conséquent,
n

— S e S -7 (H e*%*)

k=1

1—an

ne
j=1

Finalement, la premiere inégalité dans (2.43) est vérifiée des que a,, < 1 et la deuxiéme inégalité dans
(2.43) est vérifiée des que a, < a.

Lemme 2.4. Si P(A=0)=0, P0<A<1)=1 P0<A<1) >0, P(B=0)<1=P(B>0)
et limsup,, .. [[1—; AxBn < 00 p.s., alors Uintégrale dans (2.17) converge.

Lemme 2.5. Supposons que P(B = 0) < 1, P(A = 0) = 0. Si [[{_, Ax => 0 et |Y,(Y5)] ne
converge pas en probabilité vers oo, alors Y, (Yy) converge en distribution vers une variable aléatoire
Y et Uintégrale dans (2.17) est finie.

Preuve. Puisque [[_, 4;Y) 250 et Vo (Yy) =Y, + [[/-, AjYo ou Y, =Y (0) = >, Hf;ll A; By,
on peut supposer que Yy = 0 p.s. Puisque |Y,,| ne converge pas en probabilité vers oo, on peut trouver
une sous suite (ny) de N telle que lorsque k — oo, ny — oo et Y, converge en distribution vers une
certaine variable Y* telle que P(Y* € R) > 0, i.e., si I est la fonction de répartition de Y* avec
F(00) = lim, 0 F(2) et F(—00) = lim,——o F(x), on a F(o0) — F(—o0) > 0.
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Maintenant, Yy, 11 = Yo, + B, 41 [ 155, Aj et Bua [T75, A; 2% 0 qui implique que Y, 11 2> V*.
Pour 1 <m < n, on a

Y, = Ym+HAZ

m n—m
7j=1

7j—1
HAHm Biym =Y +HA em 00™), (2.44)
=1

ol f est I'opérateur de décalage qui ajoute 1 a 'indice de B; et I'indice de A;. Pour n = n; + 1 et
m = 1, on obtient

Yot1 = Alffnk + By, }7% indépendante de (A, By), }7% < Yo,

Si Y’ est une variable aléatoire qui peut prendre les valeurs oo et —oo avec des probabilités supérieurs
a zéro et de fonction de répartition F', alors sur I’événement {|Y”’| < oo}, on a

y' 4 AY'+ By, Y’ indépendante de (Aj, By).

Maintenant soit Y une variable aléatoire Aqui a comme distribution la distribution conditionnelle
de Y’ sachant I’événement {|Y’| < oo}, i.e., Y prend ses valeurs dans R et sa fonction de répartition
Fp satisfait

F(z) — F(—00)
Fp(z) = Floo) = F(—o0) pour tout z € R.
Puisque {|Y'| < oo} = {|A1Y' + By| < o0}, on a
VLAY + B, Y indépendante de (A, B). (2.45)
Par itérations sur 2.45, on obtient
n k—1 n
v £ Y BJ[A+][AY
k=1 i=1 i=1
= Y, + H Ai?, Y indépendante de (A, By), k=1,...,n. (2.46)

Puisque [, A; 25 0 et Y est finie, alors 1T, AY 5 0. Par conséquent, Y, Ly,

Maintenant, on montre que l'intégrale dans (2.17) est finie. On utilise linegalite maximale de
Grincevicius (voir Goldie [10]). Soit la variable aléatoire Yj, = > ¢ .., = _; Jr1A By, Tinégalité
maximale de Grincevicius est

P{ max (Y; +HA med (Y, + H Awy)) >z p < 2P(Yn—|—HAky >zx) z,y € R, neN,
=1 i=1 k=j-+1 k=1

(2.47)
ou med désigne la médiane d'une variable aléatoire. Considérons I'inégalité 2.47 pour y = 0 et notons

que Y, < Y,,—;, on obtient

P{max Y+HAmedY i) > }gZP(Yn>x) z €R. (2.48)

=1

Pour la suite (A1, —By),... (A, —By,), on trouve une inégalité similaire a (2.48) en prenant —Y,, a
la place de Y,,. Par conséquent, on a l'inégalité suivante

P{ max Y; —|—HA med Y, j|>x}<2P(|Y|>x) x> 0. (2.49)
i

i=1

33



Equations aux récurrences stochastiques

Soit m,, = medY,,, alors pour n > k > 1,

P{max Y; +HAmn j|>x}<2P(|Y|>a:) x> 0. (2.50)

-----
i=1

Maintenant, P(|Y,| > =) — P(|1A/| > x) pour tout z € [0,00[NCy, ot Cy est I'ensemble de continuité

de Y. Puisque Y, a4 }7, on peut supposer que m, — mg ou myg est la médiane de Y. Donc, de la
relation (2.50), on obtient

P{ max, Y; +HA mo| > x} <2P(|Y|>=x), z€ [0, 00[NCy. (2.51)
.... =1

Lorsque k£ — oo, on déduit que sup;¢y lY; + Hle A;mg| < 00 p.s. Maintenant, la finitude presque
stirement de sup;cy |Y; + [T, Aimg| et le fait que T[r_, Ar 23 0 impliquent que limsup,, . |Y,| <
oo p.s. Par conséquent, limsup,, ., ’ HZ}I Ak| |B,| < oo p.s. parce que HZ? ApB, =Y, —-Y,_
Par 1’1negahte (2.43), on déduit que limsup,,_, . HZ 11Ak |B,| < oo p.s. La convergence p.s. de
[T, Ax 25 0 vers zéro implique que la variable A = min(|A|, 1) vérifie P(A = 1) < oo. Les
hypotheses de lemme 2.4 sont vérifiées par (A, |B]), i.e., par la suite (A,, |B,|) et donc

1
/ (&) dP(|B| < q) <
ool \ Ma(log q)

MA(y) = /Oy P(—log A > z)dx = /Oy P(Z" > x)dx = /Oy P(Z > x)dx = Ma(y).

Donc l'intégrale dans (2.17) est finie.

Lemme 2.6. Supposons que P(B =0) <1 et P(A=0)=0, alors (2.17) est vérifiée si et seulement
si (2.21) est vérifiée.

Preuve. Notons que la condition (2.17) est équivalente a

[JA 250 et / ( Y ) dP(T* < y) < . (2.52)
kel 10,00] fO Z > Z

La condition (2.21) est équivalente a

:ZP( max S, <$—{—T><oo pour tout z > 0. (2.53)

1<j<n-1

Supposons que (2.52) est vérifié. On a

S(z) < gp( max S, <x>P(T§O)

1<j<n—-1

/Ooo[ip ( max S; <z + y) dP(T* < ). (2.54)

1<j<n—
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Puisque [];_, Ak 22 0 implique que P(JA| < 1) > 0 et que S, == 0o. Par le lemme 2.1, on obtient
pour tout x > 0,

T = cyx
- < P < < —. 2.
Bz e < 2 (12,5 <7) < gzt (2:55)
Par (2.54), on a
cix cr(z+y)
S(x S——f—/ dP(Tt < 2.56
(%) E(Z+ Ax) 10,00 (foxﬂ/ P(Z > z)dz) ( v) (2:56)

et par(2.52), on déduit que (2.53) est vérifiée.

Inversement supposons (2.53) est vérifiée, alors pour tout x > 0 et yo > 0, on a

0o > / ZP( max S <a7—|—y> dP(T <) (2.57)
[—0,50] ! 1<j<n—1
PTI<00 3P (e, 8 <o) (2.59)

Puisque P(B = 0) < 1 implique P(|T| < oo) > 0, on peut choisir yo tres grand de sorte que
P(IT| < yo) > 0 et pour z¢p = y on déduit de (2.57) que

ZP ( max S; < O) < 00. (2.59)
—t 1<j<n—1

Par conséquent, S, —= oo, i.c., [T Ak L2 0 et (2.55) est vérifiée.
Maintenant, puisque la fonction x/ fom (Z > z)dz est croissante en x, par (2.54) et (2.55), on a

oo > / ( max S; <:L‘—f-y> dP(TT <) (2.60)
]Ooo[n 1 1<j<n—-1

r+y 4
> /]O N ( R e dz) P(T* < y) (2.61)

> /0 Oo[( e )dP(T+§y), (2,62

c’est-a-dire I'intégrale dans (2.17) est finie.

On définit la fonction concentration de Lévy d’une variable aléatoire Y comme suit

QY,\)= sup Ply<Y <y+A) pour tout A > 0.

—oo<y<oco

C’est clair que Q(Y,\) est non décroissante en fonction de A qui satisfait 0 < Q(Y, ) < 1 pour
tout A > 0. La proposition suivante donne la propriété de la fonction de concentration de Lévy (voir
Petrov [20]).

Proposition 2.3. 5@ X et Y deux variables aléatoires indépendantes, alors

QX +Y) < min{Q(X. \), QY \)}.
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La symétrisation d’'une variable aléatoire est définie comme suit.

Définition 2.1. Pour une variable aléatoire X, on définit la variable aléatoire symétrisée X°* = X =Y
ou'Y est indépendante de X et de méeme loi que X.

Le résultat suivant de Petrov [20] nous donne une propriété importante de la fonction de concen-
tration de Lévy.

Proposition 2.4. Soit Y1,...,Y, des variables aléatoires i.i.d et S, = Y . | Yi. Soit A\i,..., A, A
des nombres positifs tels que \; < X\, 1 =1,...,n, alors

BA
Vi BP(Y?| >

Q(Sn, A) <

wL}’
S~—

ou 3 est une constante positive.

De la proposition 2.3, on déduit que

A
Q(S2, \) g =
¢ZJM%wYﬂ>é>
Pour A\ = XAy = ... = A\, = 22, on déduit que
P(S3] <o) < 5 (2.63)

JEL PV =)

Lemme 2.7. Supposons que (2.23), P(A =0) =0 et [[,_, Ax ne converge pas vers zéro p.s., alors
Y (¥0)| = oo,

Preuve. Notons que (2.23) implique que P(B = 0) < 1. Supposons que [[,_, Ay ne converge pas vers
zéro p.s. Puisque A et B sont deux variables réelles, il existe une distribution conditionnelle réguliere
pour B sachant A. Soit F,,(q) = P(B < q|A = m) telle que pour chaque ¢ € R, m — F,,(q) =
P(B < q|A = m) est une version de la probabilité conditionnelle P(B < ¢|A), tandis que pour tout
q € R, la fonction g — F,,(q) = P(B < q|A = m) est une fonction de distribution. Pour tout m € R,
soit F,}(.) la fonction quantile de ¢ — F,,(q) avec F!(.) est continue a gauche. Soit (U;)jen+ une
suite i.i.d uniformément distribuée sur |0, 1] indépendantes de la suite i.i.d (A,, By,)nen+. La suite
B = FiN(U;), j € N* est i.i.d telle que (A;, Bj) a la méme distribution que (4, B;) et que Bj est
conditionnellement indépendante de B; sachant A;. Soient les variables aléatoires conditionnellement

symétrisées suivantes
n j—1

B;=B;-B;, Y;=>» [[4B;

j=1 i=1

Soit F,, = o(Ay,...,A,), la tribu généralisée par Ay, ..., A,. En appliquant la relation (2.63) a la
distribution conditionnelle de Y7 sachant F,_;, on obtient pour tout > 0,

B
\/Zj P TIS Ay > 2l Fs)

P(Y?| < 2| Fot) . (2.64)

Notons que le dénominateur dans (2.64) est strictement supérieur a zéro pour x > 0 assez petit. En
effet, conditionnellement sur F,,_;, le produit | [}, A, | est considérée comme une constante m > 0.
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Puisque B; est indépendante de F,_; et P(|B;| > x¢) > 0 pour un certain xo > 0, on déduit que
P( 1=, A, B3| > x| F,—1) > 0 pour 0 < z < xg/m. Par (2.64) et I'inégalité de Jensen on déduit que

ﬁ2
() WIS ABg| > 2)| o)

PV < alFu) <

1
S 62E< n j—1 ’]:n—l)
2 i1 W TIi=y ArBj| > )
Par conséquent, on a

PV <x) = EX(P(Y)] < 2lFu)) < BE(PAY,] < 2| Foy))

9 1
= 6E(Zﬁﬂﬂﬂ£5%3ﬂ>@)’ (269

Supposons que pour un certaine z > 0, la série dans le dénominateur de la relation (2.65) converge
p.s., alors P (|H” A, BS‘ > x) = 0 qui implique que [[;_; A; — 0 p.s. En effet, puisqu’on a supposé
que B* n’est pas dégénérée en zero on peut choisir ¢ > 0 de sorte que P (|B:| > o) > 0, soit les
événements suivants M, = {}H Al > 2} et Q, = {|B:| > o}. Notons que pour tout n € N*,
I’événement @), est indépendant de M,, M,_,..., M, alors on déduit que

P (G Mann> > P(Un:m‘x’Mn>/ P(Q,) = P(|Bi|o) P (D Mn> , (2.66)

n>m
ou la derniere inégalité est vérifiée grace au de Loeve que que les événements aléatoires (voir
Loeve [18] page 258). Maintenant, si P (M, i.0) > 0, alors P (M, N @, i.0) > 0 et par conséquent

H_[" 1AB“”} > x i.0) > 0, d’ou la contradiction. Ainsi on a P(‘H" 'ABS| > x, 20) > 0 et

. A; converge vers zéro presque stirement, mais ceci ... le fait qu'on a supposé dans le lemme 2.7

1—1

que []_, A; ne converge pas vers zéro presque sﬁrement. Donc la convergence qu’on a supposé pour

la série de dénominateur dans (2.42) juste, c’est-a-dire la série diverge presque sturement pour tout
)

z > 0. Maintenant, pour le théoreme de convergence monotone on déduit que [YV*| 2 co n — oo.
P(Yii<a) = E(P (Y]] <2|F0Yr))

Mais, on a
n k—
> <<|Y5|<x ZHAB’+HA% gfn,Yo»

k=1 i=1
qui montre que |Y,(Yy)| & oo. Maintenant on considére le cas ott B, = f(A,) ol est une fonction
Borel mesurable, alors

2n j—1

You(Yo) = Y [[AB +HAY0

S (i) 110

ol (Al,?)) (Agi_1Aa;, Bai1 + Agi—1 + By;) sont i.i.d. Notons que si Hl VA =TT 1A — 0 p.s.,
alors H2"+1 A = Ay (HZn A;j00) — 0 pas., ou 0 est Popérateur de décalage qui ajoute 1 & ’indice
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de A;. par conséquent I[-; A; — 0 p.s. puisque on a supposé que [1;-, A; ne converge pas p.s.
vers zéro, alors [[;_; A; ne converge pas p.s. vers zéro. Si B, est une fonction Borel mesurable de
A, ie., B, = g(fln) qui inclut le cas B, = c(l — fln) pour une certaine constante ¢ € R; alors
By + A1 By = g(A1As) et on peut montrer que soit By = ¢(1 — A;y) p.s. pour une certaine constante
¢ € R, soit (Ay, B1) = (1, ¢1) pour une certaine constante ¢; € R. Maintenant, le premier cas n’est pas
possible parce que par hypotheése P(B; = ¢(1 — Ay)) < 1 pour tout ¢ € R. Si (Ay; By) = (1,¢1), alors
1 # 0 parce que P(B; = 0) < 1. pour la relation (3.20), on déduit que |Y,(Yy)| = |ncy + Yo| 2 oo
pour tout variable initiale Yj. Si B,, n’est pas une fonction Borel mesurable de A,,, alors avec le méme
raisonnement, on peut montrer que

n j—1 n
Vo (Vo) = D[] AiBj + [[ A4;Y0| = o0, n — o0, (2.67)
j=1i=1 Jj=1

pour toute variable initiale Y. Par la relation (2.44) on déduit que
}/2n+1(§/0) - Bl + Al (3/271 o Q) (YO)

et puisque P(A; = 0) = 0, on déduit que |Vany1(Yo)| & 00, n — oo. Par conséquent |V, (Yy)| =
00, N — 00.

Preuve de théoréme 2.2. Par hypothese, P(B =0) < 1 et P(A = 0) = 0. Dans le lemme 2.2, on
a montré que (2.17) implique (2.20) et (2.22). La condition (2.20) implique (2.19) qui implique (2.18).
Maintenant, supposons que (2.18) est satisfaite, donc on a aussi limsup,,_, . | Hz;i ArB,| < o ps.
Par conséquent, P(|[[i—] ApB,| > = i.0.) = 0 pour un certain z > 0. Par le lemme 2.7, on déduit que
[Tr—, Ar 25 0. En utilisant Dinégalité (2.43) de lemme 2.3, on déduit que sup,,cy [[1—; Ap|B,| < o0
p.s. On a vu dans la preuve de lemme 2.5 que si [[}_, Ax —> 0, alors la variable A = min(]A[, 1)
vérifie P(A = 1) < 1 et donc les hypotheses de lemme 2.4 sont satisfaites par la suite (Zn, | Bp|)nen
qui impliquent que 'intégrale dans (2.17) est finie (voir la preuve de lemme 2.5). Donc on a montré
que (2.18) implique (2.17). Finalement, les conditions (2.17), (2.18), (2.19) et (2.20) sont équivalentes
qui & leur tour implique (2.22).

Pour la preuve de la deuxieme partie du théoréme 2.2, supposons que la condition (2.23) est satis-
faite et la condition (2.17) n’est pas vérifiée qu’on divise en deux cas, a savoir : premiérement lorsque
[T Ak 2% 0 et Vintégrale dans (2.17) diverge, deuxiémement lorsque [15—, Ax ne converge pas
vers zéro p.s. Dans les deux cas, on a montré dans le lemme 2.5 et le lemme 2.7 que |Y,,(Yp)] I
pour toute variable aléatoire initiale Y.

Preuve de théoréme 2.3. (a) On a vu dans la remarque 2.3 que si P(A = 0) > 0, N =
min{n : A, = 0} < oo p.s. ou N est une variable aléatoire a valeurs dans N. Dans ce cas on a

[1;—, Ax = 0 pour tout n > N et Y, (Yp) = Zévzl Hf;ll A;By,. Par conséquent, Y, (Yy) 23 Yy pour
toute variable initiale Yy ou Yy = Z]kvz1 Hf;ll A; By, et X,,(Xo) 2% ¥ pour toute variable initiale Xj.

(b) La condition P(Ac+ B) = 1 est équivalente a B = ¢(1 — A) p.s. pour une certaine constante
c € R. L’équation aux récurrences stochastique devient comme suit :

X, =A,(Xn1—¢)+e¢ ps.neN,
et apres n itérations on trouve
X, = HAk(XO —c¢)+ec ps.neN. (2.68)
k=1
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En particulier,

(i) Si A =1 p.s., alors B = 0 p.s. et par conséquent 1’équation aux récurrence stochastique devient

X, = X,1 ps., cest-a-dire, X,,(Xo) = X,,_1 p.s. et toute variable aléatoire initiale X, est une
solution de I’équation X 2 AX + B.
(ii) Si A = —1 p.s., alors B = 2¢ p.s. et I"équation aux récurrences stochastique devient X,, — ¢ =

—(X,_1—0¢), p.s.,, n € N*. Apres n itérations, on trouve
Xn(Xo) —c=(—1)"(Xo —¢), p.s., n € N".

L'équation X < AX + B devient X —c < —(X —¢). La suite X,,(Xg) converge en distribution vers X
si et seulement si X, < X. Dans ce cas, on a Xn(Xo)—c=(=1)"(Xo—c¢) L X—cie, Xn(Xo) 24X,
(iii) Si [A] =1 p.s. et 0 < P(A = 1) < 1, alors les solutions de I'équation X £ AX + B sont les
variables X qui vérifient X — ¢ < —(X — ¢). Pour tout n € N*, X,,(X,) — ¢ = [T, Ae(Xo —¢) ps.
et donc X, (Xy) — ¢ < V(Xo — ¢). Par conséquent, la suite X,,(Xo) converge en distribution vers

une variable aléatoire X pour toute variable initiale X telle que X < V(Xo—c¢)+couV est une
variable aléatoire qui prend les valeurs 1 ou —1 avec des probabilités 1/2 et 1/2.

(iv) Si [[p_, Ax L0, alors par la relation (2.68) on déduit que X,,(Xp) L ¢ pour toute variable

aléatoire initiale Xy et X = ¢ p.s. est 'unique solution de I’équation X L AX + B.

(v) Si P(|A| = 1) < 1 et [];_, Ax ne tend pas vers zéro en probabilité, par P(Ac+ B =¢) =1

oma X —c 2 A(X — ¢), donc la seule solution est X — ¢ = 0 p.s, et si X,(X,) —= ¢ alors

(Xo — o) [Ti—, Ax —= 0 et avec [[}_, Ax ne tend pas vers zéro en probabilité, donc Xy = ¢ p.s.
(c)(i) Puisque X,,(Xo) < X,(Xo), n € N, par le théoreme 2.2, on déduit que Y, (Xo) Syouy

est donnée par (2.13) pour toute variable initiale Xy et Y est I'unique solution de I’équation (2.5),

i.e., 'unique solution de Y L AY + B. La condition (2.23) empéche la dégénérescence de la variable
aléatoire limite Y.
(ii) Supposons que I’équation (2.5) admet une solution en distribution, i.e., il existe une variable

aléatoire Y qui vérifie Y £ AY + B. Pour X, < Y, on trouve Xn(Xo) LY, n € N. Or dapres

le théoreme 2.2, on a |Y,,(Xo)] L co. Puisque Xn(Xo) L X, (Xo), n € N, on arrive alors a une
contradiction. Donc I"équation (2.5) n’admet pas de solution. Finalement, par le théoreme 2.2 et le

fait que X, (X)) LY, n €N, on déduit que | X, (Xo)| L 50 pour toute variable initiale X.
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Chapitre 3

Comportement des queues de la solution
stationnaire

Le comportement asymptotique des queues de la distribution marginale de la solution strictement
stationnaire et ergodique de I’équation aux réccurences stochastique X, = A, X,,_1 + B,, n € N a
coefficients indépendants et identiquement distribués ((A,, By))nen a été étudié par Kesten [16],
Goldie [10] et Grey [12]. Dans le cas de I’équation aux réccurences stochastique multidimensionnelle,
Kesten [16] a démontré un théoréme de renovllement qu’il a utilisé pour démontrer que dans le
cas ou (A,)nen est une suite de matrices aléatoires iid et positives, la distribution marginale de
la distribution de la solution strictement stationnaire est a variation réguliére d’indice de variation
a > 0. Dans le cas d’équation aux réccurences stochastique univarrieé, Goldie [10] a établi un
théoreme de renouvellement implicite qu’il a utilisé pour montrer que la distribution stationnaire et
a variation réguliere d’indice de variation a > 0. Dans cette section on donne quelque définition et
quelques résultats sur la théorie de renouvellemnet.

3.1 Théoréeme de renouvellement

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires positives iid de méme distribution de probabilité
F avec F(0) = 0. Les variables X,,, n € N représentent les durées de vie d'une certaine piece de
rechange dans une machine. La durée de fonctionnement de la machine apres n renouvellement de la
piéce est représentée par le processus de renouvellement, (S,,)nen défini par

S = Zxk (3.1)
k=1

Par convention, Sy = 0 est l'indice zéro est considéré comme le renouvellement numéro zéro. Soit
(Ni)i>0 le processus de comptage qui représente le nombre de renouvellements de la piece dans
'intervalle de temps [0, ] et est défini par

Nt — Z 1{Sn§t}
n=0

On associe au processus de comptage (IV;);>o une fonction de renouvellement qu’on note par U(t), t >
0 définie par
U(t) = E(Ny), t > 0.

La fonction de renouvellement précédante U(t) peut étre écrite sur la forme

Uty =Y F™), t>0,
n=0
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ot F(™ est la disrtibution de probabilité de S, avec F® = Sy (mesure de dirac en zéro) et F(™) =
Fs F=1) 5 > 1 sont les itérées successives de F pour le prouduit de convolution .

3.1.1 Théoreme de renouvellement a support positif

L’objectif de théoreme de renouvellement est d’étudier le comportement asymptotique de la fonc-
tion de renouvellemnt U(t) lorsque ¢ tent vers l'infini, le probleme est lié au comporement asympto-
tique de la solution Z de I’équation de renouvellement

Z(t) = 2(t) + /Ot Z(t — 2)F(dz), t>0, (3.2)

ou z est une fonction mesurable et bornée sur les intervalle finies, Z est une fonction inconue et F
est une mesure de probabilité & support dans R™ avec F'(0) = 0 d’éspérance

(o] o
m:/ xF(dx):/ (1 - F(z))dr < oc.
0 0
L’équation (3.2) peut étre écrite dans la forme d’équation de convolution suivante

Z=z+FxZ (3.3)

Le théoréme suivant de Feller [9] donne la solution de ’équation de renouvellemnt (3.2) qui s’écrit
en fonction de la fonction de renouvellement U(t).
Théoreme 3.1. 9i

(1) U(t) <oo, YVt >0.

(2) Si z est bornée, alors la fonction

Z(t) = /Otz(t —z)U(dz), t>0. (3.4)

est l'unique solution de l’équation de renouvellement (3.2) qui est bornée sur des intervalles

finis.

Avec la convention que Z(t) = z(t) = 0 pour ¢t < 0, on peut écrire la solution de I’équation de
renouvellemnt (3.2) dans la forme
Z=Uxz
Le comportement asymptotique de la fonction de renouvellement U(t) dépénd de la nature de la

distribution de probabilité F', c’est-a-dire selon que F' soit arithmétique ou non-arithmétique.

Définition 3.1. Une distribution de probabilité F sur R est dite arithmétique si elle est concentrée
sur un enesemble de type {\k, k € Z} ou A > 0. Autrement dit, si son support est contenu dans \Z.

Le pas de la distribution F' est la plus grande valeur de A telle que F' soit concentrée sur A\Z.
Le théoreme suivant de Feller [9] donne la premiere forme du théoréme de renouvellement qui traite
le comportement asymptotique de la fonction de renouvellement pour des mesures de probabilité F
quelconques & support dans RT.

Théoréeme 3.2.
(1) Si F n'est pas arithmétique, alors pour tout h > 0,

h
Ut)—U(t—h)— —, t—
m
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(2) Si F est arithmétique, alors on a la méme limite seulement lorsque h est multtiple de pas A.

Avant de donner la deuxieme forme généralisée du théoreme de renouvellement qui traite la com-
portement asymptotique de la solution Z de I’équation de renouvellement (3.2), on donne quelques
cas particuliers. On suppose que la mesure de probabilité F' n’est pas arithmétique et d’éspérance
m < o0o.Siz(t) =1pourt € [a,b], 0 <a<b<ooetz(t)=0pourt¢ [a,b|, alors de comportement
asymptotique de la solution Z est donné par

b—a

Zt)=U(t—a)—-U(t—-0b) — , t—> o0. (3.5)
m
Si la fonction z est étagée (en escalier) sur [0, 00|, soit Iy,..., I, des iltervelles dans [0, co[ dexu-a-
deux disjoints de longueurs finies [y, ..., [, avec z prend les valeurs aq,...,a, sur I,..., I, et nulle
en dehors de ces intervalles, alors
Z(t)—>1§n: z 1/00()d (3.6)
— agl, = — z(x)dx :
m MR 0

L’integrale de Riemann d’une fonction bornée z est définie en termes d’approximation de fonctions en
escaliers et par conséquent la relation (3.6) sera vérifiée a chaque fois que z est Riemann intégrable.

Définition 3.2. Soit z une fonction définie de R dans R, pour h > 0 et k € Z, soient m,, et my
le plus grand nombre et le plus petit nombre qui vérifient m;, < z(t) < my, t € [(k — 1)h,kh[. La
fonction z est dite directement Riemann intégrable (D.R.I) si les deux séries de Riemann suivantes

QZ::}lEE:ZEka 5:::}l§£:7ﬁk (3~7)
kez keZ

sont finies et tendent vers la méme limite quand h tend vers zéro. Pour h > 0, soit z(t) = 1 si
t € [(k—1)h,kh[ et z,(t) = 0 sinon. Soient les deuz séries

zIE My 2k, z:i M2,
kEZ keZ

alors l'intégrale de la fonction z est la limite commune quand h tend vers zéro des intégrales de Z et
z. Soit Zy, la solution de ’équation de renouvellement (3.2) correspendante a zy, alors les solutions
de (3.2) correspendantes aux fonctions Z et z sont

Z = kazk; Z = kazk

keZ keZ

Par le théoreme de renouvellement, on a Z(t) — %, t — oo pour tout k et par conséquent,

Z(t) — Z et Z(t) — 2, t — 0.
m m
Si z est directement Riemann intégrable, alors
1 o
Z(t) — —/ z(x)dx, t— o0 (3.8)
m Jo

Si F' est arithmétique avec un pas A, la solution de ’équation de renouvellement (3.2) est de la forme

Z(t) =Y 2t — Mk)uy,

keZ
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ou ux — %, on peut vérifier que pour tout t € R,
Zt ) — X3 N, n (3.9)
n — z iA), n 00, :
M=o

pourvu que la série converge qui est le cas lorsque la fonction z est directement Riemann intégrale. On
a ainsi la deuxieme forme du théoréme de renouvellement qui traite le comportement asymptotique
de la solution Z de I’équation de renouvellement (3.2) (voir Feller [9]).

Théoréme 3.3. Supposon que z une fonction directement Riemann intégrable, alors la solution
Z de l’équation de renouvellement (3.2) satisfait (3.8) si F' n’est pas arithmétique et satisfait (3.9)
si F' est arithmétique.

3.1.2 Théoreme de renouvellement a support dans R

Supposon maintenant que la mesure de probabilité F' vérifie F'(] — 0o, 0[) > 0 et F'(]0, 00[) > 0 et

F n’est pas arithmétique. La définition d’une mesure de probabilité transiante est la suivante (voir
Feller [9]).

Définition 3.3. La mesure de probabilité F est dite transiante si U(I) = > oo FU™(I) est finie pour
chaque intervalle fini. Dans ce cas, [’équation de renouvellement est définie par

o

Z(8) = 2(t) + P+ Z(t) = +(t) + / Z(t — 2)F(dx) (3.10)

—00
Le théoreme de renouvellement dans ce cas est donné commune suivant (voir Feller [9]).

Théoreme 3.4.

(1) Si F est d’éspérance m > 0, alors pour tout intervalle fini I de longueur h > 0, on a

uvt+1) — ﬁ, t — o0, (3.11)
m
Ul +t) — 0, t— —o0. (3.12)

(2) Si F est transiante sans espéranece, alors U(t + 1) — 0, t — F00 pour tout intervalle

fini.

La convolution U * z n’est pas toujours définie et méme si elle définie ce n’est pas la seule
solution de I'équation de renouvellement (3.10). Le théoréme suivant donne une solution particuliere
de I'équation de renouvellement (3.10) (voir Feller [9).

Théoreme 3.5. Soit z une fonction contenue et 0 < z(t) < o pourt € I, =] — h,h et z(t) = 0
en dehors de I,. St F' est transiente, alors

2(t) = /Oo +(t — 2)U (dx)

—00

est une solution absulement continue de ’équation de renouvellement (3.2) avec
0<Z(t) <a.U(la)

La fonction Z attient son maximum dans un point dans I. Lorsque du solution particulier Z de
I’équation de renouvellement (3.2) est bien défini, alors cette solution particuliere vérifie le résultat
du théoreme 3.3 ,i.e.,

1 (o9}
Z(t) — E/ z(x)dz, t— o0.
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3.2 Variation réguliere

La notion de variation réguliere précise dans un certian sens, la facon dont une fonction varie
asymptotiqument ou a l'infini. On commence par le rappel de quelques définitions et propriétés
générales sur les fonctions a variation lente et les fonctions a variation réguliere dans le cas général,
puis on s’interesse a la partie la plus intéressante pour I’étude de ’équation aux réccurences stochas-
tique et qui concerne la variation réguliere des queues de la distribution stationnaire de la solution
strictement stationnaire. C’est a Joran Karamata que doit le développement de la théorie de la va-
riation réguliere depuis la publication de son article sur un mode de croissance réguliere des fonctions
en 1930. La théorie de la variation réguliere est connue comme un outil indispensable dans la théorie
des probabilités et ses applications. Un nouvel élan au sujet a été fourni en 1970 par Luarense De
Hann dans sa these.

3.2.1 Variation lente

Définition 3.2.1. Une fonction mesurable L :]0, +00[—]0, +-00[ est dite a variation lente a l'infini
st

vr>0, lim 2

=1.

Beaucoup de résultats concernant les fonction a variation lente sont dus a Jovan Kamrata et 'un
des résultats le plus importants est le théoreme de représentation suivante (vois Bingham et al [2]).

Théoreme 3.6. Une fonction L est dite ¢ variation lente & Uinfini si et seulement si elle peut étre
représentée de la facon suivante

Vo >b>0, L(z)=c(z)exp {/b @dv} , (3.13)

()

ot ¢ et 0 sont des fonction définies mesurables sur |0, +oo] telles que lim, . c(x) = ¢y €]0,00[ et
lim, .. d(x)=0.

L’expressision (3.13) est appelée représentation de Karamata de la fonction a variation lente L.
Par exemple, soit L €]0, co[— R™ une fonction défini par L(z) = (1+ 2z~ ')Inz, = €0, 00, alors L
est une fonction a variation lente a l'infini. En effet, par la définition, on a

_ L(tz) . (14 (te)")In(te)
ve >0, tgnoo L(t) P (1+tY)Int

En utilisant la relation (3.13), on a

Ve >e> 1, L(z) = (142 Yewp {/ hl(v)ldv} |

v

Le théoréme suivant de Bingham et al [2] nous donne quelques propriétés élémentaires des fonctions
a variations lente.

Théoreme 3.7. Soient L, Ly, Lo, ..., L, des fonctions mesurables et positives

(1) Si L est a variation lente au voisinage de l'infini, alors

InL
hmn_(@

z—o0 Inx

=0.
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(2) Si L est a variation lente a l'infini et o > 0, alors

lim z%L(z) =00 et lim 2z “L(z) = 0.
Tr—>r00 Tr—>00

(3) Si L est a variation lente a linfini, alors L : x — (L(x))* est une fonction a variation lente
pour a € R.

(4) Si Ly et Ly sont a variation lente a linfini, alors Ly + Lo : © — Ly(x) 4+ Lo(x) et LiLy : x —
Lyi(z)La(x) sont a variation lente a l'infini et si de plus lim,__,, Ly = 00, alors Lyo Ly : x
Li(Lo(x)) est aussi une fonction a variation lente a l'infini.

(5) Si Ly, Lo,..., L, sont avariation lente a Uinfini et R une fonction rationnelle définie sur R’}
a confficients positifs, alors R(Ly, Lo, ..., L) : © — R(Li(x),..., L,(x)) est une fonction a
variation lente a l'infini.

3.2.2 Variation réguliere
Définition 3.4. Une fonction mesurable h :]0, 00|—]0, 00| est dite a variation réguliere a l'infini
d’indice p € R, si

Yz >0, lim htx)
t—00 h(t)

On note ’ensemble des fonctions mesurables a variations régulieres dindice de variation p € R par

RV,

— 1’ (3.14)

Remarque 3.1.
1. Si h € RV}, alors h est a variation lente a I'infini . Une fonction a variation lente a l'infini est
donc une fonction a variation réguliere a 'infini d’indice p = 0.

2. De la relation (3.14), on déduit immédiatement que une fonction a variatoin réguliere d’'indice
p peut étre écrire dans la forme f(x) = zPL(x) pour une certaine fonction & variation lente
a I'infini L. Par conséquent, une fonction a variation réguliére se comporte asymptotiqument
comme une fonction de puissance.

La notion de variation réguliere peut aussi se définir a 'origine.

Définition 3.5. Une fonction mesurable h :]0,a]— Ry (a > 0) est dite a variation régquliére a
Uorigine (a droite de l'origine) d’indice p € R et on note h € RV:DO, st

v 0 li
r20 T

Remarque 3.2. Dire que h € RV;,O est équivalent a dire que la fonction ¢t — h(%) est a variation
réguliere a 'infini d’indice —p.

Le théoreme suivant de Bingham et al [2] donne une caractérisation d’une fonction & variation
réguliere.

Théoréme 3.2.1. (Théoréme de caractérisation) Soit h :)0, 00[—|0, 00| une fonction mesu-
rable et p € R, alors les assertions suivantes sont équivalents :

(1) h € RV,.
(2) Il existe L € RV; telle que Yx > 0, h(x) = zPL(x).
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(3) 11 existe une fonction g positive telle que

. h(ty) _
vy >0, t@wm = 9(y).

Dans I'étude de comportement des queues de la solution strictement stationnaire de I’équation
aux récurrences stochastique, on aura besoin de résultat suivant de Maric [19].

Proposition 3.1. Soient f et g deuzr fonction mesurable et positives et soit p € R. On a alors
(9 € RV, et f ~ g allinfini) = f € RV,. (3.15)

Comme dans le cas de la notion de variation lente a I'infini, grace a (3.13) et (3.14), on donne
une représentation des fonctions qui varient régulierement a I’infini.

Théoreme 3.2.2. Une fonction h est a variation réguliere a l’infini d’indice p € R si et seulement
si elle peut étre représentée de la facon suivante

Ve >b>0, hz)=c(z)exp {/b @dv} (3.16)

v

ot ¢ et 0 sont des fonctions définies mesurble sur |0,00] telles que lim, . c(x) = ¢y €]0,00] et
lim, .. d(z)=p.

L’expression (3.16) est appelée représentation de Karamata de la fonction h € RV,

Exemple 3.2.1. On peut vérifie facilement que a l'aide de la définition d'une fonction a variation
réguliere que pour tout p et n € R, les fonction z — z*, z — z’In(l + z), v — (nln(l + z))” et
x +— x”(Inz)" sont a varaiation réguliere a 'infini d’indice p.

Motivés par les notions qu’on a déja défines, on définit la variation réguliere a l'infini d’une
fonction de distribution d’une variable aléatoire X comme suit.

Définition 3.2.2. On ait que la fonctio de distribution F de la variable aléatoire X est a variation
réquliére a linfini (ou dans la queue a doite) d’indice o >, si
. 1—F(tx) . P(X >tx)
Vr >0 lim ———F = lim ———= =% 3.17
0 NIl e Pla>t) (817)
Remarque 3.2.1. L’indice de variation réguliere de la fonction de distribution d’une variable
aléatiore est différent de l'indice de variation réguliere d’une fonction réelle mesurable, i.e; o = —p

Définition 3.2.3. On ait qu’une variable aléatoire et en distribution est a variation réguliére si la
fonction de distribution est a variation réquliere de maniére équilibrée dans les deux queue, i.e., Si
pour un certien p € [0,1], les deuz limite

lim P(X > tx)

—a g g P(X < —tx)
— - = pPx € 1m
e P(X[>1)  ©

—_— L —qgr ¢ 3.18
N (318)

pour tout x > 0 et ¢ = 1 — p. Par conséquent, | X| est a variation réguliere a l'infini. C’est claire
qu il existe encore o > 0 telle que pour tout x > 0,

—

_ P(X] > tz)
hm —_— Y =
e P(X] > 1)

qu’on appelle lindice de varaition réguliere de la variable aléatoire X et sa distribution
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3.3 Variation réguliere des queues de distributions
Soit (E, &) un espace localement compact. On désigne par
M, (E) = {Toutes les mesures de radon sur E},

c’est a dire pour tout mesure u € M, (E), p est une mesure sur £ et p(K) < oo pour tout compact
K € . Désignons par

Ch:{f:E— Ry, festcontinue & support compact}

Définition 3.3.1. Soit (pn)nen C My (E) une suite de mesures définies dans MT(FE) et soit u €
M, (E). On dit que p,, convergement vaguement vers p et on note i, s [ st pour tout f € M;(E),

() = /E Fpn — /E fdp.

Définition 3.6. (Fonction quantile) Soit X une variable aléatoire et F' sa fonction de distribution,
la fonction quantile associée a F' est définie par

F~(q) = inf {z F(z) > q}

pour tout valeur de q € [0,1]. Si F est une fonction strictement croissante et continue, alors F~1(q)
est l'unique valeur de x telle que F(x) = q et la fonction quantile est la fonction inverse de la fonction
de distribution.

Le résultat suivant de Resnick [23] donne les conditions nécessaires et suffisantes pour la variation
réguliere de la queue d’une fonction de distribution.

Théoreme 3.8. (Variation réguliére de queue de fonction de distribution) Soit X une
variable aléatoire de fonction de distribution F et Soit F(x) =1— F(x) = P(X > x) sa fonction de
queue (dite aussi fonction de survie), alors les assertions suivantes sont équivalentes

(1) FeRV,, «a>0.

(2) 1 existe une suite (by,)nen vérifiant b, — oo telle que

07

ndequeuededistribution(b,x) — =%, x> 0.

(3) 11 existe une suite (b,)nen vérifiant b, — oo telle que

fnl?) = nPG €~ ),

dans M (]0,00]) ot v, € M (]0,00]) qui vérifie v,(]x,00]) = x~*, = > 0.

Définition 3.7. (Distribution a queue lourde) Une loi de probabilité de fonction de distribution
F' est dite a queue lourde ou épaisse si sa fonction de survie F' est a variation réguliére.

Une loi a queue lourde peut étre définie autrement.

Définition 3.8. Une loi de probabilité est dite a queue lourde si sa fonction de distribution vérifie :

/ M F(z)dr = o0 pour tout A >0,

o0

autrement dite le distribution a queue lourde sont des distribution de probabilité dont les queue ne
sont pas exponentiellement bornée. Dans le cas contraire la loi est dite a queue légéere ou finie.
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Par exemple, soit X une variable aléatoire a valeur dans R qui suit une loi de paréto de fonction
de distribution F' définie par

0 r <1,

Vr € R, P(ng):F(x):{
1—x7, x> 1.

avec o > 0, alors Ve > 1, P(X > x)=1—F(z) =2~ % Donc (1 — F) € RV_,, et la loi de probabilité
est une loi a queue lourde. Soit X une variables aléatoire a valeur dans R qui suit une loi Fréchet de
fonction de distribution ¢, (a > 0) défini par

0 <0

VreR, P(X<z)=¢(z)= {exp(—x“) x> 0.

alors Vo > 0, P(X > z) =1 — ¢o(x) =1 —exp(—2~%) ot 1 — exp(—z~%) ~ =% quand x — 00,
donc 1 — ¢, € RV_, et la loi de distribution des valeurs extréemes de type Fréchet est une loi a queue
lourde.

3.4 Queues de la solution stationnaire

Dans cette partie, on étudie les queues de la distribution marginale de la solution strictement
stationnaire de I’équation aux récurrences stochastique

X, = AyXp_1 + Bn, neN (3.19)

a coefficient (A,, B,) i.i.d, on étudie le comportement asymptotique des fonctions P(X; > t) et
P(X; < —t) lorsque t tend vers l'infini.
Le lemme suivant de Goldie [10] donne quelque condition sur la suite i.i.d. (A, )nen

Lemme 3.1. Soit A; une variable aléatoire telle que, pour certain o > 0,

E|A|* =1 (3.20)

et
E|A|*log™ |Ay| < o0 (3.21)

et
La loi conditionelle de log|A;|, sachant que Ay # 0, est non-arithmétique, (3.22)

alors

— o0 < Flog|A1| <0 (3.23)

et
m = E(]A;|%log |A4]) € (0, 00). (3.24)

Le théoreme de renouvellement implicite de Goldie [10] stipule que lorsque les fonctions P(X <
—t) et P(X > t) vérifient certaines conditions d’intégrabilité, alors P(X < —t) et P(X > t) sont
asymptotiquement équivalentes a la fonction x® avec a > 0.

Théoreme 3.9. (Le théoréme de renouvellement implicite) Supposons que la suite (A, )pen-
satisfait les conditions de Lemme 3.1 et supposons que [’équation aux récurrences stochastique (3.19)
admet une solution strictement stationnaire (X,,)nen

Cas 1. Supposons que A1 > 0 p.s. Si

/ IP(Xy > ) — P(AX, > B[ dt < oo, (3.25)
0
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ou respectivement

/ IP(X1 < —t) — P(A1X) < —4)|t2~1dt < oo, (3.26)
0
alors il existe deux constantes C_, C'y > 0 telles que
P(X;>t)~Cit™®, t— o0, (3.27)
respectivement
P(X; < —t)~C_t™%, t— o0, (3.28)
ot
/ P(X) >1t) — P(AX, > t))t* dt, (3.29)
c / P(X, < 1) — P(A X, < O)t°~Ldt, (3.30)
T m

Cas 2. Supposons que P(A < 0) > 0. Si (3.25) et (3.20) sont satisfaites, alors (3.27) et (3.28)
vérifiées, avec

C,=C -~ / PX)| > 1) — P(AXy] > £))o=Ldt. (3.31)

Notons que dans les deux cas, on a
C= O+ +C_ = —/ |X1| > t) (|A1X1| > t))ta_ldt. (332)

Dans le théoreme 3.9, on a montré que lorsque la suite des coéfficients (A,,)pen+ 1.1.d. vérifie les
conditions de lemme 3.1 et I’équation aux réccurances stochastique admet une solution strictement
stationnaire, alors sous les conditions (3.25) et (3.26), la distribution marginale varie régulierement
dans les deux queues avec un indice de variation a > 0. Le théoreéme suivante de Goldie [10] montre
que lorsque la suite i.i.d. (A, )en+ vérifie les conditions de lemme 3.1 et que la suite i.i.d. (By,)nen
vérifie une certaine conditions d’intégrabilité, alors ’équation (3.19) admet une unique solution stric-
tement stationnaire telle que sa distribution marginale est a variation réguliere dans les deux queues
avec un indice de variation a > 0.

Théoreme 3.10. Supposons que la suite i.i.d. (A,),en~ satisfait les conditions de lemme 3.1 et la
suite (Bp)nen+ satisfait la condition
E|B|* < o0, (3.33)

alors léquation auzx récurrences stochastique (3.19) admet une unique solution strictement station-
naire telle que sa distribution marginale vérifie les propriétés (3.27) et (3.28).

(1) Si Ay >0 p.s., alors

E((A Xy + B1)")" = (A X1)h)"]

C+ — am y (334)
am
(2) Si P(A; <0) >0, alors
1
C+ = C, = mE (‘Ale + Blya - |A1X1‘a) . (336)
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Corollaire 3.4.1. Lorsque 0 < a <1, on a
1
C,+C_ < —E|B|* (3.37)
am

Tandis que lorsque o > 1, on a

a—1

2
Ci+C_< (E|Bi|* + E (|Bi||A4|*7") BIXq|*7). (3.38)

m

Notons que la borne dans (3.38) est finie parce que E (|B||A|*™!) < oo par les hypotheses de
théoreme 3.10 et I'inégalité de Holder et F|X;]|*! < oo par la relation (3.36) ou par le théoréme 2.1
dans le deuxiéme chapitre. Lorsque P(A; < 0) > 0, les constantes C_ et Cy sont individuellement
bornées par la quantité définie dans (3.32). Pour rendre la borne (3.38) explicite on utilise le fait que
la solution strictement stationnaire (X,,)nen vérifie 'identité en distribution X 4 A1 Xy + By (vois
le théoreme 2.1 de deuxiéme chapitre). Ainsi, on a

[B1lla
[Xilla-1 € ———— < 0. (3.39)
1—[[Alla—
Donc la borne dans (3.38) n’impliquant que les variables A; et Bj.
Preuve de Lemme 2.2. Soit Y = log|A4;| € [—00, 00). Par convention 0*log0 = 0, Va > 0, alors
E (|4]"1log™ |Ai]) = E ([Y]e" 1y<) < 00, Vu>0. (3.40)
La transformation Laplace-Stieltjes de Y est
f(u) == ElM?gO’A‘u == E1y>_ooe“Y.
Sous la condition (3.20) i.e., E|A|* = 1 pour certain o > 0, f(x) est finie et continue dans [0,q],
par la condition (3.40), on déduit que f'(u) = E [|A|"*log|A|] < oo, Yu €]0,a]. De méme, f'(u) =
E[|A[*“log|A|], u €]0,a]. La condition (3.20) implique que P(A # 0) > 0. Ainsi (3.22) a un sens
et implique que P(|A| € {0,1}) < 1 qui implique & son tour que f'(u) > 0, u €]0,«[. Donc f est
strictement convexe dans [0, . Si P(|JA| = 0) = 0, alors f(0) = 1 = f(«), et par la convexité de f
sur |0, o[ en déduit que f'(0) = E(log|A|) = —oco parce que E (log™ |A]) < oo gréce & la condition
(3.21). Par conséquent, dans les deux cas la relation (3.23) est vérifie. Par les relation (3.21) et (3.40)
et la convexité de f sur |0, ], on déduit que (3.24) est vérifie.

Preuve de théoréme 3.9 . Soit les variables aléatoires suivantes : A indépendante de (A,,)nen avec

AL A,
k k
Vi =log |Akl, Vi =log| [[ 451 =D _¥;, neN- (3.41)
j=1 j=1
r(t) = e P(> '), Sy(t) = e P(J[ X1 >¢€'), teR (3.42)
j=1

Cas 1 Si Ay >0 p.s., Pour tout n € N*, t e R, on a
n k—1 k n
P(X;>e) = Y (P(JJAX:1>¢) - P(JJA4X: > )+ P(J]AiX1 > €) (3.43)
j=1

k=1 j=1 j=1

— Z(P(evk—le >el) — P(e""1AX, > eh)) + Pe" X) > e')  (3.44)

- nz (P(X; > e™) — P(AX, > ")) P(V}, € du) (3.45)
+ P(e" X, > €. (3.46)
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Notons que dans lintégrale précédente, on inteégre sur R méme si P(V, = —o0) peut étre
strictement supérieur a zéro.

v, (dt) = e i P(Vj, € dt). (3.47)
Soit
gi(t) = e (P(X; > ¢€") — P(41 X, > €)). (3.48)

On peut écrire r(t) en fonction de g; et v,(t) comme suit :
T’(t) =01 % Unfl(w + 5n<t)7 te R? n € N.
On applique & la fonction r(t) I'opérateur ~ défini par
f= / ~0=0) f (3 (3.49)
Donc on a

e g x v,y (z)dx

. e (=) ( /R 9 (fvy)vn—l(dy)) dx

t
V—1(dy) / e =g (z — y)dx

—0o0

(91 + vaa)(t) =

Il
S— — —

Ee

-y
Un—1(dy) / e‘“‘y_x)gl (x)dx = §*v,_1(t)

—0o0

I
—

et par conséquent §
7(t) = g1 * vp_1(t) + 0n(t), t€R, neN. (3.50)

Maintenant, soit
n(du) = e**P(Y; € dx). (3.51)

Notons que n(—o0) = 0 et par les relations (3.20), (3.22) et (3.24), on déduit que n(dz) est
une distribution de probabilité non-arithmétique sur R avec une espérance égale a m. En effet,

/ zn(dx) = / ze®®P(Y) € dx) / t*logtP(|A4| € dt)
R R 0

= E(A[*log|A]) = m < c.

(Vois la relation (3.24)). La fonction de renouvellement associée a la loi n(dz) est donnée par

=> v(dt) =) e P(V, € dt).
n=0 n=0

En utilisant le fait que la mesure de renouvellement v = 3> n™ a la propriété

v(t) < oo, VteR,
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ou déduit que pour toute fonction directement Riemann intégrable sur R, on a pour tout
t eR,

vt = [ It = o)
= /\f(t—x |Zea$P Vi € dx)
R k=0
— Z/|f(t—x)|e°‘xP(Vk€dx)<oo.
k=0 VR

Pour monter que ¢; est directement Riémann intégrable, on utilise le lemme suivant de Goldie
[10].
Lemme 3.2. Si f € LY(R), alors f est directement Riemann intégrable.

Par la relation (3.25) et le lemme précédent, on a
/ (bt = / P(X, > ) — PALX) > e[ dt (3.52)
R R
= [ IPCa > ) - Pl > )l < (3.53)
0

c'est-a-dire g; € Li(R) et par conséquent §; est directement Riemann intégrable. Puisque
la mesure de renouvellement v vérifie la propriété que v(t) < oo et que §; est directement
Riemann intégrable alors pour tout ¢ € R, on a

3]+ 0(t) = / 31t — 2)|v(dz)
= /R\gl(t — )| Ze‘mP(Vk € dx) < oo

Comme on intégre par rapport a la mesure P(V} € dz), on a

|G1] = v (t (Z ™G (t — Vk)|> < 0.

Par le théoreme de Fibini-Tonelli, Pespérance E (D>~ ,e**§1(t — 1)) existe et on peut inter
changer 'espérance et la somme. Ainsi pour tout ¢t € R, on a

E (Z eaykfh(t _ Vk)) — ZE aukgl t— Vk))
k=0 k=0
= lim Z E (e g (t — ),
n——oo
k=0

c’est-a-dire
grxv(t) = lim g *v,(t), teR. (3.54)

n—aoo

Dong, en utilisant la relation (3.51), on obtient 7 = §; v parce que S, — 0 lorsque n — o0,
qui est vérifiée par le théoreme de convergence dominée et le fait que S, (t) — 0, n — co.

52



Comportement des queues de la solution stationnaire

En effet, on a

lim S,(t) = lim e*P (H ApXy > et> = lim e®P(e" > )
= e™P( lim e > ¢
n——oo
= eatP( lim eZﬁzlYle > Gt) =0,
n—-ao0

parce que les variables Y; sont i.i.d. avec E[Y;| = log|4;| < 0 ie., V, = 7V, 25 0.

Maintenant, on a
t

lim S,(t) = lim e~ =28, (x)dx

n—o00 n—o0 J_
t

= lim e~ DT peVn X > e%)dx
n—o0 J_

¢

= / lim e~ ¢+ pe X > %) dg

g P00

= 0 (parce que v, 5 00, lorsque n — 00).
Par définition 'unique solution de I’équation de renouvellement,
F =i+ 0
est 7 = g1 * v. Par le théoréeme de renouvellement, on déduit que

1
7(t) — —/gl(x)da:, t — 0.
mJr

(3.55)

(3.56)

Pour vérifier la relation (3.27) du théoréme 3.9, on utilise le lemme suivant (Voir le lemme 9.3

dans Goldie [10]).
Lemme 3.4.1. Si

t
/ 2*P(Xy > x)dr ~ Cyt, t — o0,
0
alors
PX;>t)~Cit™®, t— 0.
Maintenant, on a

t t
7‘(25)—/ e Dp(g)dr = / e e P(X, > e)dx

—00 —00
t

= / ye 'y P(X1 > y)y 'dy
0

= / y*P(Xy > y)dy
0

= e_t/ y*P(X, > y)dy — C
0

(3.57)

(3.58)

(3.59)
(3.60)
(3.61)

(3.62)

ou Cy = L [ gi(x)dr, t — oo. (Ceci pour la relation (3.56)). C'est-a-dire foetyaP(Xl >
y)dy ~ C 1= t — oo. Par le lemme 3.4.1, on déduit que P(X; > t) ~ Cyt™ %, t — o0.

De la relation 3.59, on a

t

e 1
/ y*P(X1 > y)dy ~ ' — / g1(z)dx.
0 m Jr

23

(3.63)



Comportement des queues de la solution stationnaire

Maintenant,

= %/}Rgl(x)dxz %/Rgl(m)dx

_ % / % (P(Xy > ) — P(A1 X, > %)) da (3.64)
— l/oo y* (P(Xy > y) — P(A1 Xy > )y 'dy

= m/ X1 > y) P(AIXI > y)) dga

d’ou la relation (3.29) est vérifiée.
Cas 2(a). P(A; >0) > 0et P(A; <0) > 0. Soit S,, désigne le signe [];_, A. On a

P(X; > ")

;( HAX1>e (HAX1>€>)
+P (H A X > et>

J=1

S 0 < <HA X, >e> N (j]i[lAjAlxl > et>>
P (EAle >et>

(P(Sy—1,€"% >e") =P (S =1€%AX; > ¢€))

H

e
i

]
L

o

=0
n—1

_|_

(P (Sk =—1,—e"X; > et)
k=0

—P (S =-1,—e"41X; > €")) + P (H A Xy > et> . (3.65)

J=1

Dans la relation précédente, on a utilisé les relations suivantes

k

— ok
4=
=1

Donc, on a

P(X1 >€t) =

k k k
HAj >0 et HAj:—eV"‘ si HAj<O.
j=1 j=1 Jj=1

k=0

n—1

S0P (50— 1, Xy <)

k=0

P(Sk:—l, A1 X, < —el™ Vk) +P<HAX1>€>
7=1
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Soit la fonction g_;(t) = e (P (X; < —€') — P (A1 X; < —¢€')) En terme de g_; et g, on peut
écrire

rit) = e"P(X;>¢e")=0 (3.66)

k=0
+eot P (H A X, > et>
j=1
n—1 n—1
= Z/ e gs—1(t —x)P(V} € dz) + 2/ e gs,——1(t — x)P(V} € dx)
k=0 /R k=0 VR
‘|‘6atP (H Ale > e )
j=1

n—1 n
= Z/ e*gs, (t —2)P(Vy, € dx) + P (H A Xy > et> .
k=1 7R j=1

On obtient finalement,

n—1
=> E(e"gs, (t— Vi) + Sa, (3.67)
k=0

ou S,(t) = e™P (H?Zl A Xy > et> < ep (H?:o A Xq| > et> — 0, n —> oo pour tout
t € R parce que |[[}_, 4;| = " — 0, n — oo. Maintenant, on donne aux variables A,

une nouvelle loi de probabilité sous laquelle la probabilité et espérance seront notées par P
et E. Sous la nouvelle probabilité P, les variables A,, restent i.i.d. avec

P(Ay € dy) = |y|*P(Ay € dy), y€ER.

La relation (3.67) devient comme suit :

f
L

r(t) = E(ggk(t—Vk))—{—S (t), teR, neN,

avec Zk 0 (ggk (t—Vi)) =91 % Vo1(t) + g—1 % V,,_1(t). En effet, on a

b
Il

r(t) = i /Rgs,c:l(t — x)]s(Sk =1,V € dx)

"‘Z/RgSkz—l(t —2)P(Sk = —1, Vi € dz) + S, (x)
k=0

= g1 * Vn_l(t) + g1 % Vn—l,—l(t) + Sn(t), teR, neN,

avec V,,_y;(dz) = Y720 P (S, = j, Vi € dx), j€{—1,1}. En utilisant la méme méthode qu’'on
a utilisé pour trouver la relation (3.51), on obtient

—_

Ft) =Y FE(gs.(t— Vi) +Sa(t), teR neN.

3

T
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Maintenant, soit S = (S,,),>1 une chaine de Markov a espace d’états {—1,1} avec Sy =1 et

de matrice de transition ( ](; Z ) ou

— P4 > 0) = E(tpaon) = [ Pldsedy)
0
- / Yo P(A; € dy)
0
= /|?J|a1{y>o}P(A1€dy)
R

= K (|A1|a1{A1>0}) .

qg=P(A <0) = E(l{A1<0}|A1|O‘). C’est claire que p > 0 et que ¢ + p = 1. Soient 7,
et 7_ les lois conditionnelles de log|A;| sachant A; > 0 et A; < 0, sous la probabilité P,
respectivement.

P(lOg |A1| € dy, Ay > 0)

ne(dy) = P(log|A| € dy/A; > 0) = ) (3.68)
. P (log|A,| € dy, A; <0
0 (dy) = Plog|Ay] € dy/A, < 0) = L8l ; y A4 <0) (3.69)

Rappelons que Yj, = log |Ax| et S, = signe de Hle A; € {—1,1}. Conditionnellement sur S,
les variables aléatoires Y7, Ys, ... sont indépendantes avec des lois conditionnelles suivantes

P(Y, €-/s)=1g,—s, ,1+(") + L, 25, ,n-(*).

Soient 0 = Né+) < N1(+) < N2(+) < ... les valeurs de n pour lesquelles S,, = 1 et soit
0= Né_) < Nl(_) < NQ(_) < ... les valeurs pour lesquelles S,, = —1, Soit N¢(+) = max{i :
Ni(+) <n-—1}, I = max{i : Ni(_) < n — 1}, alors

IT(LH

- (—) _ .
S git—uf) | +E (1,5;0 Gor(t—w! >)) +8.(t), teR neN.  (3.70)

ol W,C(’L) = Vi et W,g_) = V. Notons que S,(t) — 0, n — oo. Soit 7 la loi de
k k

Yi+...+ Yy avec N1(+) est la premiere valeur de n pour laquelle S,, = 1, alors (W,g+))k>o
( >
définie par

N NG NG

Wit =0, WiV =N "y P =Ny P = Z
j=1 j=1

est une marche aléatoire avec la loi de pas 7 i.e.

o
= Z Z](»Jr) ol Zj(»Jr) sont indépendantes de méme la loi n
j=1

On montre que

n= pm+Zq” (R (3.71)
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a partir de laquelle on déduit les probabilités suivantes qui sont nécessaires pour appliquer le
théoreme de renouvellement

/Ryn(dy) = 2m. (3.72)

n est non arithmétique. (3.73)

Pour vérifie ceci, on note d’abord que P <N1(+) = 1) —p, P (Nl(+) = n) =¢p" 2, n> 1.

Si Nl(ﬂ = 1, alors Yl(Jr) a la loi ny. Sin > 2, alors Y] et YN(+) ont la loi n et Yy a la
1

loi ny pour k dans lintervalle ]2, N1(+)[. Par conséquent on déduit la relation (3.71). Pour
la relation (3.72), on note par m, et m_ les espérances de 7y et n_, alors [, yn(dy) =

pms > ?p" D (2me + (n— 2)my) = 2(pmy + gm_) = 2m, parce que
my = E (Lia,50| 41| log | A1) /p et m_ = E (1ga, <03 41|* log | A1) /.

Puisque, sous P, la variable log |A;| est non-arithmétique, on peut trouver un sous ensemble
B de support de cette loi telle que le groupe additif engendré par B est dense dans R. Soit B,
et B_ les intersections de B avec les supoorts de 14,0y log|A1] et 14, <0y log|A;|, respecti-
vement. Soit B* constitue des éléments de B, et le double de chaque élément de B_, alors B*
génere un groupe additif dense dans R. Pour tout b € B* et tout ¢ > 0,si b€ By, on a

P17 =t <) = pr(b—zb+) >0,

Sl—bEB on a

15(\21(*) b]<€>>p( (];(b—g) 2(b+5)[>>2>0.

Ainsi b est contenu dans le support de Z; (+) , i.e., de n. Par conséquent 7 est non-arithmétique.
Soit v = > /7™ la mesure de renouvellement générée par 7). Par les propriétés (3.71),(3.72)
et (3.73) de n, toute fonction directement Riemann intégrable est v-intégrable. En appliquant le
lemme 3.4.1 ala relation (3.25), on déduit que §; est Riemann intégrable et ainsi |§; v ()| < 0o
pour tout t € R, C’est-a-dire

E (Z ot~ Wé”ﬂ) < oo,
k=0

et ceci nous permet d’appliquer le théoreme de convergence dominée pour montrer que pour

tout t € R,
I<+

Zglt— + —>E<Z§1Wé+)>, n — 00,
k=0

— 00 p.s. Pour l'autre espérance dans (3.70), on définit W( ) = ZJ 0Z

_), J > 1 ont la méme loi 7 et Zé ) a une

loi ny différente de n définie par ny = > 07 | qp"™ 'n_ * nsr"_l). Comme ¢y, g_1 sont Riemann

intégrables, alors par le théoreme de convergence dominée on obtient

parce que 1, T(LH

ou les variables Z](-_) sont indépendantes avec Z](-

I,(f> 00
Snt-wi)| —E ( Goa(t— W,Q)) . n— 0
k=1

k=0
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parce que 15— oo,n —> 00, Par conséquent la relation (3.70) devient

i) = B (i Gt - Wé“)) W (i Gl - Wé”)) (374
= o1+ V:(Ot)g_l xngxv(t), tE€ RZ.O (3.75)

En appliquant le théoréme de renouvellement & chaque terme de (3.74) on obtient

rt) — %/Rgl(x)dx—l—%/ﬂg(gl*ﬁo)@)dx

~ o [t o @i

qui est égale au terme dans (3.31) de théoreme 3.9. Comme pour le cas 1, la relation (3.27)
se déduit par le lemme 3.4.1.

Cas 2(b). A; <0 p.s. On montre que
/ |P(X1 >1t) — P(A1 Ay X, > t)[t* tdt < oo. (3.76)

On a

/yP(X1 > 1) —P(A1 Ay X, > 1)t dt < /yP(X1 >t) — P(Xy > t)[t* tdt

+/|P(A1X1 > t)—P(AlAQXl > t>|ta_1dt.

Maintenant on a :

/P(A1X1>t) P(AAy> )|t 1dt—// P(vX;>t)—P(vAy X, >t)|P(Ay € dv)t* 'dt
0

/ / —P(AyX, < )\P(A2 cdv)t*tdt

:LO/O IP(X; <—y)

—P(Ay X, < —y)|P(Ay €dv)(—vy)* H(—v)dy

// P(X1<—)

—P(Ay X, < —y)|y* tdy(—v)*P(Ay € dv)

— [ Bl <) - P <l dy
0

— B A / P(X) < —y) — P(AsX, < —y)ly™dy,
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qui est finie grace a la condition (3.20) de lemme 3.2 et la condition (3.26) de théoreme 3.9.
Donc la relation (3.76) est vérifiée. Maintenant, puisque A;A; > 0 p.s. et (3.76) est vérifiée,
comme pour le cas 2, la relation (3.27) est vérifiée avec

1 o0
O, = o [(POG > 0= P4 A X 1)
2 0
17 L%
B E/(P(X1>t)_P(A1X1 >t))ta_1dt+ﬁ/(P(A1X1 >t)—P(A1A2X1>t))ta_1dt
2 . 9 /
17 L%
— E/(P(Xl >t)—P(A1 X, >t))ta1dt+ﬁ/(P(X1 <—t)—P(4 X, <—t))t" \dt
2 2

0

0
1 o0
_ E/(P(|X1|>t)—P(|A1X1|>t))ta‘1dt,
2
0

qui est la relation (3.31) avec
mo = E(|A1A2‘a lOg |A1A2|>

= E(JA1 A" log(|A1]) + E(|A1A2[ log [As])

— B(| Al E(| A log | A1]) + E| A, [*E(| A2l log | As))

= m+m=2m.
Preuve de théoréme 3.10. Notons que sous les conditions de lemme 3.1, on a —oo < E'log|A;| < 0.
La fonction — log x est convexe sur |0, oo[, par I'inégalité de Jensen, on déduit que F (log|B;|) < oo.
Par le théoréme 2.1, ona X,, =Y, n »ocoonY => 7~ By Hf:_ll A; et lorsque X 4 Y, le processus
défini par I’équation aux récurrences stochastique (3.19) est strictement stationnaire.

Lemme 3.3. Pour touts variables aléatoires X etY,

/OO |P(X >t) — P(Y > t)|t* 'dt = éE\(X+)O‘ — (Y% < . (3.77)
Lorsque elle est fini, on a
/Oo (P(X >t)— P(Y > t)t* 'dt = éE (XH)* = (Y H)). (3.78)

Preuve. On sait que X (w) = max(X(w),0). Puisque P(X > t) = P(XT > t) pour tout ¢ > 0,
pour montrer (3.77) il suffit de la vérifier pour des variables positives X et Y. La coté gauche dans
(3.77) est égale & la somme des termes [ P(X <t <Y)t* 'dt et [°P(Y <t < X)t*"'dt tel que
le premiere terme est égale a F (1{X>y} (X — YO‘)).

Maintenant, on vérifie (3.25) de théoreme 3.9 par le lemme 3.3, on a

/ P(Xy > ) — P(ALX, > )] £\t = / IP(ALX, + By > 1) — P(ALX) > £)| £ dt
0 0

_ éE (A X0 + BT = (A X)) 1)

E (L, x,1+8,50,4, x, <0y (A1 X1 + By)T)
+E (14, X141 <0,4: 1503 (A1.X1))
+E (Lia x, 18,54, x, 501 (A1 X1 + B1)* — (A1X1)%))
+E (1{A1X1>A1X1+B1>0}((Ale)a — (A X1+ Bl)a))
= L+ L+13+ 1,

29



Comportement des queues de la solution stationnaire

Pour montrer que I, I, I3 et I, sont finis, on utilise le lemme suivant

Lemme 3.4.
lz+yl"=c (lz]"+yl"), z,y€eR, r>0 (3.79)

avec ¢, = max{2" "' 1}.

-yl , 0<r<1
[|z" = [yl"| < =yl L == (3.80)
rlz —y| (|z| x |y|) si 1<r<oo.

Dans I, on a 0 < A1 X, + By < By, alors
I < E (1p >0y (B1)*) = E ((Bf)*) < .
Dans I, on a 0 < A1 X; < —Bjy, alors
L < E (1 ps0(—B1)*) = E ((By)*) < o0.
Si @ < 1 par la relation (3.80), on a
Iy < E (Lp>01(B1)*) = E((By)*) < 0.
Si > 1, par les (3.79) et (3.80), on déduit que

Is < aBE(1pax,48,54x500B1(A1 X1 + By)* ™) (3.81)
< ace 1 E((BY)Y) + acar B (B [A]*7Y) E (| X0]*71). (3.82)
)

Maintenant, E (B |A;]*™!) < oo, ceci avec la premitre condition de lemme 3.1, la condition (3.33
et I'inégalité de Holder. Par le théoreme 3.9, on a E\X{’_l\ < o00.Dans Iy, ona 0 < —B; < A1 X; et
pour a < 1, on déduit par la relation (3.80) que

L, <FE (1{0<—Bl<A1X1}(—Bl)a) <Kk (1{Bl<0}(_Bl)a) =F ((Bl_)a) < 00.
Si a > 1, par la relation (3.80) on obtient
11 < E(Lp<oy(—B1) (41 X1)* ") = E (B |[A]*7Y) E (| Xa]*7Y).

Maintenant, par la premiere condition de lemme 3.1, la condition (3.33) et l'inégalité de Holder, on
déduit que E (B; |A;]*7!) < oo. Donc les termes Iy, I5, I3 et I, sont finis, alors la relation (3.25) de
théoreme 3.9 est vérifie. Par conséquent la relation (3.27) est vérifieé. Avec la méme méthode, on
peut vérifier que

/ |P(X; < —t) — P(a1 X, < —t)[t* tdt = / |P(A1 X1 + By < —t) — P(A1 X, < —t)[t* tdt
0 0
1

c’est-a-dire la condition (3.20) de théoreme 3.9 est satisfaite et par conséquant, la relations (3.28) est
vérifieé. Par le théoreme 3.9 et le lemme 3.3, on obtient les relation (3.79) et (3.80). En effet,

C, = / P(X,>1t)— P(A X, >t)t* at
— m/ P(A1 X, + By >t) — P(A X, > t))t* 'dt
- ma (((Ale + Bl) ) (<A1X1)+)a) :
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1 oo
. = E/ (P (X < —t) — P(A X, < —t))t* ldt
0
1 oo
= E/ (P(A1 X1 4 By < —t) — P(A41 Xy < —t))t*1dt
0
L

B (A B)) - (4X0))°).

Si P(A; < 0) > 0, alors par la relation (3.74) de lemme 3.3, on obtient

1
C+ = O_ = 2—E(|A1X1 —|— Bl‘a - |A1X1|a> .
mao
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, on a étudié I’équation aux réccurances stochastique X, 1 = 4,11 X,+B,n € N*
ou {(An, B,), n € N*} est une suite iid. On a montré que sous les conditions F'log|A;| € [—o0,0]
et E'log|B;| < oo la suite (X,),en+ converge en distribution vers la variable aléatoire X pour
n’importe quelle variable aléatoire initiale Xj et la variable limite X vérifie I’égalité en distribution

X L AX + B, on X et indépendante de (A, By). On a montré que lorsqu’on fixe la variable
Xy égale en distribution a la variable limite X, la suite (X,,)n,en+ est strictement stationnaire et
ergodique, c’est I'unique solution strictemet stationnaire de I’équation aux réccurences stochastique.
On a montré que sous les conditions F|A;|* < 1 et F|B|* < oo, pour un certaine a > 0, la
variable limite X admet des moments d’ordres superieurs finis. En suite, on a utilisé la théoreme de
renouvelement implicite pour montrer que la variable limite X est a variation réguliere d’indice de
variation a > 0 qui vérifie 'égalité E|A|* = 1. Il est treés intéressant par exemple d’étudier I’équation
aux réccurences stochastique dans le cas ou (A, )nen+ et (By)nen+ sont des chaines de Markov a
espaces d’états finis ou infini-dimentoinnelles. De méme, c’est tres intéressant d’étudier la variation
réguliere des distributions fini-dimentionnelles de la solution strictement statoinnaire de 1’équation
aux réccurences stochastique qu’on a étudié dans notre mémoire.
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