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Avant-propos

Les méthodes numériques est une discipline a l'interface des mathématiques et de
I'informatique. Elle s’intéresse tant aux fondements qu’a la mise en pratique des méthodes
permettant de résoudre, par des calculs numériques, des problémes d’analyse mathématique
et de la physique.

Le développement de l'analyse numérique est étroitement lié au développement des
ordinateurs et la programmation informatique qui ont grandement facilitée l'utilisation des
méthodes numériques dans de nombreux domaines scientifiques, techniques et économique,
avec souvent des effets importants.

Ce livre se fonde sur une expérience d’enseignement des méthodes numériques et la
programmation MATLAB a 'Université de Béchar, puis a I'université de Bouira il traite les
méthodes numériques allant de leurs fondements a leurs implémentations dans MATLAB. Il
couvre essentiellement les points suivants :

- les fondements du calcul numérique ;

- les méthodes qui concernent la résolution numériques des systémes d’équations linéaires

et non linéaires ;

- l'interpolation polynomiale et les splines et les méthodes d’approximation des fonctions ;

- l'intégration numérique ;

- les méthodes numériques utilisées dans la résolution des équations différentielles

ordinaires et aux dérivées partielles.

L’approche pédagogique de ce livre repose sur une compréhension profonde des méthodes
numériques, cela signifie que les exemples choisis cherchent avant tout a illustrer différents
aspects des méthodes et a souligner leurs avantages et leurs inconvénients en introduisant a
la fin de chaque chapitre une série d’exercices résolus et a résoudre pour tester les méthodes
utilisées en mesure de valider leurs résultats.

La préparation de ce livre est débutée vers le mois de mai 2017 apres avoir terminé un
premier livre sur MATLAB (Yahiaoui, 2017). J'ai trouvé fort utile de préparer ce livre sur les
méthodes numériques et leurs implémentations sous MATLAB. En présentant un livre qui
traite les méthodes numeériques en ingénierie de fagon plus avancé. Le livre est organisé
suivant sept chapitres et deux annexes complémentaires.

Le premier chapitre, est une introduction aux fondements du calcul numérique, il traite la
position d'un probléme numérique, son conditionnement, sa stabilité et sa convergence.

Le deuxieme chapitre, traite la résolution numérique des systemes d’équations linéaires ou
deux catégories de méthodes peuvent étre utilisées directes comme les méthodes
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d’élimination et de décomposition et indirectes, comme les méthodes itératives (Gauss-Seidel,
Jacobi, SOR,...).

Le troisieme chapitre, traite les méthodes numériques utilisées dans la résolution des
équations non linéaires et les systemes d’équations non linéaires.

Le quatrieme chapitre, traite le sujet d’interpolation polynomiale et I'approximation des
fonctions allant des méthodes d’interpolation classique de Lagrange et des différences
divisées de Newton aux méthodes d’'interpolation par les splines cubiques.

Le cinquiéme chapitre, traite le calcul numérique des intégrales simples, impropres et
multiples par plusieurs méthodes basées essentiellement sur les méthodes de quadratures.

Le sixieme chapitre, traite le sujet de la résolution numérique des équations différentielles
ordinaires comme les problemes a valeurs initiales (probleme de Cauchy) et les problemes
aux limites (probleme de Dirichlet ou de Neumann).

Le septiéme et dernier chapitre, traite la résolution numérique des équations différentielles
aux dérivées partielles par les méthodes basées essentiellement sur le concept des différences
finies.

Le livre se termine avec deux annexes, le premier sur I'algebre des matrices et le deuxiéme
sur l'essentiel du MATLAB. Ces annexes traitent les points essentiels et forts utiles pour les
chapitres cités.

Ce livre est destiné a tous ce qui intéresse des méthodes numériques et leur utilisation que
ce soit dans le domaine de l'ingénierie, des sciences et de technologie.

Remerciement,

Je tiens a remercier le Docteur Lefkir Abdelouahab de I’Ecole Nationale Supérieure des
Travaux Publics de Kouba a Alger, le Docteur Ait-Yala Abdelmadjid de la Faculté des Sciences
et Sciences Appliquées de I'Université de Bouira et le Docteur Boudref Mohamed Ahmed de la
méme faculté, pour leurs expertises de ce livre et pour leurs suggestions afin de présenter un
travail que je souhaite soit tres utile pour les étudiants, les chercheurs et les praticiens qui
cherchent a résoudre les problemes mathématiques par les méthodes numériques.

Bouira (Algérie), le 3 novembre 2021




Chapitre 1.

Les fondements du calcul numérique

Les méthodes numériques sont des algorithmes utilisées dans de nombreux probléemes de
sciences physiques biologiques, technologiques, etc. Elle intervient dans le développement de
codes de calcul (météorologie, physique des particules...), mais aussi dans les problémes de
simulations (hydraulique, aéronautique..) ou d’expérimentations mathématiques. Elle
entretient des liens étroits avec la programmation informatique. Si sa partie théorique releve
plus des concepts mathématiques, sa mise en pratique aboutit généralement a
I'implémentation d’algorithmes sur ordinateur par la programmation avec un langage
informatique comme le MATLAB par exemple. Ses méthodes se fondent a la fois sur la
recherche de solutions exactes ou du calcul symbolique, sur des solutions approchées qui
résultent le plus souvent de processus de discrétisation comme dans le traitement des
équations différentielles.

1. Erreurs et précision
Les erreurs commises dans le calcul numérique sont de trois types :

Erreurs arrondies, elles sont imposées par le calculateur. La représentation d’'un nombre en
mémoire de l'ordinateur étant finie, tout nombre réel n’est connu qu’avec une précision
donnée de de n chiffres significatifs. Pour un nombre quelconque compris entre 0 et 1,
I'ordinateur écrira par exemple :

x=0a,a,q,...a,
Lors de la manipulation Lors de la manipulation de ces nombres, la machine devra choisir
entre la troncature ou I'arrondi a la décimale la plus proche. Ces erreurs peuvent induire des

problémes de précision (Jedrzejewski, 2005).

Erreurs de troncatures, elles sont liées a la précision de l'algorithme utilisé. Elles peuvent
étre controlées par l'algorithme lui-méme. Si une fonction est approchée par son
développement de Taylor, I'erreur de troncature sera obtenue par une évaluation du reste du
développement. Son controle sera obtenu par une majoration de ce reste. Au voisinage d'un
point d’abscisse a, si une fonction fadmet un développement de Taylor de la forme :

X_a)nfl x (X_t)nfl

" (a)+
(n—1)! fa) I

L’erreur de troncature est exprimée et majorée par une constante M :

Mf"(a)+...+(

£(x)=F(@)+ (x-a) F(a)+

X(x—t)n_1 ) x—d'
;';(n—l)! S (e)de <M n!

Erreurs de méthode, elles sont produites lorsqu'une expression est mal équilibrée et

mélange des valeurs dont la différence est importante. C’est un probleme de calibration
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Les fondements du calcul numérique

numérique qui est sensible aux erreurs d’arrondi. Dans les processus récurrents ou itératifs,
les erreurs s’ajoutent, ce qui a pour effet d’amplifier 'erreur globale et de diminuer la
précision du calcul. La propagation des erreurs dans diverses parties du calcul a pour
conséquence d’ajouter de I'imprécision la ou elle n’était pas nécessairement attendue. Dans
les calculs itératifs, I'erreur se propage d’'une étape a l'autre. Par exemple, dans le calcul
numérique des termes de la suite définie par la relation de récurrence :

1
u,,, =— +au,
n

n+1

Si urla valeur exacte, 'erreur e, = |un —-u,

alors e, estexprimée pour n assez grand par :

€ +1 ~ aen

n

L’erreur dans ce cas évolue exponentiellement. A l'itération n, 'erreur est multipliée par a"
d’une itération a l'autre, I'erreur se propage et petit et peut conduire a l'expression de
I'algorithme.

2. Problemes bien posés
Soit le probleme suivant explicité par la fonction dont le but est de trouver x, tel que :

F(x, 8)=0

0, est un ensemble de données dont dépend de la solution et F est un opérateur mathématique
fonctionnelle entre x et &. Selon la nature du probléme, les variables x et & peuvent étre des
nombres réels, des vecteurs ou des fonctions. Un probléme est dit direct si F et & sont les
données et x I'inconnue, un probléme dit inverse si F et x sont les données et @ I'inconnue, un
probléme est dit d’identification si x et & sont données et F est inconnue.

Un probleme est bien posé si la solution x existe, est unique et dépend continliment des
données. Par contre un probleme qui ne possede pas cette propriété est dit mal posé ou
instable. 11 faut alors le régulariser, c’est-a-dire le transformer convenablement en un
probléme bien posé (Morozov, 1984) avant d’envisager sa résolution numérique. Il n’est en
effet pas raisonnable d’espérer qu'une méthode numérique traite les pathologies intrinseques
d’un probléme mal posé (Quarteroni et al., 2007).

La dépendance continue par rapport aux données signifie que de petites perturbations sur
les données @ induisent de “petites” modifications de la solution x. Plus précisément, soient
00 une perturbation admissible des données et dxla modification induite sur la solution telles
que.

F(x+6x, +60)=0 avec,

[00)<n = |ox] <, [66]

C’est-a-dire, la propriété selon laquelle de petites perturbations sur les données entrainent
des perturbations du méme ordre sur la solution. Le conditionnement relatif du probleme
F(x, 8)=0 est définie par:

|56l /e

K(9)=Sup{w, 59;&0}
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Quand #=0 ou, il est nécessaire d’introduire le conditionnement absolu, définie par :

. (0)- p{u al 597&0}

Le probléme F(x, 8)=0 est dit mal conditionné six(6)est grand pour toute donnée

admissible @ (C’est-a-dire, qu'une petite perturbation dans @ conduit a un grand changement

dans le probleme F(x, 9)=0). Le sens précis de petit et grand change en fonction du

probleme). Le fait qu'un probléme soit bien conditionné est une propriété indépendante de la
méthode numérique choisie pour le résoudre. Il est possible de développer des méthodes
stables ou instables pour résoudre des problémes bien conditionnés. La notion de stabilité
d’un algorithme ou d’'une méthode numérique est analogue a celle utilisée pour le probleme

F(x, 8)=0.
Si le probleme F (x, 0) =0admet une unique solution, alors il existe une application f,
appelée résolvante, de I'ensemble des données sur celui des solutions, telle que :
x=f(0), cest-a-dire F(f(6), 6)=0

Selon cette définition,

F(X+5X, 9+5€):0 implique X+5X:f(t9+59)
Si fest différentiable en @ et suivant le développement de Taylor,

f(6+50)-f(0)=f'(6)50+0(|56]) pour 56—0

,on déduit :

En négligeant I'infiniment petit d’ordre le plus grand par rapport a |
o)<Irolyy e 0=l o)

Ces estimations ont un grand intérét pratique dans l'analyse des problemes de la forme

F(f(@), 9) =0, comme le montre I'’exemple suivant (Quarteroni et al., 2007).

Soit le systeme d’équations linéaire Ax = b dont l'inconnu est le vecteur x de dimensions
nx1, b est un vecteur connu de méme dimension et A la matrice carrée de dimension nxn.
Supposons que A est inversible (c’est-a-dire, son déterminant est différent de 0) dans ce cas x
est la solution inconnue x et 6§ est les valeurs de la matrice A et du vecteur b, c’est-a-dire,

9={aij, b]., 1<i, an}.

Supposons a présent une perturbation seulement au second membre b. Alors, =b et

x= f(b)=A"b de sorte que, f'(b)=A"" ce qui entraine :

[a”iv] _Ja~]lax]_,
= <||AT|[||All=x(A
HA_le ”X” H H” || "( )

K(H):

K(A), est le conditionnement de la matrice A (voir chapitre 2 section 2.5), par conséquent, si

le conditionnement de A est “petit”, la résolution du systéme linéaire Ax=b est un probleme
stable par rapport aux perturbations du b.
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3. Convergence et stabilité

Les méthodes numériques utilisées pour résoudre un probléme approché conduisent a un
résultat qui est toujours entaché d’erreur. Cette erreur doit étre suffisamment petite pour que
la solution numérique converge vers la solution réelle, dans ce cas la méthode est dite
convergente. Si un raisonnement mathématique permet de montrer qu'une méthode diverge
elle ne pourra en aucun cas étre utilisée. En revanche, si la méthode est théoriquement
convergente il se peut qu’'en pratique elle est divergente. La vitesse de convergence est un
facteur important de la qualité des méthodes numériques, si la vitesse de convergence est
élevée, l'algorithme converge rapidement et le temps de calcul est moindre. Ces
préoccupations de rapidité de convergence ont conduit a diversifier les modes de
convergence et a chercher des processus optimaux.

La stabilité garantit que les erreurs ne s’amplifient pas au cours du déroulement de
I'algorithme et que la méthode reste stable, a coté de cette stabilité numérique, il y a aussi la
stabilité des solutions qui intervient dans les problemes d’équations et qui est bien mise en
évidence par les techniques perturbatrices. Lorsqu’un probleme (P) admet une solution, il est
intéressant d’envisager le probléme perturbé, noté (P¢), ou € est un petit parameétre et de se
demander si les solutions du systeme perturbé sont voisines de la solution du systéme non
perturbé.

Soit u une fonction a valeurs réelles définie sur un intervalle [a, b] et une subdivision
a=t,<t, <t,<---<t,=b ou, h =t —t,, soit h la plus grande valeur des pas de la subdivision,
c’est-a-dire,

h= Slilp(hl.)
On suppose que la fonction u est dotée d'une réalisation numérique comme un processus ou
schéma de discrétisation qui s’exprime sous la forme :

Uy =y (b By o by Uy, Uy, )
- L'erreur de consistance relative a la fonction u(t) est exprimée par :
e, =u(t,)-y,

- L’erreur globale est exprimée par :

e :sup‘u(ti)—ui‘

0<i<n

-Si e —>0 quand h— 0, la méthode est dite convergente.

- Si Z|ei| — 0 quand h— 0, la méthode est dite consistante.
i=0

e
- Si lim”—+2| existe, la méthode est d’ordre p,. L’erreur de consistance est de I'ordre O(h” )

n—o
en

La méthode est stable si pour toutes suites voisines u,,, et v, , vérifiant:

U =y (hy, by, ooy by ouy, Uy, o, u)

-6 -
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Vi =W (h, hy ooy By vy vy, ) g

1

Il existe une constante M dite de stabilité satisfaisant 'inégalité :

n
suplv, —u,|[ <MY |e,|
0<i<n i=0

4. Exercices résolus

Exercice 1

L’approximation de la valeur  avec 7 chiffres apres la virgule est 3.1415926. Soit 22/7 qui
peut étre considéré comme une approximation de m, calculer dans ce cas l'erreur absolue et
I'erreur relative.

La valeur exacte m est x=3.1415926 et la valeur approximative de m est
x =22 /7=3.1428571alors I'erreur absolue est :

=|x—%|=[3.1415926 -3.1428571|=|-0.0012645| = 0.0012645

et 'erreur relative est :

—X|_[3.1415926-3.1428571| _ 0.0012645

= =0.000402502 =0.402502%
x | 3.1415926 | 3.1415926

Exercice 2
En utilisant le développement de Taylor, calculer le nombre e avec 6 chiffres apres la virgule.

Le développement en série de Taylor de la fonction ex est exprimé par :

2 3 X4- Xn
e =1+xX+—+—+—++—+-
2! 31 4! n!
alors,
e= 1+1+1+1+l+ -+l+---
2! 3! 4! n!
or,
1 1 1 1 1
—=0.5, —=0.166667, —=0.0411667, ..., —=0.0000027, ——=0.00000027
2! 3! 4! 9! 10!
soit,
ez1+1+l+l+l+---+l+---=2.71828
2! 3! 4! 9!
Exercice 3

Calculer le conditionnement des expressions suivantes :

x—-a’=0, a>0 et x=1+6

De I'équation x—a’ =0, = x=a’ = f(0), d’apres la formule du conditionnement soit,

~|f'(0 )‘|— ‘a loga“ ‘ =|6|[logq]

£(9)

De I'équation x=1+6= f(0), alors
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oyt _ 10
I ONr o) Tixo

K(H) ~

Exercice 4
Etudier si le probleme suivant st bien posé et calculer son conditionnement

(en norme | . ||w) en fonction de la donnée @: trouver x et y tels que,

x+0y=1,
Ox+y=0.

s =) 16
o e P I P A S

a+6c=1
b+6d=0

Ga+c=0
Ob+d=1

Al_{l/(l—ez) “9/(1—‘92)J 1 (1 —0]

Du systeme,
Soit,

c’est-a-dire,
N a=d=1/(1—02), b:c:—e/(1—02)

donc,

o) Yo )00

Le conditionnement de la matrice est peut-étre exprimé par :

x.(A)=[a"] |a],

B 0 1

or,

Soit,
_(elel)”_(+lel(alel) _(1+e)(1+]e]) 1+l
-2~ [1-g1+6]  [1-0|(1+]¢]) [1-9|

Q

x.(A)

La solution du systéme est exprimée par :
1 0

X = , = —
1-¢" 7" 19

Exercice 5

Etudier le conditionnement de la formule x =-0++/6” + 4 donnant la solution d’une équation

du second degré x*+20x—9par rapport aux perturbations des paramétres & et 9
séparément.
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De l'équation x=-0+0 +9= f(H, 9) alors, le conditionnement par rapport aux

perturbations des parameétres € et ¢ séparément sont exprimés par :

K(H)z‘af(e. 9) o) )‘ K(g)z‘af(e. 9) 14

00 lr(e. 9 o |lr(e. 9)
or,
of (6o 9)__1+ 0 of (6 3)=+ 1
00 Jorvs 08 20+
soit,
oy o | 1o ‘Jﬂwl o o
\/7” 0+\/927‘ H 0+\/92+19‘ ‘\/92+19‘
K(9)~ |t 1 [l9_ 19
TR
Exercice 6

Calculer le nombre de conditionnement des fonctions y = Jx et y=x.

Le nombre de conditionnement d’une fonction y = f(x) est exprimé par :

xf'(x
()= L)
f(x)
Pour y=\/;,
1
X lx_E
x| 2lxx| 2
Puisque K‘(\/;)<1, la fonction y:\/; est bien conditionnée.
Pour y=x°,
x(3x2) X
= =3|—|=3
w(¥)=—571=3
Puisque K(X3)> 1, lafonction y=x® est mal conditionnée.
Exercice 7
Etudier le conditionnement de la fonction f 1/ 1- x ax=101

Le nombre de conditionnement d’une fonction f(x) est exprimé par:
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e
K(f(x))=§x '(X)§= S

Pour x=1.01

-2
x(f(x=1.01))= {(1;)()3} =202

La fonction f(x) pour x=1.01 est trés mal conditionnée. La fonction est singuliére a x =1

alors au voisinage de cette valeur il y a des changements brusques dans la valeur de la
fonction qui rendent la fonction trés mal conditionnée.

-10 -



Chapitre 2.

Systemes d’équations linéaires

1. Motivation

La résolution des systemes d’équations linéaires est peut-étre le probleme numérique que
'on rencontre le plus fréquemment en ingénierie. Des questions aussi diverses que I'étude des
réseaux électriques, hydrauliques en régime permanent, la résistance des matériaux, les
modeles économétriques conduisent a des systemes d’équations linéaires. Les problemes aux
limites, associés a des équations différentielles ou a des équations aux dérivées partielles, sont
souvent discrétisés ce qui engendre encore des systéemes d’équations linéaires. Ce domaine
s’appuie sur I'’ensemble des connaissances de I'analyse matricielle en algébre linéaire.

Les algorithmes de solution pour ces types de problémes peuvent étre directs ou itératifs.
Dans les méthodes directes, la solution est obtenue en un nombre fixe d'étapes avec
arrondissement de l'erreur, alors que les méthodes itératives sont basées sur 'amélioration
successive de la solution des la supposition initiale.

Un systéme d’équations linéaires s’écrit :

a,x, + a,x, + -+ + a,x, = b,
a,X, + a,x, + -~ + a,x, = b,
a,x, + a,x, + -~ + a x, = b

Sa resolution consiste a déterminer les inconnues X, X,, X;, ..., X, pour g, et b,

i, j=1, 2, ..., n.
Sous forme matricielle le systéeme d’équations linéaires s’écrit :
ay Ay o gy | X b1
a, a, - a X b
Ax=b o | Gl TR
anl anZ ann Xn bn
avec,
all alZ aln Xl bl
a,, a, - a X
S IR A e R
anl anZ ann Xn bn

A titre d’exemple (Kharab et Guenther, 2019), soit le circuit électrique (Fig. 2.1). La premiere
loi de Kirchhoff considére que la somme des tensions autour d'une boucle fermée est nulle. La
seconde loi de Kirchhoff considere que la chute de tension aux bornes d'une résistance égale
au produit du courant et de la résistance. Alors, d’apres cette loi, soit le systeme linéaire :

-11 -
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Ry, +R, (i, —i,)+R,(i,—i;)=V, ; Boucle 1
Rji,+R,(i,—i;)+R,(i,—i,)=V, ; Boucle 2
R, +R,(i;—i,)+R,(i;—i,)=V, ; Boucle 3
qui se simplifiée sous la forme matricielle suivante
Re
VWV
R +R,+R, —-R, -R, I 4
—R, R +R,+R, R, i, |=|V, ul., i
R, ~R, R,+R,+R \i,) \V, — R, Rs
Il est clair que le déterminant de la matrice est non /\/Rf/\/ i3
nul, donc le systeme est de Cramer et peuvent étre f_73
résolue par la régle de Cramer ou méthode des § iy R
déterminants vu dans les cours d’algebre linéaire. Rs
Le nombre d'opérations a effectuer pour résoudre +|} _
£

un systeme linéaire a l'aide de la regle de Cramer
dépend de la méthode utilisée pour calculer le
déterminant qui demandera d'avoir recours a un nombre
taille du systéme.

Fig. 2.1 : Circuit électrique.

de calculs de déterminants égal a la

Les formules de Cramer sont parfaitement inefficaces. Le probléme vient du calcul du

déterminant. Un systéeme d’équations linéaire de n équ

ations et n inconnues, implique n

calculs de déterminants de taille (n—1)x(n—1), suivis de n multiplications et (n—1)

additions. Pour chacun des déterminants de taille (n - 1)><

(n—1) déterminants de taille (n—2)x(n—2). Au total,

(n—1), il faudra recommencer avec

le calcul d'un déterminant nxn

prendra de 'ordre n.n! opérations. Il se trouve que le bon moyen algorithmique de calculer un

déterminant est la méthode du pivot de Gauss.

2. Méthodes directes

2.1. Méthode d’élimination naive de Gauss

Cette méthode est connue par les mathématiciens
chinois, elle est référencée dans le livre chinois Jiuzhang
suanshu (Les Neuf Chapitres sur l'art mathématique),
dont elle constitue le huitieme chapitre, sous le titre «Fang
cheng» (la disposition rectangulaire). La méthode est
présentée au moyen de dix-huit exercices. Dans son
commentaire daté de 263, Liu Hui en attribue la paternité
a Chang Ts'ang, chancelier de 1'empereur de Chine au Ile
siécle avant notre ere (Fig. 2.2). En Europe, cette méthode
a été découverte et présentée sous forme moderne au
XIXe siecle. En 1810, Carl Friedrich Gauss présente sa
méthode des moindres carrés dans un livre étudiant le
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mouvement de l'astéroide Pallas. Dans l'article 13 de ce livre, il décrit une méthode générale
de résolution de systéme d'équations linéaires qui constitue l'essentiel de la méthode du
pivot. En 1888, Wilhelm Jordan publie un livre de géodésie précisant comment utiliser cette
méthode et adoptant une notation un peu différente. C'est grace a ce dernier livre que cette
meéthode se diffusa dans tout I'Occident. Elle est aujourd'hui connue sous le nom d'élimination
de Gauss-Jordan ou méthode du pivot de Gauss.

Considérons le systeme d’équations linéaire de dimension nxn :

a;, d;p - dy, | Xy b1

Ax=b = ayy Ay o Gy, | X, _ bz

anl anZ ann Xn bn

A la premiére étape, on note par,
a) af) - af) by
L L) (1) (1)
A(l) _ az-l az.z az.n —A et par b(1) _ bz b

) ol B!

La méthode d’élimination de Gauss consiste a la réduction du systeme d’équations Ax = b
a un systeme d’équations équivalent Ux = b, ou U est une matrice triangulaire supérieure et
par conséquent la résolution facile par substitution.

Supposons que aﬁ) #0 soit,
)
Tl

Multipliant la ligne inférieur i (c’est-a-dire, la premiere ligne de la matrice) par m,, et faire

soustraire de chaque facteur de x; des lignes successives suivantes, c’est-a-dire,

(1) 1)
a? =a) ~m,al) =a\" —a!) % et b\? =p") —m, b =p" — %bf), (j=2,3, .., n)
11 11

Cette méthodologie a permet d’avoir de transformer le systeme précédent en:

ay dy) oa)))(x) (b
0 ayp - d|x|_|b
0 afé) ar(;) X, b(z)

En deuxiéme étape, le systeme d’équations linéaires est de dimension (n—1)x(n—1) C’est-a-

dire :
af d oaf)(x,) (B
ADyop® o | B2 a o) | X || B
a) d - ap) )\%) (B
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Si agi) #0 et suivant la méme méthodologie, le nouveau systeme d’équations de dimension
(n—-2)x(n—2) est:

& d ) [
AVx—p? o ag) a;i) a%i) x.4 _ bz(f)
& o o fn) Lo
Ala k-ieme étape, et si a,((i);tO,
(k)
ik
m, =
" Ay
(k) (k)
ai(jku)=ai(1(()_mikal(§)zai(]k)_agf)%% ot b§k+1)=b§k)_mikb]£k)Ebgk)_%bl((k)’ (i, j=k+1, ..., n)
Kk

Alors a I’étape k, le systeme d’équations linéaires devient sous la forme suivante :

a) dj - d)) d, - a) B0
X1 1
2 2 2 2

0 agz) agk) ag 2<+1 agn) X, bgz)
0 0 -« ay af, - a | x |5 Y
0 0 0 dil, o di | e L
. .+ '+ X, (k+1)

0o 0 oo )l

et ainsi de suite...

Ala (n-1)-ieme et la derniére étape, le systéeme d’équations linéaires devient :

a) dy - d)) o, o~ d) B0
X, 1
0 ol al, - a0 ] ]
0 0 - oay al, )| x |= ¥
0 0 w0 dh, b ||| e
a al f
Xn b(”)

0O 0 .. 0 0 af,':,) n

en termes d’équations, s’écrit :

N

A, + D, + o vl + e dlx, = B

e, + vl o all, = B

a') x,, + " x, = b

a™Vx = p0
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La derniére équation du systeme permet d’avoir la valeur de la solution x_c’est-a-dire:

par conséquent,

X = . )E ’Zla i=n-2, n-3 1
' g O P TS

i il

L’algorithme d’élimination de Gauss tel qu’il est marche trés bien si a chaque étape k le
pivot a,((i) #0. Dans le cas contraire I'algorithme s’échoue. Pour résoudre de tel probléeme, il
faut faire des permutations entre les lignes de la matrice. De telle méthodologie sera décrite
dans la prochaine section.

Pour une étape k, le nombre d’opérations en termes de multiplications et soustractions

pour calculer a\*) et b'*) sont :

(n—k)2+(n—k) et (n—k)

Alors le nombre d’opérations total est calculé pour (n — 1) étapes est :

ij

n-1 n—1
N, :z n— k +Z; n-— k pourtouslesa k) Vk=1,23 ..., n-1

=1 k=

et,

n-1

N, = (n—k) pour tous les bf.k), Vk=1,2,3 ..,n-1

k=1

or,
n-1 2 n-1 n-1 n-1 n-1
—k) =Y (0’ —2kn+K*)=n’Y 1-2n) k+ ) K’
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
:nz(n—l)—ZrI(n_l) - (n+1)(2n+1) I L
2 6 6
et,
n—1 n—1 n—1 _1 2 _
(n-k)=n>1->k=n(n-1)- (n=1)n _non
k=1 k=1 k=1 2 2
alors,
3 2
Na:n -n ot Nb_n -n
Le nombre d’opérations pour déterminer les solutions b,, i=1, 2, 3, ..., n est:
_ n(n+1)
¥ 2

Alors, le nombre d’opérations pour déterminer une solution du systéme d’équations linéaires
avec la méthode d’élimination naive de Gauss est :
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3
N,+N,+N SIS LN 1+1_L2
3 3 n 3n

Qui est de troisieme ordre 0(n3) c’est-a-dire, si n augmente le nombre d’opérations est

proche de n’/3.

Soit la fonction NaiveGaussElimination sert a déterminer une solution du systeme
d’équations linéaires avec la méthode d’élimination naive de Gauss et donne la matrice A et le
vecteur b apres élimination.

function NaiveGaussElimination (A, b)
disp('Résolution du systeme linéaire [A]x=[b]')
n=numel (b) ;
x=zeros(n,1l) ;
for k=1:n-1
for i=k+l:n
m=A (i, k)/A(k,k);
for j=k+l:n
A(i,j)=A(i,3)-m*A(k,3);
end
A(i,k)=m;
b(i)=b (i) -m*b (k) ;
end
end
x(n)=b(n)/A(n,n);
for i=n-1:-1:1
S=b (1) ;
for j=i+l:n
S=S-A(i,j)*x(3);

end
x(i)=s/A(i,i);
end
for i=1:n
for j=1:n
if (j<i) A(i,j)=0; end
end
end
disp('La matrice A triangulaire apres élimination :')
A
disp('Le vecteur b aprés élimination :')
b
disp('La solution du systéme est:')
X
end

Soit a titre d’exemple le systeme d’équations :

1 1 1 1)x) (10
3 1 31
Ax=b < .
11 -5 x, | | -2
3 1 7 -2)lx,) (18

Introduite dans MATLAB comme :

> A=[1111;2315; -11-53; 317 -2];
>> b=[10;31;-2;18];
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L’application de la fonction NaiveGaussElimination conduit au résultat :

>> NaiveGaussElimination (A,b)
Résolution du systéeme linéaire [A]x=[Db]
La matrice A triangulaire apres élimination

A =
1 1 1 1
0 1 -1 3
0 0 -2 -2
0 0 0 -1
Le vecteur b apres élimination
b =
10
11
-14
-4
La solution du systéme est:
X =
1
2
3
4

Soit 'exemple du systeme d’équations :

1 1 7 8\x) (4
-3 -3 -1 6 1
Ax=b < % |2
0 2 2 7|x| |2
5 1 1 O0O)\x 1

o~

Introduite dans MATLAB comme :

> A=[1178 ; -3-3-16,;0227,;5110];

>> b=[4;1;2;1];

L’application de la fonction NaiveGaussElimination conduit au résultat :

>> NaiveGaussElimination (A,b)
Résolution du systéme linéaire [A]x=[b]
La matrice A triangularisée aprés élimination

A =
1 1 7 8
0 0 20 30
0 0 -Inf -Inf
0 0 0 NaN
Le vecteur b aprés élimination
b =
4
13
-Inf
NaN
La solution du systéme est:
x:
NaN
NaN
NaN
NaN
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L’exécution de la fonction n’a pas permet de donner une solution du systeme d’équations, en
plus elle montre que la deuxieme étape d’élimination du programme est arrétée, c’est-a-dire

le pivot af) =0.

2.2. Méthode d’élimination de Gauss avec pivot
Le dernier exemple traité dans le paragraphe précédent contient un pivot nul (ag) =0),
dans ce cas le procédé d’élimination de Gauss précédent méme pour le cas ou a,((',i) ~ 0 peut

conduire a des résultats désastreux en arithmétique flottante.

Soit, A, = [af,f )] la matrice obtenue a I'étape k (A, =A), le pivot partiel choisis vérifiant :

(k)| — (k)
a. | =maxia

ik k<p<n pk

Ou pivot total vérifiant :

k k
af.) — max|a! )‘

y k<p<n pq

k<q<n

Dans le cas du pivot total, il faut également effectuer des permutations des colonnes. En
langage matricielle, ceci se traduit par la multiplication a droite par une matrice de
permutation. Ainsi, la matrice triangulaire supérieure U obtenue correspond a :

U=E P  E P ,..EPEPAILI..I

P et Il sontles matrices de permutation respectivement des lignes et des colonnes et les E

i

les matrices Gaussiennes.

Le choix du pivot total est toujours plus sir, I'expérience montre que le choix du pivot
partiel est suffisamment robuste dans la plupart des cas.

La fonction Pivot2Gauss sert a déterminer une solution du systeme d’équations

linéaires avec la méthode d’élimination de Gauss avec pivot partiel.

function x=Pivot2Gauss (A,Db)
n=length (b) ;
x=zeros(n,1l);
for i=1:n
d(i)=i;
smax=0;
for j=1:n
smax=max (smax,abs (A(i,j)));
end
c(i)=smax;
end
for k=1:n-1
rmax=0;
for i=k:n
R=abs (A(d (i) ,k))/c(d(i));
if (R>rmax)
J=i;
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rmax=R;
end
end
dk=d (j) ;
d(j)=d(k);
d(k)=dk;
for i=k+l:n
m=A(d (i) ,k)/A(dk,k);
for j=k+l:n
A(d(i),3)=A(d(i),])-m*A(dk,3)

end
A(d(i) ,k)=m;
end
end
& —-———- Substitution -----

for k=1:n-1
for i=k+1l:n
b(d(i))=b(d(i))-b(d(k))*A(d(i) k)
end
end
x(n)=b(d(n))/A(d(n),n);
for i=n-1:-1:1
S=b(d(i));
for j=i+l:n
S=s-A(d(i),3) *x(3) ;
end
x(i)=s/A(d(i) ,i);
end
for i=1:n
M(i,:)=A(d(1i),:);
end
for i=1:n
for j=1:n
if (j<i) M(i,j)=0; end
end
end
end

L’utilisation de I'exemple précédent avec cette fonction, c’est-a-dire :

> A=[1178 ; -3-3-16; 0227 ,;5110];
>> b=[4;1;2;1];
>> x=Pivot2Gauss (A,b)

Permet d’avoir la solution du systeme,
X =

0.1658
-0.1237
0.2947
0.2368
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2.3. Méthode de décomposition LU
Cette méthode est appelée aussi le schéma de Khaletski (Démidovitch et Maron, 1979). Le
systéeme d’équations linéaires s’écrit sous la forme :

Ax=b < LUx=b

ou,
111 0 O u12 1n
I T R U I Uy,
[n1 [n2 [nn 0 0 1

L, la matrice triangulaire inférieur et U, la matrice triangulaire supérieure a diagonale unité.

Les éléments 1,-]- et U; se définissent d’apres les formules :

a,,
11:_ (j=12 ..., n)
et

L,
j-1
=au_;likukj’ (12]>1) :Il( i j, (1<l<])

l,=a,, (i=1,2, ..., n) u

1]

Le vecteur solution x peut étre calculée d’apres la chaine d’équations :
Ly=b, Ux=y

Puisque les deux matrices L et U étant triangulaires, alors la résolution du systéeme
d’équations est sans peine :

|Hw

YVi=7 X, =y,
11 et

(b lekykjf (i>1) Zu”‘x"’ (i=n-1n-2 .., 1)

=

k=i+1

~

i

Sila matrice A est symétrique, c’est-a-dire a; =a;, alors,

u,-,:ll, (i<J)

Soit la fonction DecompositionLU qui sert a la décomposition de la matrice A en deux

matrice L et U et détermine le vecteur y puis le vecteur x solution du systéme Ax=Db.

function [x , L, U, y]= DecompositionLU(A,Db)
% Résolution du systéme Ax=b avec décomposition LU
n=numel (b) ;
y=zeros(n,l); x=zeros(n,l);
% Construction des matrices L et U

for i=1l:n

U((i,i)=1;

end
L(1,1)=A(1,1)/U(1,1);

for j=2:n

L(3,1)=A(j,1)/U(1,1); U(1,3)=A(1,5)/L(1,1);
end
for i=2:n-1
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S=0;
for k=1:i-1
S=S+U(k,i) *L(i,k);
end
L(i,i)=(A(i,i)-S)/U(i,1);
for j=i+l:n
S=0;
for k=1:i-1
S=S+U (k,1i) *L(j,k) ;
end
L(j,i)=(A(3,i)-S)/U(i,i);
S=0;
for k=1:i-1
$=8+U(k,J) *L(i,k) ;
end
U(i,3)=(A(i,3)-S)/L(i, i) ;
end
end
S=0;
for k=1l:n-1
S=S+U(k,n) *L(n,k) ;
end
L(n,n)=(A(n,n)-S)/U(n,n);

% Détermination du vecteur y solution de Ly=b
y(1)=b(1)/L(1,1);
for i=2:n
S=b(i);
for j=1:i-1
S=8-L(i,3)*y(3)’
end
y(i)=sS/L(i,i);
end
% Détermination du vecteur x solution du systéme Ux=b et Ax=b.
x(n)=y(n)/U(n,n);
for i=n-1:-1:1
S=y (i)’
for j=i+l:n
$=S-U(i,3)*x(]);
end
x(i)=s/U(i,i);
end
end

A titre d’exemple, soit le systeme :

-1 2 -1 0 -4\ «x 1
1 2 0 0 || x, 2
0 -3 1 2 || x; |=| 4
1 0 2 -1 3 |x, 0
2 -2 2 -2 1)\x 3

5
Les données de la matrice A et le vecteur b sont introduites ainsi,

> A=[-12 -10-4;12030;0-3112;102-13;2-22-211];
>> b=[1;2;4;0,;3];
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alors la matrice L est,

>> [~, L, ~, ~]= DecompositionLU(A,Db)

L =
-1.0000 0 0 0 0
1.0000 4.0000 0 0 0
0 -3.0000 0.2500 0 0
1.0000 2.0000 1.5000 -22.0000 0
2.0000 2.0000 0.5000 -10.0000 -6.1818

La matrice U est,
>> [~, ~, U, ~]= DecompositionLU(A,b)
U =

1.0000 -2.0000 1.0000 0 4.0000
0 1.0000 -0.2500 0.7500 -1.0000

0 0 1.0000 13.0000 -4.0000
0 0 0 1.0000 -0.3182
0 0 0 0 1.0000

La solution y est,
>> [~, ~, ~, yl]l= DecompositionLU(A,Db)
y =
-1.0000
0.7500
25.0000

1.7273
-1.3382

La solution x du systéme est,

>> x= DecompositionLU (A,Db)

-0.1397
-0.8824
2.7279
1.3015
-1.3382

2.4. Méthode de décomposition QR
La matrice A du systéme d’équations linéaires Ax=b est décomposé sous la forme :
A=QR
ol Q, une matrice orthogonale (c’est-a-dire, Q'Q=I ) et R, une matrice triangulaire
supérieure. Ce type de décomposition est souvent utilisé pour le calcul de la solution des
systemes linéaires non carrés, notamment pour déterminer le pseudo-inverse d'une matrice.

Le vecteur solution x peut étre calculé d’apres la chaine d’équations :

Ax=b < QRx=Db
considérant,
Rx=y
alors,

Qy=b = Q'Qy=Q'b
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or,

Q'Q-=I,
alors,

y=Q'b
par conséquent,

x=Ry
c’est-a-dire,

-y
r

xi:l(yi— Zn:rikxk} (i:n—l, n-2, ..., 1)
T

k=i+1

La décomposition de la matrice A en produit QR peut se faire par la méthode de Gram-
Schmidt, de Gram-Schmidt modifiée, de Householder ou de Givens (Stewart, 1998, Higham,
2002). Chaque méthode a des avantages et des inconvénients, la décomposition QR n'étant

pas unique, les différentes méthodes produiront des résultats différents. Soit les fonctions
GramSchmidt et ModifiedGramSchmidt pour la décomposition de la matrice A en Q de

décomposition QR de Gram-Schmidt et Gram-Schmidt modifiée :

function [Q,R]=GramSchmidt (A)
[n,p] = size(a);

Q = zeros(n,p);

R = zeros (p,p)’

for k = 1:p
Q(:,k) = A(:,k);
if k ~=1

R(1:k-1,k) = Q(:,k-1)"'*Q(:,k);

Q(:,k) =09(:,k)-Q(:,1:k-1)*R(1:k-1,k);

end
R(k,k) = norm(Q(:,k));
Q(:,k) = Q(:,k)/R(k,k);
end
end

function [Q,R] = ModifiedGramSchmidt (A)
[n,p] = size(A);
Q = zeros(n,p);
R = zeros(p,p):;
for k = 1:p
Q(:,k) = A(:,k);
for i = 1:k-1
R(i,k) = Q(:,1i)'*Q(:,k);

Q(:,k) =0Q(:,k) - R(i,k)*Q(:,1);

end
R(k,k) = norm(Q(:,k))"';
Q(:,k) Q(:,k)/R(k,k);

end
end
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Pour la matrice A, avec;

>

Il
No R V)
© v
R NN

Les fonction GramSchmidt et ModifiedGramSchmidt donnent les résultats suivantes :

>> [Q,R]=GramSchmidt (A) >> [Q,R]=ModifiedGramSchmidt ()
Q = Q=
0.3145 0.4216 -0.6166 0.3145 0.4216 -0.8505
0.1048 0.8751 0.0844 0.1048 0.8751 0.4725
0.9435 -0.2378 -0.7827 0.9435 -0.2378 0.2310
R = R =
9.5394 2.5159 6.7309 9.5394 2.5159 2.3062
0 9.9835 6.7309 0 9.9835 6.7309
0 0 4.7910 0 0 1.8375

2.5. Conditionnement
Soit 'exemple :

1.00 2.00)(x,) (3.00
049 0.99)\x,) (1.47
dont la solution est x = (3, O)T. Si la composante 0.49 est remplacé par 0.48 c’est-a-dire une

légere différence de 0.01, le systéme dans ce cas a la solution x=(1, 1) . Alors, la difficulté de
résolution d'un systeme linéaire en plus qu’elle tient effet de sa taille, elle tient aussi aux
perturbations des coefficients de la matrice A ou du vecteur b.

En plus du systeme AXx=Db, soit le systéme perturbé dont le vecteur b a subi une petite

modification Ab, ce qui entrainé une petite variation de la solution, c’est-a-dire :

A(x+Ax)=b+Ab
d’ou,
AX+AAXx=b+Ab = AAx=Ab = Ax=A'Ab
alors,
Jax]<[a™

|ab]

Sachant que,
b=Ax = [b|<|A][x]

Soit,

TN I L B
e il o el

Le nombre K(A), est appelée le conditionnement de la matrice A, qui mesure la sensibilité de

x|l <|a™

I'erreur relative sur la solution aux variations du vecteur b. Ce nombre peut étre retrouvé si la
perturbation est au niveau de la matrice A, c’est-a-dire :
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(A+AA)(x+Ax)=b

alors,
AX+AAX+AA(X+AX)=b = AAX+AA(Xx+AX)=0 = AAx=-AA(Xx+AX)
ou,
- - Ax . AA
Ax=-A"AA(x+Ax) = [ax|<|a”||aa]|(x+ax)| = MSHAI ||A||w

donc,
|ax] |aA]

T (A
foce ] = o]

Remarquons que,
A'A=I = HA‘1

|A|z1 < x(A)=1

Le conditionnement donne une indication de la précision des résultats de l'inversion de
matrice et par conséquent de la solution du systéme d'équations linéaires. Un systeme

d’équations linéaires est bien conditionné si x(A)est proche de 1. Si par contre x(A) est trés

grand le systeme est mal conditionné et dans ce cas il faut prendre de grandes précautions sur
I'erreur arrondie et le nombre de chiffres apres la virgule dans les coefficients du systeme.
Malheureusement, le calcul de HA_1H est coliteux a cause du calcul de la matrice inverse A-1

dont nombre d’opérations de I'ordre de n3, et vue les définitions de la norme, il est possible

d’avoir un calcul de K‘(A) avec l'analyse spectrale en algébre ou la norme d’'une matrice A est

exprimée par :

|a], ~max|2| et a7 ~max 1‘;
i 2 i /7,1. m‘1n|ﬂ|
soit,
max|A|
A)=x,(A)~—!
a)=x(8)~ T
A, =1, 2, ..., n sontles valeurs propres de la matrice A.

Avec MATLAB, cette quantité est calculée avec la commande cond (A,p), ou p est un

parametre qui peut étre 1, 2, ' £ro’, ou inf caractérisant la norme choisie.

soit 'exemple :

>> A=[3 2 -9; -9 5 2; 6 7 3]

A =
3 2 -9
-9 5 2
6 7 3

>> cond(A,1)

ans =
3.0784

>> cond (A, 2)

ans =
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1.4713
>> cond(A,’ fro’)
ans =

3.1521
>> cond (A, inf)
ans =

3.0850

2.6. MATLAB et la résolution du systeme Ax = b
La résolution du systéme d’équations linéaires Ax=b avec MATLAB, fait avec la commande

\ avec l'instruction x = A\b qui fournit le vecteur solution x. Cependant il est fort utile de
savoir que Matlab utilise I'algorithme approprié suivant la structure de la matrice A.

- Si A est creuse et a une structure bande, alors des algorithmes spécifiques a ces structures
sont utilisés comme I'algorithme de Thomas.

- Si A est une matrice triangulaire supérieure ou inférieure (ou bien une permutation d’une
matrice triangulaire), alors le systéme est résolu par un algorithme de remontée (matrices
triangulaires supérieures), ou par un algorithme de descente (matrices triangulaires
inférieures). Le test de “triangularité” est effectué pour les matrices pleines en vérifiant les
éléments nuls et pour les matrices creuses en inspectant la structure de la matrice.

- Si A est symétrique et a des éléments diagonaux réels positifs (ce qui n'implique pas que A
est définie positive), une factorisation de Cholesky est tentée (chol). Si A est creuse, un
algorithme de réordonnement est d’abord appliqué.

-Si aucun des criteres précédents n’est vérifié, alors une factorisation en matrices
triangulaires est calculée par élimination de Gauss avec pivot partiel (1u).

3. Méthodes itératives

Les méthodes directes sont tres efficaces : elles donnent la solution exacte (aux erreurs
d’arrondi pres) du systeme d’équations linéaires. Elles ont 'inconvénient de nécessiter une
assez grande place mémoire car elles nécessitent le stockage de toute la matrice en mémoire
vive. Si la matrice est pleine, c’est-a-dire, si la plupart des coefficients de la matrice sont non
nuls et qu’elle est trop grosse pour la mémoire vive de I'ordinateur, il ne reste plus qu’a gérer
I’échange de données entre mémoire disque et mémoire vive pour pouvoir résoudre le
systéeme. Cependant, si la matrice du systeme est “creuse”, c’est-a-dire, qu'un grand nombre
des coefficients de la matrice du systeme sont nuls ; de plus la matrice a souvent une structure
“bande”, c’'est-a-dire les éléments non nuls de la matrice sont localisés sur certaines
diagonales.

La méthode de décomposition LU “conserve le profil a besoin de la place mémoire pour
stocker la structure bande. Lorsqu’on a affaire a de trés gros systemes, on cherche a utiliser
des méthodes nécessitant le moins de mémoire possible. On a intérét dans ce cas a utiliser des
méthodes itératives. Ces méthodes ne font appel qu’a des produits matrice-vecteur, et ne
nécessitent donc pas le stockage du profil de la matrice mais uniquement des termes non nuls.
Par exemple, si on a seulement 5 diagonales non nulles dans la matrice du systeme a résoudre
systéeme de n équations et n inconnues, la place mémoire nécessaire pour un produit matrice
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vecteur est 6n. Ainsi pour les gros systémes, il est souvent avantageux d’utiliser des méthodes
itératives qui ne donnent pas toujours la solution exacte du systeme en un nombre fini
d’itérations, mais qui donnent une solution approchée a colit moindre qu'une méthode directe
car elles ne font appel qu’a des produits matrice vecteur.

L’idée principale des méthodes itératives pour résoudre un systeme d’équations linéaires
Ax =b est de transformer la matrice A sous la forme de :

A=Q-P
Ou Q une matrice non singuliere c’est-a-dire Qf1 existe et facilement calculable, alors,

Ax=b = Qx-Px=b = x=Q 'Px+Q'b
Soit le schéma itératif :
XV =Q'Px¥ +Q'b, k=0, 2, 3,

Q_1 P, la matrice d’itération de la méthode, elle est notée par M.

Le processus itératif obtenu peut étre exprimé d’une autre fag:on, soit,

r" =b-Ax" =b-(Q-P)x"
oy, rl le résidu a l'itération k. Alors,
x“0 - x4+ Q! (r + (Q-P)x")
x =@ 'Px" +Q ' r'" + @ 'Qx" — @ 'Px"¥
x*+) — 8 Q—lr(k)

Pour I'étude de la convergence du processus itérative, soit X  le vecteur solution de

I’équation, c’est-a-dire :
x,=Mx,+Q b

alors,
(k+1) _ —M(x(k)—x )
Soit, el —x™® —x, l'erreur a l'itération k, alors,
e _me®
en termes de norme,
e =[me ] <] [e]

. . . k . . 7 ’ . . .
Ala limite maximale, la norme He( )H constitue une progression géométrique de raison ||M|| qui

converge vers 0 si et seulement si [M||<1.
Soit p(M) le rayon spectral de la matrice M, par définition il est exprimé par le plus grand
module des valeurs propres de la matrice M c’est-a-dire :
(M) =max|4|
On peut montrer (Quarteroni et al., 2010) que p(M)S”M” et déduire aussi que, le processus

itératif converge aussi si et seulement si p(M)<1.
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La condition de convergence [M|<1ou bien p(M)<1 est une condition suffisante et

également nécessaire. Dans la pratique le rayon spectral est difficile a calculer a cause du
calcul des valeurs propres. Cest pourquoi on utilise d’autres conditions suffisantes de
convergence (Quarteroni et al., 2010).

En théorie, il faudrait effectuer un nombre infini d’itérations pour obtenir la solution exacte
d’'un systéme linéaire avec une méthode itérative. En pratique, ce n’est ni nécessaire, ni
raisonnable méme si effectivement le nombre d’itérations pour obtenir la solution avec la
précision machine peut étre tres élevé pour de grands systemes. En effet, ce n’est en général

k .
(k) qui approche la
solution exacte avec une erreur inférieure a une tolérance g fixée. Mais comme 'erreur est

pas d’'une solution exacte dont on a besoin, mais plutdt d’'une valeur x

elle-méme inconnue (puisqu’elle dépend de la solution exacte), on a besoin d'un estimateur
d’erreur a posteriori qui donne une estimation de l'erreur a partir de quantités calculées au
cours de la résolution (Quarteroni et al., 2010).

Pour évaluer le nombre d’itérations minimal kmin nécessaires pour arriver a la convergence
du processus suivant la tolérance & Soit, I'inégalité trouvée précédemment,

el Z pmel®
alors e —MelF) =MP e =MP el =...oM* )
par conséquent,
o] = oo

HMkH est le facteur de convergence a l'itération k. Typiquement, les itérations se poursuivent

jusqu’a ce que :
o

0
SgHe( )H avec <1

Le calcul de la quantité HMk H est trop coliteux car il requiert I’évaluation de M"“. Dans ce cas il

est préférable d’utiliser en général d’estimer le taux de convergence moyen a l'itération k :
p— 1 k
R, (M) ——;logHM |
R.(M) —> R(M)=-logp(M) quand k — o
R(M), est le taux de convergence asymptotique (Quarteroni et al., 2010). L’itération minimale

estimée de convergence est peut-étre obtenue a partir de :

HMkH =cetR (M)= —%loge ~R(M)

alors,

1 loge
—— loge~—logp(M) = k ~—8%
P lose og p(M) "~ Tog (M)
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Dans cette formule, kmin nécessite le calcul des valeurs propre de la matrice M. Ce calcul est
tres coliteux surtout si la dimension de la matrice M a une dimension tres grande. Une autre
méthode pour déterminer I'itération de convergence, de :

|

—x = (X(k) _x(k+1) ) 4 (X(k+1) _Xa)

a

k+1)

<[w e

k+1) (k+1)

—X

_x, =x™ +x (%9 —x*9) et

H e(k+1)

< ”M” 'H(X(k) _X(k+1))+e(k+1) < ”M” 'HX(kH) —x(k)H+||M||-He(k”)

Sachant que,
x=Mx" +Q b et x¥ =Mx"*V+Q'b

alors,
D) _ (k) _ M(x(") _xD) ) — M- (X(H) _x*2 ) —ce M (X(l) _x© )
donc,
ot < =+ -
alors,
. M k+1
‘ (k+1) ” _||||M” H =g,

Ce qui permet davoir pour une tolérance ¢, fixée, l'itération correspondante a la

convergence,
e
H k+1
-1
(IIMII)
3.1. Méthode itérative de Jacobi
La matrice A s’écrit sous la forme,
A=D+L+U
avec,
a, 0 0 0 0 0 0 a, a,
R T A IOV T L
: .0 : . . : : a, q,
0 0 a, a,, a,, O 0 0 0
alors,

Ax=b < Dx+Lx+Ux=b = Dx=—(L+U)x+b

Soit alors le processus itératif :
Dx"Y =—(L+U)x" +b = x*Y=-D"(L+U)x" +D'b

La matrice inverse de la matrice diagonale D est obtenue facilement est vaut :
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a, 0 - 0
D= 0 1/022 . :
I . .0

0 - 0 1a,

Qui peut étre exprimé en termes de composantes par :

i
a

1

X(k+1)=i b,-—za,-,-xﬁ'k) pouri=1,2 3, ..., n
.. j=1
J#i

La matrice d’itération de Jacobi est exprimée par :

0 a, /(111 Ay, /an
M] D (L+U): 021{022 0 GZn(azz
anl /ann an2 /ann t O

D’apres la condition suffisante de convergence :

HM H<1 — i“@<1 pouri=1,2 3, ..., n
] f:1|aii|

J#I

C’est-a-dire la matrice M] est strictement dominante car la condition

n
|a,.,.| > Z‘av‘
j=1

J#i

, Vi=1,2,3, ..., n

Soit la fonction Jacobi qui sert a résoudre le systeme d'équations linéaires par le

processus itérative de Jacobi.

function [x,i] = Jacobi (A,b,x0)
% Résolution du systeme d’équations Ax=b
% x0 est le vecteur initial
D=diag(diag(A)); % Formulation de la matrice diagonale D
L=tril (A-D); % Formulation de la matrice triangulaire inférieure L
U=triu(A-D); % Formulation de la matrice triangulaire supérieur U
MJ=inv (D) * (L+U) ; $ Matrice d’itération de Jacobi
if norm(MJ,inf)>=1
disp('Probleme de Convergence')
end
i=0;
x=-MJ*x0+inv (D) *b;
while norm(x - x0) > le-6

x0=x;
i=i+l;
x=-MJ*x0+inv (D) *b;
end

end

A titre d’exemple soit le systéme d’équations linéaires :

4 1 -1)(x, 1 0
-2 5 0 |x,|=-7]et x®’ =| 1| comme vecteur initial
2 1 6 )x 13 1

3
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L’introduction des données et I'application de la fonction Jacobi,

> A =[41-1;-250;216]; b=1[1;-7;13]; x0 = [0,;1;1];
>> [x,i]=Jacobi (A,b,x0)

X =
1.0000
-1.0000
2.0000

i =
18

Ce qui montre que le processus itératif de Jacobi converge vers la solution x, =1, x,=-1 et

x, =2 apres 18 itérations.

3.2. Méthode itérative de Gauss-Seidel
Dans le cas de cette méthode le systeme d’équations s’écrit :

Ax=b < Dx+Lx+Ux=b = (D+L)x=-Ux+b
Soit alors le processus itératif :
(D+L)x" =—Ux®+b = x*V=—(D+L) Ux" +(D+L) " b

Qui peut étre exprimé en termes de composantes par :

N 1 i-1 . n
X = (bi—Zaijxﬁ.k v_ > al.jxg.k)j pouri=1,2 3, ..., n

a; j=1 j=i+1

La matrice d’itération de Gauss-Seidel est :
M,=—(D+L) U

La fonction Seidel qui sert a résoudre le systeme d’équations linéaires par le processus
itérative de Seidel.

function [x,i]=Seidel (A,b,x0)

% Résolution du systeme d’équations Ax=b

% x0 est le vecteur initial

D=diag(diag(A)); % Formulation de la matrice diagonale D

L=tril (A-D); % Formulation de la matrice triangulaire inférieure L
U=triu(A-D); % Formulation de la matrice triangulaire supérieur U
MS=inv (D+L) *U; % Matrice d’itération de Gauss-Seidel

if norm(MS,inf)>=1

disp('Probleme de Convergence')

end

i=0;

x=-MS*x0+inv (D+L) *b;

while norm(x - X0) > le-6

x0=x;
i=i+l;
x=-MS*x0+inv (D+L) *b;
end
end

L’introduction des données et I'application de la fonction Seidel de I'exemple précédent.

> A =[41-1;-250;216]; b=1[1;-7;13]; x0 = [0,;1;1];
>> [x,i]=Seidel (A,b,x0)
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X =
1.0000
-1.0000
2.0000
i=
10

Ce qui montre que le processus itératif de Gauss-Seidel converge vers la solution
x, =1, x,=-1 et x, =2 apres 10 itérations.

3.3. Méthode itérative de surrelaxation successive

Une généralisation des méthodes itératives Jacobi et Gauss-Seidel est la méthode de
surrelaxation successive (JOR pour Jacobi et SOR pour Seidel). L’'idée de la méthode itérative
de surrelaxation successive est d’utiliser la méthode itérative pour calculer un itéré
(k+1)

I’équation exprimée en termes de composantes.

intermédiaire X qu’'on “relaxe” ensuite pour améliorer la vitesse de convergence suivant
k+1 ~(k+1
X = g g +(1-o) x, x" pouri=1, 2, 3,

Ou, >0 un facteur constant dit de relaxation.
Pour la méthode de Jacobi,

(k+1 b Zau J

(1

il
j#l

Pour la méthode de Gauss-Seidel,

i-1
(k+1 (k+1)
—| b, — E a;x ] E aux
=i j=1

II

La matrice d’itération dans la méthode JOR est :
M, =oD ' (L+U)+(1-0)I,
Pour le cas de la méthode SOR, soit,

wAx=0b < wDx+owLx+oUx=wb

Soit,

Dx + wDx +wLx+oUx=Dx+ wb
alors,

Dx+wLx=Dx-wDx—-oUx+wb
ou,

(D+oL)x=—((0-1)D+oU)x+ob
Soit alors le processus itératif :
(D+wL)x""Y =—((w-1)D+aU)x" + wb
ou bien,
x“Y=—(D+awL) " ((0-1)D+aU)x" + &(D+oL) b

Alors, la matrice d’itération dans ce cas est :
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M, =—(D+oL) " ((@-1)D+U) T

. . ' | =
Le choix du facteur de relaxation @ n'est 120

pas trivial et dépend des coefficients de la 100 .

matrice. Pour une matrice définie positive, on

@
(=}

T

| |

peut démontrer (Quarteroni et al, 2007) que

Nombre d'itération
(o)}
o
T

u | |
I'algorithme est convergent pour tout g -
0 < w < 2. Toutefois, on veut une convergence 40r .'-. o
aussi rapide que possible. Il est clair que pour 20~ .."-.._.- _..-'
un facteur de relaxation @w=1centrale de 0 : . . o :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.

I'intervalle ]0, 2[ , on tombe sur la méthode de .
Facteur de relaxation

Gauss-Seidel. ] )
Fig. 2.3 : Variation du nombre d’itération

Soit la fonction SOR sert a résoudre le en fonction de ®.
systéme d’équations linéaires par le processus
itérative de surrelaxation successives.

function [X,iter] = SOR(A,b,X0,Omega)

% Résolution du systeme d’équations Ax=b

% X0 est le vecteur initial

D=diag(diag(A)); L=tril (A-D); U=triu(A-D);

M= (inv (D+Omega*L) ) * ( (Omega-1.) *D+Omega*U) ; $Matrice d’ itération de Seidel

if norm(M,inf)>=1
disp('Probleme de Convergence')

end

iter =0;

X=-M*X0+ (Omega) *inv (D+ (Omega*L) ) *b;
while norm(X - X0) > le-6

X0=X; iter = iter +1;

X=-M*X0+ (Omega) *inv (D+ (Omega*L) ) *b;
end
end

Pour 'exemple précédent et pour @=0.9, I'application de la fonction SOR conduit donc a :

>> [x, iteration]=SOR(A,b,x0,0.9)

X =
1.0000
-1.0000
2.0000

iteration =
7

C’est-a-dire, pour ®=0.9, le processus converge des la 7i¢me jtération. Dans cette exemple le
choix du facteur de relaxation @ de l'intervalle [0.1, 1.33] conduit a un rayon spectral de la

matrice d’itération de Seidel inférieur a 1 (p(MSOR)< 1), par conséquent le processus itératif
converge.

Le choix de @ joue un role sur la vitesse de convergence du processus itératif. Dans
I'exemple traité (Fig. 2.3), le nombre d’itérations minimal pour atteinte la convergence,
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correspond a des valeurs de @ proche de 1 (processus itératif de Gauss-Seidel). Hackbusch
(2016) et Young (1971) ont démontré que le rayon spectral de la matrice d’itération que ce

soit p(MJOR) ou p(MSOR) est minimal pour de =1 (Figs. 2.4 et 2.5).

Dans la pratique, il est recommandé de choisir @ proche de 1 pour atteinte rapidement la
solution cherchée avec moins de calculs.

2 35
L]
L ]
.. y
L [ )
o 3 R
.. [ ]
[ ]
[ ]
15 o 4 25F &
L] [ ]
~ .. — 4
g ° S L o
QU ) Q ®
[ ) (]
L o .! ,,,,,,,,,,,,,,,,,,, - 151 ...
o, [ )
o. '.
0 o°
~ .. 1v777777777777777777777777777777777777;‘.’ 7777777777777777777
° R
o oo°
r r r r \d r r r r 0.5 L . . L ‘.. L
050z 04 06 08 1 12 14 16 18 2 o 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
13) %)
Fig. 2.4 : Variation de p(Mjor) en fonction de @. Fig. 2.5 : Variation de p(Msor) en fonction de @.

3.4. Amélioration de la convergence des méthodes de surrelaxation successive

Pour les différentes méthodes itératives vues précédemment la matrice Q est exprimée
par @D pour la méthode JOR et par a)(D + a)L) pour la méthode SOR. La matrice Q de Jacobi et
de Gauss-Seidel est obtenue pour w=1.

Pour améliorer la convergence, soit la généralisation de la méthode itérative JOR ou SOR
par la méthode de Richardson stationnaire :

<) — (k) aQ™ )
Ou, ¢ est constant. La matrice d’itération de Richardson est:
R,=1-aQ'A

Si Q=I,, la méthode est dite non pré-conditionnée. Les itérations de Jacobi et Gauss-Seidel

peuvent étre vues comme des méthodes de Richardson stationnaires avec a=1.

La méthode de Richardson stationnaire converge tout simplement si et seulement si :
2Re(4,)
2

1

a< Vi=1, 2,3, ..., n

Re(/li) est la partie réelle de la valeur propre A, de la matrice Qf1 A.

Si les matrices Q et A sont symétriques et définies positives, la méthode de Richardson

) sj et seulement si, 0<a<2/4,

stationnaire converge pour tout X ou A__ >0 estlavaleur

propre maximale de Q 'A.De plus, le rayon spectral de la matrice d’itération R, =1 - aQ A

est minimum si @ =¢,,, est exprimé par (Quarteroni et al,, 2007) :

t
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2
a =
opt
//Lmin + /’Lmax

A €étant la valeur propre minimal de Q_lA. Le rayon spectral optimal de la matrice
d’'itération R, est:
}“min_ﬂ'max
P =3 T2

En résumé
- Résoudre un systeme linéaire avec une méthode itérative consiste a construire, en partant

(0) (k)

d’'une donnée initiale X', une suite de vecteurs X'’ convergeant vers la solution exacte

quand k — co.

(0)

- Une méthode itérative converge pour toute donnée initiale X'’ si et seulement si le rayon

spectral de la matrice d’itération est strictement plus petit que 1 (p(M) <1).

- Une condition suffisante de convergence des méthodes itératives de Jacobi et de Gauss-
Seidel, est que la matrice d’itération soit a diagonale strictement dominante par ligne (ou
symétrique définie positive dans le cas de Gauss-Seidel).

7

- Dans la méthode de Richardson, la convergence est accélérée a 'aide d’'un parametre et
(éventuellement) d’un pré-conditionneur bien choisi.

- Deux criteres d’arrét possible pour les méthodes itératives : 'un basé sur le résidu, 'autre
sur 'incrément. Le premier est pertinent quand le systéeme est bien conditionné, le second
quand le rayon spectral de la matrice d’itération n’est pas trop proche de 1.

4. Méthodes directes ou itératives ?

Deux types de méthodes peuvent étre utilisées pour résoudre les systemes d’équations
linéaires. Pour les systemes linéaires de petite taille, le choix n’a pas beaucoup d’importance
car toutes les méthodes feront l'affaire. En revanche, pour les grands systemes linéaires, le
choix dépendra principalement des propriétés de la matrice (telles que la symétrie, la définie
positivité, la structure creuse, le conditionnement), mais également des ressources
informatiques disponibles (accés mémoire, processeurs rapides, etc.).

Les méthodes directes (surtout quand elles sont implémentées de maniere sophistiquée,
comme pour la commande \ de MATLAB) sont plus efficaces que les méthodes itératives quand
ces dernieres ne sont pas utilisées avec des pré-conditionneurs performants. Cependant, elles
sont plus sensibles au conditionnement de la matrice et peuvent nécessiter une mémoire
importante. Il est également utile de souligner que les méthodes directes ont explicitement
besoin des coefficients de la matrice, contrairement aux méthodes itératives. Pour ces
dernieres, il est seulement nécessaire de pouvoir calculer le produit matrice-vecteur pour des
vecteurs arbitraires. Cette propriété est particulierement intéressante dans les problemes ou
la matrice n’est pas construite explicitement.
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5. Exercices résolus

Exercice 1

Pour décomposer I'expression (4x3 +4x° +x—1)/x2 (x+1)2 en somme de fractions partielles

comme :

4x*+4x*+x-1 A, A, A, A,
=—1+2+ + >
xz(x+1)2 x x° x+1 (x+1)
Déterminer le systeme d’équations dont les coefficients A4, pour i=1, 2, 3 et 4 sont les
inconnus et utiliser la fonction Matlab Pivot2Gauss pour résoudre ce systéme.

De,

x> x+1 (x+1)2_ xz(x+1)2

A LA A A CAX(x+1) + A (x+1) +AX (x+1)+ A X
% 2

Al(x3+2x2+x)+A2(x2+2x+1)+A3(x3+x2)+A4x2

XZ(X+1)2

(A +4,)x° +(24, + A, + A,)x* + (A, +24,)x + A,

xz(x+1)2
soit,
A+A =4, 1 0 1 0\4) (4
24, +A,+A, =4, 210 1|4 |4
A +24,=1, 1 200[4] |1
A, =-1. 010 0)4,) |1

La solution du systeme avec la fonction Pivot2Gauss donne :

A =3 A=-1 A=1e A =-1
alors,

4x°+4x*+x-1 3 1 1 1

2 2 - 2 T - 2
x*(x+1) x x° x+1 (x+1)

Exercice 2
Soit le systeme d’équations tridiagonale de 8 inconnues :

2 1 0 - 0)x
1 2 1 - |
o -. . . 0] :|=b
.1 =2 01 || x,
0 - 0 1 -2)x,

Utiliser la fonction MATLAB DecompositionLU pour résoudre le systéme pour :
(@) b="[1 1 - 1]
(b) b=[10 0 10 --- 0 10]
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Soit l'introduction de la matrice A dans Matlab,

>> A=[-2 10
1-2100
-210
-2 1
-2

O O O O o R
O OO0 oRr
O Oo R

o o

Y% o oo oo o

O OO oO0Oo0oomr
O OO oO0Oomr

(@ Casoub="[11 -

> Db=[11111111]

b =
1 1

000O00O0
00
00
00
00
10
21
-2]
0 0 0
1 0 0
-2 1 0
1 -2 1
0 1 -2
0 0 1
0 0 0
0 0 0
1], alors,
1 1 1

Les deux matrices L et U sont:

r O O O o

o r

>> [~, L, U, ~]=DecompositionLU(A,Db)

L =

Columns 1 through 5

-2.0000
1.0000

0
0
0
0
0
0

Columns 6 through 8

O O O O o

-1.1667
1.0000
0

0
-1.5000
1.0000

0
0
0
0
0

O O O O o o

-1.1429
1.0000

-1.3333
1.0000

O O O

O O OO oo o

-1.1250

-1.2500
1.0000
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U =
Columns 1 through 5
1.0000 -0.5000 0 0
0 1.0000 -0.6667 0
0 0 1.0000 -0.7500
0 0 0 1.0000
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Columns 6 through 8

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
-0.8333 0 0
1.0000 -0.8571 0

0 1.0000 -0.8750
0 0 1.0000

La solution du systeme dans ce cas est obtenue a partir de :

>> x=DecompositionLU (A, b)

-4.0000
-7.0000
-9.0000
-10.0000
-10.0000
-9.0000
-7.0000
-4.0000

(b) Casoub="[10 0 10 - 10 0],

>> b=[10 0 10 0 10 0 10 O]

b =
10 0 10 0 10 0 10

La solution du systeme est obtenue a partir de :
>> [~, ~, ~, x]=DecompositionLU(A,b)
X =

-22.2222

-34.4444

-46.6667

-48.8889

-51.1111

-43.3333

-35.5556

-17.7778
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Exercice 3
Résoudre les deux systémes d’équations linéaires suivantes :

4x, +x,+x,=4 X, +X,—X,=2
X, +4x,-2x,=4 et <2x +3x,+5x,=-3
3x, +2x,—4x,=6 3x, +2x,-3x,=6
(a) Par la méthode d’élimination de Gauss.
(b) Par la méthode de décomposition LU avec u,, =u,, =u,, =1.

Pour le premier systeme,
(a) Les deux membres du systéeme s’écrit comme :

4 1 1|4 4 1 1 |4 4 1 1
(A|b)=|1 4 —2|4| > |0 15/4 -9/4 |3| — |0 15/4 -9/4|3
3 2 —4/6 0 5/4 -19/4 |3 0 0 -4

Par substitution arriere,
x,=-1/2, x,=1/2 et x,=1

(b) A=LU, avec u,, =u,, =u,, =1 soit,
1 L, 0 01 u, u;
=2|=lL; L, 0[]0 1 wu,
-4) \L, L, ;O 0 1

ce qui conduit 3,

4 0 0 1 1/4 1/4
L=1 15/4 0 |, U=[0 1 -3/5
3 5/4 -4 0 O 1
On a I’équation,
4 0 0 \y 4 4y =4 V=

Ly=b<|1 15/4 0 |y, |=|4|= y,+15y,/4=4 =1y,=4/5
3 5/4 -4\, 6 3.V1+5y2/4_4y3:6 y3:_1/2

et,
1 1/4 1/4)\(x 1 X, +X,/4+x,/4=1 [x,=-1/2
Ux=y<|0 1 -3/5|x,|=| 4/5 |={x,-3x,/5=4/5 =1{x,=1/2
0 0 1 \x) (-1/2) |x,=-12 x, =1
alors,

x, =1, x,=1/2 et x,=-1/2
Pour le second systeme,
(a) Les deux membres du systéme s’écrit comme :
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11 -1 2 32 -3]6 3 2 -3]6
(Alb)=|2 3 5|3 >|23 5|-3]—>[053 7|7
32 -3|6 11 -1 2 0 1/3 0] 0

3 2 -3 6
—|0 53 7 -7
0 0 -7/5|7/5

Par substitution arriere,
x,=-1, x,=0 et x, =1

(b) A=LU, avec u,, =u,, =u,; =1 soit,

ce qui conduit 3,

On aI’équation,

1.0 0)xy) (2 Yy1=2 Y1=2
Ly=b<|12 1 0|y, |=|-3|=2y,+y,=-3 =>y,==7
3 -1 7y, 6 3y,-y,+7y,=6 y;=-1
et,
1 1 -1)x, 2 X, +X,—X;=2 x;=-1
Ux=y<|0 1 7 |x,|=-7|=X,+7x;=-7 =1x,=0
0 0 1 \x, -1 x;=-1 x, =1
alors,
x, =1, x,=0 et x,=-1
Exercice 4

Soit le systeme d’équations linéaires Ax = b, avec:
2 3 00
2 410
0 2 6 A
0 0 4 B

A= et b=

O b~ N -

Etudier selon 4, B et C I'existence de la solution du systéme.

D’apres la méthode d’élimination de Gauss, soit la transformation
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2 3 0 0|1 23 0 0|1 2 3 0 0|1 23 0 0 1
2 4 1 0|2 011 0|1 011 0|1 011 0 1
0 2 6 A4 0 2 6 A|4 0 04 A|A4 00 4 A 2
0 0 4 B |C 0 04 B|C 0 04 B|C 0 00 B-A4/|C-2
alors,
2%, +3x,=1 2%, +3x, =1 x, =1/2-(3/2)(1/2+(C-2)A/(4(B- 4)))
X, +x,=1 _ X, +x,=1 _ x,=1/2+(C-2)A/(4(B-A4))
4‘X3+AX4:2 4‘X3+AX4:2 X3=2—AX4:1/2—(C—Z)A/(4(B—A))
(B-A)x,=C-2 |(B-A)x,=C-2 x,=(C~2)/(B~-A)
donc,
N _8A-2B-3AC N _2B-4A+AC x _2B-AC ot x _C-2
Y 8(B-4) " 4(B-4) 7 4(B-4) * B-4
Qui est une unique solution pour A#B.
En particulier, si C=2,
1 1 1
Xlz—z, XZZE, X3:E et X4:0
Exercice 5
Considérons le systeme Ax =b avec,
2 -1 0
A=|-1 2 -1
0o -1 2
Montrer que la méthode de Gauss-Seidel est convergente.
La matrice d’itération de la méthode itérative de Gauss-Seidel est :
M=-(D+L) U
avec,
2 00 0 0 O 0 -1 0
D=0 2 0|, L={-1 0 O|e U=|0 0 -1
0 0 2 0 -1 0 0O 0 O
Soit,
2 0
D+L=|-1 2 0
0 -1 2

La matrice inverse (D+ L)_1 est de la forme :

12 0 0
D+L)'=| « 1/2 0©
gy 12
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a, [ et y peuvent étre déterminés a partir de:

2 0 0)(1/2 0 O 100
(D+L)D+L)"'=1 & |-1 2 0|l a 1/2 0 |=[0 1 0
0 -1 2){p y 1/2) {0 01
Par consequent,
1 1 1 1
—E+2a:0 = a:Z, -a+2=0 = Zﬂ:azz = ﬂ:§
1 1 1
_E+27:O = 27/:5 = y:Z
alors,
/2 0 0
(D+L) " =|1/4 12 0
1/8 1/4 1/2
Finalement,

/2 0 0)Y)0 -1 0 0 1/2 0
M:—(D+L)‘1U=— 1/4 12 0 0 0 -1|=/0 1/4 1/2
1/8 1/4 1/2)\l0 0 0 0 1/8 1/4
La norme de la matrice M est :

i\au.\}=max(0+1/2+o, 0+1/4+1/2, 0+1/8+1/4)=max(1/2, 3/4, 3/8)=3/4

j=

||M||oo = max[

Puisque ||M||w <1 donc, la méthode itérative de Gauss Seidel est convergente.

Exercice 6

Considérons le réseau hydraulique (Quarteroni et al, 2010) composé de 10 conduites,
représenté sur la figure ci-dessous (Fig. 2.6), alimenté par un réservoir d’eau a pression
constante p,=10 bar.

Fig. 2.6 : Réseau de conduites en hydraulique.

Dans ce probleme, on convient de prendre la pression atmosphérique comme valeur de
référence pour les pressions. Pour la j-eéme conduite, on a la relation suivante entre le débit Q,

(en m3.s1) et le saut de pression Ap; entre I'entrée et la sortie
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_Ap;

Q_&g

Ou R est la résistance hydraulique par unité de longueur (en bar.s.m#) et L est la longueur (en
m) de la conduite. On suppose que I’eau s’écoule par les sorties (indiquées par un point noir)
ou régne la pression atmosphérique, fixée a 0 bar (conformément a notre convention).

Le probleme consiste a déterminer les valeurs de la pression en chaque nceud intérieur 1,
2, 3, 4. Pour cela, on compléete les débits Q]. pour j =1, 2, 3, 4 en écrivant que la somme des

débits algébriques en un nceud j doit étre nulle (une valeur négative indiquerait la présence
d’une fuite).
T g . s . q
En notant pz(pl, P, Ds» p4) le vecteur des pressions aux nceuds intérieurs, on obtient

un systeme 4 x 4 de la forme Ap=b.

On indique dans le tableau suivant les caractéristiques des différentes conduites

Conduite R L Conduite R L  Conduite R L
1 0.2500 20 2 2.0000 10 3 1.0204 14
4 2.0000 10 5 2.0000 10 6 7.81256 8
7 7.8125 8 3 7.8125 8 9 2.0000 10

10 7.8125 8

La matrice A et le vecteur b sont donnés par (en ne conservant que les 4 premiers chiffres

significatifs)
—0.370 0.050 0.050 0.070 -2
] 0050 -0.116 0 0.050 |o
1 0.050 0 -0116 0050 | | O
0.070  0.050 0.050 —0.202 0

En utilisant la fonction DecompositionLU pour déterminer une solution du systeme. Soit
I'introduction des données de la matrice A et le vecteur b,

>> A=[-0.370 0.050 0.050 0.070;0.050 -0.116 0 0.050;0.050 0 -0.116 0.050;
0.070 0.050 0.050 -0.202]

A =
-0.3700 0.0500 0.0500 0.0700
0.0500 -0.1160 0 0.0500
0.0500 0 -0.1160 0.0500

0.0700 0.0500 0.0500 -0.2020
>> b=[-2;0;0;0];
L’exécution de la fonction DecompositionLU permet d’avoir la pression dans les nceuds 1,
2,3 et4,
>> p=(DecompositionlLU(A,b))"’
p =
8.1172 5.9893 5.9893 5.7779
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Dong,
p, =8.1172, p,=5.9893, p,=5.9893 et p,=5.779 bar

Par conséquent les débits en m3.s'1, en chaque trongon sont :

o —Po=h _10-81172 oo g, =PimP. 81172259893 404
RL ~ 0.2500x20 R,L, 2.0000x10

QPP _BUT2Z5T7779 o1 ane o _Piopy _BII72-59893 .0,
R,L, 1.0204x14 R,L, 2.0000x10

QPP 5.9893-5.7779 _ 1 11057 0 -PP_ 5.9893-0.0000 _ \oc -
R.L, 2.0000x10 R.L, 7.8125x8

0P P_ 5.9893-0.0000 _ ' 100 0,=P"P_ 5.9893-0.0000 _ ) 1ocaq
RL, 7.8125x8 R.L, 7.8125x8

0, -PPi_ 5.9893-5.7779 _ 1 11057 0, =P 5.9893-0.0000 _ ) 19cgs

R,L, 2.0000% 10 CR,L,  7.8125x8

D’apres I’équation de continuité au nceuds ou principe de conservation de la masse,

Neeud 1: Q, —Q,—Q,—Q, =0.37656—-2x0.10640-0.16375 =0.00001 =0

Neeud 2: Q,-Q, —Q,, =0.10640-0.01057 —0.09583 =0

Neeud 3: Q, —Q, —Q; =0.10640—-0.09583 —0.01057 =0

Neeud 4 : Q, +Q, —Q, —Q; +Q, =0.16375+0.01057 —2x0.09583 +0.01057 =—0.00677 ~0
la somme algébrique des débits dans chaque nceud est pratiquement nulle.

Exercice 7

Analyser la convergence des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel pour la résolution d'un
systeme linéaire associé a la matrice

a 0 1
A=|10 o 0], aelR
1 0 «a
La matrice A est symétrique et s’écrit comme :
a 0 0 0 0O 0 01
A=D+L+U=/0 a O0|+|/0 O O|+/O0 O O
0 0 «a 1 00 0 0O
La matrice d’itération de Jacobi est :
a 0 0Y'(0 0 1 1/a 0 0 Y0 0 1 0 0 1/a
M]:D‘l(L+U):OaO 0 00l= 0 1/« 0 |0 O O|=| O 0 O
0 0 a/)\1 OO 0 0 1/a)1 0 O 1/aa 0 0
alors,
ML
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La matrice d’itération de Gauss-Seidel est :
1

a 0 0) (0 0 1 /o 0 0 )0 0 1 0 0 1/«
M,=(D+L) U=/0 o 0| |0 0 O|]=| 0 L/a 0 |[0 0 O|=[0 O 0
1 0 « 000—1/a201/a100 0 0 -1/«
alors,
1
IIMsllw=m

Pour que les deux méthodes convergent, il faut que,

1
H <l =a<-1 et a>1 cest-a-dire, @ € ]-00, -1[U]1, +o0 [
a
Exercice 8
Soit le systeme d’équations linéaire :

4
1
1

o B O

1
1
4

N < X
I

-10

(a) Déterminer la solution du systeme en utilisant la méthode d’élimination de Gauss.

(b) Montrer si c’est possible de résoudre le systeme par la méthode itérative de Jacobi.

(c) Calculer les deux premieres itérations avec la méthode itérative de Gauss-Seidel, pour une
premiere itération le vecteur (1, 2, -3)7.

(d) En utilisant les fonctions Jacobi et Seidel déterminer la solution du systéme et

commenter sur les deux processus.

(a) Pour déterminer une solution du systeme par la méthode de d’élimination de Gauss, soit
I'écriture suivante :

4 0 1] 5 1 0 1/4] 5/4 1 0 1/4| 5/4 4 0 1 5
1 41 3|51 4 1| 3| >[04 34| 74 | > |0 4 3/4| 7/4
1 0 4 -10 1 0 4|-10 0 0 15/4| —45/4 0 0 15/4| —45/4
alors,
4 0 1\(x) (5 4 0 1 \(x 5 4“23:5
1 4 1(yl=| 3 = |0 4 3/4|yl|=| 7/4 = 4y+Zz:—
1 0 4)\z -10 0 0 15/4)\ z —45/4 EZ__4_5
4 4
ce qui donne,
1—522—4—5 = 15z2=-45 = Z=—4—5=—3
4 4 15
3 7 7 3 16
dy+—z=— = 4y=———2z="—"=4 = y=1
Y 4 4 Y 4 4 4 Y

4x+z=5 = 4x=5-7z=5+3=8 = x=2

La solution du systeme est donc,
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x=2, y=1 et z=-3
(b) La matrice d’itération de Jacobi est exprimée par :

4 0 0Y(0 0 1) (1/4 0 0Y0 0 1) (0 0 1/4
M,=D"'(L+U)=/0 4 0| 1 0 1|=| 0 1/4 0 |1 0 1|=/1/4 0 1/4
00 4)(100 (0 o0 1/4 1 0 0/ (1/4 0 0

or,

MJH =1/2<1, donc la méthode d’itération de Jacobi est convergente.

(c) Le processus itérative de Gauss-Seidel peut étre fondé comme suit,

5 1
X=———2Z
4x+z=5 4 4
X+4y+z=3 = —E—lx—lz
4y_ 10 Y 4 4 4
X+4z=-— 10 1
Z=————X
4 4
soit,
g 221
k+1 4 4 k
3 1 1
Yier 4 gk sz
10 1
Zya = Z_ZX](H
Pour x,=1, y,=2 et z,=-3,
5 1 5 3 8
X1:———Z0:—+—:—:2
4 4 4 4 4
3.1, 1. .32 3 4 4
I T T T T T
10 1 10 2 12
Z1:———— 1= ———:——:—3
4 4 4 4 4

On remarque bien que le processus itératif de Gauss-Seidel converge vers la solution des la
premiere itération pour une premiere itération (1, 2, -3)7.

(d) L'utilisation des fonctions Jacobi et Seidel apres avoir entré la matrice A, le vecteur b
et la premiére itération x0, conduita:

> A=[4 0 1;1 4 1; 1 0 4];

>> b=[5;3;-10];

>> x0=[1,;2;-3];
>> [x, nombrelIterations] = Jacobi (A,b,x0)

X =
2.0000
1.0000
-3.0000
nombreIterations =
11
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>> [x, nombreIterations] = Siedel (A,b,x0)

X =
2
1
-3
nombreIterations =
1

Pour la méme itération, la méthode de Jacobi converge des la 11iéme jtération et la méthode de
Gauss-Seidel converge des la 1iére itération ce qui montre bien la rapidité de la méthode
Gauss-Seidel par rapport a celle de Jacobi.

Exercice 9
Soit le systeme linéaire
X, +4x,=-15
{5){1 + x,=1
En gardant cette disposition du systeme, montrer que la méthode de Jacobi est divergente.
Changer la disposition des équations dans le systeme et appliquer la méthode de Jacobi avec

X =(1.01, —4.01)T comme premiere itération et observer la convergence de la méthode dans

ce cas.

Pour cette disposition, la matrice de Jacobi est donnée par:

wvweo-(, 2 I )

HM] H =5>1, par conséquent la méthode de Jacobi diverge.

En changeant la disposition des équations, c’est-a-dire le systeme d’équations devient :

S5x,+ x,=1
x, +4x,=-15

La matrice d’itération de Jacobi devient :

M—Dl(L+U)—(5 0}1(0 1)_[1/5 oj(o 1)_[0 1/5j
e o 4) 1 o) Lo 1/4)l1 o) (1/4 o0

“MIH =1/4<1, alors la méthode de Jacobi dans ce cas converge vers la solution.

Soit,
1 1 (ke1) 1 (k)

5x, +x,=1 M=% i :_<1_X2 )

{142 15 51551 - 51

X, t4x, =— XZZ_Z_le ng+1)=__(15+xgk))
Pour, x” =(1.01, -4.01)',

X =%(1+4.01) =1.00 X =%(1+4.0025) =1.00
—

X =—%(15+1.01) =—4.00 |x{" =—i(15+1.002)=—4.00
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Alors, la solution du systeme est x = (1, —4)T

6. Exercices supplémentaires

Exercice 1
En utilisant la méthode d’élimination naive de Gauss manuellement ou avec la fonction
MATLAB NaiveGaussElimination, trouver une solution du systéeme tridiagonal suivant :

4 1 0 - 0Yx) (05
1 -4 1 . i lx 2
0 1 . o0 =]
Do -4 1 x| | 2
0 0 1 -4)\x,) (05

Exercice 2
Les composantes de la matrice A de Hilbert d’ordre n sont définies par :

1
i+j-1

a

(a)  Déterminer la matrice A pour n = 5.

(b) Si b= [1, 0, 0, O, O]T, déterminer une solution du systeme Ax=b en utilisant la
méthode d’élimination de Gauss.

Exercice 3

La réaction chimique de I'Ethane (C2He) avec 'oxygene (02) conduit a la formation de I'oxyde
carbonique (CO2) et I'eau (H20). Equilibrer cette équation chimique.

Exercice 4
On consideére le systéme linéaire Ax=b,

2 =2 0)x 0
e-2 2 0|x,|=|¢
0 -1 3)\x, 2

En utilisant la méthode d’élimination de Gauss, montrer que la solution du systeme est
x=(1, 1, 1)T et n’est pas affectée ¢.

Expliquer que ce passe si £ —>0.

Exercice 5
Soit le systeme d’équation :

15 6 8 11)x,) (40
6 6 5 3 |x,| |20

57 6 |x| |26
11 3 6 9 )\x,) \29

Résoudre le systeme avec la méthode de pivot partiel (utiliser la fonction Pivot2Gauss).
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Exercice 6
Donner une condition suffisante sur f pour que les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel

convergent toutes les deux quand on les applique a un systeme associé a la matrice :

{—10 zj
A=
B 5

4 1)x) (3
2 5\y) 1
(a) Résoudre le systeme par la méthode de Jacobi en considérant comme premiére itération

x=3, y=11.

(b) Résoudre le systéme par la méthode de Gauss-Seidel en considérant comme premiere

Exercice 7
Soit le systeme d’équations linéaires :

itération x=3, y=11.

(c) Expliquer la différence de convergence entre les deux méthodes.

Exercice 8
Soit le systeme d’équations Ax=b :

1 k
A= , keR
2k 1

(a) Déterminer les valeurs de k pour que la matrice A a diagonale dominante stricte.
(b) Résoudre pour k = 0.25, le systeme avec la méthode de Jacobi.

Exercice 9

Utiliser la function Seidel avec x” =0 pour résoudre le systeme linéaire :

2 -5 2 5 30 -8Yx) (27
-8 36 -1 0 1 8 |x,| |36
11 -4 25 1 -4 4 |x,| |42
1 0 -3 19 2 1 |x,| |18
42 -2 -9 0 3 0 |x;| |54
-3 7 -7 4 5 -32)x,) \60

Si la matrice n’est pas a diagonal dominante, essayer de permuter ente les lignes de la
matrice afin d’obtenir la matrice a diagonale dominante et résoudre le systeme avec la

fonction Seidel avec x\” =0.

Répéter le méme procédé de calcul en utilisant avec la fonction Jacobi.

Exercice 10
Calculer les rayons spectraux des méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel des matrices :

-49 -



Systémes d’équations linéaires

1 2 -2 2 -1 1
1 1 1 |et]| 2 2
2 2 1 -1 -1 2

Et étudier la convergence des deux méthodes

Exercice 11
On donne les deux systemes linéaires :

(2 sl )= o 50 ))

a) Trouver les solutions exactes.
b) Résoudre chaque systéme par la méthode itérative de Jacobi, a partir du vecteur initial

(4)

x% :(0, O)T , jusqu’au vecteur X'’ inclus.

c) Expliquer qualitativement le comportement différent des deux suites de vecteurs.
d) Résoudre les deux systémes de la question par la méthode itérative de Gauss-Seidel, en

(3)

partant du vecteur nul et en poussant le calcul jusqu’a X" inclus.

Exercice 12

La solution du systeme Ax = b s'interpréte géométriquement comme le point d'intersection
des deux droites

(D1) a11x+alzy:b1
(Dz ) a,X+a,,y=Db,
On suppose que a,, #0 et a,, #0.

1. Calculer les matrices d’itération des méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel associées a ce
systéme.

2. Calculer les rayons spectraux de ces matrices. Que remarque-t-on ?

3. Calculer les rayons spectraux des matrices des méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel
associées au systeme obtenu en permutant les deux équations ci-dessus.

4. Interpréter géométriquement les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel appliquées a Ax=b.

(k+1)

Pour cette derniére, on notera que le vecteur X est solution du systeme triangulaire

{allxkﬂ +a,,y, =b,

Ay X,y + 05V, =b,

Exercice 13 4 ohms 4 ohms
, — L A 1 2
L’application des lois d’'Ohm et de | o I
Kirchhoff aux circuit électrique
pe,rmet. d.aV,01.r 1(? systeme Vvolts 10 ohms 6 ohms
d’équations linéaires suivant :
l = Jr—
~ I
B 4 3
2 ohms 3 ohms
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3v, =5v, +2v, =0

—2v, +5v,+2v, =5V

v,—3v,+2v, =0

3v, +10v, -28v, =0
V est la différence de potentielle entre A et B. Calculer les potentiels en chaque nceud si
V' =40.80 volts.

Exercice 14
Soit le systeme Ax = b, avec:

1 0 -1/4 -1/4 X 1
0 1 -1/4 -1/4 1
~1/4 -1/4 1 0 z 2[1
~1/4 -1/4 0 1 w 1

1. Calculer les matrices d’itérations des méthodes de Jacobi M, et de Gauss-Seidel M; et de la
relaxation (SOR) M associées a A.

2. Donner les expressions des processus itératives de résolution des méthodes de Jacobi et de
Gauss-Seidel quand le point initial est I'origine.
3. Calculer les rayons spectraux des matrices M, et M.

4. a) Montrer que si A est valeur propre de M alors A=1—-® oubien A estracine de

I’équation :
2

22—(2(1—a))+%jl+(1—a))220

b) Calculer p(Mw) en distinguant les cas ou les racines de I’équation précédente sont réelles

ou non.
c) Trouver la valeur de ., qui rend p(M, ) minimum.

Exercice 15

La méthode des moindres carrées est souvent utilisée pour déterminer une relation
polynomiale pour représenter les données expérimentale. Si le polyndme de troisieme degré
y=a,+a,x+a,x’ +a,x’ est utilisé, les coefficients du polyndme sont déterminés en résolvant le

systeme formé par les équations :

n n n n
2 3 _
an +alzxi +aZZXI. +agzxi —Zyi
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n n
2 3 4
4,0 X +0, ) X+, X404, ) X =) X,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n s n
2 3 4 _ 2
a,) X +a, ) X+, X +a,) x; =) X,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n n
3 4 5 6 _ 3
GOZXI. +alzxi +GZZXI. +a3ZXI. = Zyixi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Déterminer les coefficients du polynéme pour les données suivantes :
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Exercice 16
Considérons la conduction thermique dans un petit fil transportant un courant électrique qui

produit de la chaleur a un taux constant. L’équation décrivant la température T (x) le long du
fil (0<x<1 cm) est:
2
T
D d =-S5
dx

Avec, les conditions frontieres T(0)=T(1)=0°C, le coefficient de thermo-diffusion

D=0.01 cm?/s etle terme de source normalisée S=1°C/s.

Si on discrétise le domaine en 20 sous-intervalles égaux, en utilisant x; = j/20 pourj =0 a 20,
I’équation peut étre approchée par:

DTH —2T]. +T.

J+1 _
hZ

ou, T, est la température a x=x;, et h = 0.05 est le pas de discrétisation. L'équation

discrétisée en tenant compte les conditions aux limites a x, et x,, a systéme d’équation

linéaires Ay=b de 19 inconnues de températuresde y, a y,, :

2 0 0 0 0 ¥y, ~0.25

1 -2 1 0 0 ¥, ~0.25

0 1 -2 1 0 0 Vs ~0.25
A=[0 0 1 -2 ,y=| |, b=|

0 0 -2 1 Vie ~0.25

0 0 1 -2 Vi ~0.25

Résoudre avec la méthode itérative de Jacobi et de Gauss-Seidel

itération y =0.
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Chapitre 3.

Résolution des équations non linéaires

1. Motivation

La résolution d’'une équation numérique f (x) =0 ou un systéme d’équations numériques

f(x):0 sont parmi les problemes mathématiques. Soit le cas de 'équation polynomiale de

second degré :
ax” +bx+c=0

Qui posséde comme solution analytique quand b* —4ac >0 :

—b—+/b* —4ac —b++b* —4ac
X, = et x, =

' 2a 2 2a
Les deux solutions x, et x, sont appelées 2
. ' P . 18
aussi les racines ou les zéros de la fonction
16+
f(x)=ax’+bx+c.
141
//$
: ) . X 12r Y
Examinons le cas de I'équation x—e " =0, le )
tracer des fonctions y=x et y=e™*(Fig. 3.1) o0slk
montre qu’il y a une intersection entre les deux 0.6f
graphes dont l'abscisse est xo solution de  oa4f i d teXp(W)
|
I'équation x=e* qui peut étre déterminé 0.2r |
|
graphiquement. % x 1 15

La résolution analytique de telle équation Fig. 3.1 : Résolution graphique de I'équation

. . . \ \ - x—e *=0.

est impossible, ce qui nous rameéne a utiliser

des techniques numériques afin de déterminer une solution approchée de I'équation.
Plusieurs méthodes numériques sont utilisées pour résoudre de tels problemes a savoir la

méthode de bissection, de point fixe, de Newton-Raphson et autres...

2. Méthode de la bissection
La méthode de la bissection (Fig. 3.2) ou de dichotomie consiste a répéter des partages
d’'un intervalle en deux parties puis a sélectionner le sous-intervalle dans lequel existe la

racine de la fonction f(x).

Soit deux nombres réels a et b et une fonction réelle f(x) continue sur l'intervalle [a, b]
telle que f(a).f(b)<0 c'est-a-dire f(a) et f(b) soient de signes opposés. D'aprés le
théoreme des valeurs intermédiaires, f(x) a au moins un zéro dans l'intervalle [a, b]. La

méthode de bissection consiste a diviser l'intervalle en deux en calculant m=(a+b)/2. Si
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f(m)=0, alors m est la solution de I'équation f(x)=0, sinon, il y a deux possibilités, soit
f(a).f(m)<0 oubien f(m).f(b)<0.Dans le cas ou f(a).f(m)<0 b prend la valeur de m

de méme si f(m).f(b)<0 a prend la valeur de m, le processus est répété jusqu’a 'arrivée a

f(m)=0.
L’algorithme de bissection est alors appliqué au sous-intervalle dans lequel le changement
de signe se produit, ce qui signifie que I'algorithme de bissection est récursif. L’erreur absolue
de la méthode de bissection est au plus de :
b-a
2n+1 |

Apres n étapes car l'erreur est diminuée de moitié a

chaque étape. Ainsi, la méthode de bissection converge
linéairement, ce qui est trés lent par comparaison a
d’autres méthodes numériques. Sous I'hypothese que le

signe de f(m) soit déterminable.

L’exemple suivant, consiste a chercher la racine de la
fonction f(x)=(5-x)e* -3 dans l'intervalle [4, 6] par

la méthode de bissection. ,./

Pour répondre a cette question, vérifions les valeurs

f(m.]

. Fig. 3.2 : Méthode de bissection.
de cette fonction dans les bornes de l'intervalle [4, 6] :

f(4)=(5—-4)e"-3=51.5982 , f(6)=(5-6)e®—3=-406.4288
Puisque f(4).f(6)<0 alors, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe une

racine de la fonction f(x)=(5-x)e* -3 dans l'intervalle I = [4, 6] :

m=(4+6)2=5 f(5)=-3 L=[45]
m=(4+5)/2=45 f(4.5)=42.086 I:=[45,5]
m=(4.5+5)/2=4.75 f(4.75)=25.8961 I1.=[4.75, 5]

m =(4.75 + 5 )2 =4.8750 f(4.8750 )=13.3718 I==[4.8750, 5]

m = (4.8750 +5)/2=4.9375 f(4.9375)=5.7138 I.=[4.9375, 5]
m=(4.9375 +5)/2=4.9688 f(4.9688 )=1.4952 I;=[4.9688, 5]

m =(4.9688 +5)/2=4.9844 f(4.9844 )=-0.7206 Is=[4.9688, 4.9844]
m = (4.9688 + 4.9844 )/2=4.9766 f(4.9766 )=0.3925 Is=[4.9766, 4.9844]
m =(4.9766 +4.9844 )/2=4.9805 f(4.9805 )=-0.1618 I1o=[4.9766, 4.9805]
m =(4.9766 + 4.9805 )/2=4.9786 f(4.9786 )=0.1159 I, =[4.9786, 4.9805]
m =(4.9786 +4.9805 )/2=4.9795 f(4.9795 )=-0.0264 I,2=[4.9786, 4.9795]
m =(4.9786 +4.9795 )/2=4.9791 f(4.9791 )=0.0448 I13=[4.9791, 4.9795]
m=(4.9791 +4.9795 )/2=4.9793 f(4.9793 )=0.0092 I,4=[4.9793, 4.9795]
m =(4.9793 + 4.9795 )/2=4.9794 f(4.9794 )=-0.0052 Iis=[4.9793, 4.9794]
m =(4.9793 + 4.9794 )/2=4.97940 f(4.97940 )=0.0021 5= [4.9740, 4.9794]
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Le calcul a 0.001 prés, montre bien que la racine de la fonction f(x)=(5-x)e*—3 est au

voisinage de 4.974.

La fonction Bissection suivante permet d’avoir apres son exécution la vraie valeur de la

racine cherchée.

function [x,k] = Bissection(f,a,b,varargin)

f, nom de la fonction tel que £ (x)=0

[a, b], intervalle de la solution de f£(x)=0 (a < b)
x, solution de 1l'équation £ (x)=0

k, nombre d’intervalles subdivisés

o° o° oe

oe

if nargin<3,error('a la limite 3 arguments sont nécessaires') ,end
if ~(b>a) ,error('Attention, il faut que a < b'),end
eps=0.000001; % Définition de la précision souhaitée

for k=1:1000
x=(a+b)/2;
if abs(f(x,varargin{:}))<=eps
break
elseif f(a,varargin{:})*f(x,varargin{:})<0

end
end

L’exécution de cette fonction pour chercher la racine de la fonction f(x) =(5—X)ex -3 dans
'intervalle [4, 6] conduita:

>> [x,k] = Bissection (Q(x) (5-x).*exp(x)-3,4,6)
X =

4.9794
k =

27

L’exécution de la fonction Bissection, montre que la racine approchée 4.9794 de la

fonction f(X)=(5—X)eX —3 dans l'intervalle [4, 6] est atteinte aprés 27 subdivisions pour

une erreur de I'ordre 10-¢.
3. Méthode du point fixe
Le principe de cette méthode (Fig. 3.3) consiste a transformer 1'équation f(X)zO en une
équation équivalente a X = g(X) et construire le processus itératif :
X1 =9 (Xk)
La premiere itération x1 est proposée et soit proche de la solution probable de I'’équation

f(X) =0. Le processus converge vers la solution de I'équation ou arrété jusqu’a la satisfaction

du critére de convergence dite aussi I'’erreur de I’estimation :
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Le choix de la fonction g(x) est motivé par les exigences du théoreme du point fixe. En

effet, elle doit étre contractante dans le voisinage de la solution. Le processus du point fixe

est:
Xpr1 = -g(Xk ) Y
Si xr est la solution de I’équation cela veut dire que : ity
X, = g(xr) Racine

/

Soit alors 'erreur commise a l'itération k+1 :

e

K+l — | Xr _Xk+1|=‘g(xr)_g(xk)‘
D’aprés le théoreme moyenne de la dérivée, si g(x)

une fonction continue dans l'intervalle [a, f] alors il y
existe ¢ de cet intervalle de fagon que :

g(ﬂ)—g(a) 1)

9&)=""5,

Par conséquent,

9(B)-g(a)=g'(¢)(B-a)

Effectuant le changement de variables f=x_ et a=x,, Racine
soit alors : X1 X2 X
X =X, = gv(é)(xr - X, ) — g'(é) Fig. 3.3 : Méthode du point fixe.
En valeur absolue,
e
ﬂ:‘g'(f) , VX, ngxr(ou, X, Sfﬁxk)
ek

De cette équation, il est clair que ce rapport diminue, c’est-a-dire, I'erreur décroit avec
I'itération si est seulement si :

‘g'(x)‘<1
Ce qui conduit donc a la convergence du processus du point fixe (Fig. 3.4), dans le cas
contraire, le processus diverge (Fig. 3.5).

¥ ¥i

¥a=glx) \

¥ = glx)

I
| |
.
Il
1o
Il
| |
-
Ty X Xy ¥ X X

Fig. 3.4 : Processus convergent du point fixe.
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¥ = glx) ¥y = gix)

y=x

¥ =x

Xy ) iy X

Fig. 3.5 : Processus divergent du point fixe.

Une fois le critere de convergence est vérifié, alors il est possible de déterminer l'itération a
partir du quelle commence la convergence du processus pour une tolérance ¢.

, Va<x<b,hdonc:

Soit M:max‘g'(x)
lg'(x)sM<1Va<x<b = e, <Me <M, <M, <. <M"¢_

Pour =k, soit,

X, = X,|

k+1 k —
e.,<M7e = e <M'e, avec ¢,=

or,
xr—x0|:|xr -X, +X, —x0|£|xr —x1|+|x1 —x0|:e1 +|x1—x0|

€ =

alors,

e, <Me +|x —x| = e, —Me <|x —x| = e<M
0 — 0 1 0 0 0 — 1 0 0 — 1—M

par conséquent,

e <MK |X1_Xo|
T 1-M

Pour une tolérance ¢, c’est-a-dire e, <¢, alors:
M"MSg = M SM =3 klnMslnM
1-M |x1—x0| |x1—x0|
Or, 0<M<1, ce qui implique que :
1, ¢(1-M)

g(1-M)
InM<0 et In———2<0 = k2> In
|x1 —x0| InM |x1 —x0|

C’est I'itération minimale a partir du quelle commence la convergence du processus itératif.

Soit 'exemple précédent de I’équation (5 — X)ex —3=0 qui peut étre transformée comme :

1

(5-x)e*—3=0 = x=In3-In(5-x) = ‘g;(x)‘:m
—x

, 3
92(X)‘:e_x

(5-x)e*—3=0 = x=5—% =
e
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Sachant que la solution cherchée est positive et pour le premier cas, il faut que

5-x>0 = 0<x<5 dans cette intervalle ‘gi(x)‘>1par conséquent le processus itératif

X1 =9 (x, ) estdivergent.

Pour le deuxiéme cas ou, In3<x<5 = ‘g;(x)‘<1, le processus itératif x,,, =g, (x,)

converge. Soit le script MATLAB qui permet de déterminer la solution par la méthode du point
fixe pour une premiere itération x; = 1.

g=@(x) 5-(3./exp(x));% Définition de g(x)
xin = 1.5; % Définition de la valeur initiale

X(:!.)=x1nf- Lo L L Tab. 3.1 : Résultats.

xfin=g(xin); % Définition de la précision souhaitée

—_ k Xk

k=0;

X (k+1)=x£fin; 0 10

$ Définition de la précision souhaitée 1 4.9998638

eps = 0.0001; 2 49797834

while abs (xfin-xin)> eps 3 4.9793733

k=k+1; 4 49793649

3 xin = xfin; xfin = g(xin); X(k+1)=xfin; 5 4.9793647

en

X=X': 6 4.9793647

disp ('Convergence atteinte des 1 itération:'),k
disp ('La solution de 1 équation est :'),X(k)

L’exécution de ce script permet d’avoir (Tab. 3.1) :

Convergence atteinte deés 1 itération:

k =
4
La solution de 1 équation est
ans =
4.9794

C’est-a-dire le processus converge vers la solution 4.9794 des la quatrieme itération.
Dans l'intervalle [1.5, 5] :

M = max
1.5<x<5

, 3
g (x)| =5 =0.6694

Pour x,=1.5, et £=0.0001, I'itération minimale certaine a partir du quelle commence la

convergence est :

1, &(1-M)
min = In =28.2960~28
InM |x1 —x0|

Alors que le processus converge deés la quatrieme itération pour £=0.0001. kmin ici est la
valeur la plus certaine de la convergence du processus itératif.

Extension vers la résolution d’'un systeme d’équations non linéaires
Cette méthode consiste a transformer le systeme d’équations non-linéaires comme suit :

f(x)=0 = x=g(x)
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Qui s’écrit analytiquement :

Xy 291()(1' Xy X3, » Xy
Xzzgz(xv Xy X3, » Xy
Xn 'gn(xl' XZ’ X3’ 4 Xn)

Il faut noter qu’il n’est pas obligatoire d’extraire la premiére variable de la premiere équation,
mais nous avons une multitude de combinaison possible. Le choix du schéma obtenu est régi
par la condition de convergence. En on passe au schéma de récurrence suivant :

Xp1 = g(xk)
c’est-a-dire,
k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
xi )=g1(x§ ), xg ), xg ), xfl ))
k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
X g, (64, X, D, L )
k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
) =g, (R, A, A, )
i s 1 1 1 1 . 7 . .
Choisir un vecteur de départ x, =(x£ ), xg ), xg ) xr(l )) puis déterminer la succession
des vecteurs Xx,, X, X,, X., ... jusqu’ala convergence du processus, c’est-a-dire pour que le
critere suivant soit vérifié :
%, —x|<e

Pour obtenir la convergence d'un schéma de point fixe, la condition de convergence
suivante doit étre vérifiée :

99|, 99|, |%9s| . |99
ox,| |[Ox;| |0Ox, ox,

<1,

99, |, |99, 995 a9,
ox,| |0x,| |Ox, 0ox,

<1,

+ + 99 + ot 9,
ox ox ox ox

n n n n

agl agz <1

Soit 'exemple d’un systéeme d’équations non linéaires a deux inconnus :
2 2_g4_ =2
x“+y —4=0, avec X
exp(x)+y—1:0. y, =1
Il est clair que dans ce systéme, f,(x)=x"+y’—4, f,(x)=exp(x)+y-1 et Xx=(x, y).

alors,
2 2 — =(4— 2 ,
X+y —4=0, ~ X ( y)/x
exp(x)+y—1=0. y=1-exp(x).
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Ici g, (x, y):(4—y2)/x, 9,(x, y)=1—exp(x), par conséquent le processus de point fixe

peut étre explicité comme suit :

() e o5

Vi 1—exp(xk)

Soit le script MATLAB qui permet la résolution de ce systéme en basant sur ce processus de
récurrence :

gl=eQ (x,y) (4-y*2)/x; g2=@(x,y)l-exp(x);

x(1)=-2; y(1)=1;

eps=0.0001;

for k=1:100

x (k+1)=gl (x(k) ,y(k)); y(k+1l)=g2(x(k),y(k));

if sqrt((x(k+1l)-x(k))*2+(y(k+1)-y(k))*2) <= eps
break

end

end

L’utilisation de ce script pour différentes valeurs de &, conduit aux résultats suivants dans
le tableau ci-dessous, la valeur de k correspondant la valeur de l'itération de la convergence
du processus.

Tab. 3.2 : Résultats.

£ 0.01 0.001 0.0001]  0.00001
K 23 34 46 58
Xi -1.811535| -1.816772| -1.816309| -1.816259
Vi 0.838310| 0.837267| 0.837359| 0.837369
filxiwyr) | -0.015576| 0.001675| 0.000147| 0.0000157
F2(X1 Y1) 0.001713| -0.000184| -0.000016-0.0000017

3

4. Méthode de Newton-Raphson Y
La méthode de résolution des équations
numériques a été initiée par Newton vers 1669 sur
des exemples numériques mais la formulation était
fastidieuse. Dix ans plus tard, Joseph Raphson met
en évidence une formule de récurrence. Un siecle

plus tard, Mouraille et Lagrange étudient la

R ,
convergence des approximations successives en / s Xz noy
fonction des conditions initiales par une approche
géométrique. Cinquante ans plus tard, Fourier et Fig. 3.6 : Méthode de Newton-Raphson.
Cauchy s’occupe de la rapidité de la convergence. La

méthode consiste a introduire une suite (xk) d’approximations successives de 1’équation
f(x)=0.

Du point dont I'abscisse x1 la droite tangente (Fig. 3.6) a pour équation :
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y=F(x)(x=x)+f(x)

Cette tangente coupe I'axe des abscisses en x2, en termes d’équation :

Ozf'(xl)(xz _X1)+f(x1) = X2:X1_;.(();11))

A son tour, la valeur de x; permettra de considérer un deuxiéme point (x,, f(x,)). A

nouveau, l'abscisse x3 point d'intersection de la deuxieme tangente avec l'axe des x sera
considérée comme une troisiéme, c’est-a-dire :

f(x)
f'(x)

En poursuivant ce procédé itérativement, on obtiendra, sous certaines conditions, une

Ozf'(x2 )(x3 —x2)+f(x2) = X,=X,—

séquence de valeurs x,, x,, X,, ...reliés par:

oy f(x)
X1 = X fr(xk)

Qui vont se rapprocher de plus en plus de la solution de I'équation f(x) =0.

Lorsque la suite converge, elle converge de fagon quadratique c’est-a-dire que le nombre de
chiffres significatifs double a chaque itération. Si I'on s’en tient a une précision inférieure a
10-15, la suite doit alors converger en moins de dix itérations. On pourra mettre une condition
d’arrét. Il faudra de prendre un x1 plus proche de la racine a pour que le processus converge
rapidement vers la solution.

Dans le cas ou la premiére itération x; est tres loin de la solution, il y a une possibilité de
divergence du processus de Newton-Raphson (Fig. 3.7).

Le processus converge vers la solution x- de I'’équation ou arrété jusqu’a la satisfaction du
critere de convergence telle que :

|Xi+1 _Xi| <€

Par I'analogie avec la méthode du point fixe, 'équation :

ST 1G9 R N ()

* f'(%)

La dérivée de la fonction g(x) est:

PO (=0 (0)_ ()" (9

W2
(f'(x) (£'(x)
Quand x=Xx,, f(Xr ):O = g'(Xr)z() ce qui signifie que x, est un optimum de la fonction

g(x).

9'(x)=1-
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Fig. 3.7 : Possibilités de divergence du processus de Newton-Raphson.

Par définition l'erreur commise a [litération k+1, ek+1:|xk+1—xr Le

=|g(x)-a(x.)].
développement de Taylor d’ordre 2 de la fonction g(xk) au voisinage de xr est exprimé par :

1

9(x)=9(x.)+(x, —xr)g'(xr)+5(xk - X, )2 g'(&), avec x,<&E<x,
or,
9'(x,)=0 et ef=(x, —xr)2
Soit,
1 " 1 "
9(x)=9(x)+5ed'(€) = g(x)-9(x)=2ed'(¢)
alors,
1 14 14
€1 =|Xk+1 —X, ‘g(xk)_g(xr) :Eei‘g (f)‘S—maX g (5)‘313
Soit,
1 n
M—§|9 .
alors,
ek+1 S Melf

Cette inégalité montre bien que la convergence vers la solution xr est quadratique. Le
processus de Newton-Raphson converge rapidement vers la solution si le choix de la premiére
itération soit plus proche de la solution, par exemple la solution obtenue par la méthode de
bissection peut étre utilisée comme une premiere itération du processus, car la méthode de
bissection est moins rapide.

Le processus itératif de Newton-Raphson de I’équation précédente, s’écrit :

(5-x,)exp(x,)-3
(4-x,)exp(x,)

Sachant que la premiére itération est xo = 6, soit le script MATLAB suivant qui génere le

X1 = X —

processus afin de résoudre I’équation :
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f2x=sym(' (5-x) *exp(x)-3") ;
df2x=diff (£2x); % Calcul de la dérivée
f2x=matlabFunction (£2x) ;

df2x=matlabFunction (df2x) ; Tab. 2.3 : Résultats.

xintial= 6; X(1)=xintial; k Sk
xfinale=xintial- (f2x(xintial) /df2x(xintial)) ; 0 6
k=0; 1 5.4962819
X (k+1l)=xfinale; 2 5.1563808
eps=0.000001 3 5.0061981
while abs (xfinale-xintial)> eps 4 4.9800730
k=k+1; 5 4.9793652
xintial=xfinale; 6 4.9793647
xfinale=xintial- (£2x (xintial) /df2x (xintial)) ; 7 4.9793647

X (k+1l)=xfinale;

end

X=X';

disp ('Convergence atteinte des 1 itération:') ,k
disp ('La solution de 1 équation est :') ,X(k)

L’exécution de ce script permet d’avoir (Tab. 3.3) :

Convergence atteinte des 1 itération:

k =
5
La solution de 1 équation est :
ans =
4.9794

C’est-a-dire le processus converge vers la solution 4.9794 des la sixieme itération.

Extension vers la résolution d’'un systéme d’équations non linéaires
La méthode de Newton-Raphson est un algorithme efficace pour trouver numériquement

une approximation précise d'un zéro (ou racine) d'une fonction f(x)=0 d'une variable x.

Cette méthode doit son nom aux mathématiciens anglais Isaac Newton (1643-1727) et Joseph
Raphson (peut-étre 1648-1715), qui furent les premiers a la décrire pour la recherche des
zéros d'une équation polynomiale. Thomas Simpson (1710-1761) a élargi considérablement
le domaine d'application de I'algorithme en montrant, grace a la notion de dérivée, comment
on pouvait l'utiliser pour calculer un zéro d'une équation non linéaire, pouvant ne pas étre un

polyndme, et d'un systeme formé de telles systemes d’équations f(x) =0.
Le développement d’ordre deux en série de Taylor de la fonction ﬁ(x) au voisinage du

vecteur x est :

fi(x+Ax):fi(x)+i%ij+0(Ax2), i=1,23,...,n

j=1 OX;
Sachant que O(sz)zO quand Ax =0, alors ce développement peut étre explicité par le

systeme :
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_ v I
fl(x+Ax)—f1(x)+j_18Xj Ax,
_ v
fz(x+Ax)—f2(x)+j_1 . Ax,
fi(x o) = £, (x)+ 3 Lo
j=1 0X;

ou bien,
f(x+Ax)=f(x)+]J(x)Ax

avec, ](x) est la matrice jacobienne, dont les éléments sont :

_ Y

J X,

J

Si X+AX est la solution exacte de I'équation c'est-a-dire f(x+Ax):0, alors
f(x)+J(x)Ax =0 ce qui conduit:
J(x)Ax=—f(x) = Ax=-J"(x)f(x)

soit le processus,
k1) — (B _ J (X(k) )f(x(k))

J! (x(k)) est la matrice jacobienne inverse.

Pratiquement ce processus consiste donc a déterminer numériquement une solution de

I'équation vectorielle f(x)=0 suivant les étapes suivantes :

. P 7 it - . PN a7 .
i. Choisir un vecteur de départ x qui constitue une premiére itération,

ii. Calculer le vecteur fonction f (x(”)) et la matrice jacobienne ](x(“)),
iii. Inverser la matrice jacobienne c’est-a-dire J™ (x(“)),

iv. Effectuer la multiplication matricielle J™ (x(”)) f (x("f) )'

v. Calculer la différence vectorielle x'") —J (x(it) )f (x(”)) pour obtenir le vecteur xey)

« « « it+1 i ’ . . N
vi. Voir si Hx('H )_x"|l< &, ou &est une tolérance qui traduit le critere de convergence.

. PN . . it+1
Si le critéere de convergence est vrai, alors le processus converge vers la solution x(+Y

(it+2)

(it+1)

sinon on refait le processus avec X' ’pour déterminer X et ainsi de suite jusqu’a la

satisfaction du critere de convergence.

Soit I'exemple suivant d'un systeme d’équations non linéaires :
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{xf+x§—1=0,

2x, +x,—-1=0.

Dans ce systéme f,(x,, x,)=x; +x; —1 et f,(x,, x,)=2x, +x, —1, par conséquent la matrice

](Xv XZ):[le ZXZJ

2 1

jacobienne :

Le processus itératif de Newton-Raphson de ce systeme est explicité comme suit:

A [ [zxw zxg@jl () + () 1

X(k+1) ng) 2 1 ngk) N ng) 1

2

Le script suivant permet de déterminer une solution de ce systeme pour un vecteur de départ
T
x\V = (xgl) =1, xgl) = 2) .

[¢}

% Définition de l'itération de départ
x(1)=1; x(2)=2; x=x';
for it=1:10000
% Calcul du vecteur fonction
£(1)=x(1)*2+x(2)*2-1; £(2)=2*x(1)+x(2)-1;
% Calcul des composantes de la matrice jacobienne
J(1,1)=2*x(1); J(1,2)=2*x(2); J(2,1)=2; J(2,2)=1;
Calcul du nouveau vecteur xPlus a l'itération it+l
xPlus=x-inv (J) *f"';
x1(it)=x(1); x2(it)=x(2);
% Utilisation d'un critere de convergence
if abs (xPlus-x)<=0.00000001
break
else
x=xPlus;
end
end

oP

\ RN iz . . 6 6
Ce processus converge des la sixieme itération vers la solution x, = xg )=0, X, = xg )1,

Remarquons que le choix du vecteur de départ est tres important dans la convergence
rapide du processus, si ce vecteur est loin de la solution exacte du systéme, le processus peut
arriver a un niveau d’itération ou la matrice jacobienne devient instable ou singuliére. Ces
problémes peuvent étre réglé suivant la disposition des équations du systeme et sur le choix
du vecteur de départ.

5. Méthode de la sécante
La méthode de la sécante est une méthode dérivée de celle de Newton-Raphson, elle est

utilisée dans le cas ol le calcul de la dérivée de la fonction f(x) est délicat. La dérivée f'(x,)
est donc remplacé dans le processus de Newton-Raphson par :

f(&(}_f(&e1)

X — X q
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Le processus itératif de la méthode de la sécante est exprimé par la relation de récurrence :

X — X — X1
‘ f(Xk )_ f(Xk—l )

L'initialisation nécessite deux points xp et xi,

Xk+1 =

f(%)

proches, si possible, de la solution recherchée.

Pour démontrer la formule précédente, soit
Xo, X1, la droite passant (Fig. 3.8) par les points

de coordonnées (x,, f(x,)) et (x,, f(x,)) a

pour équation :

f(Xl )_ f(Xo )(
=%
Soit x2 I'abscisse du point d’'ordonnée y =0 de

y=f(x)=

X—Xl)

cette droite :

0- f(X1 )= f(Xl )_ f(XO )(Xz - X ) Fig. 3.8 : Méthode de la sécante.
X — X
soit,
Xl XO
X, =X — f(x
’ f(x1)_f(xo) (1)
de méme,

™)

et ainsi de suite jusqu’a la convergence du processus.

La méthode de la sécante jouit d’'une convergence d’ordre ¢ (nombre d’or). En d’autres

1+ \/g
2
La preuve est extrémement technique (Atkinson, 1989), de la formule de la méthode de la

termes,

~1.618

le,..|<Mle,|” avec p=

sécante soit :

X — Xq
X, =X =X, — X + f(xk )_ f(xk_l )f(xk )

Le terme a droite de I'expression précédente peut étre s’écrit en fonction des différences

divisées de premiere et second ordre f[x,,, x.]et f[x_,, X, x ], Cest-a-dire:

flx. X%, x,]

%40 %]

—(x,—x.)(x, — %)

avec,

f(xk)_f(xk—l) et f[xk—v X,, Xr]:f[Xk' Xr]_f[xk—l’ Xk]
X _Xk

e ™ X1 :

flx ., x]=
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D’apres le théoréme de la valeur moyenne, il existe £ entre Xi-1 et Xk et kx entre Xk-1, Xk et xr de

facon que :
’ 1 n
fIx Xk]=f(§k) et flx._,, X, Xr]:Ef (Kk)
par conséquent,
e e (x - e S ) e )
X, =X = (Xr Xk)(xr Xk—1)2f,(§k) & € = ekek—12fn(§k)
En valeur absolue,
1 14 K
|ek+1|:E J;,Eék))ekekl zM|ek||eH| = M|ek+1|zM|ek|M|ek71| = logM|ek+1|zlogM|ek|+logM|eH|
k

Si u, = logM|ek| alors, u,, ~u, +u, ,

Ceci est une relation de récurrence qui ressemble a la suite de Fibonacci. On peut montrer que
le terme général de cette suite est exprimé par la formule de Binet (Weisstein, 2003) :

1(1+5) (1-5)| 1, . .
w2 58] e

par conséquent,

1 1(1-v5) 1
~ o | NI o =k
logM|ek|~\/§g0 \/g( > J \/gﬁl’
donc,
1 .. 1
logM‘ekH‘z—gD"1:—gokgoz(plogM‘ek‘:log(M‘ek‘)w = M‘ekﬂ‘z(M‘ek‘)w
57 5
ou,
9-1
max| f"(x
|€k+1|th/’*1|ek|¢ ou bien |ek+1|S %ﬁ |ek|‘”:M|ek|§0

Le processus itératif de la méthode de la sécante de I'équation f(x)=(5-x)e*-3=0,
s’écrit :
(%, — XH)[(S— x, e’ —3]

(5-x)e% —(5-x_,)e"

Xiey1 = X —

Sachant que les deux premiéres itérations sont xo = 6.5 et x1 = 6. Soit la fonction Secante qui

génere le processus de la méthode de la sécante :

function [x,k] = Secante(f,xint0,xintl,varargin)
f, nom de la fonction tel que £ (x)=0
xint0,xintl, les deux valeurs initiales

x, solution de 1l'équation £ (x)=0

k, nombre d'itérations jusqu'a la convergence

o° o° o°

oe

if nargin<3,error('a la limite 3 arguments sont nécessaires'),end
eps=0.000001; % Définition de la précision souhaitée

k=0;
X(k+1l)=xintl; x=xintl- ((xintl-xint0)/ (£f(xintl)-£f(xint0)))*f(xintl) ;
X(k+2)=x;
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while abs (x-xintl) >eps
k=k+1l; xintO=xintl; xintl=x;
x=xintl- ((xintl-xint0)/ (£ (xintl)-£f(xint0)))*f (xintl); X(k)=x;
end
k=k-1;
end

Pour I'équation f(x)=(5-x)e* —3=0 avec les deux itérations initiales xo= 6.5 etx1= 6

[x,k] = Secante (@ (x) (5-x) .*exp(x)-3,6.5,6)
X =

4.9794
k =

7

Le processus converge vers la solution 4.9794 dés la 7i¢me jtération pour une tolérance de 10-¢.

6. Méthode Regula-Falsi
La méthode Regula-Falsi dite aussi de la fausse position est un algorithme de recherche
d'un zéro d'une fonction, qui combine les possibilités de la méthode de la bissection et de la
méthode de la sécante.

Comme dans le cas de la bissection, si deux points a et b tels que f(a)f(b) <0, la solution
de I'équation f(x) =0 existe entre a et b et x1 est calculé par la méthode de la sécante.
_af(b)-bf(a)
f(b)-f(a)
Il y a deux possibilités soit, f(a).f(x1 ) <0 ou f(x1 )f(b) <0.
Dans le cas ou f(a).f(xl)<0, la solution de I'équation f(X)=0 existe entre a et x1 et x2 est

calculé comme suit :
N :af(xl )—xlf(a)
o f(x)-fla)

Sinon f(x,).f(b)<0, la solution de I'équation f(x)=0 existe entre x1 et b, x; est calculé

comme suit :

%S )b/ (x)
) (%)

Le processus est répété jusqu'a la convergence. La

vitesse de convergence de la méthode Regula-Falsi
n'est pas super linéaire comme dans le cas de la o
sécante. Pour le comprendre, il suffit de voir que dans

le cas d’'une fonction dont la convexité ne change pas

au voisinage de la racine, 'itéré obtenu a toujours le

méme signe. Des lors, en supposant sans perte de ! X
généralité, que f(x,) a le méme signe que f(x,), xo Fig. 3.9 : Convexité dans la méthode
Regula-Falsi.
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ne sera jamais remplacé dans le courant de I'algorithme. L’erreur suivra, asymptotiquement la
formule :

|ek+1| ~ M|ek ||ek_1| = M|ek||e0|

Puisque, dans le cas de la Regula-Falsi, le point xx-1 ne change en réalité pas et reste xo durant

tout I'algorithme. L’équation, ek+1| ~ M|eo||ek| exprime la convergence linéaire de la méthode

(Fig. 3.9).

La fonction RegulaFalsi utilise le processus de Regula-Falsi pour chercher la solution de

I'équation f(x)=0 dans I'intervalle [a, b].

function [x,k] = RegulaFalsi(f,a,b,varargin)

f, nom de la fonction tel que £ (x)=0

[a, b], intervalle de la solution de £(x)=0 (a < b)

x, solution de 1l'équation £ (x)=0

k, nombre d'opérations jusqu'a la convergence

if nargin<3,error('a la limite 3 arguments sont nécessaires') ,end
if ~(b>a) ,error('Attention, il faut que a < b'),end

eps=0.000001; % Définition de la précision souhaitée

k=1; x=(a*f(b)-b*f(a))/(£(b)-£(a));
while abs (f(x))> eps
if £(a)*f(x)<0, b=x; else a=x; end
k=k+1l; x=(a*f(b)-b*f(a))/(£(b)-£f(a));
end
end

o° o° o°

oe

A titre d’exemple l'application de cette fonction a I'équation f(x)=(5-x)e*-3=0 dans
'intervalle [4, 6] conduita:

>> [x,k] = RegulaFalsi (Q(x) (5-x).*exp(x)-3,4,6)
X =
4.9794
k =
44
Dans cet exemple, la méthode de Regula-Falsi converge vers la solution 4.9794 apres 50

opérations pour une tolérance imposée de 10-°.

7. MATLAB et la résolution des équations non linéaires
La fonction £zero de MATLAB qui est basée sur la méthode de Van Wijngaarden-Dekker-
Brent (Forsythe et al., 1977 et Brent, 1973) (voir chapitre 4 section 4.1) qui combine la
méthode de la bissection ou la méthode de la sécante avec I'interpolation quadratique inverse
pour I'amélioration de l'itération. Cette méthode est treés utile pour trouver le zéro d’une

fonction f(x) sans calculer les dérivées de la fonction f(x). L'application de la fonction
fzero, nécessite deux arguments : la fonction f(x) et la premiére itération xo qui doit étre
proche de la solution. Soit I'’exemple de la fonction précédente.

>> f=Q(x) (5-x).*exp(x)-3;
>> Racinel=fzero (£, 6)
Racinel =
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4.9794
>> Racine2=fzero(f,1)
Racine2 =
-0.6294

Remarquons ici que la fonction f(x)=(5-x)e* -3 posséde deux racines, 4.9794 et -0.6294

qui sont obtenues suivant le choix de la premiére itération 6 et 1. Avec le script du processus
de Newton-Raphson et la fonction Secante, la racine -0.6294 est obtenue suivant le choix de
la premiere itération xintial = xint0 = 1, les résultats d’exécution :

Suivant la méthode de Newton Suivant la méthode de la sécante
Convergence atteinte deées 1 itération: >> f£=Q@Q(x) (5-x) . *exp (x) -3
k = >> [x,k] = Secante(f,1,6)
5 x =
La solution de 1 équation est : -0.6294
ans = k =
-0.6294 7

8. Exercices résolus

Exercice 1

Le but cet exercice est I'établissement d’'un processus qui sert a déterminer la racine carrée
d’'un nombre entier positif A en utilisant les processus du point fixe et celle de Newton-
Raphson. Pour cela soit I'équation :

x*=1, x, 1>0
Qui possede la solution x = J2.

On al’équation : x* =1 avec 1>0, peut étre transformée ainsi :

X*=1 = X+x°=x"+1 = 2X*=x"+1 = x:%[x+ij
X

Soit le processus itératif :

De l'équation x*=1 = x’-1A=f(x)=0 = f'(x)=2x. Soit le processus de Newton-

Raphson :

f(x ) 1 A
X1 = X _f'((?:)) = X=X s = Xpy :E(Xk +_j
K

C’est le méme processus itératif qui sert finalement a déterminer JZ .

Soit I'exemple A =2, alors,

X, =%(xk +X£], et x, =2
k

Soit,
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x, =2 2+2)=3 215 x =L15+2 |=14167
20" 2) 2 2 1.5

1 2

X, ==| 14167+ 2
2 1.4167

=1.4142, x5=1 1.4142+
2 1.4142

J= 1.4142

Le processus converge rapidement dés la quatriéme itération vers la solution v2~1.4142.

Exercice 2

Le coefficient A de perte de charge (ou de frottement) en écoulement turbulent dans une
conduite de diametre D et de rugosité ¢, est exprimé en fonction du nombre de Reynolds Re et
de la rugosité relative ¢/D par I'équation de Colebrook :

Ji (37D Re2

Sachant que &/D=0.03 et Re=10000

1. Déterminer la valeur du coefficient A en utilisant la méthode de point fixe.

2. Retrouver la valeur de A calculé précédemment en utilisant la méthode de Newton-
Raphson.

3. Vérifier les résultats obtenus par les deux méthodes avec celle obtenu par l'utilisation de la
fonction £zero de MATLAB.

1. De la formule de Colebrook, soit le processus itératif du point fixe suivant :

1 e . 251
=-2log,| =+ , =1
(2. gw(&w Re %, J A

Soit I'affectation suivante :

x, =—2log,, %+2'—51X1]=—210g10(0'03+ 2.51 Xl]:4.1557

Re 3.7 10000

x, =—2log, | —5—+ 221y |=_2l0g, [ 2934+ 251 41557 |=4.0770
3.7D Re 3.7 10000
& 251 0.03 2.51

x, =-2lo +—x, |=-2lo —+ x4.0770 |=4.0789
+ 81| 37p " Re 3 810\ 37 710000
& 251 0.03 251

x. =—2lo +2%x |==2log, | —>+ x 4.0789 |=4.0789
5 810 37p " Re ¢ 810\ 37 710000

D’apres ces calculs, le processus de la méthode du point fixe converge des la 4i¢me jtération

vers la valeur x=4.0789, alors le coefficient de perte de charge est A= 1/x2 =0.0601.

2. La formule de Colebrook peut étre s’écrit sous la forme suivante :
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1 21g(‘9 251]:> 1+210g[5 2.51] 0
Ja (37D Rei Ja "\3.7D  Revi

De méme, on pose x =1/+/2 ce qui conduit a une équation de la forme f(X) =0 avec:

e 2.51
x)=x+2lo ——+—X
f(x) g1°(3.7D Re )
Le processus de Newton-Raphson pour cette équation est :
_ f(x:)
Xpnn =X =
(%)
or, f’(X):l"'l 2 2.51
n(10)( ¢ peiosix
3.7D

alors le processus itératif de Newton-Raphson s’écrit :

x, +2log,, (8+2'51ka

e 37D Re
kel = T 2 2.51
1+
In(10)(_& Re+2.51x,
3.7D
Pour une premiere itération x, =1, soit donc:
x, +2log,, L +—2'51 X, 1+2log,, 0.03 + 2'541 x1
37D Re 37 10
X, =X, — > 5E1 =1- > 5E1 =4.0755
(10 | 1 1n(10)(0.03.
n(10)( e Re+2.51x, n(10) (003104, 55151
3.7D 3.7
x, +2log,| £+ 221y 40755+ 2log,| =03+ 221, 40755
X, =X 37D Re =4.0755— 37 =4.0789
3~ 427 -k :
) 210 = ) 210 0.03 =
n( )( d Re+2.51x2] n( )( S5 10042 51x40755)
x, +2log, [ &+ 20y 40789 + 2log, | %23+ 21, 4.0789
X, =X;— 370 _Re ) _40789- 37 _10° =4.0789
s 2 2.51 - 2 2.51 '
T (10) T (10)(0.03
n (3 ‘;D Re+ 2.51x3j n ['104 +2.51><4.0789)

Le processus itératif de Newton-Raphson converge dés la 3iéme jtération vers la méme valeur a
celle du processus du point fixe x =4.0789, alors 4=0.0601.

3. Avec MATLAB, la fonction fzero peut étre utilisée pour déterminer une solution de
I'équation f(x)=0 comme suit:

>> £2X=@ (X) X.+2*1og10((0.03/3.7)+(2.51/10000) *X) ;

>> x=fzero(£2X,1)
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4.0789
>> Lamda=1l./ (x."2)
Lamda =
0.0601

Dans le diagramme de Moody (Fig. 3.10) et pour la rugosité relative &/D=0.03un nombre de

Reynolds égale a 10000 le coefficient est de A est a 0.061 qui est pratiquement la méme a
celle obtenue par les deux méthodes numériques.

VT == —
0.09 | o SR
| s N o 7 N 1
0.08 e Iransition Region o
0.07 | = 0.05
[ 0.04
| = 0.03
0.05 | = 0.02
, = 0.015 =3
0.04 | |
= ‘ H0.01 =
S =4
S 003 | - 0.005 =
& 0.03 ‘ 2
—
= ‘ll‘:nnin:.l:‘ Flow ‘ - : 1 0.002 __E‘f
Nt | ) - ~ ' '
= &l R ‘ . ¥ ®
£ 0.02 | { \ ; - A 0.001 oy
= e ol : : t i , o 48
o) Material ¢ (mm) | | \ IR e = 5x10712
0.015! S ek H S
Concrete, coarse 0.25 ; = - o 2x10~ p:"
Concrete, new smooth 0.025 el it P A okt - . (el = =
Drawa tubing 0.0025 [('()nl])lvl(' turbulence J 3 : == 10 %
Gilass Plastic Perspex 0.0025 ot Thxalad I por N - y ¥ ' 590
0.01 | Iron, cast 0.15 ! L0 ! 1 ved > ' ! 255 0 5x10
. Sewens.old 3.0 ! ' ! ! lm
| Steel, mortar lined o1 ; . ! ' . : i
Steel, rusted 0.5 i | S - 10-°
Steel, structural or forged (0,025 H —a————— i itz e bl A 3 . Al _ 6
Water ming, old 10 : ll"l'id ion Factor 4;'—71_17..31’ ‘ ot i 5x107%
L . 2 Smooth Pipe 6
- i : ‘ S : 4 10
10’ 10" 10° 10° 10 10"
T Vid
Reynolds Number, Re = L’,T’

Fig. 3.10 : Diagramme de Moody.

Exercice 3
Soit le systeme d’équations non linéaires suivant :

1. Montrer que ce systéme peut étre se transformer sous la forme de Vx*+1=-x+4 et
donner dans ce cas le schéma de résolution suivant le processus de Newton-Raphson de cette
équation.

2. Soit x, =2 la premiere itération, déterminer dans ce cas la solution de I'équation

VXx*+1=-x+4 etpar conséquent la solution du systéme d’équation.
3. Ecrire un script MATLAB qui permet de résoudre numériquement ce probleme.

1. A partir de la deuxieme équation du systétme y=-x+4 et par substitution dans la

premiere équation du systeme :
y+x=4 = y=-x+4

y -x=1 = (—x+4)2—x2=1 = (—x+4)2=x2+1 = Jx*+1=-x+4
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De l'équation, vx*+1=-x+4 = x*+1+x-4=0=f(x). Le processus de Newton-
Raphson de I'équation f(x)=0 est:

f(x)

=X T oy = X TXe

. JXi+1+x, -4
k+1 k f!(Xk)

2
1+ xk/1 [x}+1
2. Pour une premiere itération x, =2 soit,

«/x +1+x,-4 ‘/22+1+2_4—18754
Y ol4x /,/x 1 1+222e1

4/ +1+ w/1.87542 +1+1.8754—4
X X 18754 ~1.8750

X, =X

2

X, =X .
T 1ax /1/)( +1 1+1.8754/,[1.8754* +1
1/ 1 J1.8750° .8750—
R X; +1+x, —18750 1.8750° +1 +1.8750 4:1.8750

T 1 /«/x +1  1+18750/,[1.8750% +1

Le processus converge des la troisieme itération vers la solution x =1.8750, par conséquent
y=-1.8750+4=2.1250
Donc la solution du systéme d’équations est: (x, y)=(1.875, 2.125).

3. Soit le script MATLAB qui permet une détermination d’une solution du systéme d’équations
non linéaires :

% Définition de la fonction f(x) comme une fonction symbolique
f2x=sym('sqrt (x*2+1)+x-4"'); % Détermination de la fonction dérivée f' (x)
fprime2x=diff (£2x) ;
% Conversion des fonctions f(x) et f'(x) vers des fonctions exécutables
f2x=matlabFunction (£f2x); fprime2x=matlabFunction (fprime2x) ;
xinit=2; % Définition de la premiére itération
X(1)=xinit; Y(1)=-X(1)+4;
for k=1:100
% Utilisation du processus de Newton-Raphson
xPlus=xinit- (£2x (xinit) /fprime2x (xinit)) ;

X (k+1)=xPlus; Y (k+1)=-X(k+1)+4;

% Emploi d'un critére de convergence
if abs(xPlus-xinit)==
break
else
xinit=xPlus;
end
end
disp ('Convergence atteinte des 1 itération:') ,k
disp ('La solution x :'), X(k)
disp ('La solution y :'), Y(k)

L’exécution du script conduit a :

Convergence atteinte des 1 itération:
k =
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4
La solution x :
ans =

1.8750
La solution y :
ans =

2.1250

Exercice 4
Le volume d’eau dans un réservoir de forme sphérique

de rayon R est exprimé par la formule :

Vz%hz(BR—h) /\

ou, h est la hauteur d’eau dans le réservoir. Si R = 3 m et

le volume d’eau dans le réservoir est IV = 30 m3, utiliser
h

une des méthodes des approximations successives pour v //

déterminer la hauteur h dans le réservoir et évaluer —
I'erreur commisse en termes de volume au moins pour

les trois premiéres itérations.

De I’équation,
V=§h2(3R—h) = 2V_i*(3R-h)=f(h)=0
T
alors,

f'(h)=3h(h—2R)

Soit le processus de Newton-Raphson :

3
=V -(3R-h)H
b = — f(hi) < h,=h- z
f'(h) 3(h,—2R)h,
Sachant que V=30 m3 et R=3 m, alors:
%_(9_}11')}11'2
hi+1 == z
3(h,—6)h,

Pour déterminer le premier itéré, la moitié du volume de la sphere est:

14 :%R3 :2?33 =56.5m3, c’est-a-dire, V'>V =h<3m
Soit h, =1, alors,
@—(9—1)12
hy=1-2%————=237653 m= V,=39.17 m’ = AV,=9.17 m’
3(1-6)1
90

~——(9-2.37653)2.37653’

h,=2.37653—-% =2.03741 m= V,=30.27 m’ = AV,=0.27 m’

3(2.37653-6)2.37653
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2 _(9-2,03741)2.03741°

h,=2.03741--% =2.02692 m= V,=30.00 m’= AV, =0.00 m’

3(2.03741-6)2.03741
@—(9—2.02692)2.026922

h. =2.02692—-% =2.02691 m= V,=30 m’ = AV, =0.00 m’

3(2.02692-6)2.02692

@—(9—2.02691)2.026912

h,=2.02691--%

=2.02691 m= V, =30 m’= AV, =0.00 m’
3(2.02691-6)2.02691

Le processus converge vers la profondeur h~2 m pour qui correspond au volume V =30 m3.

Exercice 5
Soit I'’équation non linéaire :

—4=0

9 x* " _9—x2
X

f(x)=3x2(

En utilisant le processus de Newton-Raphson, observez pour quelle solution converge le

X

processus si la premiere itération est 1.2, -2,-1.2 et 2.

La fonction f (x) est définie et continue quel que soit x#0, sa dérivée est explicitée

f'(><)=6>{9_x2 J1/3+3(3—x2){9‘xz J_ZB_B’(LZXZ)

ainsi par:

X X X

Soit le script MATLAB suivant qui permet de déterminer une solution numérique de 1'équation
f(x) pour les initialisations 1.2, -2, -1.2 et 2

% Préparation de la fonction f(x) en forme symbolique
£2x=sym ('3* (x*2) * (((9-x"2) /%) " (1/3))-((9-x"2) /x)-4");
df2x=diff (£2x); % Calcul symbolique de la dérivée £’ (x)
% Conversion des fonction f(x) et f’ (x) en fonction MATLAB
f2x=matlabFunction (f2x); df2x=matlabFunction (df2x) ;
xintial= 1.2; X(1l)=xintial; % xinitial est la premiere itération
xfinale=xintial- (f2x(xintial) /df2x(xintial)); k=1; X(k+l)=xfinale;
while abs(xfinale-xintial)>0.00000001

k=k+1l; xintial=xfinale;

xfinale=xintial- (£2x(xintial) /df2x(xintial)); X(k+1l)=xfinale;
end
X=X"';
disp ('Convergence atteinte a :');k
disp ('Solution de f(x)=0 est') ;X(k)
disp ('f(Solution)= ") ;£f2x(X(k))

Les résultats obtenus apres I'exécution de ce script pour une premiere itération différentes
x, =2, 12, -2, -1.2 et 2.

xintial= 1.2 xintial= -2
Convergence atteinte a : Convergence atteinte a :
k = k =
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4 7
Solution de f(x)=0 est Solution de f(x)=0 est
ans = ans =
1.3364 -0.8288 + 0.5627i
f (Solution)= f(Solution)=
ans = ans =
-1.4690e-11 1.7764e-15 + 1.9718e-131i
xintial= -1.2 xintial= 2
Convergence atteinte a Convergence atteinte a
k = k =
6 5
Solution de f(x)=0 est Solution de f(x)=0 est
ans = ans =
-0.8288 + 0.56271 1.3364
f (Solution)= f (Solution)=
ans = ans =
-1.0658e-14 + 5.3291e-15i -5.1381e-12

D’apres ces résultats, six;, =1.2 et 2, le processus itératif de Newton-Raphson converge vers
la solution 1.3364 et si x, =—1.2 et —2 le processus itératif de Newton-Raphson converge
vers la solution complexe -0.8288+0.5627i.

Exercice 6
Dans un écoulement permanent a surface libre le long d’'un canal de section trapézoidale

véhicule un débit Q=20 m’s™'. Al'état critique :

2
QB;:1
gA;

O, g=9.81 m/s?'accélération de la pesanteur,
B, la largeur du canal (m), est exprimée ici par: B=3+y
A, surface de la section transversale du canal (m2), A, =3y + y° /2.
Déterminer en utilisant la programmation sous MATLAB, la hauteur critique y par les trois

méthodes : bissection, point fixe et Newton-Raphson.

Un écoulement a surface libre en régime

. Af0)
critique :

2 2

Q—Af=1 = Af:Q—B

94, g
Soit,

3
v @

3y+2—| =<(3

[ y+ 2} g( +)
ou,

yz 3 Qz

[3y+—] = (3+)=1(y)=0

Fig. 3.11 : Tracé de la fonction f (y).
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La profondeur y de I'’écoulement est positif, soit la séquence de commandes qui sert a tracer la
fonction f(y) danslintervalle [0, 2] (Fig. 3.11) :

>> f=sym(' ((3*y+0.5*y*y)*3)-(20%20/9.81)* (3+y) ')
>> grid on
>> ezplot(£f,[0,2])

D’apres le tracé de la fonction f(y) (Fig. 3.11), il y a une intersection entre la courbe de la et

I'axe des abscisses dans l'intervalle [1.4, 1.6]. Soit le script de la méthode de bissection qui
permet de déterminer 'abscisse de ce point d’intersection.

syms y
f=sym (' ((3*y+0.5*y*y)*3)-(20*%20/9.81) * (3+y) ')
f=matlabFunction (£f) ;
a=1.4; b=1.6;
eps=0.0001;
for k=1:100

y=(a+b)/2;

if abs(f(y))<=eps

break
elseif f(a)*£f(y)<O0

end
disp ('Nombre de réduction de 1 intervalle :'),k
disp ('La profondeur critique est :'),y

L’exécution de ce script permet d’avoir le résultat :

Nombre de réduction de 1 intervalle :

k =

17
La profondeur critique est :
y:

1.5141

Avec la méthode du point fixe I'équation f(y)=0 est transformée en y=g(y) comme:
3 3 13
Y@ s(6+y) _Q° 2 | ¢

3y+2 |~ (3+y)=0 oty Y3 -~ Y3 =

(erZj g(+y) :y(zj g(+y):y 6+y{g(+y) 9(y)
La dérivée de la fonction g(y) est:

2[ ¢? B 342y
9'(y)=—7|—B+y
¢ 3{9( )} (3+y)(6+y)

La séquence des commandes suivantes consiste a l'analyse de la variation de la fonction
‘g'(y)‘ dans l'intervalle [0, 2] (Fig. 3.12) :

>> dg=@(y) -
((2/3)*(((2072/9.81) *(3+y)) .~ (1/3)) . *(3+2*y)) ./ ((3+y) . * ((6+y) .*2)) ;
>> y=0:0.01:2;
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>> Dy=abs (dg(y)) ;
>> plot(y,Dy)

‘g'(y)‘ <1, V 0<y<2,doncle processus itératif du point fixe suivant est convergent :

) 1/3
2 (34 yk)}

.Vk+1:6+yk{g

LAYl

0.095

I I I 3 I I I

0.094

0.093

0.092

0.091

0.09

0.089

0.088

0.087

0.086

0.085 : i : : : : : : : >
o 02 04 06 08 1 12 L& 16 18 2 Y

Fig. 3.12 : Variation de ‘g'(y)‘ dans l'intervalle de solution.

Soit alors, le script :
g=@(y) 2*(((20%*20/9.81)*(3+y)) .~ (1/3)) ./ (6+y);
yintial= 0;
y=g (yintial);

iteration=1;
while abs(y-yintial)>0.00001

iteration=iteration+l; yintial=y; y=g(yintial);
end
disp ('Convergence atteinte a partir de'),iteration
disp ('La profondeur critique est :'),y

Qui permet d’avoir comme résultat :

Convergence atteinte a partir de
iteration =

6
La profondeur critique est :

y =
1.5141

Avec la méthode de Newton-Raphson, la premiere des choses et de déterminer la dérivée de la
fonction f(y), c'est-a-dire:

f'(y)=3(3+y)(3y+y72Jz—%j

Soit le processus itératif :
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yz 3 Qz
(3.Vk +2kJ _?(34')’1()

2\2 2
3(3+yk)[3yk+);"] —?g

Vi = Vi —

Soit alors, le script :
f2y=sym(' (3*y+0.5% (y*2))*3-(20*20/9.81) * (3+y) ') ;
df2y=diff (f2y); f2y=matlabFunction (f2y); df2y=matlabFunction (df2y) ;
yintial=1l; y=yintial- (f2y(yintial)/df2y(yintial)); iteration=1l;
while abs(y-yintial)>0.00001
iteration = iteration+l; yintial = y;
y = yintial- (f2y(yintial)/df2y(yintial)) ;
end
disp ('Convergence atteinte a partir de') ;iteration
disp ('La profondeur critique est :');y

Qui permet d’avoir comme résultat :

Convergence atteinte a partir de
iteration =

6
La profondeur critique est :

y:
1.5141

Exercice 7
Construire un script MATLAB afin de résoudre par la méthode de Newton-Raphson le systeme
d’équations non linéaires suivant :

sinx+y*+lnz-7=0 x, =1
2x+2’-2°+1=0 avec comme premiére itération | y, =1
X+y+z-5=0 z,=1

Dans ce systéme,

fl(x, y, z):sinx+y2+lnz—7, fz(x, v, Z)=2X+2y—Z3+1 et f3(x, v, Z):X+y+z—5

Ce qui permet de former le vecteur fonction et la matrice jacobienne :

1
sinx+y*+lnz-7 cosx 2y S

f(x, y, z)=| 2x+2" -2°+1 ,J(x, v, 2z)=| 2 (In2)2” -37°
X+y+z-5 1 1 1

Soit le processus itératif suivant le schéma de Newton-Raphson
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-1

1
X1 ) (X, cosxe 2, z, sinx, + y>+Inz, —7
Vi |Z| Ve |7| 2 (]nz)zyk -3z, 2x, +2% -z +1
Z,, z, 1 1 1 X, +y,+z, -5

Le script suivant montre que ce processus converge rapidement vers la solution (Fig. 3.13) en
tenant compte du critere de convergence.

% Définition de l'itération de départ
x(1)=1; x(2)=1; x(3)=1; x=x"';
for k=1:1000
% Calcul du vecteur fonction
f(1l)=sin(x(1))+x(2)*2+1log(x(3))-7;
£(2)=2*x(1)+2*(x(2))-x(3) *3+1;
£(3)=x(1)+x(2)+x(3)-5;
% Composantes de la matrice Jacobienne
J(1l,1)=cos(x(1)); J(1,2)=2*x(2);
J(1,3)=1/x(3);
J(2,1)=2; J(2,2)=(2*(x(2))) *1log(2) ;
J(2,3)=-3*(x(3)"2);
J(3,1)=1; J(3,2)=1;3(3,3)=1;
% Calcul du nouveau vecteur xPlus
xPlus=x-inv (J) *f';
X(k)=x(1); Y(k)=x(2); Z(k)=x(3);
% Critere de convergence
if abs (xPlus-x)<=0.000001

Xk Yk Zk

-0.6895 | 3.3819 2.3076
0.4600 2.5879 1.9520
0.6424 | 2.3992 1.9584
0.6463 2.3925 1.9612
0.6463 2.3925 1.9612

o|lu| |l wl N~

break —
else \ /
ok \ S/ —a— X
x=xPlus; A / ——
end 05} N .// z
end 1 L I L L ! 1 1 L 1
j=1:numel (X) ; ! 2 : k ) ° :
plot(j,X,'-og',j,Y,"'-*r',3,2,"'-+b"); Fig. 3.13 : Résultats.
Exercice 8

Résoudre le systeme d’équations
xX+x°=9 3x'y-y' =4
En utilisant la méthode de Newton-Raphson. Utiliser (x,, y,)=(1.2, 2.5) comme premiére

itération.

Dans cette exercice, f;(x, y)=x’+xy°-9 et f,(x, y)=3x’y—y’—4. La matrice jacobienne

est:
2x+ y° 3xy°
J(x, Y){ o ]
6xy 3x° -3y

Soit le processus de Newton-Raphson pour la résolution du systeme d’équations :
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(xm j :[xk J_(Zxk +y, 3x.y; ]1 X; + XY, —9
Vi Yk 6x, Y 3X}3_3yi 3X13Yk_yz_4

Soit le script MATLAB pour déterminer la solution suivant ce procédé :

x(1)=1.2;
x(2)=2.5; % x(1) et x(2) sont les composantes initiales
x=x"';

for k=1:1000

% Vecteur fonction
f(1)=x(1)*2+x (1) *(x(2)*3)-9;
£(2)=3*(x(1)*2)*x(2)-x(2)*3-4;

% Matrice Jacobienne

J(1,1)=2*x(1)+x(2)*3;3(1,2)=3*x(1) *(x(2)*2);

J(2,1)=6*x(1)*x(2);J(2,2)=3*(x(1)*2-x(2)*2);

% Calcul du vecteur xPlus

xPlus=x-inv (J) *f"'; k Xk Yk
% Donc, 1 1.2 2.5
X(k)=x(1); Y(k)=x(2); 2 1.2557672 | 1.957991
% Utilisant le critere de convergence 3 1.3228345 | 1.772769
if abs (xPlus-x)==
break 4 1.3361912 | 1.7543637
else 5 1.3363554 | 1.7542352
x=xPlus; 6 1.3363554 | 1.7542352
end 7 | 1.3363554 | 1.7542352
end

j=1:numel (X) ;
pl°t(jlxl '-ob' IjIYI '_*r');

Exercice 9
Les systémes mécaniques réels peuvent impliquer la déviation de ressorts non linéaires. Dans
la figure 3.14, un bloc de masse m est relaché a une distance
h au-dessus d'un ressort non linéaire. La force de résistance
F du ressort est donnée par :

F=—(kd+k,d")

La conservation de I'énergie peut étre utilisée pour montrer
que,

5/2
2k,d +%k1d2 —~mgd —mgh=0

(a) (b)

Résoudre pour d et calculer la force de résistance F.
Sachant que : k, =40000 g/s*, k, =40 g/(szml/z), m=95g, g=9.81 m/s’* et h=0.43 m.

Considérant la fonction :

5/2
_2kd +%k1d2 —mgd —mgh

f(d)
dont sa dérivée :
f'(d)=k,d** +k,d—mg

soit la processus de Newton-Raphson :
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52
£(d) M+1k1d,.2 —mgd, —mgh
d, =d - = 4 =d-—> 2
i+1 i ] i+1 i 3/2
f(di) k,d;"" +k,d;, —mg
Qui peut étre simplifié :
5/2
3k25d,. + ;kldf +mgh

d. . =
" kd? +kd, —mg
Le script MATLAB suivant permet de calculer d et par conséquent la force de résistance F:

k=0;
dintial= 0.1;
dfinal=(24* (dintial”~ (5/2))+20000*dintial*dintial+95%*9.81*0.43) ;
dfinal=dfinal/ (40* (dintial”~ (3/2))+40000*dintial-95*9.81) ;
d(k+1l)=dfinal;
while abs(dfinal-dintial)>0.00000001
k=k+1;
dintial=dfinal;
dfinal=(24* (dintial” (5/2))+20000*dintial*dintial+95*9.81*0.43) ;
dfinal=dfinal/ (40* (dintial”~ (3/2))+40000*dintial-95*9.81) ;
d(k)=dfinal;
end
disp ('Convergence a ') ;k
disp ('La valeur de d en metres est ') ;d(k)
F=(40000*d (k) +40* (d(k)~(3/2)))/1000;
disp ('La force de resistance en Newton est ') ;F

Les résultats obtenus apres I'exécution du script :

Convergence a

k =
4
La valeur de d en metres est
ans =
0.1667
La force de resistance en Newton est
F =
6.6717

Exercice 10
Utiliser la méthode de Newton-Raphson pour trouver la valeur minimale de la fonction :

f(x, y)=x”‘+xy+(1+y)2

C’est un probleme d’optimisation sans contraintes. Pour calculer la valeur minimale d’une

fonction a plusieurs variable f(x, y), il faut résoudre I'équation vectorielle :
Vf=0

Ou, V estl'opérateur gradient, par rapport a une base canonique (ex, ey),
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Vf = gex + qe
ox oy 7
par conséquent,

X

V=0 = ge +ge =0 = g:O et Q:O
ox oy ” ox oy
c’est-a-dire,
4° +y=0 x+2y+2=0
de I’équation,
4x°+y=0 = y=-4x>,alors x—8x*+2=0
Le processus de Newton-Raphson appliqué a cette équation est :
X, —8x; +2 X, —8x; +2

X =X, — < X =X, —
k+1 k k+1 k
: ’ 1-24x7

/

x—8x*+2
( )

X=X,

Pour un choix de x; =0.5 comme premiere itération, soit :

X, -8 +2_ 5_0.5—8x(0.5)3+2

X, =X, — 5 . -—=0.8000
1-24x] 1-24x%(0.5)
X, —8x} +2 0.8-8x(0.8)" +2
X,=x, -2 —2 2_08- ——=0.7097
1-24x, 1-24%(0.8)
_8x+2 0.7097 —8x(0.7097)’ +2
x,=x, - T8 125097 ( Z ~0.6962
1-24x; 1-24x%(0.7097)
_8x’ 0.6962—8x(0.6962)’ +2
x,=x,— X8 T2 66967 ( Z ~0.6959
1-24x; 1-24%(0.6962)
3 0.6959-8x(0.6959)" +2
x,=x,— X852 gg59 ( Z ~0.6959
1-24x; 1-24x(0.6959)

Remarquons que le processus converge vers la solution x=x,=0.6959 par conséquent

y=-1.3479.

Pour (x, y)=(0.6959, —1.3479), f(0.6959, —1.3479)=-0.5824, qui est la valeur minimale

de la fonction f(x, y)=x" +xy+(1+y)2

Si on utilise I'outil symbolique de MATLAB, le tracé de la fonction f(x, y) se fait comme suit

(Fig. 3.14) :

>> z=sym('x"4+x*y+ (1+y)*2"')
>> ezsurf (z)

Le tracé de la fonction f(x, y) montre bien I'existence de son minimum qui concorde

mieux avec le résultat numérique.
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i |

: nyﬂ ﬂm,l :

00 0

S il
g,

i

Fig. 3.14 : Tracé de la fonction f(x,y)=x*+xy+(1+y)2
Exercice 11

Soit le systeme d’équations non linéaires :

sin(xy)—x*—5x—y =0
cos(x+y)+y'—x—6y+2=0

Déterminer la solution du systéeme par la méthode du point fixe, en prend comme premiere
itération (0, 0).

Le systéme d’équations peut étre s’écrit :

X :(sin(xy)—x2 —y)/S

y:(cos(x+y)+y2 —x+2)/6
Soit le processus itératif :

Xin =(Sin(xiy1')_xiz —JVi )/5

avec, | ° =0
i =eos( s )i e2)fs T Lo
Alors,
X, :(sin(xoyo)—xé —yo)/Sz()
v :(cos(x0 + Yo )+ Yo — X, +2)/6:0.5
De méme,

X, :(sin(xlyl)—xf -y, )/5 =-0.1

¥, =(cos(x, +y,)+ y; —x, +2) /6 =0.521264
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De la méme maniere :
x,=—0.116673 y,=0.547381

x,=-0.124963 y, =0.554162
x, =—0.127794 y, =0.556893
x, =—0.128866 y, =0.557878
x, =—0.129263 y, =0.558245
x,=—0.129410 y, =0.558382
x,=—0.129465 y, =0.558432
x,,=—0.129486 y, =0.558451
x,, =—0.129486 y, =0.558451

Alors, la solution approchée du systéme est :

x=-0.129486 y=0.558451
Exercice 12
Soit le systeme d’équations non linéaires suivant :
sinx—x*y* —x*=0,
x> —x+y*=0.
1. Déterminer la matrice jacobienne du systéme et construire le processus itératif de Newton-
Raphson.

2. Montrer que ce systéme peut étre se transformer sous la forme de sinx =x’et donner dans
ce cas le schéma de résolution suivant la méthode de Newton-Raphson de cette équation.
3. Soit x, =—1.20 la premiere itération, déterminer dans ce cas la solution de I'équation

sinx = x° et par conséquent la solution du systéme d’équation.

1. Ce systeme est formé par deux équations et deux inconnus x et y. Alors le vecteur fonction
est formé par les deux fonctions f(x, y)=sinx—x’y*—x" et f,(x, y)=x"—x+y*, par

conséquent la matrice jacobienne est donnée par :

SR

I(x, y)- ox oy :Lcosx—2xy2—4x3 —ZXZy}
o, o, 2x-1 2y
ox oy

Alors le processus itératif de Newton-Raphson pour résoudre ce systeme est:

[Xk+1 ] _ (Xk J (COSXk —-2x,yi —4x) -2x.y, )1 [sinxk X,y —x:]
Vi Yk 2x, -1 2y, Xg =X, + Yy
2. A partir de la deuxiéme équation du systtme x°—-x+y*=0 = y*=-x"+Xx, par

substitution dans la premiere équation du systeme :
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sinx—x*y* —x*=0 = sinx—xz(—x2+x)—x4:0 = sinx+x*-x*-x*=0 = sinx-x*=0
alors, sinx=x"ou, f(x)=sinx—x".

Le processus de Newton-Raphson pour I’équation f(x) =0 est:

. f(Xk) . sinxk—x,f
X1 = Xy f,(xk) = X =X COSXk—3XZ
3. Pour une premiere itération x, =—1.20 soit,
. 3 1 — —( — 3
X, - SIX X o) Sin(EL20)7(F120) g0
cosx, —3Xx, cos(—1.20)—3x(-1.20)
. 3 1 — —(— 3
x—x,- %% (o ggg0) sin(—-0.9989)—(-0.9989) 09353
Cos X, —3X, cos(—0.9989)-3x(-0.9989)
. 3 1 — —( — 3
M L5 Yo sin(-0.9353)—(-0.9353) 9287
COS X3 —3X; cos(—0.9353)—3x(—0.9353)
. 3 1 — —( — 3
ko —x,~ XX (g og7) sin(-0.9287)—(-0.9287) 09286
cosx, —3x; cos(—0.9287)-3x(-0.9287)
. 3 1 — —( — 3
k=, SIS (g o506y sin(—0.9286)—(-0.9286) ___0.9286
€OS X5 —3X; cos(—0.9286)—3x(-0.9286)

Le processus converge des la cinquiéme itération vers la solution x =—0.9286.
par conséquent,

y* =—(~0.9286)" +(~0.9286)=-1.7909 = y=1.3382 i

Exercice 13
Soit un réseau maillé académique formé par cinqg trongons ti, tz, t3, ts et ts de diameétres D1, Do,
D3, D4 et Ds et de longueurs [y, I3, I3, 14 et Is (voir tableau et figure ci-dessous).

i L(m) |D:(mm)]|CcHW
1 9 60 | 130 | [qi=181/s
2 13 40 | 130 | [q:=61/s
3 5 40 | 130 | [qs=81/s
4 5 40 | 130 | [qu=21ss
5 9 60 | 130

1. Etablir le modéle mathématique de ce réseau, sachant que la perte de charge dans une
conduite transitée par un débit Q;est exprimée par la formule de Hazen-Williams.

2. En utilisant la méthode de Newton-Raphson calculer les débits Q1, Qz, Q3, Q4 et Qs dans
chaque trongon.
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1. L'utilisation du principe de la conservation de la masse conduit a établir quatre équations
de continuité suivante :

Neeud 1: g, =0Q, +0Q, +Q,
Neeud 2: Q, =q, +Q;
Neeud 3: Q,+Q, +Q; =q,
Neeud 4: Q, =0, +q,

Le principe de la conservation de la quantité de mouvement permet d’établir deux équations
aux mailles :

Maille I : Ah, —Ah, +Ah, =0

Maille IT : Ah, —Ah, —Ah, =0

A partir de ces équations, soit le systéme d’équations non linéaire a résoudre :

fi(Q @) Qs Qy, Qs)=Q1 +Qz +Q;—-q, =0,
£(Q @) Q) Q. 05)=0Q =0,

£(Q) Q) Q) Q,, 05)=0Q +Q4 +Q5 =
fi(Q Q) @, Q,, Q)=RQ7 —RQ; +R505 =0,
fi(@) @, Q) Q,, Q5)=RQ; —R,Q; ~R,Q; =0.

ou,

3592\ L
R=|=2221 Ji et ¢=1.852
CHW D*

2. Le modeéle mathématique ainsi formé est un systéeme d’équations non linéaires formé par
cinq équations et cinq inconnus Q1, Q2, Q3, Q4 et Qs a déterminer. Le schéma de résolution
numérique de Newton-Raphson est :

Q(’Hl) — Q(k) _ ]*1 (Q(k) )f(Q(k))

avec,
Q™ 0\ " +¢)" 0y
Q)Y g Q- ~q,
Q=g |, QW= |, £(@")=| @+ + 0 ~q,
e e o) e
v 5 R (o) R (o) -n. (o)
et
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1 1 0 0

0 0 0 -1

Wy 1 0 1 1
](Q ) aRl (Qik) )a—l _aRZ (ng) )a—l 0 0 O(RS (Qék) )a—1

aRz (ng) )0"1 —aR3 (ng) )“‘1 _O‘R4 (Qz(mk) )“‘1 0

Soit le script suivant qui permet de résoudre ce probleme pour une distribution initiale des
débits en chaque troncon qui respecte les équations de continuité aux nceuds.

longueur=[9 13 5 5 9]; % en m Diametre=[60 40 40 40 60]; $ en mm CHW=130;
g=[18 6 8 4]; g=q/1000; % en m3/s

for i=1:numel (longueur)
R(i)=((3.592/CHW) ~1.852) *1longueur (i) / ((Diametre (i) /1000) ~4.87) ;
end
% Définition de 1l'itération de départ
Qi=[9 3 6 2 3]; Qi=Qi/1000; % en m3/s

Qi=Qi';
for k=1:1000

% Calcul du vecteur fonction
£(1)=01i(1)+Qi (2)+Qi (3) -q(1); £(2)=0Qi(1)-Qi(5)-q(2);
£(3)=01 (2) +Qi (4) +Qi (5) -q(3) ;
£(4)=R(1)*(Qi(1)"(1.852))-R(2)*(Qi(2)~(1.852))+R(5)*(Qi(5)*(1.852));
£(5)=R(2) *(Qi(2)"(1.852))-R(3)*(Qi(3)"(1.852))-R(4)*(Qi(4)"(1.852));
% Calcul des composantes de la matrice Jaconienne
J(1,1)=1; J(1,2)=1; J(1,3)=1; J(1,4)=0; J(1,5)=0;
J(2,1)=1; J(2,2)=0; J(2,3)=0; J(2,4)=0; J(2,5)=-1;
J(3,1)=0; J(3,2)=1; J(3,3)=0; J(3,4)=1; J(3,5)=1;
J(4,1)=1.852*R(1) *(Qi(1)~(0.852)); J(4,2)=-1.852*R(2)*(Qi(2)"(0.852)) ;
J(4,3)=0; J(4,4)=0; J(4,5)=1.852*R(5)*(Qi(5)~(0.852)) ;
J(5,1)=0; J(5,2)=1.852*R(2)*(Qi(2)~(0.852));
J(5,3)=-1.852*R(3)*(Qi(3)~(0.852)); J(5,4)=-1.852*R(4)*(Qi(4)*(0.852));
J(5,5)=0;
Calcul du nouveau vecteur Qf par Newton-Raphson
Qf=Qi-inv(J) *f';
Q1 (k)=1000*Qi (1) ; Q2(k)=1000*Qi (2); Q3 (k)=1000*Qi (3) ;
Q4 (k)=1000*Qi (4) ; Q5(k)=1000*Qi (5) ;
Utilisation d’un criteére de convergence
if abs(Qf-Qi)<=0.0000001
break

oe

o

else
Qi=0f;
end
end
% Vérification
£1=0f (1) +Qf (2) +Qf (3) -q (1) ; £2=Qf (1) -Qf (5) -q(2) ;
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£3=0f (2) +Qf (4) +Q£ (5) -q(3) ;
£f4=R (1) *(Qf (1)~ (1.852))-R(2)*(Qf (2)*(1.852))+R(5)*(Qf (5)"(1.852));
£5=R(2) * (Qf(2)~ (1.852))-R(3) *(Qf(3)~(1.852))-R(4)*(Qf (4)~(1.852));

L’exécution de ce script permet d’avoir les résultats dans la fenétre “Workspace” de MATLAB.
Soit les débits en l.s'1 apres la résolution du systéeme d’équation par la méthode de Newton-
Raphson qui parcourt chaque conduite :

Q,=99, Q,=3.1, Q,=5.0, Q,=1.0 et Q.=3.1

Pour I’équation au nceud 4 est bien vérifiée avec ces résultats :
Q,=0Q,+q, < 50=10+4

9. Exercices supplémentaires

Exercice 1
Déterminer une solution par la méthode de bissection a une tolérance de 10->, les équations
non linéaires suivantes.

(@ e -3x*=0 (b) X’=x*+x+1 (c)e'=

(d) x=1+0.3cos(x)

x*+1
Exercice 2
Déterminer une racine par la méthode du point fixe de la fonction :

f(x):sin(\/;)—x
(a) Utiliser comme itération initiale x, =0.5 et pour un seuil de convergence ¢, <0.01%
(b) Vérifier que la convergence du processus utilisé est linéaire.

Exercice 3
Montrer que la fonction :

f(x)=cos(x)—xe"
admet une racine unique dans l'intervalle [0, /2]. Expliciter I'algorithme de Newton-Raphson

sur cet exemple.

Exercice 4
Utiliser la méthode du point fixe et de Newton-Raphson pour déterminer une racine de la

fonction f(x):—0.9x2 +1.7x+2.5, pour une premiére itération x,=5 et pour un seuil de

convergence &, <0.01%.

Exercice 5

Déterminer la racine réelle la plus élevée de la fonction f(x) =x’-6x*+11x-6.1:

(a) Graphiquement.
(b) Par la méthode de Newton-Raphson pour x, =3.5.

(c) Par la méthode de la sécante avec x, =2.5 et x, =3.5.
(d) Par la méthode de la sécante modifiée avec x, =3.5, 6=0.01.
(e) Déterminer tous les racines avec MATLAB.
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Exercice 6
Déterminer la plus petite racine positive de la fonction f(x) = 7sin(x)ex -1:
(a) Graphiquement.
(b) Avec la méthode de Newton-Raphson (x,=0.3).
(c) Avec la méthode de la sécante (x,=0.5 et x, =0.3).
(d) Avec la méthode de la sécante modifiée (x, =0.3, 6=0.01).

Exercice 7

Soit un réseau de conduites réalisé dans le laboratoire formé par

trois conduites T1, T2 et T3 de diameétres D1, D, et D3 et longueurs Lj,

L; et L3 (voir figure ci-contre). o l
3

1. Etablir les équations propres a ce réseau (nceuds et maille).
2. Etablir le processus itératif de Newton-Raphson qui permet de
calculer les débits Q1, Q2 et Q3 dans chaque troncon.

Exercice 8 qs¥
Utiliser la méthode de Newton-Raphson pour la racine unique de I’'équation :

x+e ™ cos(x)=0, B>0
Utiliser le processus de Newton-Raphson pour x,=0 et B=1, 5, 10, 25, 50 et expliquer ce
que vous remarquez a propos de la convergence du processus et comparer les résultats quand

Bozoo.

Exercice 9
Soit le systeme d’équations non linéaires :
2 2

Xy —2Xx,—2x;+x, =0

X2 +x,—2x; —1.5x, —0.05=0
Déterminer une solution du systéme en implémentant un script MATLAB utilisant la méthode
du point fixe.
Exercice 10
La chaleur spécifique a pression constante nulle €, en KJ/(kg.K) de I'air humide est liée a la

température T (en °K) par la relation polynomiale :

¢, =0.99403+1.671x107'T +9.7215x10°T* -9.5838x107"'T° +1.9520 10" T*

Ecrire un script MATLAB permettant de :

(a) Tracer €, en fonction de la variation de la température T entre 0 et 1200 °K.

(b) Déterminer la température correspond a ¢, =1.1 kJ/(kg.K).
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Exercice 11

Dans un processus de génie chimique, la vapeur d'eau (H20) est chauffée a des températures
suffisamment élevées pour qu'une partie importante de l'eau se dissocie ou se sépare pour
former de I'oxygéne (02) et de I'hydrogeéne (Hz) :

2H,0 2 2H2 + 02

Si l'on suppose que c'est la seule réaction impliquée, la fraction molaire x de H20 qui se

K- X prt
1-x\2+x

ou K est la constante d'équilibre de la réaction et p, est la pression totale du mélange. Si

dissocie peut-étre représentée par

p, =3 atm et K = 0.05, déterminer la valeur de x.

Exercice 12
L’équation d’état de Redlich-Kwong est exprimée par :

_ RT a
v-b v(v+b)\/7

avec R, constante universelle du gaz (= 0.518 kJ/(kg.K)), T, température absolue (en K) et v, le

p

volume d'un kg du gaz (en m3/kg).
a et b sont deux parameétres peuvent étre calculés par:

2m2.5
a:0.427R L , b:O.0866RTC
pc pC

ou, p. =4600 kPa et T, =191 K
Déterminer la quantité de méthane qui peut étre détenu dans un réservoir de 3 m3 a une

température de -40 °C et a une pression de 65000 kPa.

Exercice 13
L'équation de Manning s’écrit pour un canal rectangulaire a surface libre,

_ i(sH)”
n(B+2H)"
avec, Q le débit, I la pente du canal, H la profondeur et n le coefficient de rugosité de Manning.

Développer une méthode du point fixe pour calculer la profondeur H pour Q = 5 m3.s'!
[1=0.0002, B=20m et n=0.03.

Exercice 14
Soit 'équation, x*=2"
Monter avec I'outil symbolique de MATLAB que cette équation possede trois racines et utiliser

le processus itératif de Newton-Raphson pour déterminer la racine existant dans l'intervalle
[-1,0].

-92 -



Chapitre 4.

Interpolation numérique et approximation

La théorie de l'interpolation est considérée comme la fondation du développement des
méthodes numériques du calcul différentiel, intégrale, la théorie des approximations et la
résolution numérique des équations différentielles.

1. Motivation

Soit un ensemble de données (entrée-sortie) {(xi, yl.), i=0,1, ..., n} avec x, € [a, b],

n+1valeurs distinctes ou nceuds. La question qui se pose, quelle est la valeur de y pour une

donnée x#x, ?

Pour répondre a cette question, il y a pas mal de méthodes en mathématiques ; I'interpolation
numérique et la régression.

2. Quelques notions essentielles sur I'algebre des polynomes
Dans I'’ensemble des nombres réelles, un polynéme de degré n est exprimé par :

n
_ k _ n n-1 ,
P(x)=) ax"=ax"+a,x""+- +ax+a,
k=0
- Lasuite, a,, a,, ..., a,, et a, constitue les coefficients du polyndme P, (x).
- L’ensemble des polynémes constitue un espace vectoriel dans R ou P, (X) est un vecteur
de coordonnées (ao, a, ..., a,,, an) dans le repére de base (1, X, ..., x"1, x").
- Un polynome de degré n, a n racines dans I'ensemble des nombres complexe.
- Sin, r, .., r,, etr, lesracines du polyndme P,(x), alors,
n

Pn(x):H(x—rj):(x—rl)(x—rz)...(x—rH)(x—rn)

j=1
3. Interpolation de Vandermonde
Etant donnée I'’ensemble {(xl., yl.), i=0,1, ..., n} avec x, € [a, b], n+1valeurs distinctes,
cherchons un polynéme de degré n sachant que :
P(x)=y, Vie{0, 1,2, ..., n}
c’est-a-dire,
yi=ax'+a, X"+ +axvax, +a,, Vie{0, 1, 2, ..., n}
L’équation Pn(x,.):yl., conduit a un systeme d’équations linéaires dont les inconnus sont les

coefficientsa,, a,_,, a_,, ..., a,, q, :
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n n-1 n-2
Xo Xp Xo X, 1 a, Yo
n n-1 n-2
X X X3 ceoxy 1ja | |
n n-1 n-2
X, X, X, - x, 1A a v,

La matrice carrée du systeme d’équations est appelée la matrice de Vandermonde. Son
déterminant est explicité par :

n+1

I1 (x,.—xj):&O

i, j=1, i#j

Pour construire P, (x), il suffit de résoudre ce systeme et obtenir les valeurs des coefficients

a, a ,, a,,, ... a, a,.SoitI'exemple :
x | o | 1 | 2
v Io1r o3 7

Le polyndme qu'’il faut chercher ici est de degré 2 c’est-a-dire :
P,(x)=ax*+bx+c
par conséquent,
P(x,)=y, = ax;+bx,+c=y, = c=1

-

P(x,)=y, = ax;+bx,+c=y, = a+b+c=3 =

a o Q
Il
=R R

P(x;)=y, = ax;+bx,+c=y, = 4a+2b+c=7

alors,
P(x)=x"+x+1
MATLAB construit la matrice de Vandermonde a partir d'un vecteur des nceuds x par la
fonction vander (x) et calcul son inverse et par conséquent la résolution du systeme
d’équations. Pour I'exemple précédent :
> x=[0 1 2]; y=[1 3 7];
>> A=vander (x)

A =
0 0 1
1 1 1
4 2 1
>> Coefficients=inv (A) *y'
Coefficients =
1
1
1

La technique d’interpolation de Vandermonde nécessite la résolution d’un systeme
d’équations linéaires et par conséquent l'inversion de la matrice, et par conséquent
I'obtention d’'une solution approchée tres précise plus un temps de calcul. Le systéme obtenu
suite a l'interpolation de Vandermonde peut étre mal conditionné et par conséquent les
coefficients obtenues suite a la résolution de du systeme linéaires sont loin de la réalité
voulue. Pour cette raison d’autres interpolations seront utilisées.
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4. Interpolation de Lagrange
Soit deux points {(xi, y), i=1, 2} et cherchons un polynéme d’interpolation qui sert a
déterminer y a partir de x; <x <x, sous la forme:
Ll(x) et L, (x)
qui sont les coefficients de pondération de Lagrange Ll(x) y, est I'équation de la droite qui

passe par les points de coordonnées (x,, y,) et (x,, 0) et L,(x)y, est I'équation de la
et (

droite qui passe par les points de coordonnées (x,, 0) x,, ¥,) (Fig. 4.1).
AY

Y2

J1i

V><

Fig. 4.1 : Interpolation de Lagrange.

c’est-a-dire,

X—X X—X
_ 2 _ 2
L, (x)y1 = y, = L (x) =
X=X, X=X,
X—X X—X
_ 1 _ 1
Lz(x)y2 = y, = Lz(x)—
X, =X X, =X
par conséquent,
X—X, X—X,
Y= it Y
X; =X, X, =X,

C’est la formule d’interpolation linéaire de Lagrange. Cette interpolation est la méthode la
plus simple pour estimer la valeur prise par une fonction continue entre deux points. Cette
technique était d'un emploi systématique lorsque 1'on ne disposait que de tables numériques
pour le calcul avec les fonctions transcendantes : les tables comportaient d'ailleurs a cet effet
en marge les “différences tabulaires”, auxiliaire de calcul servant a l'interpolation linéaire.

Suivant la méme stratégie, la formule d’interpolation de Lagrange passant par les points

{(xi, y,), i=0, 1, 2} (x, distincts) est exprimé par :

(x—x,)(x—x,) .\ (x—x,)(x—x,) (x—x,)(x—x,)

- (Xo _X1)(Xo _Xz)yo (X1 _XO)(XI _Xz)y1 +(X2 _Xo)(xz _X1)y2
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Alors, étant donnée l'ensemble {(xl., yi), i=0,1, ..., n} avec X; € [a, b], n+1valeurs
distinctes, le polyndme d’interpolation de Lagrange est exprimé par la formule :
n noo(x—x
(x-S (x) avee 1,(x)= [T %)
=0 k=0, k=j (X]. _Xk)

Les coefficients de pondération de Lagrange L, (x) peuvent étre exprimés comme suit :

n n

T U VA | (G
R L o

k=0, kj I .(xj—xk) (x—xj) I .(Xj—Xk)
k=0, k#j k=0, k#j
soit,
w(x)=TT(x=x)=(x-x)(x-x)(x XZ)"'(X_XJ)"'(X_Xn)
k=0
alors,
B n ~ d B n i ~ l//'(X)_ n 1
lnw(x)—;ln(x x,) = Xlnl//(x)—; Xln(x x,) < o) Bxx,
ou,
oy ()
"’(x)‘k=ox—xk
alors,
' noy(x n
W(x]):zx(_;) ~(x,-x) (o, =), =, ) (%, ~ %, ) (x5, -x)= TT (x,-x,)
k=0 X Kk k=0, k=j
finalement,
v
v
Il est clair que,
Lj(xi)zéij

0, estle symbole de Kronecker (6; =1 si i=j, J,=0sinon)

Notons que la forme des coefficients de Lagrange est invariante par rapport a une
substitution linéaire entiére x =at + £ (ou « et f sont des constantes et « #0). En effet,

x,=at,+p (j=0,1, 2, ..., n)

alors,
Vk=0,1,2..,n x-x,=a(t—t,) et xj—xkza(t].—tk)
donc,
[T (-x) @ T (e-6)  Tl(e-t) 8
Lj(x)= k:or,l k#j _ k:Or,] k#j _ k=0 . _ 4 : ELj(t)
H (Xf_xk) a’ H (tj—tk) (t_tf) H (tj—tk) (t_tj)w (tj)
k=0, k=j k=0, k=j k=0, k=j

Dans le cas des nceuds uniformes dont le pas de discrétisation h, c’est-a-dire :
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Xx=x,+th ett;=j

alors,

(£ =t(e-1)(e-2)-(t-n)
() =(t =t e =) (=)t )6 -t)
v'(6;)=i(-1)3-2:1:(-1)-(-2):(-3)-(j=n) = (1) (n= )}
v'(t)=(-1)" ji(n-j)!

B R I W L R
Lj(t)_(t—j)j!(n—j)!_n! () (—j , C, j!(n—j)!

par conséquent le polyndme d’interpolation de Lagrange est déduit ainsi par :
Ly (X) & i €
P (x)=—="2(-1) Y

n
| n < _
nt h" 3 X—X;

aussi,

c’est-a-dire,

alors,

Soit,

l//(X) est un polynome de degré n+1, il est de la forme :

y/(x) =x""+ Zn:anx”
7=0
La (n+1)-ieme dérivée de l//(x) est:
A (x)=(n+1)!
Soit la fonction Interp2Lagrangequi permet I'estimation de Y par interpolation a partir

de X donnée, sachant que le polyndme d’interpolation passe par les points dont les abscisses
et les ordonnées sont données respectivement par les vecteurs x et y.

function Y Interp2lLagrange (x,y,X)
$Input : x [0 x1 ... xN], vy = [y0 yl ... yN], X = Valeur donnée
%Output: Y = Valeur interpolée correspond a X
N = length(x)-1; % Le degré du polyndme
if length (y)~=N+1
error('les dimensions de x et de y sont différentes ')

end
1=0;
for m = 1:N + 1

P=1;
for k = 1:N + 1
if k ~=~m, P = conv(P,[1 -x(k)])/(x(m)-x(k)), end

end

l1=1+ y(m)*P; & Coefficients du polyndéme de Lagrange
end

Y = polyval(1l,X);
L’application de cette fonction se fait comme suit :

| >> x=0:3; y=[1 7 35 103];

-97 -



Interpolation numérique et approximation

>> X=1.5;
>> Y= Interp2Lagrange (x,y,X)
Y =

17.1250

4.1. Méthode de Van Wijngaarden-Dekker-Brent
L’interpolation de Lagrange est utilisée comme un outil pour améliorer de la solution des

équations non linéaires f (X) =0 sans calculer les dérivées de celle-ci. C’est la méthode de Van

Wijngaarden-Dekker-Brent (Forsythe et al, 1977 et Brent, 1973) qui est un algorithme
combinant la méthode de la bissection ou la méthode de la sécante avec l'interpolation de
Lagrange inverse de second degreé.

On construit trois suites de points a,, b, et c, avec f(a,).f(b,)<0 et

C, = a"—;b", avec la méthode de la bissection
c,=a —%f(a ) avec la méthode de la sécante
k k k)
f(a,)-f(b,)
A chaque itération, on évalue l'interpolation de Lagrange inverse, c’est-a-dire :
(y_f(ak ))(y_f(ck ))bk (y_f(ck ))(y_f(bk ))ak (y_f(bk))(y_f(ak ))Ck

. (f(bk)—f(ak))(f(bk)—f(ck))+(f(ak)—f(ck))(f(ak)—f(bk))+(f(ck)—f(bk))(f(ck)—f(ak))

Pour y =0 soit,

( ) f ()b
(F(B)=f(a))(f(B)~f(e)) (f(a)=f(c))(f(a)-f(B)) (f(e)=F(B))S(er)=f(a))

X, =

Qui s’écrit encore sous la forme :

P

_ k
X, =b +—
k

Les quantités P, et @, sont déterminées par les relations :
P, =(R.—T,)S, T, (¢, —b.)-(1-R,)S, (b, —a,)
et
Q= (Tk _1)(Rk - 1)(Sk - 1)

_f(B) _f(b) o :f(ak)
) T ) S T e

L’expression PB,/Q, est un résidu qui diminue a chaque itération k, et par conséquent la

avec

convergence vers la solution de I'équation f(x)=0.

Soit les deux fonctions BrentBissection et BrentSecante utilisent l'interpolation

inverse quadratique de Lagrange dans la résolution de I’'équation non linéaire f(x) =0 ou sa

solution existe dans l'intervalle [a, b].
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function [x,k] = BrentBissection(f,a,b,varargin)

f, nom de la fonction tel que £ (x)=0

, b), intervalle de la solution de f(x)=0 (a < b)
, solution de 1l'équation £ (x)=0

, nombre d’intervalles subdivisés

o0 o° o
AR

oe

if nargin<3,error('a la limite 3 arguments sont nécessaires') ,end
if ~(b>a) ,error('Attention, il faut que a < b'),end

eps=0.000001; % Définition de la précision souhaitée

for k=1:1000
c=(at+b)/2;
R=f (b,varargin{:})/£f(c,varargin{:});
S=f (b,varargin{:})/£f(a,varargin{:});
T=f (a,varargin{:})/£f(c,varargin{:});
P=(T* (R-T) * (c-b) - (1-R) * (b-a) ) *S;
Q=(T-1)*(R-1) *(S-1); =x(k)=b+(P/Q);
if abs(f(x(k) ,varargin{:})) <= eps
break
end
if f(a,varargin{:})*f(c,varargin{:})<0
b=c;
else
a=c;
end
end
x=x (k) ;
end

function [x,k] = BrentSecante(f,a,b,varargin)

Les Entrées

f, nom de la fonction tel que f(x)=0

(a, b), intervalle de la solution de £(x)=0 (a < b)
Les Sorties

x, solution de 1l'équation £ (x)=0

k, nombre d'itérations jusqu'a la convergence

o

o

o0 o0 d° oP

if nargin<3,error('a la limite 3 arguments sont nécessaires') ,end
if ~(b>a) ,error('Attention, il faut que a < b'),end

eps=0.000001; % Définition de la précision souhaitée

for k=1:1000
c=(a*f (b)-b*f(a))/(£(b)-£f(a));
R=f (b) /£ (c);
s=f(b)/£f(a);
T=f(a) /£ (c);
P=(T* (R-T) * (c-b) - (1-R) * (b-a) ) *S;
Q=(T-1) *(R-1) *(S-1) ;
x (k)=b+(P/Q) ;
if abs(f(x(k))) <= eps
break
end
if £(a)*£f(c)<0
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A titre d’exemple, soit a chercher la racine de la fonction f(x)=(5-x)e* -3 dans l'intervalle

[4, 6], c’est-a-dire :

>> f=@(x) (5-x).*exp(x)-3; >> f=@(x) (5-x).*exp(x)-3;
>> [x,k] = BrentBissection(f,b4,6) >> [x,k] = BrentSecante(f,64,6)
X = X =
4.9794 4.9794
k = k =
10 23

Remarquons bien qu’il y a une nette amélioration dans le nombre d’opérations effectués entre
la méthode de la bissection (resp. Regula-Falsi) vue dans le chapitre précédent section 2
(resp. 6) et la méthode de de Van Wijngaarden-Dekker-Brent.

5. MATLAB et les polynomes
Soit le polyndme P,(x)de degrén:

_ n n-1 2
P(x)—anx +a, ;X" +--+a,x"+a,x+a,

n

Dans MATLAB le polynéme Pn(x) est défini par ces coefficients a,, a,_,, a

n-1’

s 4 @, 4, SOuS
forme d’un tableau comme suit :

>> Pn=[a, a,-1 an-2 . . . ai apl

La fonction roots (Pn) permet de déterminer numériquement tous les racines du
polyndme, soit par exemple :
P,(x)=3x>+2x"+x+1

>> P3=[3 2 1 1]; % composantes ou coefficients du polyndme
>> roots(P3) % fonction de détermination des racines du polyndéme
ans =

-0.7839 + 0.0000i

0.0586 + 0.64951

0.0586 - 0.64951

Il est possible de construire un polyndome a partir de leurs racines a I'aide de la fonction
poly quirenvoie le vecteur des coefficients du polynéme. Soit I'exemple :

>> r=[-2 2 1 3]

r =
-2 2 1 3
>> P4=poly (r)
P4 =
1 -4 -1 16 -12

C’est-a-dire, ce polynome est:
P,(x)=x"—4x’ —x* +16x 12
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Pour calculer le polynome a une valeur X (X peut étre un vecteur ou tableau), il suffit
d’utiliser la fonction polyval avec comme arguments, le vecteur des coefficients et la valeur
de X, soit!'exemple :
> X =[1.5 2.5 ; 4 5]

X =
1.5000 2.5000
4.0000 5.0000
>> P2X = polyval (P4,X)
P2X =
1.3125 -1.6875
36.0000 168.0000

Soit @, (x)un polyndme de degré m, c’est-a-dire :
Q,(x)=b, X" +b, X" +---+b,x* + b x +b,

Le produit P,(x).Q, (x) est un polyndme de degré n+m. Avec MATLAB ce produit s’effectue
avec la fonction conv apres avoir entré les deux vecteurs coefficients de chaque polynome :

>> On=[an an-1 an-2 . . . al a0];
>> Om=[bm bm-1 gm-2 . . . bl b0];
>> PQnPlusm=conv (Pn, Qm)

Il est possible de diviser un polyndme par un autre, mais certaine division posseéde un
reste. Si D(x) est le résultat de la division de P,(x)/Q,(x) et R(x) le reste de la division
alors:

P,(x)=Q,(x).D(x)+R(x)

La fonction deconv de permet de fournir les résultats de la division D et le reste R comme
suit :
>> [D,R]=deconv (Pn,Qm)

La division s’effectue surtout quand n>m , dans le cas contraire, MATLAB vous donne D=0

et par conséquent R=Pn.

Il est possible de dériver et intégrer un polynome P, (x) La dérivation (resp. I'intégration)

d’'un polyndéme de degré n est aussi un polynome de degré inférieur n-1 (resp. supérieur n+1)
se fait avec la fonction polyder (resp. polyint), soit:

>> Pn = [an an-1 an-2 . . . al a0];
>> diff2Pn = polyder (Pn)
diff2Pn =
n*an (n-1)*an-1 (n-2)*an-2 . . . al
>> int2Pn = polyint(Pn, k)
int2Pn =
an/(n+l) an-1/n an-2/(n-1) . . . al/2 a0 k
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6. Interpolation de Newton, méthode des différences divisées
Le polynome d’interpolation de Lagrange présente certaine élégance dans sa forme. Une
fois établit, ce polynéme n’est pas flexible, c’est-a-dire I'ajout d’'un point (XM, ym) par

exemple nécessite la reconstitution du polynéme. Soit f (x) une fonction infiniment dérivable

sur un intervalle I = [a, b]. Etant donnée un polynéme d’interpolation P, (x) des k+1 points
{(xi, V. :f(xi)), i=0,1, ..., k}. Le polyndme d'interpolation P, (x) des k+2points

{(xi, Vi :f(xl.)), i=0,1, ..., k, k+1} peut étre exprimé, par la relation récurrente :

Pk+1(X):Pk(X)+C(X)
Le terme de correction C(x) est un polynéme de degré k+1.

P..(x)=P(x,)+C(x;) & y,=y,+C(x;,) = C(x,)=0,Vi=0,1, ...,k

et,
P (Xk+1 ) =V = f(Xk+1)
par conséquent, le polynome C(X) peut étre considéré comme :

C(x) :ak+1ﬁ(x—xj)

j=0
soit finalement,

P, (x) =P, (x) + akﬂﬁ(x —x].)

=0
Il est trivial que si k=0 (polyndéme constant), P,(x)=a, = a,=y, .

D’apres la formule précédente, le polynome P, (x) est:

Pl(x):PO(x)+allj<x—xj):a0+a1(x—x0)

Y17 _ Vi~ Vo :f(Xl)—f(XO)

X=X, X=X X=X,

P1(X1):y1 :a0+a1(X1 _Xo) = a, =

De méme le polyndme P,(x) est obtenu par :

P,(x)=P(x)+a,(x—x,)(x—x,)=a, +a,(x—x,)+a,(x —x,)(x —x,)

y,—a,—a,(x,—x
P(x,)=y, © y,=a,+a,(x,—X,)+a,(x,—x,)(x,—x,) = a,= (Zx —Ox )E)(( Z_X ;)
2 0 2 1

ou bien,
YVo=Y1 = Vo f(XZ)_f(Xl)_f(Xl)_f(XO)
X,—X, X, —X, X, — X, X, — X,
a, = =
X; =X X, =Xy
notons par:

— f[x1]_f[xo]

X =X,

f[XZ’ X1]_f[x1' Xo]

X, —X

f[xi]zf(xi)’ f[xo’ X1]

et f[x,, x;, X,]=
2 0
alors,

a, = fIx,], a,=flx,, x,], a,=f[x,, x;, x,], ..., a,=f[x,, X, X,, ..., X,]
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par conséquent,
PO(X)=f[X0], Pl(X)=f[X0]+f[X0, Xl](Xl _Xo)
PZ(X):f[Xo]+f[Xo' X1](X1 _X0)+f[xo' X1 Xz](X_X1)(X_X0)

Pn(x):f[xo]+f[xo’ X1](X_X )+f[X » Xy X (X Xy ( )
HfTor iy Xy oo Xas X,](X =) (x—xn_l)

Qui s’écrit aussi sous la forme compacte :

P,(x)= Z{f[xo, L Xy xk]ﬁ(x—le)}

k=0
Les quantités, f[x,], flx,, x,], flx,, x,, x,], === et f[x,, X;, X,, ..., X,] sont appelées les

différences divisées de la fonctions f(x) au valeurs (x,, X;, X,, ..., X,).

Tab. 4.1 : Différences divisées.

X; flx;] fxers %] X0 x4, X flxs, X0 x5, X]
Xo f[xo]zao
N _
y flxo, x,]=a, -
X, f[xl] /v f[xo* Xy Xz]Eaz
N flx,, x,] >f[x0, X, X,, X;]=qa,
7 .
X, fIx,] ~ flxy, x5, %3]
Sl x]
X; flxs]

Les expressions généralisées des différences divisées sont :
fIxi1-fIx;]
f[xi]:f(xi)r f[Xi' X']_X— flx X, i]

flxo X1 flx, x ] flx;, x1-fIx, X1

X, —X, X, —X

flx,, %, x,]=

flx,, x,, ... x1-flx,, X0 -0 X, 5, X, 4]
e

Vu l'unicité du polynéme d’interpolation, la comparaison avec '’expression du polynéme
d’interpolation de Lagrange (Phillips et Taylor, 1996), f[x,, x,, ..., X, ,, X,] est peut-étre

exprimée par:

flxg, X4 oo0s X, Xn]:Zn:an
i:OH(Xi—xj)

J=0
Atitre d’exemple, s
f[Xo' Xi) Xz]: f(xo) + f(xl) + f(XZ)

—_
5
o
|
H><
N
—_

Xy _Xz) (Xl _Xo)(x1 _Xz) (Xz _Xo)(xz _X1)
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Le tableau ci-dessus (Tab. 4.1) montre comment se fait le calcul pratique des différences
divisées et comment les coefficients q,, a,, a,, ..., a, peuvent étre choisis.
Soit 'exemple,
x | 1 | 4 | 6 | 5
yio | 0 ]1386294 1791759 | 1.609438

le polyndme d’interpolation est :

P3(x):a0+a1(x—1)+a2(x—4)(x—1)+a3(x—6)(x—4)(x—1)

Les différences divisées de sont :

flx,1=0, fIx,, X1]=M=0.4620981

_1.791759-1.386294 _ 1.609438-1.791759

flx,, x,]= e 4 =0.2027326, f[x,, x,]= -y =0.1823216
flx,, %, x,]= 0.2027326-0.4620981 __0.05187311
6-1
flx,, %, x,]= 0.1823216-0.2027326 —0.02041100
5-4
—0.02041100—(—0.05187311)
flxy, x5 x,]= =1 =0.007865529
Soit le tableau des différences divisées (Tab. 4.2).
Tab. 4.2 : Différences divisées.
X; SIx:1 SIxi 1, %] SIx o0 X0 X1 SIxi 3 Xip X, X;]
1 0.000000
4 1.386294 0.4620981
6 1.791759 0.2027326 -0.05187311
5 1.609438 0.1823216 -0.02041100 0.007865529

L’expression du polynome d’interpolation est donc :

P, (x)=0+0.4620980 (x—1)—0.0518731 (x—4)(x—1)+0.0078654 (x—6)(x —4)(x 1)
Par exemple, l'interpolation de P,(2)=0.6287674 .

La fonction InterpNewtonForwardDd, permet de construire le tableau des différences
divisées avant a partir des vecteurs donnée x et y et d’estimer le vecteur Y par interpolation
pour un vecteur donnée X.

function [Y,TableDividedDifferences] = InterpNewtonForwardDd (x,y,X)
Entrées du modele d'interpolation: x = [x0 ... xN] et y = [y0 ... yN]
X = Vecteur donné, Y = Vecteur interpolé correspond a X
TableDividedDifferences: Tableau des différences divisées avant

= length(x) ;

if numel (y)~=n

o° o° o°

o]
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error('les dimensions de x et de y sont différentes ')

end
for indice=1l:numel (X)
a(l) = y(1);

for k=1 : n-1
d(k, 1) = (y(k+1) - y(k))/(x(k+l) - x(k));
end
for =2 : n-1
for k =1 : n - j
d(k, j) = (d(k+l, j - 1) - d(k, j - 1))/ (x(k+j) - x(k));
end
end
for j =2 : n
a(j) =d(, j-1);
end
Df(1l) = 1; c(1)
for j =2 : n
Df (j)=(X(indice)
end
end
d(numel(y) ,1: (numel(y)-1))=0;
TableDividedDifferences=[y' d];
Y=sum(c) ;
end

a(l);

x(j-1)) .* Df(j-1); c(j,indice) = a(j) .* Df(J);

Soit les données du modele d’interpolation :
x=[1 4 6 5]; y=[0 1.386294 1.791759 1.609438]; X=[1.5 3 5.3];
L’exécution de la fonction conduit a :

>> [Yinterpole,TableauDd]=InterpNewtonForwardDd (x,y, X)

Yinterpole =
0.3401 1.0751 1.6663
TableauDd =
0 0.4621 -0.0519 0.0079
1.3863 0.2027 -0.0204 0
1.7918 0.1823 0 0
1.6094 0 0 0

L’expression précédente du polynéme Pn(x), elle peut étre écrite sous la forme compacte

suivante :
n k
Pn(x):Z{f[xo, Xy, Xy one) xk]H(x—le)}
k=0 j=1
Qui prend en considération le parcours avant des couples (xl.,f,.), i=0,1, 2, ..., n elle est

appelée la formule d’interpolation de Newton en différences divisées avant. Si par contre le
parcours prise en considération des couples est  arriere, c'est-a-dire

(x,,f)), i=n, n=1, n—2, ..., 0, alors le polynéme P,(x) peut étre exprimé par :
Pn(x):f[xn]+f[xn’ Xn—l](x_xn)+f[xn’ anl’ Xn—l](x_xn)(x_xnfl)—k.”
+ fIX0 Xo1s X0 oo X Xl(x—X,)(x =X, )-(x—x,)

et s’écrit sous la forme compacte,
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n

RI(X):Z{f[Xnk’ Xpks1r Xpokazr =00 H( X, j+1)}

k=0 j=1
C’est la formule d’interpolation de Newton en différences divisées arrieres.
Dans le cas ou les abscisses (xl., i=0,1, ..., n) sont équidistants (nceuds uniformes),
c’est-a-dire :
X, =x_,+h=x,+ih, Vi=1, 2, ..., n et h=Cte

Dans la formule d’interpolation de Newton en différences divisées avant, le terme :

Fix,, Xl]:f()ﬁ)_f(xo)zﬂ_fo :A_fo = Af,=hf[x,, x,]

X, —X, X, —-x, h

alors,

Azfo =Af, - Af, = hf[x,, x,]-hf[x,, Xl]:h{f[xp x,1- flx,, X1]}
f[X1' Xz]_f[xo’ Xl]:2h2 f[le Xz]_f[xo' X1]
2h

X; =Xy

A2f0=h~2h =2h2f[X0' X1, X,]

Suivant le méme raisonnement (Whittaker et Robinson, 1944),

k k
A f k!-h f[ Xiv Xii1r Xigr ooy Xi+k] = f[Xw Xi1r Xiggr oo Xi+k]:_

Pouri=0,

1 A*f,
f[XO, Xl, XZ’ ceey Xk]zﬁh—ko
La formule d’interpolation de Newton en différences divisées avant devient dans ce cas :

QOB NIESS | ()

k=0 =1

Soit le changement de variable x=x,+sh = x-x, =(x0 +Sh)—(X0 +(j—1)h) =(s—j+1).

par conséquent,

)3 LS b Yo | S LS Lo )

k=0 j=1 k=0 j=1

ou,

P (x)= ns(s—1)s— ) (—k+1)Aka

k=0

or,

s(s—l)(s—Z)---(S—k+1)= S

k! |k

alors,

P, (x)= kio(ZjAkfo notée par p/ (s)
p/ (s) est la formule d’interpolation de Gregory-Newton progressive (Whittaker et
Robinson, 1944).
De méme, dans la formule d’'interpolation de Newton en différences divisées arriéeres, le
terme :
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R AL AL R A AR A R

X —X X, —X,

n n-1

alors,

V2, =V, =V =hflx, x,,1-hf1x,, x,,1=h{flx,, X1 fx, .. X1}

vZﬁ] :hZh f[xnr Xn_1]_f[xn—1i Xn_z] :ZhZ f[xnr Xn_l]_f[xn—ll Xn—Z] :2h2f[xn; Xn_1, Xn_z]
2h X, —X,,
Suivant le méme raisonnement (Whittaker et Robinson, 1944),
1 V¥F
VEf =k fIX 0 X Xiiear o0 X1 =[x Xiiinr Xigcgr oo Xi]zz hkﬁ
Pouri=0etk=n,
1 V*f,
fIx,, X, 10 X, 50 oo XO]—E e

La formule d’interpolation de Newton en différences divisées arrieres devient :
1 vk f
) S LY LT T
k=0 ] 1

soit le changement de variable x =x, + sh, alors
X=X, i, (x +nh+sh) (x0+(n—j+1)h):(5+j_1)h

par conséquent,
P (x)- z{ﬁvfjn(w 1)} z{;vfhkn(w 1)}

' L s(s+1)(s+2)(s+k-1)_,

B(x)=2, x v,

k=0

on pose s=-v, alors,

—v(—v+1)(-v+2)--(-v+k-1) :(_1)k v(v-1)(v—-2)--(v—k+1) (_1)1((VJ

k! k

Soit,
—S
P (x)= (—1)}(( . ijf" notée par p, (s)
0
pf{’ (S) est la formule d’interpolation de Gregory-Newton régressive (Zwillinger, 2003).

7. Interpolation inverse

Etant donnée I’ensemble de points de coordonnées {(x,., yi), i=0,1, ..., n} avec x,, n+1

valeurs distinctes. Il est possible de construire avec la méthode d’interpolation de Lagrange
ou de différences divisées de Newton un polynéme d’interpolation inverse et d’estimer x a
partir de y comme suit :
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P,(y)= 7yl f o (Y =30)+ " o Y1 YI(¥=yo)(y=1)+-
+f 7 Wor Yir Var o0 Y)Y =Yo) (V= Yus)
8. Existence et unicité du polynome d’interpolation

Trois méthodes d’interpolation polynomiale ont été traitée (Vandermonde, Lagrange et
différences divisées de Newton) afin donc de déterminer le polynéme Pn(x)de degré n qui

passe par n+1points de coordonnées {(x,., y,), i=0,1, ..., n}, ceci permet de justifier
'existence du polynéme d’interpolation.
Soit Pn(x) et Qn(x) deux polynémes d’interpolation de I'ensemble des points
{(x,., y,), i=0,1, ..., n} c’est-a-dire :
Vi=0,1,..,n P(x)=y et Q(x)=y, = P(x)=0,(x)

Ce qui permet de dire que le polyndme d’interpolation est unique et quel que soit la
méthodologie utilisée.

9. Erreur d’interpolation

Avant de donner une estimation de I’erreur, soit le théoreme suivant :

f(e)=0, Vi=0,1, .., nn+l = 3I¢& tel que f/(&)=0, Vj=0,1, .., n

Pour démontrer ce théoréme, il suffit d’appliquer le théoreme de Rolle entre deux zéros

consécutifs de f(x). Par conséquent, si en plus la fonction f(x) est n+1fois dérivable il
existe au moins ¢ tel que f("”)(g):O.
Soit  x,, X;, ..., x,des valeurs réelles distinctes (appelées aussi nceuds) et

v,=f(x;), Vi=0, 1, ..., n,le polynéme d'interpolation de P,(x) est exprimé par la méthode

de Lagrange :
R(x)= 3 (x,)1,(x)
=
Pourunréel x#x, Vi=0, 1, ..., n,l'erreur d'interpolation est :

B(x)=(x)=R.(x)= F ()= 27 (1)1, (x)

il est clair,
si x =x, alors, E(xi):f(xi)—P (XI.):0

considérant,

et la fonction,
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G(x) est n+1 fois dérivable car E(x) est n+1 fois dérivable, par conséquent et suivant le

théoréme précédent il existe au moins & de l'intervalle I =[infx, supx] tel que, G("”)(g):O.

avec,

infx=min(x,, x,, ..., x,) et supx=max(x,, X, ..., X,)
or,

(n+1)

(1) (N ) oy Y (x) (1) _("+1)!

G (x)=E"" (x) OR E(t)=E""(x) v (0) E(t)
alors,

£1) _(”+1)'E 0 (n+1) _("+1)'E _o

-0 -0 o - e

soit,

E<t>=(,%))!f<"“><s>

Voyons les choses d'une autre fagon. Soit ¢ un réel différent des nceuds x,, x,, ..., x,, le

n’

polynéme d’interpolation par la méthode des différences divisées est :

Pn+1(X)=f[XO]+f[XO, X1](X_Xo)+f[xo' Xy, Xz](X—XO)(X—Xl)-i--"
+ flxo, Xy0 Xy o0y X, t](x—xo)---(x—xn)
c’est-a-dire,
Pml(x):Pn(x)Jrf[xO, X;, Xy, ooy X, t]l//(X)
P,(x), estle polynome d'interpolation des nceuds x,, x,, ..., x, et P, (t)= f(t), alors:

f(t):Pn(t)+f[X0' Xy Xy ooy X, t]l//(t)
Soit,
f(t)_Pn(t):f[Xo' Xiy Xy eeey Xy t]l//(t)EE(t)
Par comparaison a la formule précédente de I'erreur,

f(n+1) ((:)

f[XO‘ Xy Xy, ooy X, t]zm

Dans le cas d’une interpolation linéaire entre les deux points(x,, f(x,)) et (x,, f(x,)),

I'erreur maximale est explicitée par :
1 2
= (%, —x,) |

E —l[xl —X, jznfﬂ
mx ol 2 = 8

Si I'interpolation polynomiale est de type de Hermite, I'erreur d’interpolation est exprimée

par: X 2
f(X) ~H, | (X) _ ((;/n(+ )2)) !f(2n+2) (é/x)

fl!

o0

9.1. Distribution uniforme des nocuds

51—i"h d
L’intervalle I = [a, b] est subdivisé uniformément a_ i i . D >
(Fig. 4.2) en n parties avec un pas de discrétisation n, ~*° *t % 7777 Xn-1 Xn
de facon que : Fig. 4.2 : Discrétisation a pas constant.
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b—a
n

X,=a, X,=b et h=

par conséquent,
X,=a, x,=a+h, x,=x, +h=a+h+h=a+2h,

X,=X,+h=a+2h+h=a+3h,..., x,=a+kh,..., x,, =a+(n—-1)h, x,=b
Soit,
()| = T TCx =) =T The =
k=0 k=0

sachant que,

h 2
\(x_xo)(x_xl)\:\(x_a)(x_a_h)\g@
et,
|x—x2|£2h, |x—x3|£3h, ceo |x—xk|£kh, oo |x—xn|£nh
alors,

hY & hY & h" h . onl ..
‘l//(x)‘ﬁ(zj g|x—xk|£(5j (kh)=ZH(kh)=Zn!h =, !

k=2 k=1

Puisque l'erreur d’interpolation est :

(n+1)'
alors,
n! ma || plns)]| 't (ne1)]| _ 1 (b—aJm (n+1)
‘E(X)‘S4(n+1)!h A 4(n+1)”f <" a(n+1) n |7,
ou,

1 b_a i n+1
‘E(X)‘S4(n+1)(7j |7

o0

9.2. Neeuds de Tchebychev
Le polynéme de Tchebychev de premiere espece Tn(x) de degré n est exprimé pour x de

'intervalle [-1, 1] (Weisstein, 2003 et Zwillinger, 2003) par :

n . n-1 .
T,(x)=cos(narccosx) = 2"_1H[X - cos[ 2j-1 %D = T, (x)= 2"‘21_[()( - cos( 2] _11 %D
n_

j=1 n j=1

xj:cos(n(Zj—l)/Z(n—l)), pour j=1, 2, ..., n—1 sont les n—1racines du polynéme de
Tchebychev T,  (x), en plus Vj=1, 2, ..., n—1, x, #%1 les nceuds extrémes de l'intervalle
[-1, 1]. Soit x,=+1 et x =-1,donc:

——Zn_z 1 x—=x ) [(x+1)(x— :Ln X—X; EL X
nl(x)_(x+1)(x_1)(ﬂ( 1))( 1)( 1) (X+1)(X—1)]}:0[( ’) (x+1)(X—1)l//()
ou bien,

w(x)=2""(x+1)(x-1)T,_, (x)
pour —-1<x<1,

() <2*
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alors,

f(n+1)
[E(x)|< 27 (n+1)!

En déduit donc les nceuds dits de Tchebychev de type I,

COS[iﬂ'] si j=0, etn

n
e 2j-1
cos J= % ,Vj=12,.., n-1
n-1 2

Le polyndme de Tchebychev de deuxieme espece U, (x) de degré n est exprimé pour x de

'intervalle [-1, 1] (Weisstein, 2003 et Zwillinger, 2003) par :

=) ol 1)

j=1

par conséquent U,_, (x) est exprimé par :

sin(narccosx) _ 1 '
U,.(x)= (ﬂ )=2 lg(x—cos(iﬂn

x,=cos(zj/n), pour j=1,2, ..., n-1, les n—-1 racines du polynéme de Tchebychev

U,.(x)enplus, j=0, x,=1 et j=n, x, =—1 les nceuds extrémes de l'intervalle [-1, 1], alors :

X :Li1 n X —cos lﬂ' EL X
e 18 G P ey e
ou bien,

w(x)=2"(x+1)(x-1)U,_ (x)
pour —-1<x<1,

f(n+1)
w(x)<2 = \E(x)\ﬁm

En déduit donc les nceuds dits de Tchebychev de type 1 :
X; :cos(lfrj, vV j=0,1,..n
n

Considérant selon les trois cas précédents la quantité a)(n) qui peut étre déduite
de I'inégalité :
E(x)
f(n+1)

<w(n)

00

c’est-a-dire, quand -1<x<1,

n+1
1 2
) (n) = (—j si les nceuds sont uniformes
n
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wn(n)=#

siles nceuds sont de type I de Tchebychev
n+1)!

1 :
[ (n) :m si les nceuds sont de type Il de Tchebychev

Remarquons que,

Oy (n) <y, (n) <o, (n)

Ce qui permet de dire que les nceuds de Tchebychev permettent d’avoir un polynéme
d’interpolation meilleur si les nceuds sont uniformes.

Dans le cas ou a<x<b, les expressions analytiques des nceuds de Tchebychev sont
obtenues par une transformation affine et sont exprimés par :

b—a Ji a+b . .

5 cos ;ﬂ' + si j=0, et n
= pour le type |
" Ib-a 2j-1xz) a+b . .

cos — |+ si j=1, 2, ..., n—-1
2 n-1 2 2
xj=b;acos(iﬁj+# vV j=0,1,2, ..., n pour le type I
n

9.3. Phénomene de Runge

Le phénomene de Runge (Demailly, 2006) se manifeste dans le contexte de l'interpolation
polynomiale. Avec certaines fonctions, ou l'augmentation du nombre n de points
d'interpolation ne constitue pas nécessairement une bonne stratégie d'approximation. Pour
étudier cette question, le mathématicien allemand Carl Runge découvrit, en 1901, un résultat
contraire a l'intuition : il existe des configurations ou 1'écart maximal entre la fonction et son
interpolation augmente indéfiniment avec n.

La fonction f(x) de Runge est donnée par :

1
f(X)=——=
(x) 1+ 25x*
Considérant le cas des nceuds x,, x,, ..., X, distribués uniformément. Le polynome

d’interpolation de Lagrange dans ce cas est exprimé par :

R1(X)=§f(xj)Lj(X) avec L;(x)= ﬁ ﬂ

dek¢j(Xj"Xk)
Soit le script MATLAB suivant qui sert a tracer le graph du polynéme d’interpolation.

f=@(x)1./(1425*x.*x) ;

a=-2; b= -a; % Définition de 1l'intervalle de travaille
X=a:0.01:b; f£x=f(X);

plot(X,£fx,'-b"')

hold on

n=4; % Choix du degré du polynéme d'interpolation
h=(a-b)/n; % Noeuds Uniformes

xu=a:h:b; yu=f(xu); plot(xu,yu,'or',xu,yu,'*b');
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for i=1:numel (X)

YU (i) =Interp2Newton (xu,yu,X (1)),
end
plot(X,YU, '-r')

Pourn =4, 6,10 et 15 ce script permet d’avoir les graphes (Fig. 4.3).

1 : T v & T . v 1

0.8r 0.8}

0.6
06

04r
0.4
0.2r
0.2
O‘z
-0.2r 0

.04} -0.21

06 r r r r r r r }
-2 -1 - -0. . . 0"!2

r L r r r L L r r r r r r r
2 15 1 05 0 0.5 1 15 2 2 a5 4 05 0 05 1 15 2
n=11 n=16

Fig. 4.3 : Interpolations avec des nceuds uniformes.

Lorsque les nceuds sont uniformes, l'interpolation lagrangienne n'est pas la meilleure
(Fig. 4.3).

Considérant les nceuds de Tchebychev type |, soit le script MATLAB :

f=@(x)1./(14+25*x.*x) ;
a=-1.5; b=-a; % Définition de l'intervalle de travail
X=a:0.01:b; fx=f(X);
plot(X,fx,'-b');
n=26; % Choix du degré du polynéme d'interpolation
% Noeuds de Tchebychev Type 1
for j=1: (n+l1)
if (3==1) | (j==n+1)
xShebychevl (j)=((b-a) /2) *cos ((j-1) *pi/n)+0.5* (a+b) ;
else
xShebychevl (j)=((b-a) /2) *cos (((2*j-3) *pi) / (2*n-2) ) +0.5* (a+b) ;
end
yShebychevl (j)=f (xShebychevl (j)) ;
end
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for i=1:numel (X)

YSH1 (i) =Interp2Newton (xShebychevl , yShebychevl,X(i)) ;
end

plot(X,¥YSH1,'-r'")

L’exécution du script pour différentes valeurs de n permet d’avoir les résultats (Fig. 4.4 & 4.5).
L’utilisation des nceuds de Tchebychev peut minimiser l'oscillation des polyndémes
interpolateurs au lieu des nceuds uniformes surtout pour des degrés élevés (plus que 26).

1 T T T T T T

0.6 -

0.4

0.2 -

0.2 I I I I I I I
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Fig. 4.4 : Interpolations avec nceuds de Tchebychevpourn=1,2,4,6,9,13 et 15.

0.8

0.6

0.4

0.2

0
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Fig. 4.5 : Interpolations avec nceuds de Tchebychev pour n=19, 23 et 26.

10. Interpolation d’Hermite
L'interpolation d'Hermite, est une extension de l'interpolation de Lagrange, qui consiste

pour une fonction donnée f(x) et un nombre fini de nceuds x,, x,, ..., X, de construire un

polyndéme a la fois interpolateur et osculateur c’est-a-dire,

P.(x)=f(x;) et P/(x;)=f"(x,) Vi=0,1, ..., n
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Cette méthode d'interpolation permet de manipuler des polyndomes ayant des propriétés

proches de celles de la fonction f(x). Soit le théoréme :

Xy, X, ..., X, n+1nceuds distincts et f(x) une fonction continue et dérivable. Le polynéme

d’interpolation de Hermite est de degré 2n+1 est donné par :

Ha (1) = 20 (3, o (1) + 22 (3, ) ()
' H,; (x) = [1 —2<x —x}.)L};‘j (X):|Li,j (x) et I-AIM. (X) = (X —xj)Li‘]. (x)

n

L =1—[ X—Xk
n,j (X) 20 Xj _Xk
k#j

Le polynéme H,,,, (x) interpole la fonction f(x) dans les nceuds x,, x,, ..., x,, C'est-a-dire :
H2n+1(xf):f(xf) = Hn.f(xk)zéfk et ﬁn,].(xk)zo, Vj&k
Hy.(x)=f(x,) = H,,(x,)=0V j & k et H, (x,)=5,

Puisque le degré du polynéme H, ., (x) est 2n+1, soit a titre de considération :

H,;(x)=(ax+ )L, (x) et H, (x)= (djx +,3j)Li’j (%)
par conséquent,

H, (X) = [ZXLn.j (X)L:;,j (X) + Li,j (X)} a; +2L, (X)Lr,:,j (X)'Bj

I:I;_j (X) = [ZXLn.j (X)L,’w. (X) + Li.j (X)] a;+2L,, (x)L,’”. (X)réj
L,;(x) estle facteur de Lagrange,

L, ; (Xk ) =0

alors,
Hn](xj)zl = (a]x]+ﬁj)Li’j(xj):1 ou ajxj+ﬂj:1
I:In}(xj>:0 = (A]xj+ A}.)Li‘j(xj):o ou o?jx}+,é]:O
et
H;,j(xj)=0 = [ZXjLn.j(XJ)L;.J(XJ)JFL?} (Xf)]ai +2Ln,J(XJ')Lf’1.J'(XJ)'B1' =0
ou bien,
[ZX].L;J.(X].)+1}05].+2L;‘j(xj),8j=O
de méme,
H;‘j(xj)zl = [zijn,f(Xf)Lr,r.j(Xj)JrLi,f(Xf)]&i+2Ln,f(xf)l‘r’r.i(xi) =1
ou bien,

| 2x,L; ,(x;)+1 &, +2L, (%) B, =1

soit finalement les deux systémes :
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ax,+pf,=1, ax;+p;=0,
, , et
(2x,Ly (%, )+ 1), +2L; () B, =0.
la résolution des systémes conduit a :
a].:—ZL,’L].(x].), ﬂ}.:1+2x].Lr’Lj(xj), a,=1 et B =-x,
alors,

H, (x) =[1—2(x—xj)L,’,,j (X)]Li_j (x) et I:In,j(x) =(x—xj)Li,j (x)

A titre d’exemple, déterminant le polyndme d’interpolation de Hermite pour les données :

j | X; | x| fX)
0 1.3 0.62 -0.52
1 1.6 0.46 -0.57
2 1.9 0.28 -0.58

Détermination des polynomes de Lagrange et leurs dérivées :

L (x)— (x—xl)(x—xz) B (x—1.6)(x—1.9) _5_0X2_1_75X+1_52 L (x)—@ _ 175
PO (% - %, ) (%0 -%,)  (13-1.6)(1.3-1.9) 9 9 9 = P9 9
L, (%)= (x=x)(x-x,)  (x-13)(x-1.9) __100 . 320 274 (X)__@X 320
I (%, =%, )(x, —x,) (1.6-1.3)(1.6-1.9) 9 9 9~ VT g 9

U (ax)(x-x) It ) "
L (x)= (x—xo)(x—xl) _ (X—1.3)(x—1.6) =@x2—£5x+ﬁ L (X)zﬂ 145
T (x,-xy)(x,-%,)  (1.9-1.3)(1.9-1.6) 9 9 9 = 9 9
alors,
50 , 175 152Y 50 , 175 152Y
HZ‘O(X)=|:1—2(X—1.3)(—5)i|(?x2—?Xﬁ‘?j =(10X—12)(?X2—7X+7j

2 2
H2,1 (X) :1(_120 X2 + 330)(_ 2;4j , H2,2 (X): 10(2—X)(5?0X2 —igsx-l-%j

2 2
o S TR G

2
ﬁz,z(x)=(x_1.9)(5§xz_ 15, %j

Le polyndme d’interpolation d’'Hermite est :
H,(x)=0.62H, ,(x)+0.46H,, (x)+0.28H,, (x) - 0.52H, ,(x)-0.57H, , (x) - 0.58H,, (x)

L’estimation pour x = 1.5 est :

H,(1.5) =0.62(ij+0.46(%j+0.28(ij—0.52(ij—0.57(—£]—0.58(—ij =0.52
27 81 81 405 405 405
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Dans le cas ou la fonction f'(x) n’est pas connue et f(x) est donnée que par y, :f(xj)
C’est-a-dire que par 'ensemble des couples (x,, ¥,), (x,, ¥;), ..., (X,, ¥,), alors la dérivée

f'(x) peut étre approchée par différences finies,

YVia—JY, ViV
20 7J etarriere —L——
—X. X, =X,

Par conséquent I'expression du polynome d’interpolation de Hermite est peut-étre approchée
par:

H, ()= Zy, () S Lm0 ny.() e (x)

0 X X, —X,_

Siles nceuds sont uniformes une bonne approximation de H,,,,(x) quiestexprimé par:

n-1
B (0= 200 oy () 2 L2 B ()5 3 ()22 A ()
Ax ' 2Ax = / / " Ax w
Avec MATLAB, 11 est possible de réaliser ce type d’interpolation avec la fonction pchip, le
script suivant traite le phénoméne de Runge pour différents nombres de noeuds uniformes
(Fig. 4.6) :
f=@(x) 1./ (1+25*x.*x) ;
a=-1; b= -a; % Définition de l'intervalle de travaille
X=a:0.01:b; fx=f(X);
plot(X,£fx,'-k') % Graphe de la fonction de Runge
hold on
Nombre2Noeuds=5; % Choix du nombre de nceuds
n = Nombre2Noeuds-1; h=(b-a)/n;
xu=a:h:b; yu=f (xu);
plot(xu,yu, 'or' ,xu,yu, '*b') % Points d'interpolation
for i=1:numel (X)
YbyHermite (i) =pchip (xu,yu,X(i)) ;
end
plot(X,YU, ' '-r'")

1

09F
08F . 0.8F
07F . 0.7F
06 . 0.6
05F . 05F
04 . 0.4F
0.3 . 0.3
0.2 1 0.2

0.1f 1 0.1f

7 nceuds
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1 : : : : : : 1 e
09F . 09F
0.8 . 0.8F
0.7+ . 0.7+
061 ] 0.6k
05F ] 05k
041 g 0.4+
0.3F 1 03F
0.2 . 0.2+
01r E 0.1r
% 15 a1 s 0 05 1 1.5 2 % 15 1 05 0 05 1 15 2
11 nceuds 15 nceuds

Fig. 4.6 : Interpolation de 'Hermite pour les nceuds uniformes de nombres 5, 7, 11 et 15.

11. Splines cubiques

Lorsqu'on cherche a interpoler sur un segment [a, b] une fonction f(x) par un polyndéme
P(x) méme en augmentant le nombre de points d'interpolation, I'approximation globale peut
étre mauvaise (phénomeéene de Runge). En outre, le calcul du polynéme P(x) devient
compliqué pouvant donner lieu a des erreurs.

Une autre idée consiste a utiliser plusieurs polyndmes de bas degré sur chaque intervalle
[x;, xi+1] de [a, b], et de recoller ces polyndmes pour définir une fonction S(x) sur l'intervalle
tout entier de fagon que la fonction S(x) posséde un minimum de régularité (continuité,
dérivabilité...).

Par définition, soient a=x,<x,<xX,...<x,=b n+l nceuds, y,=f(x,), y,=f(x,),
vy Vo :f(xn) leurs ordonnées ou images. On appelle spline cubique associée a la famille
(xj, £(x, )) toute fonction S(x) polynémiale de degré au plus trois sur chaque sous
intervalle [x;, xj«1] de [a, b] telle que S(x}.):y]. :f(xj) ,V j=0, 1, ..., n. Une telle fonction
S(x) interpolant f(x) satisfait les conditions suivantes :

(@) S(x) estpolyndme de degré 3, noté S,(x) pour X, <x<x,,Vj=0,1,..,n-1;
(b) S].(xj)zf(xj)zy]. et Sj(xm):f(xm):ym, vV j=0,1,.. n-1;

© S;(x,,)=S,1(x0), ¥ j=0,1, .., n-1;

(d) S(x))=S01(x/0), ¥V j=0, 1, ..., n=2;

(@ S)(x,,)=Sl. (%), ¥ j=0,1, .., n=2;

(f) Conditions concernent les extrémités de l'intervalle [xo, xx].

Pour déterminer la nature de la fonction spline S(x), soit S,(x) le polynéme

d’interpolation définie sur le sous intervalle [x;, xj+1] :
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S.(x):aj+bj<x—x}.)+cj(x—xj)2+d}.(x—xj)3, vV j=0,1,..., n-1

]
d’apres la condition (b),
S/(x,)=f(x,)=y, = a,=y,, ¥ j=0,1,.., n-1
de la condition (c),
2 3
S;(%0)=Sp(Xa) = V0 = @ 4b (X0 =% )+, (x =X, )+, (x0 -, ) =y,
soit, h, =x,, —x; et puisque a; = y,, alors I'équation précédente devient :

Z_y‘+1_.y‘ .
b, +c;h, +d h; == vj=0,1,.. n-1 (4.1)
j
D’apres la condition (d),
S (%1) =510 (%0 ), V=0, 1, ..., n—2

j j+1
c’est-a-dire,
2 2
b]. +2cj (xj+1 —xj)+3d]. (xj+1 —xj) =bj+1 +2c].+1<xj+1 —xj.+1)+3d].+1 (xj+1 —x].+1)
ou bien,
2 _
bj +2cjhj +3djhj =b

j+17?

vV j=0,1, ..., n-2 (4.2)

D’apres la condition (e),
S1(%1) =571 (%), ¥V =0, 1, ..., n—2

j j+1
c’est-a-dire,
2c; +6dj(x].+1 —x].):ch+1 +6d].+1(xj+1 —XM)
ou bien,

cj+3djh]. =c vV j=0,1, .. n-2 (4.3)

j+17

Pour j=0, 1, ..., n—2, larésolution de I'’équation (4.3) pour d; est :

g L2 (4.4)
7 3,

remplacant d; dans I'équation (4.2),
b =b;=h(c; +c;.,)
de méme dans I'équation (4.1),

1 Vi Y
b].+§<2cj+cj+1)hj :T

]
soit,

y'+ _.y‘ 1
=#—§(2cj +¢p )y (4.5)

J

b, h.

J
b,,, estdéduitde b, comme:
_ yj+2 _yj+1 1

j+1

Cj+1 + Cj+2 ) hj+1
or,

j+1

bj+1—bj=hj(cj+cj+1) = Aym—%(Zc +cj+2)h].+1—ij+%(26j+cj+1)hj=hj(cj+cj+1)
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avec,
.yj+1_yj yj+2_yj+1
ij:h— et Ay, = -
j j+1
finalement,
hic, +2(hj +hj+1)cj+1 +h,c,, =3(Ay].+1 —ij)
qui est un systeme de n—1 équations linéaires avec n+1linconnus ¢, j=0,1, ..., n a

déterminés est peut-étre explicité sous forme :
hyc, + Z(ho +h )C1 +hc, = 3(AY1 —-Ay, )'
hyc, + 2(h1 +h, )Cz +hye; = 3(AJ’2 —-Ay, )'

hc, + Z(hk +h, )Ck+1 +h Cpp = 3(A.Vk+1 - Ay, )'

hn—ZCn—Z + 2(hn—Z + hn—l )Cn—l + hn—lcn = 3(A.yn—l - A.Yn—z )

ou sous forme matricielle,

— — — — — — CO J—

h, 2(h+h) h, 0 0 c, 3(Ay, —Ay,)
0 b 2(h+h) b e 3(Ay, - y,)
: . . 0 : :

0 - h_, 2(hn_2 +h, ) h ., llc., 3(Ayn_1 -Ay, , )
—_ —_ —_ —_ —_ —_ C —_

Pour compléter le systéeme d’équations, Il faut deux équations qui peuvent étre obtenues
suivant les conditions aux extrémités.

11.1. Conditions aux extrémités
Plusieurs conditions aux extrémités peuvent étre définies selon la nature du probléme
étudiée. Parmi ces conditions soit :

1. S"(x,)=S"(x,)=0 (extrémités naturelles ou libres “Natural Spline”) ;

x,)=f"(x,) et S'(x,)=f"(x,) (extrémités serrées ou tendues “Clamped Spline”) ;

2. S'(x,)
3. S'(x,)=S'(x,) et S"(x,)=S"(x,) (extrémités périodiques “Periodic Spline”) ;
4. Sy(x,)

(x,)=57(x,) et S’,(x,,)=5",(x,,) (“Not-a-Knot Spline”).

11.1.1. Spline naturelle
Dans ce cas,
S"(x,)=0 et S"(x,)=0
c’est-a-dire,
2¢c, +6d, (XO —X, ) =0 et 2c, ,+6d, , (xn — X, ) =0 < ¢,=0 et ¢, ,+3d, h_, =0

de I'’équation (4.4),
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alors,

Cm1+3¢FJ%4=O f— Cm1+3£L_£tLh_
finalement soit le systeme d’équations du spline naturelle :
¢, =0,
hyc, +2(h0 +h1)c1 +hc, :3(Ay1 _AJ’o):
hc, +2(h +h,)c, +he, =3(Ay, — Ay, ),

hn—ZCn—Z + z(hn—Z + hn—l )Cn—l + hn—lcn = 3(A-yn—l - Ayn—Z )’
c,=0.

sous forme matricielle,

1 0 0 0 Co 0

hy 2(hy+h,) h, 0 0 c, 3(Ay, — Ay,)
0 h, 2(h,+h,) h, : ¢ |_ 3(Ay, —Ay,)

: KR 0 : :

O - . hnfz 2(han + hnfl) hnfl Cnfl 3(Ayn71 - A-ynfz)
0 ... ... 0 0 1 c 0

Soit la fonction NaturalSpline sert a I'estimation d’'un vecteur Y par spline cubique

naturelle a partir d’'un vecteur donné X dont les valeurs des composantes sont comprises dans
I'intervalle [a, b].

function Y = NaturalSpline(x,y,X)
% x et y sont les vecteurs de données de méme dimension numel (x)>=3
% Formulation des pas h, dy et B de chaque sous intervalle
for i=1:numel (x)-1
h(i)=x(i+1)-x(i); dy(i)=(y(i+1)-y(i))/(x(i+1)-x(i));
end
for i=2:numel (x)-1
B (i)=3*(dy (i) -dy(i-1));
end
% Formulation des conditions
a(l,1)=1; a(numel (x),numel(x))=1; B(1l)=0; B(numel(x))=0;
% Formulation de la matrice a(i,j), i=2:numel (x)-1, Jj=1:numel (x)
for j=1:numel (x)
for i=2:numel (x)-1

if i==j
a(i,i-1)=h(i-1); a(i,i)=2*h(i-1)+2*h(i); a(i,i+l)=h(i);
else
a(i,j)=o0;
end
end
end

c=inv (a) *B’ ;
for j=1:numel (x)-1
b(j)=dy(3)-(1/3)*(2*c(j)+c(3+1)) *h(]); d(j)=(c(j+1)-c(3))/(3*h(]));
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end
for j=1:numel (X)
for i=1:numel (x)-1
if X(j)<x(1l) | X(Jj)>x(numel (x))
Y (j)=9999;
else
if X(j)>=x(1i) & X(j)<=x(i+1)
dX=X(j)-x(1i); ¥ (j)=y(i)+b (i) *dX+c(i)*(dX*2)+d (i) * (dX"3);

break
end
end
end
end
end

11.1.2. Spline avec extrémités serrées ou tendues “Clamped Spline”
Dans ce cas,

S'(x0)=f"(x,) et S'(x,)=f"(x,)

ou,
S’(x0)=56(x0)=b0 +2c0(x0 —x0)+3d0(x0 —x0)2 =f’(x0) = b, =f’(x0)
et,
S’(Xn):'srllfl (Xn): bnfl +2Cn71 (Xn _Xn71)+3dn71 (Xn _Xn—l )2 = f’(Xn)
ou bien,

bn—l + 2Cn—1hn—1 + 3dn—1hj—1 = f,(Xn)
d’apres (4.5) et (4.4),

b= Lo vem, b =Y Yoo voyn et =G G

ho 3 n-1 h"_l 3 3hn—l
soit,
yl}:oyo _%(260 +C1)h0 ZfI(Xo) = 2hoco +hocl :?’Ayo _3f’(x0)z3(f[X0,X1]—f'(Xo))

hn—lcn—l +2hn—1cn :3f'(xn—1)_3Ayn—1 E?)(f,(xn—l)_f[xn—l’xn])

Soit la forme matricielle du systéme d’équations de spline avec extrémités serrées ou tendues
“Clamped Spline” :

2h, h, 0 0 ¢, 3(Ay0 —f’(xo))
hy 2(hy+h) h, 0 0 ¢, 3(Ay, —Ay,)

0 h, 2(h,+h,) h, : & || 3(Ar,-4y)

: 0o || : :

0 h, ., z(hn—Z +hn—1) h, .y || Cia 3(Ayn—1 _Ayn—Z)
0 0 h . 2h )\ c, 3(f'(%,1)~,1)

Soit la fonction ClampedSpline qui sert a I'estimation d’'un vecteur Y par spline cubique
avec extrémités serrées ou tendues “Clamped Spline” a partir d'un vecteur donné X dont les

valeurs des composantes sont comprises dans l'intervalle [a, b].

function Y = ClampedSpline (x,y,dfmin,dfmax, X)

% x et y sont les vecteurs de données de méme dimensions m>=3
% dfmin=f' (x0) et dfmax=f' (xn-1)
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m=numel (x) ;

% Formulation des pas h, dy et B de chaque sous intervalle
for i=1:numel (x)-1

h(i)=x(i+1l)-x(i); dy(i)=(y(i+1)-y(i))/(x(i+1)-x(i));
end

for i=2:numel (x)-1

B(i)=3*(dy(i)-dy(i-1));

end
B=B';

% Formulation des conditions
a(l,1)=2*h(1);a(1,2)=h(1); B(1l)=3*(dy(1l)-dfmin) ;
a(m,m-1)=h(m-1); a(m,m)=2*h(m-1) ;B (m)=3* (dfmax-dy (m-1)) ;

o

% Formulation de la matrice a(i,j), i=2:numel (x)-1, j=1:numel (x)
for j=1:numel (x)
for i=2:numel (x)-1
if i==j
a(i,i-1)=h(i-1); a(i,i)=2*h(i-1)+2*h(i); a(i,i+l)=h(i);
else
a(i,j)=o0;
end
end
end
c=inv (a) *B;
for j=1:numel (x)-1
b(j)=dy(j)-(1/3)*(2*c(j)+c(3+1))*h(j); d(J)=(c(3+1)-c(3))/(3*h(3));
end
for j=1:numel (X)
for i=1:numel (x)-1
if X(j)<x(1l) | X(j)>x(numel (x))
Y (3)=9999;
else
if X(j)>=x(i) & X(j)<=x(i+1)
DX=X(j)-x (1) ;
Y(j)=y(i)+b (i) *DX+c (i) * (DX*2)+d (i) * (DX*3) ;

break
end
end
end
end
end

11.1.3. Spline périodique
Dans ce cas,
S'(x,)=5"(x,) et S"(x,)=S"(x,)
alors,
S'(xo)zS’(xn) S Sé(x0)=5;_1(x

c’est-a-dire,

n) = bO :bn—l +26n—1 (Xn _Xn—1)+3dn—1 (Xn _Xn—l )2

b, ,+2c,h,_ + 3dn71h§71 =b,
et,
5"(x,)=S"(x,) < Sg(x,)=Sr,(x,) = 2¢,=2c,,+6d, (x,—x,,)
c’est-a-dire,
€y =C,,+3d, ;h,,
d’apres (4.5) et (4.4),
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yi—y, 1 Vo= Vo1 1 €, —C,
b, =10 —g(ZCO +cl)h0, b, , = 1 —§(2cm1 +cn)hm1 et d_, = ” 1
n-1 -1

n

Soit,

y,—-y.. 1 c,—C,_ yv,—y, 1
h—l —g(ZCn_l +Cn)hn—1 +2¢,4h, +3(3h—1]h§_1 ZT_g(ZCO t6 )ho

n-1 n—-1
c’est-a-dire,

2c, +c¢ +(c. . +2c )h_ =3y1_y0 _3yn—yn,1
( 0 l)ho ( n-1 n) 1
ho hn—l

ou,
2hoco + h0C1 + hn—lcn—l + Zhn—lcn = 3(A.VO - Ayn—1 )
et,

C,=C,,+ 3( C"gz Cu-1 Jhnl = ¢,—¢,=0

n—1

Soit la forme matricielle du systéeme d’équations de spline périodique :

2h, h, 0 h_, 2h [ < 3(Av, - Ay, )
hO 2(h0+h1) hl 0 0 ¢y 3(Ay1_Ayo)
0 h, 2(h,+h,) b, : ¢ |_| 3(ar,—4n)
: E 0 : :
: hn72 Z(hnfz + hnfl) hnfl C"—l 3(Ayn71 - A-yan)
1 0 0 -1 c 0

Soit la fonction PeriodicSpline qui sert a l'estimation d'un vecteur Y par spline
périodique a partir d'un vecteur donné X dont les valeurs des composantes sont comprises
dans l'intervalle [a, b].

function Y = PeriodicSpline(x,y,X)
x et y sont les vecteurs de données de méme dimension m>=3

Formulation des pas h, dy et B de chaque sous intervalle

m=numel (x) ;
for i=1:numel (x)-1

h(i)=x(i+l)-x(i); dy(i)=(y(i+l)-y(i))/(x(i+1)-x(i));
end
for i=2:numel (x)-1

B(i)=3*(dy (i) -dy (i-1));
end
B=B';
% Formulation des conditions
a(l,1)=2*h(1l);a(l1,2)=h(l);a(l,m-1)=h(m-1);a(l,m)=2*h(m-1) ;
B(1l)=3*(dy(1)-dy(m-1)); a(m,1)=1; a(m,m)=-1; B(m)=0;

%
%

[0

% Formulation de la matrice a(i,j), i=2:numel (x)-1, j=1:numel (x)
for j=1:numel (x)
for i=2:numel (x)-1
if i==j
a(i,i-1)=h(i-1); a(i,i)=2*h(i-1)+2*h(i); a(i,i+l)=h(i);
else
a(i,j)=0;
end
end
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end
c=inv(a) *B;

for j=1:numel (x)-1
b(3)=dy (3) - (1/3) * (2*c (3) +c (3+1) ) *h (3) ; d(F)=(c(3+1)-c(3))/(3*h(3));
end
for j=1:numel (X)
for i=1l:numel (x)-1
if X(j)<x (1) | X(j)>x(numel (x))
Y (j)=9999;
else
if X(J)>=x(i) & X(j)<=x(i+l1)
DX=X(j)-x(1i),; Y(j)=y(i)+b (i) *DX+c (i) * (DX*2)+d (i) * (DX"3) ;

break
end
end
end
end
end

11.1.4. Spline de type “Not-a-Knot”
Dans ce cas,
S(;”(X1 ) = S{"(Xl ) et S;;'iz (Xn—l ) = S:,—l (an1 )
alors,
So(x,)=57(x,) = dy=d, et S7,(x,,)=5",(x,,) = d,,=d,,
d’apres (4.4),

do =d1 = clg;:o = C23;1C1 = h1co _(ho +h1 )C1 +hoC2 =0
et,
c _,—C c —C
d ,=d 6 — t—r2t="n_nl — h ¢ ,—|h,+h  )c,+h ,c,=0
2 1 3h 3h 16n-2 ( 2 1) 1 2

soit la forme matricielle du systéeme d’équations de spline “Not-a-Knot” :

n, —(hy+h) R 0 0o Te] T 0 T
hy z(ho +h1) h, 0 0 ¢ B(AY1 _AYO)
0 h, 2(h, +h,) h, - e || 3(ay,-ay)
IS - 0| : :
O - . hn—Z z(hn—z + hn—l ) hn—l Cnfl 3(A.ynfl - A.ynfz )
L 0 T 0 hnfl - (hnfz + hnfl ) hnfz i Cn n L 0 n

Sin = 2, le systeme d’équations est singulier et s’écrit :

he —(h+h) (e, 0
h, 2(h0+h1) h |lc |= 3(Ayl—Ay0)
h —(hy+h) By |l 0

¢, et ¢, peuvent étre exprimés en fonction de ¢, comme suit :
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C0=3(Ayl_Ayo)—3h0+h1C2 et C1:3(Ay1_Ayo)h1_ h1_ho c,
h, +2h, h, +2h, h, +2h, h, +2h,

On prend c, =0 alors,

3 -ay) L 3 - Ay

®  hy+2h, ' h, +2h,
Pour chaque type de spline, une fois ¢, c,, ..., ¢, sont déterminés, b, b,, ..., b, , et
d,, d,, ..., d,_, sont déterminées respectivement par les équations (4.4) et (4.5).

Soit la fonction NotAKnotSpline qui sert a 'estimation d'un vecteur Y par spline de type
“Not-a-Knot” a partir d’'un vecteur donné X dont les valeurs des composantes sont comprises
dans l'intervalle [a, b].

function Y = NotAKnotSpline (x,y,X)
% x et y sont les vecteurs de données de méme dimension m>=3
% Formulation des pas h, dy et B de chaque sous intervalle
m=numel (x) ;
for i=1:numel (x)-1
h(i)=x(i+l1l)-x(1i);
dy (i)=(y (i+1) -y (1)) / (x(i+1)-x(i));
end
for i=2:numel (x)-1
B(i)=3*(dy (i) -dy (i-1));
end
B=B';
% Formulation des conditions
if m==
c(1)=B(2)/(h(1)+2*h(2)) ;c(2)=c(1) *h(2) ;c(3)=0;
else
% Formulation de la matrice a(i,j), i=2:m-1, j=1:m
a(l,1)=h(2); a(1,2)=-h(1)-h(2); a(1,3)=h(1); B(1)=0;
a(m,m-2)=h(m-1); a(m,m-1)=-h(m-1)-h(m-2); a(m,m)=h(m-2); B(m)=0;
for j=1:numel (x)
for i=2:numel (x)-1
if i==j
a(i,i-1)=h(i-1); a(i,i)=2*h(i-1)+2*h(i); a(i,i+l)=h(i);
else
a(i,j)=0;
end
end
end
c=inv (a) *B;
end

for j=1:numel (x)-1

b(j)=dy(j)-(1/3)*(2*c(j)+c(3+1))*h(]); d(J)=(c(J+1)-c(3))/(3*h(]))
end

for j=1:numel (X)
for i=1:numel (x)-1
if X(j)<x(1) | X(j)>x(numel (x))
Y(3j)=9999;
else
if X(j)>=x(i) & X(j)<=x(i+l)
dX=X(j)-x(1i); Y(J)=y(i)+b(i)*dX+c(i)* (dX*2)+d (i) * (dX"3);
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break
end
end
end
end
end

Il est possible d’estimer le vecteur ¥ avec MATLAB a partir d’'un vecteur donné X par la
fonction spline, celle-ci utilise une variante de condition de type “Not-a-Knot”. La syntaxe

de cette fonction est :
Y = spline(x,y,X)

L’exemple suivant (Burden & Faires, 2010) consiste a la détermination du polynéme
d’interpolation par spline cubique naturelle passant par les points (1, 2), (2, 3), et (3, 5).

Le polynoéme d'interpolation S(x) est exprimé par :

So(X)=a, +by(x—1)+c,(x—1) +d,(x~1)" pour 1<x<2,

S(x)= ,

S, (x)=a, +b,(x—2)+c,(x-2) +d,(x~2) pour 2<x<3,

soit,
S,(1)=2 = a,=2, 5,(2)=5,(2)=3 = by+c,+d,=1

5(2)=3 = a,=3 et S,(3)=5 = b, +c,+d, =2
Si(2)=5;(2) = b,+2c,+3d,=b, et S;(2)=5/(2) = 2c,+6d,=2c,
51(3)=0 = 2c,+6d,=0 et S}(3)=0 = 2c, +6d, =0

Ces equations ont permis d'avoir, a, =2, a, =3 et ¢, =0, le reste des coefficients sont obtenus

du systeme d’équation :

by +d, =1, b, =3/4,
b, +c, +d, =2, b, =3/2,
b—b, +3d,=0,0 = lc, =3/4,
¢, ~3d, =0, d, =1/4,
¢, +3d, =0. d, =—1/4.
finalement,

3 1 3

2+>(x-1)+=(x-1) pour 1<x<2,

S( . 4 4
Xx)=

3+g(x—2)+%(x—2)2—%(x—2)3 pour 2<x<3.

11.2. Phénomene de Runge, comparaison

Le phénomene de Runge étudié précédemment, a montré l'interpolation polynomiale
simple issue d’une distribution uniforme des nceuds n’est pas une bonne approximation de la
fonction de Runge (Fig. 4.4), de méme si les nceuds sont de type de Tchebychev ou le nombre
de nceuds est inférieure a 17 (Fig. 4.5).
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Considérons linterpolation spline cubique avec extrémités serrées ou tendues sur
I'intervalle [-2, 2] de la fonction Runge. Soit les deux scripts permettant de tracer une
comparaison entre la courbe d’interpolation obtenue par spline cubique et la fonction de
Runge pour un nombre de nceuds n, qui peut étre des nceuds uniformes ou de Tchebychev :

% Cas des nceuds uniformes

f=QR(x)1./(14+25*x. *x) ;
df=Q (x)-50*x./ ((14+25*x.*x) .*2);

a=-2; b= -a; % L'intervalle [a, Db]
X=a:0.01:b;
fx=f (X) ;

plot(X,fx,'-k') % Tracé de la fonction de Runge

hold on

Nombre2Noeuds=17; % Choix du nombre de nccuds uniformes
n=Nombre2Noeuds-1;

h=(b-a) /n;

xu=a:h:b; yu=f (xu);

plot(xu,yu, 'or’',xu,yu,'*b') % tracé de la fonction de Runge

for i=1:numel (X)
YCS (i) =ClampedSpline (xu,yu,df(a) ,df(b) ,X(i)); % Clamped Spline
end

plot(X,¥CS,'-g')

Pour un nombre de nceuds uniformes n = (5, 7, 11 et 17) l'interpolation avec spline
cubique (Fig. 4.7) permet d’avoir une bonne approximation de la fonction de Runge a celle
d’une interpolation polynomiale classique (Fig. 4.3).

I est clair que I'interpolation par spline cubique est meilleure si les segments h; =Ax; sont

proches de zéro.

1.2 T T T T T T T 1.2 3 3 3 3 T T T

1

0.8

0.6

0.4

0.2

04

0.2 r r r r r r r O 2 r r r r r r r
-2 - - 2 -

5 nceuds 7 noeuds
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1 r r & T 1 T T T & T T T
0.8 E 0.8 A
0.6 , 0.6 .
04r N 041 N
0.2 1 02 N
0¢ r T 0 . r r r r r £
) -15 1 05 0 0.5 1 1.5 2 -2 1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
11 nceuds 17 nceuds

Fig. 4.7 : Spline cubique interpolation avec nceuds uniformes.

12. MATLAB et interpolation
MATLAB permet de faire l'interpolation d’'une fagon automatique. Par exemple pour les
données :
(0, 1), (1, 7), (2, 35), et (3, 103)

Dans la fenétre (Fig. 4.8) obtenue suite a la commande et dans la boite a outils (Basic Fitting)
de menu Tools une boite de dialogue est ouverte, celle-ci, permet de choisir le degré de
polynéme d’interpolation et d’afficher son I'équation et calculer la valeur ¥d pour un Xd

’
donné.

Figure 1 - a X L

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ME

DEde| K Edit Plot E |- Select data: ' datal v
ZoomIn

[ Center and scale x data
120 Zoom Out
Pan Plot fits Numerical results
a3 Check to display fits on figure . .
w00k ¥© Ix7+2 Rotate 3D ) [ spline interpolant 7 Fit: | cubic Ml
Data Cursor / (] shape-preserving interpolant Coefficients and norm of residuals Find y =160
O iy Enter value(s) or a valid MATLAB
Brush near Yy = p1*x*3 + p2*x*2 + : h 1:2:10
L D uadratic oSl expression such asx, li& or
80 Link 2] :ublc PHXED [10,15]
Reset View ] 4th degree polynomial Coefficients: 15 Evaluate
60 Options 4 ([ 5th degree polynomial pl =3
Pt e [ 6th degree polynomial P2 =2 x fx)
Snap To Layaut Gid S/ {1 7th degree polynomial F? : 1 [1.5 171
40 [ 8th degree polynomial pé =1
iiew Eayni Gisd ] 9th dearee nolvnomial vl
Smart Align and Distribute [4 Show equations Norm of residuals =
2.9101e-14
20 Align Distribute Tool ... Significant digits: 2 v 5
>
Align [] Plot residuals
— istril >
0(01:___‘_40,;_ :-su;'bute : _25_3 Py 3 Save to workspace...
2 rushing
Basic Fitting Subplot 322 Save to workspace... [ Plot evaluated results
4 - | ;
Data Statistics [[] Show norm of residuals
Help Close @

Fig. 4.8: Interpolation polynomiale avec les outils propres de MATLAB.

13. Interpolation multidimensionnelle

L’interpolation polynomiale vue dans les sections précédentes, peut étre étendue a une

interpolation multidimensionnelle. Soit f(xl, yl), f(xl, yz), f(xz, J’1) et f(xz, yz)

quatre points définis dans I’espace cartésien (Fig. 4.9). Pour un point donné dans le plan (2D)

(x,, y,) déterminant par interpolation linéaire z, = f(x,, y,).
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Fig. 4.9 : Interpolation bidimensionnelle linéaire.

Une approche simple pour estimer z, est basée sur le développement d’une fonction

bilinéaire (Fig. 4.10), qui consiste dans un premier lieu de considérer y est constant et
faire une interpolation linéaire suivant 'axe des abscisses comme suit :

X —

F(x 7)) =222 f(x,, y,)+ 22 f (x5, p,)

Xl XZ XZ Xl
F(x0 2) =222 f(x, 3,4 (%, 9,)

1 2 2 Xl
Et dans un deuxieme lieu de considérer ces deux points et faire une interpolation linéaire

X, —

inverse suivant I'axe des ordonnées comme suit :

Flx y) =222 f(x,, y)+ 2L f (i, )

Yi=X, Y=
X, x; X
| | i
Y r— - O
: Sl ) SGay) : Slxa, ¥
I :
| |
| |
| |
| |
l l
¥ Sl 0
yif--- :r ————————————————— e —i
| |
| |
| |
| |
' 5
yo b —— 0
’ e y) SGn2) [ 3)

Fig. 4.10 : Procédure d’interpolation bilinéaire.

remplacant f(x,, y,) et f(x,, y,) parleurs expressions, soit finalement :
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f(X,-; yi)zyx'_yz X — X, f(xp y1)+y1'_YZ X; — Xy f(xz’ Jﬁ)
ViV, Xy =X, Y=V, X, =X

-yi_-y XI-—X yl—y XI X
+ =L DL TR f(xy, )+ T f(x,, )
Y=V X=X, Vo= X, =X

Soit I'’exemple suivant (Chapra, 2012) qui consiste a estimer la température dans le point
de cordonnées x = 5.25 et y = 4.8 d’'une plaque rectangulaire dont les extrémités ont les
températures :

T(2,1)=60,T(2,6)=55,T(9,1)=57.5etT(9,6)=70.

Par substitution dans I'expression trouvée précédemment, la température cherchée est:

71525’48):(48—6)(525—9j6o+(48—6j(525—2]515

1-6 2-9 1-6 9-2
o[ A8-11525-9 e (48-11(525-21,0 () 5143
6-1 )\ 2-9 6-1 )\ 9-2

Suivant le méme principe il est possible de faire une interpolation multilinéaire. Dans

MATLAB, il y a des fonctions qui traitent ces cas de figures en termes d’interpolation
multidimensionnelle que ce soit linéaire ou spline, a titre d’exemple dans une interpolation
bidimensionnelle, la fonction interp2 dont la syntaxe est :

zi = interp2(x, y, z, xi, yi, 'method')

x et y sont les tableaux de méme dimension qui contient les coordonnées des points dont les
valeurs de z sont données pour chaque coordonnée.

zi est le tableau des résultats calculés pour les tableaux de coordonnées xi et yi.

"method’ est un argument qui spécifier le type d’interpolation par exemple 1linear pour
une interpolation bilinéaire ou spline pour une interpolation spline cubique de type
“Not-a-Knot” utilisée sur un seul axe et nécessite que la dimension de x et y est égale a 4 au

minimum.

Pour I'exemple précédent :
>> x=[2 9];
>> y=[1 6];
>> z=[60 57.5;55 70];
>> interp2(x,y,z,5.25,4.8)
ans =
61.2143

Pour une interpolation tridimensionnelle, il y a aussi la fonction interp3 qui fait la méme
chose que la fonction précédente, sa syntaxe en termes d’interpolation tri-linéaire est :

wi = interp3(x, y, z, v, xi, yi, zi)
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14. Exercices résolus
Certains exercices traités nécessitent de la programmation (script ou fonction) surtout
pour les cas des tableaux de grandes dimensions.

Exercice 1

Soit le tableau des données :
b'e | 0 | 1.8 | 5 | 6 | 8.2 | 9.2 | 12
y | 26 | 16415 | 5375 | 35 | 2015 | 224 | 8

Utiliser les méthodes d’interpolation linéaire, polynomiale et spline cubique pour estimer yo
pour xo = 3.5 (Utiliser les scripts ci-dessus)

Pour résoudre cet exercice utilisant les fonctions MATLAB suivants :
Interp2Newton fonction MATLAB qui utilise I'interpolation polynomiale,
NaturalSpline fonction MATLAB qui utilise I'interpolation spline cubique naturelle.

Pour l'interpolation linéaire, soit :
>> x=[1.8 5];y=[16.415 5.375];
>> x0=3.5;
>> yO0=Interp2Newton (x,y,x0)
yo0 =
10.5500

Pour 'interpolation polynomiale, soit :

>> x=[0 1.8 5 6 8.2 9.2 12];
>> y=[26 16.415 5.375 3.5 2.015 2.24 8];
>> x0=3.5;
>> yO0=Interp2Newton (x,y,x0)
yo0 =
9.6981

Pour l'interpolation polynomiale, soit :

>> x=[0 1.8 5 6 8.2 9.2 12];
>> y=[26 16.415 5.375 3.5 2.015 2.24 8];
>> x0=3.5;
>> y0=NaturalSpline (x,y,x0)
yo =
9.3945

Exercice 2
La fonction de Bessel (Watson, 1966) est souvent utilisée dans les différents domaines de la

physique. Le tableau ci-dessous illustre les valeurs de la fonction de Bessel de premiere
espece de degré de liberté 1 évalué a l'ordre O,

x | 1.8 | 2.0 | 2.2 | 2.4 | 2.6
1 (x) | 0.5815 | 05767 | 0.5560 | 0.5202 | 0.4708
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Estimer J1(2.1) avec une interpolation polynomiale de troisieme et quatrieme degré et
comparer les résultats obtenus avec celle de la vraie valeur (en utilisant la fonction besselj

de MATLAB).

Le polynome d’interpolation de 3i¢me degré suivant la formule de Lagrange est :

P (x)= (x—2.0{x-2.2)x—2.4) (x—1.8)(x-2.2)x—2.4)
T (1.8-2.0)(1.8-2.2)(1.8-2.4) (2.0-1.8)2.0-2.2)2.0-2.4)
(x—1.8)fx-2.0)x—2.4) (x—1.8)x-2.0)x—-2.2)
0.5560 +
(2.2-1.8)2.2-2.0)2.2-2.4) (24-1.8)2.4-2.0)2.4—-2.2)
Le polynome d’interpolation de 4i¢me degré suivant la formule de Lagrange est :
(x-2.0)x-2.2)x—-2.4)x—2.6) (x-1.8)x-2.2)x—2.4) x—2.6)
,(x)= 0.5815 +
(1.8-2.0)1.8-2.2)1.8-2.4)1.8—-2.6) (2.0-1.8)2.0-2.2)2.0-2.4)2.0-2.6)
(x-1.8)x—2.0)x—2.4)x—-2.6) (x-1.8)x—-2.0)x-2.2)(x—2.6)
0.5560 +
(2.2-1.8)2.2-2.0)2.2-2.4)2.2-2.6) (24-1.8)24-2.0)2.4-2.2)2.4-26)
(x-1.8)x-2.0)x —2.2)x —2.4)
(2.6-1.8)2.6-2.0)2.6-2.2)2.6-2.4)

0.5815 + 0.5767 +

0.5202

0.5767 +

0.5202 +

0.4708

alors,
J,(2.1)~P,(2.1)=0.5683
J,(2.1)=P,(2.1)=0.5683
Il parait que l'utilisation de la méthode d’interpolation de Lagrange est fastidieuse. La
méthode des différences divisée parait tres rapide et tres flexible. D’apres la méthode des
différences divisées de Newton le polyndme d’interpolation du quatrieme degré P4(x)est
peut-étre exprimé ainsi :
P

4

(x)=P,(x)+a,(x—1.8)(x—2.0)(x—2.2)(x—2.4)
P

A (x) est le polynome d’interpolation du troisieme degré, il est exprimé par :

(x)=a,+a,(x-1.8)+a,(x—-1.8)(x—2.0)+a,(x—1.8)(x—2.0)(x—2.2)

a,, a,, a,, a, et a,sont les différences divisées, soit le tableau 4.3.

P

3

Tab. 4.3 : Différences divisées.

X, flx.] flxox ] | flxoxs] | Axoxcnxoxs] | Axoxs % x]
1.8 0.5815

2.0 0.5767 -0.0240

2.2 0.5560 -0.1035 -0.1987

2.4 0.5202 -0.1790 -0.1888 0.0167

2.6 0.4708 -0.2470 -0.1700 0.0313 0.0182

Du tableau ci-dessus, a, =0.5815, a, =—0.0240, a, =—0.1987, a, =0.0167 et a, =0.0182

alors,
J,(2.1)~P,(2.1)=0.5683

J,(2.1)~P,(2.1)=0.5683
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Avec la fonction besselj de MATLAB, on peut avoir le méme résultat, soit :

>> besselj(l,2.1)
ans =
0.5683

Exercice 3
Soit les données,
x | v | 2 | 258 | 3 | 4 |
f®m| 1 | s | 7 | 8 | 2 | 1

Tracer les graphs d’interpolation, avec :
(a) Spline cubique naturelle,

(b) Spline cubique type not-a-knot,

(c) Interpolation de 'Hermite.

Pour résoudre cet exercice on utilise les fonctions MATLAB, NaturalSpline,
NotAKnotSpline ou spline et pchip sur l'intervalle [1, 5]. Soit le script suivant qui
résoudre cet exercice,

% Les données x et f(x)

x=[1 2 2.5 3 4 5]; £f2x=[1 57 8 2 1];

% Tracer les points des données

% Balayage de l'intervalle [1, 5]

X=min(x) :0.001:max (x) ;

% (a) Ajustement avec spline cubique naturelle
Ya=NaturalSpline (x, £2x,X) ;

% (b) Ajustement avec spline cubique type Not-a-Knot
Yb=spline (x, £2x,X) ;

hold on

plot(X,Yb,'-r'); hold off

% (c) Ajustement avec interpolation de Hermite
Yc=pchip (x, £2x,X) ;

9 T T T T T T T

La comparaison entre les trois s
ajustements est illustrée dans la |
figure ci-dessous (Fig. 4.11). la
comparaison montre que les trois
ajustements sont identiques pour
les trois premiers points, car elles

existent sur une ligne droite, tandis

o
*

que pour les trois points qui

— Spline Cubique Naturelle

suivent, il y a des différences entre —— Spline Cubique NaK

. . o — Interpolation de I'Hermite
les ajustements car ces points
) : Y : - [ r [ [ r [ [
n'appartiennent pas a une ligne -1 . ; Y 3 35 4 25 =
droite. Fig. 4.11 : Comparaison des trois ajustements précédents.
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Exercice 4

Déterminer la seconde différence divisée de la fonctionf(x)zl/x pour les points dont

I'abscisse est a, b et c.

fla b]:f(b)—f(a)_ 1 (1 1) _a-b _ 1

b a

fla, =L =f@) 1 (1 1)2( b 1

c—a c—blc b c—b)bc= be
fla b, o]l cl=fla bl 1 (i+ij= cca_ _ 1
T c—a c—a\bc ab (c—a)abc abc

Exercice 5

La fonction f(x)=sinx, déterminer le polynéme d'interpolation pour les nceuds xo = 0

x1 = m/2 et x = w et estimer la valeur de sin(m/4) par interpolation et calculer I'erreur
d’interpolation pour cette valeur.

D’apres la formule Lagrange, le polyndme d’interpolation passant par ces nceuds est :

_(X—7Z'/2)(X—7Z’)Sin . (x—0)(x—7x) sinl +(X—0)(X—7Z’/2)
)= 022 0-m) O o) mz—m) M o0 (e 2)

sin(ﬂ)
ou,

x)=-{ 2] xtx-n)

T

L’estimation de sin(m/4) par interpolation est :

ol 2)-r[3E) )

L’erreur d’interpolation est explicitée par :

x(x—7/2)(x-7x)

E(x)=sin(z/4)-P,(x)= 3 f"(¢), 0<s¢<xz
E(x):sin(m)_pz(x):_X(X‘”/j!)("‘”)cos(g), 0<¢ <
soit,

7[/4(7[/4—7[/2)(7[/4—7[)%
3!

, 0 <x

‘E(?Z'/‘l-)‘ = ‘sin(;z/é}) ~P, (72'/4)‘ = ‘cos(cj)‘ = Z—:‘Cos(g)

Il est clair que,
72_3
57

|E(7/4)|=]sin(z/4)—P,(7/4) < :

on sait que,
sin(7/4)=0.75

alors,

3
|E(7/4)|=[0.75-3/4] =0.0429<’2[—7
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Donc I'erreur est bien vérifiée et inférieur a 7°/27 .

Exercice 6
Soit le tableau des résultats x et y(x) :

x 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3
y 0.003 0.067 0.148 0.248 0.370 0.518 0.697

a. Calculer y(0.54) par interpolation cubique qui commence a partir de x = 0.1.

b. Répétez la partie (a) mais commencez a partir de x = 0.3. Cela devrait-il é&tre une meilleure
valeur ?

c. Quel estle degré minimum de polynome interpolant tous les données ?
Construire le tableau des différences divisées. En quoi cela differe-t-il ?

a. Le calcul de y(0.54) par interpolation cubique qui commence a partir de x = 0.1, c’est a dire
on considere les données :

x 0.1 0.3 0.5 0.7
y 0.003 0.067 0.148 0.248

suivant I'interpolation de Lagrange :

x—0.3)x—-0.5)x—0. x—0.1)x—-0.5)x—-0.
yx)= (0.(1 —0.3)()(().1 —0.5)()(0.1 —7(3.7)0'003 " (o.g,—0.1)()(().3—0.5)()(0.3—70).7)0'067

(x—0.1)x—0.3)x—0.7) (x—0.1)x—0.3)x—0.5)

0.148 0.248
(0.5-0.1)0.5-0.3)0.5-0.7) i (0.7-0.1)0.7-0.3)0.7-0.5)
alors,
(0.54)= (0.54-0.3)0.54-0.5)0.54 —0.7) 0,003+ (0.54-0.1)0.54-0.50.54 - 0.7) 0.067
b (0.1-0.3Y0.1-0.5(0.1-0.7) (0.3-0.1Y0.3-0.5)0.3-0.7)
(0.54-0.1)0.54-0.3)0.54 — 0'7)0.148 . (0.54-0.1)0.54-0.3)0.54 — 0.5)0_248 01664

(0.5-0.1)0.5-0.3)0.5-0.7) (0.7-0.1)0.7-0.3)0.7 - 0.5)

b. Le calcul de y(0.54) par interpolation cubique qui commence a partir de x = 0.3, c’est a dire
on considere les données :

x 03 0.5 0.7 0.9
y 0.067 0.148 0.248 0.370

suivant I'interpolation de Lagrange :

(x—0.5)x—0.7)x—0.9) (x—0.3)(x—0.7)x-0.9)

= 0.067 0.148
yx) (0.3-0.5)0.3-0.7)0.3-0.9) i (0.5-0.3)0.5-0.7)0.5-0.9)
(x-03fx-05)x-09) . o  (x-03fx-05)x-07) .
(0.7-0.3Y0.7-0.5)0.7-0.9) (0.9-0.3Y0.9-0.5(0.9-0.7)
alors,
1(0.54)= (0.54—-0.5)0.54 —0.7)0.54 —0.9) 0.067 + (0.54-0.3)0.54-0.7)0.54 —0.9) 0.148
(0.3-0.5Y0.3-0.7)0.3-0.9) (0.5-0.3Y0.5-0.7)0.5-0.9)
(0.54-0.3)0.54 —0.5)0.54 - 0.9) 248+ (0.54—-0.3)0.54-0.50.54—0.7) 0.370 - 0.1664
(0.7-0.3)0.7-0.5)0.7 - 0.9) (0.9-0.3)0.9-0.5(0.9-0.7)

Entre les deux méthodes, les deux résultats sont les mémes.
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c. Le degré minimum du polyn6me d’interpolation en considérons tous les données est 3.
d. Le tableau des différences divisées est :

Tab. 4.4 : Différences divisées.

i X, f[xl.] f[xl.,xH] f[xi,xiil] f[x,.,... ,x,._3J f[x,.,... ,x,._4J f[x,.,... ,xi_SJ f[x,.,... ,x,._6J

0 |01 0.003

1 03| 0.067 0.320

2 |05 0.148 0.405 0.213

3 107 0.248 0.500 0.238 0.042

4 109 0.37 0.610 0.275 0.062 0.026

5 (11| 0518 0.740 0.325 0.083 0.026 9.489E-15

6 | 13| 0.697 0.895 0.388 0.104 0.026 -7.466E-15 | -1.413E-14

D’apres la formule d’interpolation de Newton des différences divisées y(x) est exprimé par :
¥(x)=0.003+0.320(x~0.1)+0.213(x —0.1)(x —0.3) +0.042(x — 0.1)(x— 0.3)(x — 0.5)
+0.026(x—0.1)(x—0.3)(x—0.5)(x—0.7)+9.489-10*°(x - 0.1)(x - 0.3)(x - 0.5)(x - 0.7)(x - 0.9)
~1.413-10(x—0.1)(x-0.3)(x—0.5)(x - 0.7)(x - 0.9)(x — 1.1)
par conséquent,
y(0.54)=0.1664

qui est le méme résultat obtenu.

Exercice 7

Soit la fonction f(x)=exp(—2x), déterminer I'erreur maximale d’interpolation de la fonction

f(x)pour les neuds x,=0, x, =1/9, x,=2/9, x,=3/9, ..., X,=8/9 et x,=1.

L’erreur maximale d’approximation de la fonction f (x) par le polynéme d’interpolation

P, (x) pour des nceuds uniformes de I'intervalle I = [xo, xx] est exprimée par :

ne1
s e R
or,
f(x)=exp(-2x)
alors,

f'(x)=—2exp(—-2x), f"(x)=2-2exp(-2x), f"(x)=-2-2-2exp(-2x), ..., f(k)(x)z(—Z)kexp(—Zx)

Puisque,n=9, x, =0, x, =1 et max
0 9 véel

f(lo) (5 )‘ _ 910

soit :

max

10
2] _734.10°
40\ 9
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Exercice 8
Soit les données :

x | -1 0 1 2
| 2 2 2 26
fOl 2 o0 2 68

Déterminer le polynome d’interpolation de 'Hermite et calculer f(0.5).

On a 4 nceuds x,=-1, x, =0, x, =1,x, =2 alors le polyndme d’interpolation de I'Hermite est
de degré 7 est explicité par:
3 3

Plx)= 3520 e L 26 ) (0) )+ 30 ()7 ()
| S o iy e ey LU G
:L;(xok;o_%
) o s P e LU L G
=L (%)=
b i e e B L L
= L(x)=
L3(")=§2_—ffk:<>(<f—>:°>)<(>z—fi)>(<:fi)z>:5"“)(“0)("‘”
=L (x)=

P(x) =(—2L(',(x0 )x +1+2x,L (X, ))Lf) (x)f(x,)+ (—ZL{ (x,)x+1+2x,L;(x, ))Lﬁ (x)f(x;)
+ (—2L£ (x,)x+1+2x,L;(x, ))Lz2 (x)f(x,)+ (—ZL]’; (%;)x +1+2x,L;(x, ))LZ3 (x)f(x;)
+(x =% )L (%) (%)) +(x =2 )L (%) f1(x,) +(x =%, ) L2 (%) f1(%,) + (x —x;) L5 (%) (%)

Numériquement,

P(X)z(%x+1?4j(—%x(x—1)(x—2)jz -2+(x+1)(%(x+1)(x—1)(x—2))2 2
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2

+(x+1)(—%(x—1)x(x—2)j2~2+x(%(x+1)(x—1)(x—2)) .0+(x_1)(_%(x+1)x(x_z)]2.z

+(x—2)[%(x+1)x(x—1)jz 68

2

28 34

P(x)z(?x+?j(——x(x—1)(x—2)j2 +2(x+1)[%(x+1)(x—1)(x—2)}
+2(—%(X+1)x(x—2)]2 +(-%x+¥j(%x(x+1)(x_1)f

Alors,

P(0.5)=(0.5)" —(0.5)' +2=1.90625

Exercice 9
Est-ce que les fonctions suivantes sont des splines cubiques :

o) 1(s)-] ) 1

X’ —2x+3 si 0<x<1,

(%) 5x°—3x*+1 si 0<x<1,
» X)=
2x3 —3x*+x+2 si 1<x<2.

2x3 +6x*—9x+4 si 1<x<2.

a) Pour le cas de la fonction,
S, (
CR%

x):x3—2x+3 si 0<x<1,

) x):2x3—3x2+x+2 si 1<x<2.

Dans le nceud intermédiaire x =1,

Pour la dérivée,

S'(x)=3x*-2 si 0<x<1, S'(1)=3-2=1,
f'(X): ST( )_ ; . — f!(l): 1( )
(x)=6x*—6x+1 si 1<x<2.

Pour la dérivée seconde,

S7(x)=6x si 0<x<1, s!(1)=6,
" — " 1 — S” 1 :S” 1
f(x) {Sz"(x):12x—6 si 1sx<2. Q) {5;'(1):12-6:6. = Si1)=5:1)

Puisque ces conditions dans le seul nceud intermédiaire X =1 sont bien vérifiées donc cette
fonction est bien une spline cubique.

b) Pour le cas de la fonction,

o

S, (x)=5x"-3x*+1 si 0<x<1,

Sz(x)=2x3+6x2—9x+4 si 1<x<2.

Dans le nceud intermédiaire x =1,
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S (1)=5-3+1=3,
f(l):{ 1( )

S,(1)=2+6-9+4=3.
Pour la dérivée,

S'(x)=15x*—-6x si 0<x<1,
f!(x)={ 1( )

S,(x)=6x*+12x-9 si 1<x<2.

Pour la dérivée seconde,
S(x)=30x—6 si 0<x<1, S1(1)=30-6=24,
a0 OIS - Ss0)-5i()
S;(x)=12x+12 si 1<x<2. S,(1)=12+12=24.

Puisque ces conditions dans le seul nceud intermédiaire x =1 sont bien vérifiées donc cette
fonction est bien une spline cubique.

15. Exercices supplémentaires

Exercice 1
On considére la fonction :

Flx)=1

Ecrire le polynome de Lagrange p(x) aux pointsx,=-1, x, =0, x,=2 et x,=3. Evaluer
I'erreur au point x =1++/5. Tracer les courbes f(x)et p(x).
Ecrire pour la fonction, le polynéme d’Hermite vérifiant
P(0)=f(0)=4
P(2)=f(2)=-4
P'(0)=f'(0)=4
P'(2)=f"(2)=4
Tracer les courbes f(x)et p(x).Evaluer 'erreur au point x = 1+5.

Exercice 2
On va approcher la fonction :
1

= =) -5<x<5
1+x

f(x)

Par une interpolation avec nceuds uniformes.
1. Tracer fsur l'intervalle [-5, 5].
2. Surle méme graphe, tracez les polynomes d’interpolation Ps et P11.
3. Que constatez-vous, que pouvez-vous en conclure ?

Exercice 3

On interpole sur [-1, 1] la fonction f(x)=sin(27zx) avec 17 nceuds uniformes. On génére

ensuite des données perturbées f(x,.) des f(xl.) avec la condition :
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max ‘f(xi)—f(xi)‘£9.5-10_4

i=0, .., 16

Tracez et comparez les polynomes d’interpolation de f et f . Que peut 'on remarquer ?

Exercice 4

La fonction erreur est une fonction spéciale elle trouve son
importance surtout dans le calcul des probabilités et dans la
solution du probleme de la conduction de la chaleur etc. Elle est
définie par l'intégrale :

erf(x edu

)= ij
Jr g
Le tableau ci-contre donne les valeurs de la fonction erf(x)pour

onze valeurs de 'intervalle [0, 1].

a) Construire l'interpolation spline quadratique de la fonction
erreur pour les nceudsx,=0, x, =0.5 et x,=1, tracer

d’interpolation et comparer avec les données du tableau.

b) Construire l'interpolation spline cubique naturelle de la fonction erreur pour les

nceuds x,=0, x, =0.3, x,=0.7 et x, =1, tracer le graph du polynéme d’interpolation

et comparer avec les données du tableau.

Exercice 5

X erf(x)
0.0 0.000000000
0.1 0.112462916
0.2 0.222702589
0.3 0.328626759
0.4 0.428392355
0.5 0.520499878
0.6 0.603856091
0.7 0.677801194
0.8 0.742100965
0.9 0.796908212
1.0 0.842700793

le graph du polynome

La fonction f(x)=Inx, déterminer le polyndme d’interpolation pour les nceuds xo = 1, x1 = 2

et x2 = 4 et estimer la valeur de In 3 par et calculer 'erreur d’'interpolation de cette valeur.

Exercice 6

On définit les polynémes de Tchebychev par la relation de récurrence:

(1—x2)Tn (x)=-nxT,(x)+nT,_ (x)

Démontrer les relations d’orthogonalité

etpourn=0

Exercice 7

En utilisant l'interpolation spline cubique naturelle et I'interpolation d’Hermite pour les

données citées dans le tableau ci-dessous.

x| 0 |100|200|400‘600‘

800

1000

f&x) | 0 |082436| 1.0
et comparer les résultats avec la fonction :
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__X _1-x200
flx)=oose

Exercice 8
Estimer par l'interpolation de 'Hermite f(0.5) et f'(1.5) en utilisant les données :

X 0 2 3
fx) 2 16 80
flx) -2 31 107

Exercice 9
Est-ce que les fonctions suivantes sont des splines cubiques :

3x*+x+1 si 0<x<1, x}-3x*+1 si 0<x<1,
(x)=1", et glx)=
3x*-5x+1 si 1<x<2. x2-2 si 1<x<2.

Exercice 10
Trouver les valeurs de a et f pour que la fonction suivante soit une spline cubique,

ax®+ Bx*+2x si —1<x<0,
f(x)={ -

3x +x%+2x si 0<x<1.
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Chapitre 5.

Intégration numérique

1. Motivation

Soit f(x) une fonction définie et continue sur lintervalle [a, b] et F(x) sa primitive

F'(x)=f(x), I'intégrale définie de la fonction f(x) dans les limites de a a b peut étre calculée

d’apres la formule de Newton-Leibniz :
b

1(f)=]f(x)dx=F(b)~F(a)

a

Mais dans de nombreux cas la primitive F(x) est trop compliquée ou ne peut s’obtenir a

I'aide de procédés élémentaires ; il en résulte que le calcul de l'intégrale définie d’apres la
formule de Newton-Leibniz peut étre trop difficile ou méme pratiquement impossible, soit les

deux exemples :
1 " 2
L =Ie‘x dx et I, =I
-1

1

sinx
dx

X
L’intégration numérique, consiste a rechercher la valeur de l'intégrale définie a partir de
plusieurs valeurs de la fonction f (x) Le calcul numérique d’une telle intégrale s’appelle aussi

quadrature mécanique (Démidovitch et Maron, 1979) d’ou le calcul de l'intégrale par les
formules de quadrature.

On appelle formule de quadrature une expression linéaire dont I’évaluation fournit une
valeur approchée de I'intégrale sur intervalle. Une transformation affine permet de transposer
la formule sur un morceau particulier. Les formules de quadrature sont en effet obtenues a
I'aide de la substitution de la fonction par une approximation, par une fonction proche dont
'intégrale peut étre déterminée algébriquement par la combinaison linéaire :

b n
J.W(X)f(x)dxzz;iff(xj)
a J=
W(X), est une fonction de pondération, 4,, 4,, ..., 4 sontappelés les coefficients poids.

La réalisation d’'une quadrature, consiste a remplacer la fonction f (x) sur l'intervalle

[a, b] par une fonction d'interpolation P(x) pour admettre approximativement :

b
La fonction P(x) doit étre telle que le calcul de I'intégrale jP(x)dx soit immédiat.
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2. Formule de quadrature de Newton-Cotes

Soit f(x) une fonction continue sur l'intervalle [a, b], il faille calculer I'intégrale :

b

1(f)=£f(x)dx

Soit h le pas de discrétisation :
h=(b—-a)/n
C’est-a-dire l'intervalle [a, b] est subdivisé en n+1 nceuds équidistants, avec :
X,=a, X,=X,+jh (j=1,2,3, ..., n-1) et x,=b
D’apres la méthode d’interpolation de Lagrange, la fonction f (x) est peut-étre approchée par

un polyndéme de degré n :

ou,

avec,

,/,(X) (X—xo)(x—x1)~--(x—xj_l)(x—xj+1)---(x—xn)

(X_Xj) ‘/”(Xf) ) (x]. _XO)(XJ' —xl)'--(xj _Xf—l)(xf _Xj+1)"'(xf _Xn)

Soit le changement de variable,

u:x_hxo = x=x,+hu et dx=hdu
Donc,
X—x; =X, +hu—(x,+jh)=h(u—j), (Vv j=0, 2, 3, ..., n)
Alors,
y(x)=h"u(u-1)(u-2)---(u—n)= iyl
ul"*! la puissance généralisée (n+1)-ieme de u (Démidovitch et Maron, 1979)
De méme,
V(%)= (j=1)321- () (D) (3) =) =131 (1)
Alors,
(e

L"(X)_j!(n—j)!u—j

Soit,

(=3 A iy )

S (n-j)u—j

L’intégrale de la fonction f(x) est peut-étre approchée par l'intégrale du son polyndome
d’interpolation, ainsi,

n b

I(f):hl-f(x0+hu)duz_‘[jz_(;

=

L oS A ] ) S

J
ji(n—j)ltu—j S\ (n—j)lyu =
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avec,

a7 [n+1] _ a7 n [n+1]
w,=h (-1) 4 u:(b a) (1) _[u ~du=(b—a)H,
0 —]J

T (n=j)u—j n  ji(n—j)lyu J

w; sont les facteurs poids et H;j les coefficients de Cotes.

Soit,
b

1(5)=L ()=o) 2, (x,)

a

Les relations suivantes dites conditions de consistances concernant les coefficients de
Cotes sont bien vérifiées,
D H=let H=H,,
j=0
L’erreur ou le reste qui peut étre produit suite au calcul approché de I'intégrale I(f) est

exprimé par :
b

R, (1) :If(x)dx—iPn (X)dx :j:.[f(x)—Pn (x)]dx

a

or,
E(x)=f(x)=P,(x)= (ﬁ’;))' £ (&), avec Eela, b]
alors, le reste d’intégration R(h) est:
R()= (g () v ()ax

or, Xx=X,+hu = dx=hdu alors,

hn+2 n hz,7+3 2n+1

R(])z(nTl)!f("“)(g)-([u[”*l]du: (277+2)!f(2"+2)(§) }[ u[2n+2]du’ n=0,1,2, ..

carsi n=2n, Vn=1, 2, ..., l'intégrale,

2n
I ul" Udy=0

0

3. Méthode des trapezes

3.1. Regle du trapeéze
L’application de la formule du paragraphe précédent
pour n =1, conduit donc 3,

1-
- (—1) ! j~ u[z] "
: j(l_j)lou_j
Alors,
1 _ 1 — Xi+1
HO:_J-u(u 1)du=l Hl:J-u(u 1)du:1
o u o u—-1 2 Fig. 5.1 : Régle du trapeze.
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d’ou,

Xiy

| £(x )dx~( [f f(x0)]

C’est la regle du trapéze pour calculer approximativement l'intégrale définie sur le sous
intervalle [x,, x,,,] (Fig.5.1).

La regle du trapeze, consiste donc a approcher la fonction f(x)par un polynoéme
d’interpolation linéaire de premier degré et approcher l'intégrale I ( f ) par l'aire du trapeze
(Fig. 5.1). L’aire compris entre la droite supérieure limitant le trapeze et la courbe de la

fonction, c’est donc le reste qui peut étre déterminé pour l'intervalle [X,., XM] par la formule

du reste:

R = () [ au="

Par conséquent, I'erreur d'intégration sur I'intervalle [x,, x,,,]| est exprimé par:

i+1
" 12

3.2. Formule composée
Dans la pratique, l'intervalle [a, b] est divisé en n parties équidistants [x,, x,], [x,, X,], ...

[XH, xn] et appliquer a chacune d’elles la régle du trapeze (Fig. 5.2).

I(f)zjjf(x)dx=X];f(x)dx+2ff(x)dx+...+XT f(x)dx

c’est-a-dire,

109D~ B ) £ e B o o B g, )
" X —Xp =h
alors,
I(f)zh{%xo)Jrf(xlﬁf(xz)Jr...+f(xn1)+f(;”) “h f("O);f(X")+§f(xj)}1t(f, h)

Remarquons que les facteurs poids sont :

raln
w,=h/2, Wj=h (j=1, 2,3, ..., n—l) et w =h/2 \ '
J/ /4

Par conséquent les coefficients de Cotes : ¥ ~___/
Hy=1/2, H;=1(j=1,23, .., n-1) et H =1/2

Qui vérifient bien les conditions :

h
D H=1et H=H,,
j=0 Xp X1 e Xj Kisl  venus Xn
Soit la fonction Trap qui permet I'estimation de Fig. 5.2 : Méthode des trapezes.

'intégrale d'une fonction fun définie et continue sur un l'intervalle [a, b]:
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function I = Trap(func,a,b,n,varargin)

func = Nom de la fonction a intégrer

a, b = Bornes d'intégration (a < b)

n = Nombre de discrétisation (par défaut = 100)

I = intégrale estimée par la méthode des trapezes
if nargin<3,error('a la limite 3 arguments sont nécessaires') ,end
if ~(b>a) ,error('Attention, il faut que a < b'),end
if nargin<4|isempty(n) ,n=100;end

x = a; h = (b-a)/n;

s=func(a,varargin{:});

for i = 1: (n-1)

o o° o

oe

x =x + h; s = s + 2*func(x,varargin{:});

end

s = s + func(b,varargin{:}); I = (b-a) * s/(2*n);
end

Atitre d’exemple, soit a calculer I'intégrale :
3

I(f)= Ixz In(x)dx
alors, 1

>> f=@(x) (x.72).*log(x);
>> Trap(f,1,3,100)
ans =
6.9989
3.3. Estimation de I'’erreur

Soit R’ le reste d’intégration par la régle du trapéze de la fonction f(x) sur le sous
intervalle [x;, x,,,] de [a, b], c'est-a-dire,

X
sz—l—’zf”(é) avec x, <& <x,

alors, le reste total d'intégration est:
1 n-1
= h3 "
2 Hr(E)
par conséquent, I'erreur d’intégration est estimée a :

fo\f" < 22

avec, |
. = max f”(x)‘

VX, <Xx<X4

Dans le cas ou h est constant (cas des nceuds uniformes)

R ()53 r6) (o) 23]

La moyenne arithmétique qui existe dans la formule, permet de dire qu'il existe au moins ¢ de
[a, b], tel que,
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soit alors,
hZ

R ()=-"(b-a)5"(0)

L’erreur d’intégration dans ce cas est peut-étre limitée par :

F (1)< (p-a)lf,

qui est une erreur d’ordre 2.

4. Méthodes de Simpson
Il y’a deux type du régle de Simpson, 1/3 et 3/8 qui correspond respectivementa n = 2 et

n = 3, c'est-dire I'intégrale I( f) est approchée par I'intégrale I(P,) pour la régle de Simpson
1/3 et par I'intégrale I(P,) pour la régle de Simpson 3/8; P,(x) et P,(x), sont les polyndmes

d’interpolation de degré 2 et 3.

4.1. Méthode de Simpson 1/3

4.1.5. Regle de Simpson 1/3 et son reste
Soit x,, x,,, et x, , trois nceuds équidistants, la regle de Simpson 1/3 est obtenue de :

]tzf(x)dx z(Xi+2 —X; )Zij(XH-j):(XH-Z —X; )(Hof(xi)+Hlf(xi+1)+H2f(Xi+2))

Sachant que, Ay
2-j ——
1:1 (-1) ! ju(u—l)(u—Z)du . \
2j12-j)y  u-j
alors,
2 2 f[X
Hy=~[(u=1)(u-2)du=21, H, =——Iu(u—2)du=§ /
0 0
et X
2 1 xi—h Xi xi+h
H, =—.(|;u(u—1)du Zg Fig. 5.3 : Régle de Simpson 1/3.
donc,
2 1 2 1
f( )dX ( i+2 Xx)ZH]f(XH}):( i+2 Xi) gf(xl)+§f(xl+l)+gf(xl+2)
X, j=0
or,

X, =X, +h=x,+2h

i+1

alors, la regle de Simpson 1/3 (Fig. 5. 3) est:
_[ f dX~— )+4f(xi+1)+f(xi+2))

Soit I'intervalle [x, —h, x, + h], le reste d’intégration est exprimé par :

x;+h

R h):x[hf(x)dx—g[f(x R+ Af(x)+ fx+h)]
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Soit,
R (h)=] f(x,+h)+ f(x, —h)]—%[f(xi —h)+4f(x,)+ f(x, +h)]—g[—f'(xi —h)+ f'(x,+h)]
=207 (%= h) £+ B)]= 5 £(5) =2 [ (=) £ )
R (B)=2[=F (5, =h)+ £ (x 1) =< [=F (5 =R) () ][ £ (=) £ ()

:%[—f’(xi —h)+ f'(x, +h)]—g[f”(x,- —h)+f"(x;+h)]

R"'(h)=%[f”(xi —h)+ f"(x, +h):|—%[f”(x,. —h)+ f"(x, +h)]—g[—f”’(xi —h)+ f"(x,+h)]

hr em 20t f"(x,+h)— f"(x,—h
<Ly gt -y B L)

2
:__2;’ f(4)(§), x,—h<&E<x,+h
En outre,ona:
R(0)=0, R'(0)=0 et R"(0)=0

Une intégration de proche en proche de R’"(h) et 'application du théoreme de la moyenne

donnent :

R'(h) =R"(o)+fR"(r)dr __2 Ja (g)frzdr __Zp (),
! ' t " 2 4 f 3 1 4 (4
R(h)=R(O)+_([R (F)dze==2 f (&) [Fdr=——n'F(£),

0

R(h)=R(0)+ZfR’(r)dz- =_% f<4>(g)jf4df =—%h5 £9(8)
Ainsi le reste d'intégration de la régle de Simpson 1/3 sur l'intervalle [x, —h, x, +h]vaut:
R(h)=—9—10h5f(4)(§) avec £e[x,—h, x,+h]
Par conséquent, erreur d’intégration locale est exprimée par :
ESYS :9—10h5 FU&)] avee &elx—h, x +h]

4.1.6. Formule de Simpson 1/3 composée et son reste
La regle de Simpson 1/3 nécessite trois nceuds équidistants. Soient n=2m un nombre pair

et f(x,.), i=0,1, 2, ..., n, les valeurs de la fonction f(x) pour les nceuds équidistants
a=x,, X,, ..., X,=b , dontle pas de discrétisation est :

h:(b—a)/ns(b—a)/Zm
L'application de la régle de Simpson 1/3 & chaque intervalle double [x,, X,], ...[X;n 20 Xon]

d’une longueur de 2h, conduita:
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zg[f(x )+4f(x ]+ [f )+4f(x ]+ = [f Xpms ) A4S (Xt )+ f (% Zm)]
ou,

I(f)zg{f(xo)+f(x,,)+4m21f(xz,-ﬂ)+22m21f(x2,-)}151/3(f, h)

i=0 i=1
Le reste d’'intégration est composée de l'addition des restes d’intégration de chaque
intervalle [x,, X,], [%,, X,], w0 [Xomzr Xom ] Cest-a-dire:

R 305 )= s S g )

Comme f(4)(x) est continue sur I'intervalle [a, b], il existe ¢ de [q, b] tel que,

m
=1

J=

m
soit,
b—a)h*
RS13 :_( 183 f(4) (é:)
par conséquent I'erreur d’intégration est :
51/3 _ (b_a)h4 (4)
180 ‘f (5)‘

qui est une erreur d’ordre 4.

Soit la fonction Simpsonlby3 qui permet I'estimation de I'intégrale d'une fonction fun

définie et continue sur un l'intervalle [a, b].

function I = Simpsonlby3(func,a,b,n,varargin)
func = Nom de la fonction a intégrer
a, b = Bornes d'intégration (a < b)
n Nombre de discrétisation (par défaut = 100)
I = intégrale estimée par la méthode de Simpson 1/3
if nargin<4|isempty(n) ,n=100;end
if ~(b>a) ,error('Attention, il faut que a < b'),end
if ~(n>2) ,error('n est faible...'),end
Reste=mod(n,2) ;
if ~(Reste==0) ,error('Attention, il faut que n soit pair') ,end
h=(b-a) /n;

x=a:h:b;
S1=0; S2=0;

for k=1:(n/2)

S1=Sl+func(x(2*k) ,varargin{:});

o° o° o°

oe

end
for k=1:((n/2)-1)
S2=S2+func(x(2*k+1) ,varargin{:}) ;
end
I=(h/3) * (func(x(l) ,varargin{:})+4*S1+2*S2+func(x(n+l) ,varargin{:}));
end

Pour tester la fonction Simpsonlby3, soit I'intégrale :
3

I(f)= Ixz In(x dx

1
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alors,

>> f=Q(x) (x.72) .*log(x) ;
>> Simpsonlby3(£f,1,3,10)
ans =

6.9986

4.2. Méthode de Simpson 3/8
4.2.7. Regle de Simpson 3/8 et son reste

Soit x;, x,,,, X,., et X, 5 quatre noeuds équidistants, la regle de Simpson 3/8 est obtenue a

i+1? i+2

partir de la méthode de Newton-Cotes :

Xis3

[P ()~ (%0 =X ) S (%)) = (0 =) (Hof (5 )+ Hof (%0 )+ Hof (3) + Haf (x,))

X; =0

sachant que,

3u )(u 3)
H,= 3 ] 3 ] ';[ du
alors,
17 1 1¢ 3
H, =—E_([(u—1)(u—2)(u—3)du=§, H, :g!;u(u—Z)(u—S)du=§
1% 3 ; 1
H, ——!u(u—l)(u—B)du:g et H, = 18_([u(u 1)(u-2)d 3
donc,
e S (X1+3 B Xi)
f(X)dXz(XHG Xz)z ]f(XH—])_ 8 (f( )+3f( 1+1)+3f( 1+2)+f( 1+3))
X, j=0
or,
X,3=X,,+h=x,,+2h=x,+3h
finalement,
If _hl:f +3f( 1+1)+3f(xi+2)+f(xi+3):|
Le reste d'intégration est déterminé par:
R :”_Sf(za(é)jumdu:_ P po(e) 23 pt(e)
"4 Ve 4x3%x2 10 80 '
Par conséquent, 'erreur d’intégration locale est exprimée par :
E,.”/B:%hf‘ f(")(;)‘ avec & e[x,, x, +3h]

4.2.8. Formule de Simpson 3/8 composée et son reste

La regle de Simpson 3/8 nécessite quatre nceuds équidistants. Soient n=3m etf(xl.)
(i=0, 1, 2, ..., n) les valeurs de la fonction f(x) pour les nceuds équidistants
a=x

X , X, =b, dont le pas de discrétisation est :

h=(b-a)/n=(b-a)/3m
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L’application de la régle de Simpson 3/8 a chaque intervalle [x,, x;], [X;, X¢], oo [X3m30 X500 ]

d’une longueur de 3h, conduita :

z3_8h[f(xo)+3f(xl)Jrgf(xz)+f(x3)]+%[f()%)+3f(x4)+3f(xs)+f(xs)]Jr

+%§[f(&ms)+3f(&m4)+3f(&m4)+f(X“J]

ou,

I(f)z3—8h|:f(X0)+f(Xn)+3g|:f(X3i_2)+f(X3i_1 )]"'Z?lef(x&') EIS3/8(f' h)

Le reste d’'intégration est composée de l'addition des restes d’intégration de chaque

intervalle [x,, X,], [%,, X,], w0 [Xsmz» Xan], CeSt-a-dire:

53/8__1 SNC (4) _ h* (b a L
R = 80h ;f (é:f)_ 80 m ]lef ( )

comme f(4)(x) est continue, il existe ¢ de [a, b] tel que

1 m
;]Zf ')
soit,
b—a)h'
RS3/8 :_( 80) f(4)(§)
sar conséquent 'erreur d’'intégration est :
b-a)h*
ES98 _ ( 80) ‘f(4)(§)‘

qui est une erreur d’ordre 4.

Soit la fonction Simpson3by8 qui permet I'estimation de I'intégrale d'une fonction fun

définie et continue sur un l'intervalle [a, b].

function I = Simpson3by8 (func,a,b,n,varargin)
func = Nom de la fonction a intégrer
a, b Bornes d'intégration (a < b)
n Nombre de discrétisation (par défaut = 99)
I = intégrale estimée par la méthode de Simpson 3/8
if nargin<4|isempty(n) ,n=99;end
Reste=mod (n, 3) ;
if ~(n>3) ,error('n est faible...'),end
if ~(Reste==0) ,error('Il faut que n est un multiple de 3') ,end
h=(b-a)/n; m=n/3;
x=a:h:b; S1=0; S2=0;
for k=1:m
S1=Sl1+func(x(3*k-1) ,varargin{:})+func(x(3*k) ,varargin{:});
end
for k=1: (m-1)
S2=S2+func (x(3*k+1) ,varargin{:});
end
I=func(x(1l) ,varargin{:})+3*S1+2*S2+func(x(n+l) ,varargin{:});
I=(3*h/8)*I;
end

o° o° o°
]

o
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Pour tester la fonction Simpsonlby3, soit I'intégrale :

1(£)= [ In(x)dx

alors,

>> f=Q@(x) (x.72).*log(x);
>> Simpson3by8(£f,1,3,9)
ans =

6.9986

Les deux méthodes des Trapeézes et de Simpson sont tres utilisées dans le calcul approché
des intégrales définies des fonctions continues. Le développement dans I'analyse
mathématique numérique a permet d’avoir d’autres méthodes de calcul approché rapides et
efficaces a celles des méthodes classiques des trapezes et de Simpson celles-ci qui sont basées
sur la formule de quadrature de Newton-Cotes qui n’est autre qu’'une approximation de
I'intégrale de la fonction par I'intégrale de son polynéme d’interpolation sur l'intervalle [a, b]

subdivisé en nceuds équidistants. Mais, pour des questions d’instabilité numérique provenant
en particulier du phénoméne de Runge, il est cependant préférable de limiter le degré du
polyndéme d'interpolation, quitte a subdiviser l'intervalle en sous-intervalles.

5. Formules de quadrature de Gauss

Soit f(t)une fonction continue dans Iintervalle [-1, 1] et w(t)=1, la formule de

quadrature :
jf(t)dt:izif(ti) (5.1)

Cette formule contient les inconnus 4,, 4,, ..., 4

n’

t,, t,, ... ett ,cest-a-dire 2n inconnus.
Pour que la formule (5.1) soit exacte, la fonction f(t) est approchée par un polynéme qui

posséde 2n coefficients, c’est-a-dire ce polyndme est de degré N =2n-1:

f(t)zZth"

Pour garantir la relation (5.1) soit toujours vérifiée, il faut que,

1 n
[ede=>" At (5.2)
-1 i=1
En effet,
1 1y N 1 N n n N n
[f(e)de=[>cerde=>C, [t'de=Y"C Y Atk =D 4D Ctr =D Af(t;)
-1 —1 k=0 k=0 -1 k=0 i=1 i=1 k=0 i=1
a partir de I'équation (5.2),
1 K+1 n
jtkdt=ﬂ=z,1itf, k=0,1,2, ..., 2n-2, 2n—1
e k+1 i1
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ou bien,
AFA 4+ A =2,
At +A,6++4 t =0,

2
A i+, ++ At =3

2
2n-1
AT A e+ A 82 =0

2n-2 2n-2 2n-2 __
AT AL T A A T =

)

Le systeme obtenu est non linéaire de 2n équations et 2n inconnus, sa résolution par la voie
usuelle ou numérique (surtout si n est grand) est fastidieuse.

Considérons le cas ou f(t) est approché par :

f(t)= ic’kt" =t""'P,(t)

P (t), est le polyndme de Legendre de degré n. D’apres la formule (5.1),

1 n
[P (e)de =" AL1"P, (& )
-1 i=1
Vu la propriété d’orthogonalité des polynémes de Legendre, rend vraies I'égalité,
1 n
[erp(ede=0 = Y4t Bl )=0 = Bt )=0, ¥ 4, 4, ..., 4,
-1 i=1

L’équation Pn(ti):O, possede t,, t,, ..., t, solutions réels distincts et compris dans

n

I'intervalle [-1, 1]. Par la suite et a partir de n premieres équations du systéme précédent,
soit:

A A+ A =2,

At +A,t ++ A4t =0,

2
lltf+/12t22+---+ﬁntj=§,

1-(-1)"
AT H AL e At =M.
n

Ce sous-systeme a un déterminant de Vandermonde et par suite la détermination des
A, A, ..., A est univoque ou peuvent étre déterminés aussi par (Abramowitz et
Stegun, 1972) :

—2 2

T REPE), ()R]

La formule (5.1) ou les ¢,, t,, ..., t, sont les zéros du polynéme de Legendre P,(t) et ou

A, A, ..., A obtenues a partir du systeme de Vandermonde s’appelle formule de quadrature

de Gauss-Legendre.
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Examinons la formule de quadrature de Gauss-Legendre pour le cas n=3. D’apres la
formule de Rodrigues (Abramowitz et Stegun, 1972, Zwillinger, 2003), le polynéme de
Legendre est exprimé par:

Pt)= 2”1n! jtn" [(tz _1)’7}

Ps(t):%(St3 -3t)

B,(t)=0 :>t1=—\/§' t,=0 et t3=\/§

Pour déterminer les coefficients 4, 4, et 4, soit le systeme d’équations linéaires :

pour n =3,

alors,

L5
AHA,+A,=2, =y’
- \/gil+\/§/13: 0, = {4,= g,
3 3 2 5
gﬂl‘f-gﬂ?): 5 13: 6

par conséquent,

Ul w

jpow- o By ]

C’est la formule de quadrature de Gauss a trois points.

Examinons l'utilisation de la formule de quadrature de pour calculer I'intégrale,

1(f)=ff(x)dx

en changeant la variable

=a+b b—at N dx=b_adt
2
alors,
b—at (a+b b-a
I f)= + t |dt
(r)=2 jf[ b0 j

Appliquant a la derniere intégrale la formule de Gauss (5.1), on aura:

I(f)=b;aé:ﬂif(a;b+b;atij

Le reste de la formule de Gauss a n points est donnée par l'expression (Abramowitz et
Stegun, 1972) :

R :M @) avec a<&E<b

! [(Zn)!]3 (Zn +1)

d’ou l'on tire
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R 70, R= ks (2] 790 mm st (250 7

“ 15750 {2 T 3472875 | 2

R, ! (b‘“j FO(E), R, L [b‘“j F03(¢)

T 1237732650 | 2 648984486150 2

Soit la fonction GaussLegendreQuad qui permet l'estimation de lintégrale d'une
fonction fun définie et continue sur un l'intervalle [a, b] par la formule de quadrature de
Gauss. Cette fonction possede comme argument le degré n du polyndme de Legendre.

function I = GaussLegendreQuad(fun,a,b,n,varargin)

func = Nom de la fonction a intégrer

legendreP polyndéme de Legendre introduit a partir de MATLAB 2014b
a, b : bornes d'intégration (a < b)

n : degré du polynéme de Legendre (par défaut = 8)

I intégrale estimée par la formule de Gauss-Legendre

t : racines du polyndéme de Legendre de degré n

if ~(b>a),error('Attention, il faut que a soit inférieur a b'),end
if nargin<4|isempty(n) ,n=8;end

d° d° o° o° d° o

syms X;
t = double (vpasolve (legendreP (n,X) == 0));
LaMatrice=vander (t)';
for k=1:n
LeVecteurB (k)=(1-((-1)*k)) /k;
end
j=1;

for i=n:-1:1
B(j)=LeVecteurB(i) ;
j=j+1;
end
Lamda = inv(LaMatrice)*B';
I=0;
for i=1l:n
I=I+Lamda (i) *fun(0.5* (a+b+(b-a) *t (i) ) ,varargin{:});
end
I=0.5* (b-a) *I;
end

Pour tester la fonction GaussLegendreQuad, soit I'intégrale :

I(f)= j.xz In(x dx
alors, 1

>> f=Q(x) (x.72).*log(x):;
>> GaussLegendreQuad(f,1,3,5)
ans =

6.9986

Autres formules analogues a la formule de quadrature de Gauss existent dans la littérature
mathématique (Abramowitz et Stegun, 1972). Elles sont basées sur la propriété
d’orthogonalité des polyn6mes, parmi ces formules soit :

- Formule de quadrature de Gauss — Tchebychev de premier type,
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1 3 2j-1
Iw £(t)dt ~Z/1jf(tj) avec, w(t)= — t; —cos£ - 7[)
T T 2n
A==, R=—-" f®(&), —1<£<1
] n n (21’1) ! 22“—1f (5) 5
- Formule de quadrature de Gauss-Tchebychev de second type,
J

jw ekt =322, avee, wl0)= 1 —cos(_lzj

n+

A =" _sin’ (Lﬂj Rn:(an f(z”)(g), ~1<é<1

n+1 n+1 )!22”‘1

- Formule de quadrature de Gauss - Laguerre,

+fw(i:)f(t)dt ~ Zn:/ijf(tj) avec, W(t) =e”, t; estlaj-ieme racine du polynéme de Laguerre :

0

(e :(”!)2 (o) <E<oo
S O

- Formule de quadrature de Gauss - Hermite,

'[W )dt ~ZJ, f( ) avec, w( ) et t; estlaj-ieme racine du polynome de I'Hermite :

H(6)=(-1) e o)

2" i nNr
lf:nzﬂn_l(t,.)' R, = 2,,(2")f (&), —o<&<oo

Les formules de quadrature ont la structure générale,
b n
[f(x)dx=3"2,f(x;)+R
a j=1
X, X,, ..., X étant le systeme des points donné appartenant au segment d’intégration [a, b].

lj certaines constantes connues et R le reste. Pour le méme nombre d’ordonnées, la précision

de différentes formules de quadrature n’est pas la méme. Considérons I’exemple :
1 3 2 2
I= J.\/2+xdx:'f\/ﬂdu:§[u\/ﬂﬁ =2\/_—§=2.797435...
-1 1

Comparons la précision des différentes formules, sachant que l'intervalle [-1, 1] est divisé
en trois segments égales, c’est-a-dire x,=-1, x, =-1/3, x,=1/3, x,=1.

D’apres la formule de Simpson 1/3,

z%[\/zq +4+/240 +\/2+1]:%x8.428905 —2.809635
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et d’apres la formule de Gauss,

1~0.555566 -(2—0.774597 ++2+0.774597 )+ 0.888889 -+/2+0 =2.797460

La formule de Gauss donne un résultat tres proche de la valeur réel.

La précision des formules de quadrature est définie surtout par I'ordre du reste,
R=0(h")
m, est un nombre naturel, par exemple, pour la formule des trapézes m = 2 et celui de la
formule de Simpson 1/3, m = 4. La précision de la formule de quadrature est considérée
d’autant plus élevée que le nombre m est plus grand ; dans ce sens la formule de Simpson est
plus exacte que celle des trapézes. La qualité de la formule se manifeste déja avec un pas de
discrétisation h suffisamment petit. Mais, il ne s’ensuit nullement que dans des cas concrets

une formule plus grossiére ne peut donner pour le méme pas de discrétisation de meilleurs
résultats qu'une formule exacte. Par exemple, pour la fonction (Fig. 5.4) :

f(x)=-25x* +45x* -8

ona,
Ay

I:jf(x)dx:4

pour h =1, la formule des trapézes donne la valeur

10

exacte

IT:%f(—1)+f(0)+%f(1)=6—8+8:4

Alors que la formule de Simpson 1/3 pour h = 1

n’assure méme pas le signe de 'intégrale :

1 1 8
L= L0 4£0) )= 22-32.12)=-8
La précision d’'une formule de quadrature pour un

nombre de points fixe dépend sensiblement de la Fig. 5.4 : Précision de la méthode de
quadrature.

10 L L
-1 -0.5 0 0.5 1

répartition de ces points. Si cette répartition est
mauvaise, les résultats fournis par une formule de quadrature peuvent étre tres compromis. Il
n'est pas difficile non plus de construire des exemples analogues pour une formule de
quadrature quelconque a nombre d’ordonnées arbitraire.

En général, dans le cas d’'un grand nombre de zéros de la fonction f(x) sous le signe

somme ou d'un grand nombre de ses extrémums, c’est-a-dire d’'un grand nombre des zéros de

la dérivée f '(x). La précision des formules de quadrature diminue nettement par la suite de
grandes valeurs inévitables de sa dérivée f '(x) . A cette fin on recommande de partitionner

le segment d’intégration principale [a, b] en segments partiels [, f] a I'intérieur desquels les

fonctions f(x) et f'(x)restent du méme signe (si c’est possible), et de calculer I'intégrale par

parties en choisissant en général pour chaque segment partiel son propre pas. Dans des cas
plus complexes il faut tenir compte également du comportement des dérivées d’ordre
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supérieurf(")(x), (nZZ). Pour une orientation générale, il convient de construire au

préalable la courbe de la fonction sous le signe somme. Si cette fonction oscille fortement, il
convient d’appliquer des procédés de calcul spéciaux. La précision des formules de
quadrature peut étre également améliorée par des procédés généraux établis a cet effet.

Lorsqu’on cherche la borne d’erreur totale d’'une formule de quadrature, on doit également
tenir compte de l'erreur de sommation R,. Supposons que les termes de la somme

f(x;), (i=1, 2, ..., n) sont calculés avec une erreur absolue égale ou inférieure a ¢, et les

coefficients 4 de la formule de quadrature sont des constantes positives exactes. On peut

alors poser,
n n
R <Y Ae=e) 4
j=1 j=1

La formule de quadrature étant vérifiée pour f(x) =1, il vient

b n
[dx=b-a=>"1,
a j=1
ce qui entraine,
R <(b-a)e

Par conséquent, si 'on ne tient pas compte de I'erreur d’arrondi du résultat, la borne
d’erreur totale de la formule de quadrature est :

E:(b—a)g+|R|

ou |R| est une erreur de la méthode qui peut Ay
étre définie par le procédé indiqué dans ce qui
précede.

Constatons que si la fonction f(x) sous le

signe somme est donnée par le tableau des

valeurs f(x,), (i=1, 2, ..., n), alors en toute

rigueur nous sommes dans l'impossibilité

d’évaluer la précision de la formule de X
quadrature. Il en est ainsi parce que par un 0] a=xi Xg oo X ... Xa=h

nombre illimité de courbes (Fig. 5.5) délimitant sur le segment donné [a, b] des surfaces
différentes, c’est-a-dire l'intégrale :

peut avoir a priori une valeur parfaitement arbitraire. L’application des formules de
quadrature n’est alors admissible que le cas ou I'on connait dans une certaine mesure des
valeurs intermédiaires non utilisées de la fonction sous le signe somme et ses propriétés
générales qui permettent de juger sur l'allure de sa courbe (Démidovitch et Maron, 1979).
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6. Formule d’intégration d’Euler-Maclaurin
La formule d'Euler-Maclaurin est une relation entre sommes discretes et intégrales. Elle fut
découverte indépendamment, aux alentours de 1735, par le mathématicien suisse Leonhard
Euler pour accélérer le calcul de limites de séries lentement convergentes et par 1'Ecossais
Colin Maclaurin pour calculer des valeurs approchées d'intégrales.

Soit f(x) une fonction infiniment dérivable sur [xo, +oo[ et 'opérateur de la différence A
tel que :
Af (x)=f(x+h)- f(x)
h, une valeur positive fixe. L’opérateur inverse 1/A de la fonction f(x) la fonction F(x) qui

vérifie I'’équation aux différences finies :
1
AF(x)=f(x) = F(x)=—_f(x)
Si la fonctionf(x) est considérée sur un ensemble des points x,, x,, x,, ... ou
Ax,=x,,—x,=h, Vi=0, 1, 2, ...I'opérateur inverse F(x,)=f(x,)/A se construit
facilement. Soit la somme finie :

S(x)=3 f(x,) pouri=1, 2, ...

n=0

admettant par convention S (xo) =0, alors:

AS(x;)=S(x1) =S (%)= F(x)

)= 1)
alors,

AF(xi)—AS(xi):O = A[F(xi)—S(xl.)]:O = F(xi)—S(X,.):F(XO)—S(x ):F(xo)
d’ou,

F)=Flog )+ S(x) & 1) =Flo )+ S(x,)

c’est-a-dire 'opérateur inverse d’une différence finie est opérateur de sommation finie.

F(x,) étant une grandeur constante arbitraire.

Soit 'opérateur de dérivation :

DEi
dx

c’est-a-dire,

b= = sl =Lar() = %f(X)=if(X)dx

1/D est 'opérateur inverse qui correspond a 'opérateur d’intégration.

Le développement en série de Taylor de la fonction f(x) au voisinage de x+h est:

f(X+h)=Zﬁw=f(x)+Zﬁw

k k
S k! dx = k! dx

ou,
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0= e )= 10T L) art( 20 o)

k
o k!odx k>1

qui s’écrit aussi,

, )= £ 2 1]rte) = st~ 1)t
par conséquent, e k!
a=eo1 = 2ol ppl  MD_p)
A e" -1 A e” -1

La fonction (p(hD) dite la fonction génératrice des nombres de Bernoulli (Weisstein, 2003).

Les nombres de Bernoulli B,, n=0, 1, 2, 3, ... ont été introduits par Jacques (James, Jacob)

Bernoulli. Plusieurs définitions équivalentes ont été proposées par des mathématiciens afin
de définir ces nombres parmi lesquelles le développement en série entiere de la fonction

o(x):
p(x)=— =3 Ba e

ex_l n=0 n'

sachant que,

0

0 n n 1 © B
eX:ZX_:ule_ = o)z =B Y X

= n! = n! - X n=1
1+Z(n 1)!

Ce qui donne ¢(0)=1=B,

D’apres le développement en série de Maclaurin de la fonction (p(x), B est peut-étre exprimé

par:

g Ao _d ( X 1)

"odx" dx"\ e* —
x=0 x=0
par exemple,
d ( X j 1 | xe" 1
B1 =— — =— - ==
dx\e"-1) , e 1| (ex_l)z L, 2
sil'on tient compte les valeurs de B,=1 et B,=1/2,0na:
#x)=p(x)-Bx=—"—+2 =143 2y
e — n=2 n
il est évident que,
¢(x): x(ei +1):£ei +e i _X ot
2de-1) 2 5 5 2
or,
I SOV T Y
¢(—X)——coth—xz—ie - +ex :iex +e - :¢(x)
2 2 o2 2p2_g2

¢(x) est une fonction paire, son développement ne contient que les puissances paires de x

c’est-a-dire,
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B

2k+1

=0, Vk=1, 2, 3, ...
Pour déterminer les autres nombres B, pour n=1, 2, 3, ... utilisons I'identité (Arfken et
Weber, 2005) :

(Z mxf1>!](1‘§*252">!"“]:“%"'"[oni 02 jzz(z) e

c’est-a-dire,

= 1 > B
+ ) x" 2t
2.x ((m+1) 2m J 2X 2 o eznr 1)
Pour 7 >0 le coefficient de x” est nul, alors :

1 . 1
5(77+1)_1 = ZBZnC;A 2(77_1)

1<n<n/2

qui est équivalent a :
1 L 2n & 2n
n- E = Z;Bchzml ou n-1= Z;ancm

L’utilisation de 'une des équations permet de donner par exemple les nombres suivants :

1 1 1 1 5 691

B--:B=-=—:B=—:B=——:B => :B =——"—

et 307 % 427 307 Y™ 66" ' 2730
7 3617 43867 174611

B =, B ==, = —-—
"6’ 510 " 798 %0 330
Les nombres de Bernoulli trouvent une application dans de nombreux domaines, en

particulier ils sont utilisés dans la formule importante d’Euler-Maclaurin.

Soit alors,

|- 0t )

dx| A = k!

L'intégration de cette expression entre les limites de x, et x, conduita:

2 £,) - o If N N A

or,

e )=Flx) 500, ) et §f<xo>=F<xo>+s<xo)=F<xo>
soit, .

A0 3 7)== 3 ()
donc,
S1r0)= [k SR ) )
vu que, h
B, :—% et By, =0, Vk=1,23, ...

soit,
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[Ms

S flo,)=2 f Flokx 2L, £l ]+
finalement,

ek 2 oo 570, 2 ) |- 35 o ) £, )

(g;{k)!hz;(q [f(zk—l)(xn )_ f(2k—1)(xo )]

1

S
Il
(=]
>
S
=
Il

ou bien,
JrCop = o) 876 e ) |- 3 e [ ) o o s
Cestla f:)rmule d’Euler-Maclaurin, R,  estun reste de la formule qui peut étre exprimé par :
R == e I £0) 27 0]

sachant que,
f(2m+1)(xn ia)_f(2m+1)(xo i@)

Xn _XO

f(2m+1)(xn + 0)_ f(2m+1)(xo + 0) = (Xn — XO)

or,
X,—X,=nh

alors,

SO (x, +6)— £ (x, £ 6)

Xn_XO

f(2m+1)(xn + 9)_f(2m+1)(X0 + 9)= nh

D’apres le théoreme de la valeur moyenne, il existe & e [X,, X, ] tel que:

f(2m+1)(xn i@)—f(2m+1)(xo __'_9)

_ f(2m+2)(§)
Xn - XO
par substitution, I'expression finale du reste est :
nB
R —— 2m+2 h2m+3 (2m+2)
= "mial )

finalement la formule d’intégration d’Euler-Maclaurin est :

If(x)dx=§{f(xo)+2:§:f(xn)+f(xn)} ,i( 5 B[P (x, )~ F# N (x, )] h2m+3_"Bzm+z) Flema)(e)

(2m+2)!

La formule d’Euler-Maclaurin s’emploie pour le calcul approché des intégrales définies,
ainsi que la sommation approchée des valeurs des fonctions. Remarquons I'existence dans
cette formule le terme :

h{ +zzf( )+ ( } 1(f, h)
qui est I'approximation par la méthode des trapezes de I'intégrale définie :
)= Xff(x)dx
soit, !

2k 2k1 _ r(2k-1) amiz B0 cemiz)
L )= e e s e

1(F)=1,(f, h)==> 2

m
k=1
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Soit le changement,

Ve =Ck [f(Zkil)(Xn )_ f(Zkil)(Xo )] avec ¢, =- (123;(]()'

alors,
1(£)-1.(f, h)= Z vh 4 (x, = x, ), B2 FEm)(E)

c’est-a-dire,
I(f)_ It(f’ h): 71h2 + ]/2h4 + 7/3]16 4ot 7/mh2m + (Xn — X, )Cm+1h2m+2f(2m+2)(§)
ou,
I(f):It(f’ h)+7/1h2 +}/2h4 +]/3h6 +-.-+)/mh2m +0( 2m+2)
Soitle cas ot m=1, c’est-a-dire :

1) =1, R} 72h (e, =y Jesh* FOE)
or,
B, 1 B, 1
G etc,=—t=—"r
20 12 41 720
dong,

qui s’écrit aussi,

1()=1{r, h)—@h%”(@)+%§°)h‘*ﬂ‘”(é) avec ¢, £ [X,X,]

Ce qui montre que cette expression montre que I'approximation de I'intégrale I(f) par:

L(f, n)-L )1—2f (%) 2

qui une approximation de I(f) avec une erreur d'ordre 4. Remarquons aussi que I, (f, h) est
bien une approximation de I(f) avec une erreur d’ordre 2, et ce reste est exprimé par :

RZ_W}# E_g(xn_xo)f”(g) avec e [x,, x,]

Dans la pratique, Il est possible d’utiliser la formule d’Euler-Maclaurin pour estimer

I'intégrale a n'importe quel ordre d’erreur voulue, mais c’est possible si la fonction f (x) est

plusieurs fois dérivable. L'utilité de cette formule se trouve son utilisation pratique dans la
meéthode d’intégration de Romberg.

7. Formule d’extrapolation de Richardson
D’apres la formule de quadrature de Newton-Cotes,

b n
1(F)=[ flx)dx=3 2, f(x,)+R
a j=0
Le reste R est généralement exprimé sous forme :

R=O(h’")th”‘ avec hz(b—a)/n
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m est 'ordre de l'erreur d’intégration, par exemple, pour la formule des trapézes m=2 et
pour les deux formules de Simpson m =4. M, une certaine valeur considérée pour la fonction

f(x)sous le signe somme comme constante dans l'intervalle d’intégration [a, b]. Par exemple

pour la formule des trapezes,
b—a
M — "
=)
et pour les deux formules de Simpson 1/3 et 3/8,
b—a (4) b—a (4)
= et M=——
50 ) TRARG,
Choisissons deux pas distincts :
h =(b—a)/n, et h,=(b—a)/n,
ol n1 et nz (n2 > n1) sont les quantités de segments partiels dans le premier et le deuxiéme cas.
D’apres la formule de quadrature,

1F)=3 2,1l R, = R, =1(F)- 3 4,5(c)=1(£)-1,
=37, /)+R, = R, =1()-37,f(x)=1(7)-1,
or,
R, =M(b_“J et R =M[b_“j
nl nZ
alors,

par conséquent,

En particulier, pour h = hy, c’est-a-dire pourn =ny:

nm
R = 1 I -1
n n;n_n;n(”z ”1)
alors,
I(f)=I, +R, = I=1I, + ny (1, -1,)=1, + 1 (1, -1,)
2 2 2 n;n_n;" 2 1 2 ﬂ_ 2 1
ny'
soit les notations,
n—2=a et ﬁ: 1
n, a” -1
soit,
a™l -1
1(f)~1, , =1 I -1 )=—Te "
(f) ny,n, n, +ﬂ( n, n1) a"’—l

Montrons que si I, #1, , alors I, , se trouve toujours hors du segment [, ,/, ]. En effet,

ny,n,

sil, >I, alors, I, , >I, maissil, <I, alors,

ny,n,
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Inl,n2 :In2 _ﬂ(lnl _In2)<1n2 = Inl,n2 <I

m

Ce qui montre bien que I se trouve en dehors du segment [/, ,I, ], c'est-a-dire I, ,

ny,n,

s’obtient de I, et I, par extrapolation.

Si I ln , 1l vient évidemment

nn, T n
A titre d’application considérons le cas de la formule des trapezes (m=2), alors le calcul

approché de l'intégrale I( f) se fait par la formule :
a’l, -1,

)*—3—

Soit a calculer par la formule d’extrapolation de Richardson l'intégrale,
2

= J.e*"zdx

0
Sachant que le calcul approché de cette intégrale par la formule des trapézes pourn =2 et 4

sont respectivement 0.87704 et 0.88062. Ici o =2, donc la formule d’extrapolation pour
I'estimation de I'intégrale par extrapolation est :

I~1, +;(1 -1, )= 4X0880623 08770% _ ) 87823

8. Méthode d'intégration de Romberg
La méthode d'intégration de Romberg (1955) est une méthode récursive de calcul
numérique d'intégrale, fondée sur l'application du procédé d'extrapolation de Richardson a la
méthode des trapezes. Soit 2™ avec m peut étre 1, 2, ... le nombre de désertisation de

'intervalle [q, b]. L'intégrale I(f) est peut-étre approchée par la méthode des trapezes :

1(£)~1L(f, h,)=h, {f( a)+ f(b) S Zf a+ jh )} avec hmzbz_ma

Si le pas de discrétisation h, est divisé par 2 de nouveau dans ce cas le nombre de

discrétisation de I'intervalle [a, b] est 2m*1, de méme :

h b—a

I(f-)z It (f' hm+1):hm+1 {M+22}(a+jhn+l ):| avec hm+1 = 7”1 = ZmT

soit,
2m 1

L(f, By ) =" {Mfff(aﬂhmﬂ) Zf(a+(2j+1)hmﬂ)}

2 j=1 j=0

_ %{M + S fla b )} " hTmzmzlf (@+(2j+1h,.,)
c’est-a-dire,

It (f’ hm+1 ) (f hm+1 )+ hm+1 Zf(a + (2] + 1)hm+1 )

j=0
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D’apres la formule d’extrapolation de Richardson l'intégrale I ( f ) est approchée par:

221(f, h,..)-1(f, h,) aL(f, h,..)-1(f, h,
1) U 22_)1 U, ha)_ 41U ?? (f, h.)

D’apres la formule d’Euler-Maclaurin, le reste d’intégration par la méthode des trapezes est

exprimé par :
E(f, B,)=1(F)=1.(f, h,)= B2+ 7,k + yhS +- -y, B2+ 0(n2*2)
alors,
E(f’ Hoia ): I(f)_ I, (f’ hm+1): 71h3;+1 + 72h:q+1 + 7/3h§1+1 +eeet 7thZnZ1 + O(hrznlgz)
ou,

h? h he B2 R21+2
E(f’ hm+1):I(f)_Ir(fr hm+1)=712_r;+722—'2+732—'g+---+7/n2%+0£2’;”+2j

Ces deux expressions peuvent étre écrites sous forme :
1(£)=1.(F, b Jeni +0(hs) = 1(f)-0lh)=1.(f, b, )+ b

4

1(f)=1,(f, hm+1)+2i271h§+0£2—j] = 221(f)-220(n¢ )=221,(f, h,,)+7h?

alors,
221(f)-2%0(nt )-1(f)+o(n )=221(f, b, )-1(f, h,)
| @2 1)~ ~1)olr2)- 21, (5, o)1 (F, 1)
alors,
I(f)z Zzlt(f, hm+1)_lf(f' h’")+0(h:1)EU(hm)+0(h;)

2°-1
U(h,) estune approximation de I'intégrale I( f) avec une erreur d’ordre 4 calculée a partir
de deux approximations d’ordre 2, I,(f, h,) et I,(f, h,.,).
Remarquons que U (hm) est analogue a 'expression obtenue par la formule d’extrapolation de
Richardson.
Soit les approximations de l'intégrale I(f) par les méthodes des trapézes: I,(f, h,)
I(f, h), I(f, h), ... Daprés la formule d’extrapolation de Richardson, soit U(h,)

U(h,), U(h;), ... qui sont des approximations d’ordre 4, c'est-a-dire :

1(£)=U(n,,)+0(n:)=U(h, )+ 7,1 +0(rS)

aussi,
~ ~ ht
I(f) = U(hm+1 )+ O(h:q ): U(hm+1 )+ 72h:1+1 + O(hr?wl )E U(hm+1 )+ 7/2 2_11 + O(hr?q)
alors,
2'1(£)=2"U(h,,., )+ 7 +2°0(h5)
soit

— 2! U(hm+1 )_ U(hm )

m el olty )=vi(n,)+olh)

1(f)
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V(h,) est une approximation de l'intégrale I(f) avec une erreur d’ordre 6 calculée a partir

de deux approximations d’ordre 4, U(h,,) et U(h,., ).

Connaissant V(h,), V(h,), ... qui sont des approximations d’ordre 4, c’est-a-dire :

1(£)=V(h, )+0(nS )=V (h, )+ 75hS +0(n® )

aussi,
. ht
(1)=Vlh.. )+ 72 ofs)
alors,
2°1(f)=2V (1., )+ 7k, + 2°0(h3)
soit

_2°V(h,,)-V(h,)

)=V ) ol ) e of)

1(£)
W(hm)est une approximation de l'intégrale [ ( f ) avec une erreur d’ordre 8 calculée a partir
de deux approximations d’ordre 6, V(h,) et V(h,.,).

Soit le tableau triangulaire de Romberg des approximations de l'intégrale [ ( f ) (Fig. 5.6) :

R(1, 1)=L(f, h,)

R(2, 1)=L(f, h,) | R(2 2)=U(n,)

RB, 1)=L(f, ) | RG 2)=UM) | RGB 3)=V(h)

R(4, 1)=L(f, b,) | R(4, 2)=U(n,) R(4, 3)=V(h,) R(4, 4)=W(h,)

Fig. 5.6 : Tableau de Romberg.
avec,
o )= 2 )1 )
m 21

2% U(hm+1 )_ U(hm )

m): 222 _q
_ 22.3V(hm+1 )_V(hm)

- 2% 1
La premiére colonne dans le tableau, I'erreur est de 'ordre 2 et la derniére valeur dans
cette colonne est la plus précise, de méme pour la deuxiéme colonne avec une erreur d’ordre

R(m+1,2), m=1, 2,3

=R(m+2, 2) m=1, 2

w(h,) =R(m+3, 2), m=1

6 et aussi pour la derniere colonne qui contient une seule valeur avec une erreur d’ordre 8,

cette valeur est la plus précise estimation de I'intégrale I(f) .

Une généralisation c’est possible afin de construire le tableau triangulaire de Romberg. Soit
It(f, hl), It(f, hz), It(f, h3), e It(f, h,]) qui sont les R(i, 1) :

R(i, 1)= b;a{f(a);f(bhziff(mj%ﬂ, Vi=1,2 .., 7

Le reste des éléments du tableau de Romberg est peut-étre formé ainsi :

-168 -



Intégration numérique

226VR(i+1, k—1)-R(i, k-1)
22(k—1) 1

R(i, k)constitue une approximation de I'intégrale I(f) avec une erreur d’ordre 2k, par

pour k=2,3, ..., neti=k-1, k, ..., n—1

R(i+1, k)=

conséquent pour les 7 approximations successives, la méthode d’intégration de Romberg

permet d’avoir une bonne approximation de l'intégrale I(f) avec une erreur de d’ordre 27.

La fonction Romberg ci-dessous, permet |'estimation de l'intégrale d'une fonction fun
définie et continue sur l'intervalle [a, b] par la méthode d’intégration de Romberg. Le script

de cette fonction utilise le script de la fonction Trap de la méthode des trapéezes.

function [I,R,ErrorOrder] = Romberg(func,a,b,varargin)
func : Nom de la fonction a intégrer,

a, b : Bornes d'intégration (a < b)

I : intégrale estimatée par la méthode de Romberg

R : Tableau de Romberg

ErroOrder : l'ordre d'erreur d'approximation de I

oa° d° o°

o°

oe

format long;
LocalError = le-05; % Critere d'arrét entre deux estimations successives
Count=2;
while Count < 100000
R(Count-1,1)=Trap(func,a,b,2” (Count-1)) ;
R(Count,1l)=Trap (func,a,b,2”* (Count)) ;
if abs(R(Count,1l)-R(Count-1,1)) > LocalError
Count=Count+1;
else
break
end
end
for k=2:Count
for i=(k-1) :Count-1
R(i+1l,k)=((2*(2*k-2))*R(i+1,k-1)-R(i,k-1))/(((2*(2*k-2))-1));
end
end
I=R(Count,Count); ErrorOrder=2*Count;
end

A titre d’exemple, soit a calculer I'intégrale :
3

I(f)= J.xz In(x dx

1
alors,
>> f=Q(x) (x.72).*log(x)
>> [I,R]=Romberg(f,1,3)
I =
6.998621709124103

Le tableau de contrdle de Romberg est (Fig. 5.7).

-169 -



Intégration numérique

7.716344

7177729 6.998190

7.043377 6998593 6.998620

7.009809 6.998620 6.998622 6.998622

7.001419 6998622 6.998622 6.998622 6.998622

6.999321 6998622 6998622 6998622 6.998622 6.998622

6.998797 6.998622 6.998622 6.998622 6998622 6998622 6.998622

6.998665 6.998622 6998622 6998622 6998622 6998622 6998622 6998622

6.998633 6.998622 6998622 6.998622 6998622 6998622 6998622 6998622 6998622

6.998624 6.998622 6998622 6998622 6998622 6998622 6998622 6998622 6998622 6998622

Fig. 5.7 : Tableau de Romberg.

9. Méthode de quadrature adaptive
Les méthodes d'intégration approchées citées précédemment utilisent des noceuds
uniformes a pas de discrétisation h fixe. Il est clair que si h est plus petit, la précision de calcul
est plus améliorée, ce qui nécessite aussi beaucoup de calcul. Ces méthodes ne tiennent pas en

compte la nature de la variation de la fonction f (x) sur 'intervalle [a, b] plus que la précision

est calculée de fagon globale.

Examinons l'intégrale de la fonction
f(x)=e?sin3x sur lintervalle [0, 4]
(Fig. 5.8), sur l'intervalle [0, 2], il yaune ;3| |

forte variation de f(x) par contre sur ozsf ]

Iintervalle [2, 3] il y a une faible ** ]
P s . 0.15 4

variation et dans la partie [3, 4] o1 |

lintégrale de la  fonction est | ‘;G |

pratiquement nulle. Dans cette situation 0 \

'emploi d’une méthode composé comme g s \/’

la méthode des trapezes ou de Simpson 0 05 1 15 5 25 3 35 4

avec des nceuds  équidistants  est Fig. 5.8 : [llustration de la méthode de quadrature
inappropriée. Pour résoudre ce type de adaptée.

probleme en tenant compte ces

variations, soit la méthode de quadrature adaptée a ce type de situation utilisé avec la
méthode de Simpson 1/3. Cette méthode a été introduite pour la premiere fois par
Kuncir (1962).

[ b
I:If(x)dx avec h=

a

—a b+a
et cC=
2

u C o

)

D’apres la regle de Simpson 1/3:

1=tk =2| @y as( 5 o 10) - oo V(e) £l

a
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Notons,
| sla, b)=§[ﬂj[f() 4f(‘””] f(b)} et B, =~ h* f(¢)
a c b
S S—
h/2

f(x)dxzé(c j[ (a)+4f[a+cj f(c)}_i(ﬁff(‘t)(él)' £ ela, ]
5 j{f(6)+4f(cgbj+f(b)}—%(gjsf“”(éz), £, elc, bl
C’est-a-dire,

J ek =(e, o[ 2] 766) et ] rtekie=sle, o)-oo( 2] 1)

<
~—~~
=
>
I
|
/N
>
I
a

90
? f(X>dX=ff(x)dx+ff(x)dx
alors, ,
bosant I=:|:f(x)dX=S(a, c)+5s(e, b)- 90( j[f( )+ £ )]

E, =—%(§j5[f“>(§l)+f‘“(§z )

Supposant que,
S RERE = f(4)(§1)zf(4)( Z)zf(4)(§)

alors,

Entre les deux expressions d’intégration,

S(a, c)+S(c, b)+E2 zS(a, b)+E1 = S(a, c)+S(c, b)+E2zS(a, b)+16E2
Soit,
S(a, c)+S(c, b)—S(a, b)

15

Qui est une bonne estimation de I'erreur de 'intégrale I.

E, =

La mise en forme de cette procédure pour déterminer une bonne estimation de I'intégrale [
avec une bonne précision connue &. En premier lieu il faut calculer I'intégrale définie sur
I'intervalle [a, b] par la méthode de Simpson 1/3 pour les pas h/2 et pour h/4, c’est-a-dire :

5=t 0)=3( %) @ ar{ %2 10

S, = S(a, c)+ S(c, b)
si la condition,
Sz _51
15

|S, —S,|<15.¢, alors [ =S, +
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Dans le cas contraire, les deux sous intervalles [a, c] et [c, b] seront subdivisée respectivement
en |[a, c1], [c1, c] et [c, c2], [c2, b] avec, c, :(a+c)/2 et c, :(c+b)/2. La procédure se répete de

facon récursive jusqu’a la satisfaction de la condition précédente.

Basant sur ces concepts, soit le script de la fonction récursif AdaptiveQuad qui permet le
calcul approché de I'intégrale I. La fonction AdaptiveQuad utilise aussi la fonction simpson
basée sur la regle de Simpson 1/3 pour le calcul approché de l'intégrale sur l'intervalle
subdivisé en 2 et 4 parties égales.

function I = AdaptiveQuad(f,a,b,erreur)
if nargin<4|isempty (erreur), erreur=0.0000001; end
S1 = simpson(f,a,b,2); S2 = simpson(f,a,b,4);
if (abs(S1-S2)<l1l5*erreur)
I = S2+((S2-S1)/15);
else
c=(a+b)/2; Left= AdaptiveQuad(f,a,c,0.5%erreur);
Right=AdaptiveQuad(f,c,b,0.5%erreur); I = Left + Right;
end
end

function I = simpson(f,a,b,n,varargin)
h = (b-a)/(n); p=0; qg=0;
for k=1:2: (n-1)
x=a+h*k; p=p+f (x,varargin{:});
end
for k=2:2: (n-1)
x=ath*k; gq=q+f (x,varargin{:});
end
I = h/3*(f(a,varargin{:})+£f(b,varargin{:})+4*p+2*q) ;
end

Soit 'exemple :
4
_[ e > sin3xdx
0

>> f=Q (x)exp (-2*x) .*sin (3*x) ;
>> AdaptiveQuad(£,0,4,0.00001)
ans =

0.2307

10. Calcul approché des intégrales impropres

L’intégrale :
b

[ £ (x)dx

a

s’appelle impropre si I'intervalle d’intégration [a, b] n’est pas finie. Soit le cas :
szf@yk
L’intégrale est dite convergente, s’il existe une limite finie de :
b
i ek
dans le cas contraire I'intégrale est dite divergente.
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Soit I'intégrale sur I'intervalle [x,, x, ] (x, =a):

Xiv1 Xi1

If (x)dx et lasomme, jf (x)dx = z _[f x )dx

’1x

alors,

limZIf x)dx = ij x)dx = If X )dx

n — o
n>1x

Soit s; le calcul approché de l'intégrale de la fonction f (x) sur l'intervalle [x,, x, ,]qui peut

étre obtenu par l'une des régles étudiées précédemment (trapézes, Simpson, Gauss, . . .),

Xit1

f(X)dXzSi

soit la somme,

Par conséquent, si S, —S quand n—oo, alors S est une approximation de l'intégrale

impropre 1. Pour déterminer S, pour une tolérance ou critére d’arrét de convergence ¢, soit les
deux sommes S,, S,,, et d,,avec:

k+1

k+1 ZSH k |k+1 Sk|
=1

Sipour i =k, d, <¢,laconvergence est atteinte, sinon il faut vérifier pour i =k +1 c’est-a-dire

I
-
R

i=1

si d,,, <& etainsi de suite jusqu’a la convergence.

Soit '’exemple de I'intégrale impropre :

T odx
-([ x*+1
Cette intégrale converge analytiquement vers z/2=1.5708... En utilisant la méthode des
trapezes avec un pas de discrétisation h = 0.01 pour calculer approximativement les
différentes intégrales sur les intervalles [x,;, x, +1000], avec x, =0 et effectuant la somme

partielle jusqu’a la convergence. Soit le script MATLAB :

f=@(x) 1./ (x.*x+1);

eps=0.000001; % Définition d’une tolérance
x(1)=0; x(2)=1000;

n(l)=numel (x(1):0.01:x(2));
S(1)=Trap(f,x(1) ,x(2) ,n(1));

for i=2:100
x(i+l)=x(i)+1000;
n(i)=numel (x(i) :0.01:x(i+1));
S(i)=S(i-1)+trap(f,x (i) ,x(i+1l) ,n(i));
if abs(S(i)-S(i-1))<=Tolerance, break, end
end
i, S(i)

-173 -



Intégration numérique

L’exécution de ce script conduit a :
i =
33

ans =
1.5708

La convergence atteinte des I'ordre 33 de la somme partielle vers la valeur 1.5708

=1.5708

x;+10°
]3 dx 33 _[ dx
X,

Tous les formules et méthodes d’intégration vues dans les paragraphes précédentes

I'expression analytique de la fonction f(x) a intégrée est continue et uniformément

discrétisée sur l'intervalle [a, b], mais dans certain cas en ingénierie, I'expression de la

fonction f(x) estinconnue et elle est donnée que par un ensemble de couples (x,, y,).

L’hydrogramme de crue (Fig. 5.9) d’un bassin versant est un exemple d’une succession de
débits Q,, Q,, ..., @, pour les temps ¢t,, t;, ..., t,. Le calcul du volume d’eau ou apport

liquide écoulé entre les instants t, et t, n’est autre que la surface limitée entre 'allure de

I’hydrogramme et le segment £, —t, c’est-a-dire I'intégrale :
tn
[ale)d
to
800

’
700 /' \\Q(t)
600 / \
" /

- \
w
>
= 400
g \
>

300

200

100

QO Qn

0 I ll' LT

LRI IR R A A S O A ARG
Temps (h)

Fig. 5.9 : Exemple d’'un hydrogramme de crue d’un bassin versant.

Pour évaluer lintégrale dans ce cas, il est possible de déterminer le polynéme
d’interpolation P,(t)de degré n pour I'ensemble des points (¢,,Q,), (¢;,Q,), ..., (¢,,Q,) et

calculer I'intégrale :

ol ~ [p,(e)ae
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Mais vu le probléme de Runge qui montre que les polyndmes de degré supérieur ne

garantissent pas une bonne approximation de Q(t), les méthodes composées inspirées des

méthodes des trapezes et de Simpson 1/3 peuvent étre utilisées ainsi que l'intégration des
polyndémes splines cubiques permettent d’avoir une bonne estimation de cette intégrale.

11. Méthodes composées

Soit les couples (x,,¥,), (x,,¥,), ---» (X,,¥,)formant une allure dans le plan. La surface

limitée par l'allure et l'intervalle [xo, xn] est peut-étre calculé parla somme des aires des
trapezes :

hl

h, h 1 =
S~ 7()’0"‘)’1) 2(y1+J’2)+"'+?n(yn—1+yn):§(h1yo+hnyn+2(h1+h1+1)y]J
=1

avec,
h,=x,—x j=1, 2,3,

j-1’
Soit Trapezoilale la fonction qui permet de déterminer S comme la somme de tous les
trapezes des différentes distances h; :

function S = Trapezoilale(x,y)
x = vecteur des abscisses, y = vecteur des ordonnées
% S = la surface estimée
n=numel (x) ; m=numel (y) ;
if ~(n==m) ,error('les tailles des deux vecteurs sont différents') ,hend
if ~(n>2) ,error('n est faible...'),end
S=0;
for j=1:n-1
S=S+0.5% (x (3+1) -x(3)) * (¥ (3) +y (3+1)) ;

oe

end
end

Si n est pair n=2m, il est possible d'intégrer pour chaque intervalle [x,,, x,, ,]pour
k=1, 2, 3, ..., m le polyndme d’interpolation P(k)(x) de deuxiéme degré des points de

coordonnées (X, V5 )» (Xp1r Yarer) €t (Xpiizs Varsz) €t construire la somme des intégrales
obtenues. Le polynéme d’interpolation P(k)(x) est exprimée par la méthode des différences

divisées par:
P(k)(x):ka +ak(X_X2k)+bk(X_X2kXX_X2k+1)

a, et b, sontles différences divisées de second et troisieme ordre :

“Yua "V oy = Yur T Voer Vo TV

a, k
By hyys, (h2k+1 +hy ) Py (h2k+1 + h2k+2)

alors,

X2k+2

_[P (x)dx =y Idx+ak ZI(X Xy, JAX + b, _[X Xy XX = X, JIX

X2k X2k X2k X2k
c’est-a-dire,

2

2
a X —X X,, +X X +X
_ 22 ~ Xore2Xok T X0k | Xopaa T Xo
Sk = (h2k+1 + h2k+2) Yot > (h2k+1 +hy,., )+ b ( 3 + > + X0 Xoks1 ﬂ
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La surface limitée par I'allure et I'intervalle [x,, x,] est peut-étre calculé par:

Le script MATLAB ComposedNoUniforme permettant de déterminer S :
function S = ComposedNoUniforme (x,y)
x : vecteur des abscisses, y : vecteur des ordonnées

o° o

S = la surface estimée
n=numel (x) ; m=numel (y) ;
if ~(n==m) ,error('les tailles des deux vecteurs sont différents'),end
if ~((n-1)>2) ,error('n est faible...') ,end
Reste=mod ((n-1),2);
if ~(Reste==0) ,error('Attention, il faut que n soit impair > 2 ') ,end
S=0;
for k=1:0.5*(n-1)
% a et b sont les différences divisées
j=2*k;
a=(y(3)-y(3-1))/(x(3)-x(3-1));
b=(x(J)-x(3-1)) *(y(3+1) -y (3)) - (x(3+1)-x(3)) * (v (3) -y (3-1)) ;

b=b/ ((x(j)-x(3-1))* (x(3+1)-x(3)) * (x(j+1)-x(3-1)));

s(k)=(y(j-1)+b*x(j-1) *x(])) *(x(J+1)-x(3-1)) ;

s(k)=s(k)+0.5*%a* (x(j+1)-x(j-1)) *(x(j+1)-x(j-1));

s (k)=s(k)+(1/3) *b* ((x(j+1)*3) - (x(3-1)"3));
s(k)=s(k)-0.5*b* (x(j-1)+x(j)) * ((x(j+1)"2)-(x(j-1)"*2));

S=S+s (k) ;

end
end

Rappelons que toutes les méthodes d’intégration numérique traitées précédemment,

nécessite que la fonction a intégrer f (x) doit étre définie et continue sur l'intervalle [a, b]. Si

par contre la fonction n’est pas définie sur une ou les deux bornes de I'intervalle, if faut dans
ce cas prendre le probléme avec une grande précaution. Penser a ce type d’intégrales :

1

J-sinxd £sinh x
X, _[ dx, ...
0

0 X X

Les deux fonction sinx/x et sinhx/xne sont pas définies a 0, mais elles ont une limite qui

vaut 1 quand x —0 en plus que I'intégrale de ces deux fonctions dans l'intervalle [0, b] existe.
Ce type de calcul d’intégrale est peut-étre résolue par I'emploi des méthodes numeériques
utilisées dans la résolution des équations différentielles ordinaires a valeurs initiales comme
les méthodes de Runge-Kutta, la méthode d’Adams-Bashforth et la méthode d’Adams-Moulton
(voir chapitre 6).

12. Application des splines cubiques

Pour chaque sous intervalle [x;, x;,;] de [x,, x,], la fonction spline cubique Sj(x) est

exprimée par (voir chapitre 4, section 11) :
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Sj(x):a].+bj(x—xj)+cj(x—xj)z+dj(x—xj)3, vV j=0,1,.. n-1

Par conséquent, la surface S est peut-étre approchée par :

n-1%j+1

S~ IS x)dx+j$ x)dx+ +IS x)dx ZJ.S x)dx

j=0 X;

or,

Tlsi(x)dx = (Xm _Xj{yj +%(Xj+1 —X; )+%(Xf+1 _Xf)z +%(Xf+1 _Xf)aJ
ou, |

X]tlsj (X)dX = yjhj+1 +— b] h;2+1 ) h13+1 d] h;il
alors, |
Sziyfhj+1 TS Zblhlzﬂ T3 ZC} 1t Zdl Jj+1
=
En particulier si les noeuds x,, x,, x,, ..., X, sontuniformes, c’est-a-dire :
h =h,=---=h,_ =h

Soit,

n-1 hz n—-1 h3 n—-1 h4 n-1

S=h2.y +?ij+?zcj+zzdj

j=0 j=0 j=0 j=0
Les coefficients b;, ¢; et d; sont déterminés selon le type de spline cubique (naturelle,

périodique ou Not-a-Knot). La fonction IntegrationWithNaturalSpline permet de

calculer la surface S sur la base d’une spline cubique naturelle.

function S = IntegrationWithNaturalSpline (x,y)

x : vecteur des abscisses, y : vecteur des ordonnées

S : la surface estimée

x et y sont les vecteurs de données de méme dimension numel (x)>=3
n=numel (x) ; m=numel (y) ;

if ~(n==m) ,error('les tailles des deux vecteurs sont différents') ,end
if ~(n>=2) ,error('n est faible...'),end

o° de

oe

for i=1:numel (x)-1
h(i)=x(i+1)-x(i); dy(i)=(y(i+1)-y(i))/(x(i+1)-x(i));
end
for i=2:numel (x)-1
B(i)=3*(dy(i)-dy(i-1));
end
B=B'; a(l,1)=1; a(numel (x),numel(x))=1; B(1l)=0,; B(numel(x))=0;
for j=1:numel (x)
for i=2:numel (x)-1

if i==j
a(i,i-1)=h(i-1); a(i,i)=2*h(i-1)+2*h(i); a(i,i+l)=h(i);
else
a(i,j)=o0;
end
end

end

-177 -



Intégration numérique

c=inv(a) *B;
for j=1:numel (x)-1
b(3)=dy (3) - (1/3) * (2*c(3) +c (3+1) ) *h(3) ; d(F)=(c(3+1)-c(3))/(3*h(I));
end
S=0;
for j=1:numel (x)-1
s=y (3) *h (3) +(1/2) *b(3) * (h (3) ~2) ;
s=s+(1/3) *c(3) *(h(j)*3)+(1/4)*d(3) * (h(])"4);
S=S+s;
end
end

Pour vérifier I'efficacité de ces trois méthodes, soit I'intégrale

I(f): ixz ln(x)dx =6.9986

Avec MATLAB :

>> f=Q(x) (x.72) .*log(x) ;
>> x=1:(3-1)/10:3; y=£f(x);
>> Sl=Trapezoilale (x,y)
Sl =

7.0273
>> S2=ComposedNoUniforme (x,y)
S2 =

6.9986
>> S3=IntegrationWithNaturalSpline (x,y)
S3 =

6.9954

Pour le méme nombre de discrétisation de l'intervalle d’intégration [1, 3], la méthode
composé issue du principe de la méthode de Simpson 1/3 donne une meilleure estimation de

'intégrale I(f) et en deuxieme c’est celle basée sur l'intégration des splines cubiques

naturelles. Donc, est fort utile d’utiliser 'une de ces trois méthodes et suivant la nature de la
surface a calculée.

13. Calcul approché des intégrales multiples

Soit I'intégrale double :
1= [t sha={{ [t s
R

ou R est une région rectangulaire :
Rz{(x, yl a<x<b, céyéd}

13.1. Méthode des trapézes
D’apres la méthode des trapezes :

frte (45 [t ot a)as{. <29

j[ Flx, o)+ £lx, d)+2f[ C;dedx
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c’est-a-dire,
b(d b
I:j[_[f(x, y)dyjdxz(d; Dfx c)dx+jf d)dx+2.|.f

de méme par la méthode des trapezes,

[*
e, ch=( 252 o el o222,
d

4

bfx d)dX~ . {fa d)+ f(b, d+2f( atb 4

—

a

Tf[x, %jdxz[bffj{f(a, %} f[b %} zf(a+b %ﬂ

a

Soit,

j(jm y»yjdxz(b-a](d-cj[f@ e slb, e)+2( 222, ¢+ sta a1, a)

4 4
a+b c+d c+d a+b c+d
+2f(7, dj+2f(a, ' ) Zf(b Tj 4,{7 Tﬂ

Cette approximation de 'intégrale I a pour ordre :
0| (b-a)(d-c)((b-a)* +(d—c)') |

13.2. Méthode de Simpson
Les deux intervalles [a, b] et [c, d] sont subdivisés en un nombre pair, c’est-a-dire :
a==x,, X;, X,, ..., X,=betc=y,, y;, Yoy .0, Y, =d
Soit,
h=(b—a)/n et k=(d—c)/m
d’apres la méthode de Simpson :

[l y)dy%{f(x, yo)+2(mg}(x, y2j)+4ﬁf(x, Yoy i 4 £, ym)} @) 2'f(, )

180 oyt

avec,
He(c, d]

alors,

Jﬁfx y)dyJ :ﬁ X, Yo Jix+2 /i 1Jl:fx yz})dH‘&%ij yz,l)defX ym)dX}

a

vV j=0,1,2, ..,

b h (n/2)-1 b—a)h* &*

Jte yj>dx=§[f<xo, y 12 3l 3)508 o, ) sl ) |FO T, )
avec,

S e[a' b]
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L’approximation de I'intégrale I par la méthode de Simpson est :

b(d (n/2)-1 1/2
J.(J.f(x' y)ddexz%{{f(Xo, .Vo)"'z Zf(XZI" y0)+42f(X21>11 J’o)"'f(xn' yo)}

i=1 i=1

(m/2)-1(n/2)-1 (m/2)-1 n/2 (m/2)-1

(m/2)-1
+2|: f(xo: ij)+2 Z 4 (qu y21)+4 Z Zf(le 1 .V21) Zf(xn' JVZj)}

j=1

m/2 n/2 m/2

m/2 m/_2 "/2
+4|:Zf(xo' Yaj +ZZ i qu Yaja +4ZZf(X21 1 Yoo 1)+Zf( Xnr Vo 1):|
j=1

i=1 j=1i=1 j=1
(n/2)-1 n/2
"{f(x()» ym)+2 Zf(xzv ym)+42f(X2i—1' ym)+f(xn’ ym):|}
i=1 i=1
Le terme d’erreur E est exprimé par :

m/2 4

3 YR ot (m/2)-1 54 4
E= k(b a)h |:ZXJ4—C(§0' J/o)+2 - f(éz; J’21)+4z (6211 y21 1) a{('fm‘ y’”)}

540

N LI

180 < oy’

a

Si les termes 8*f/éx* et &*f/dy* sont continus et d’aprés le théoréme de la moyenne, ils

existent (77, ,u) et ( , ) de R tel que:

4 (m/2 154 m/2 4 4
27{(50. yo)+2 2 o {(éz, yz,)+4Z (52, v Yoy 1) g {(ém, ym)=3mgxf(ﬁ, /7)

et,
4

[ e, b= (o-e)ZL G, )

© oy’

par conséquent,

E:—k(b—a)h‘*[Sma‘*f(_ ﬁ)} (d—c)b-a),, 0" f( i)

180 oy’

ou,

el 20, e 246, 1)

180 ox* ox*

14. MATLAB et le calcul d’'intégrales
MATLAB offre des fonctions préprogrammées permettant le calcul approché des intégrales
définies et impropres simples et multiples. La méthode des trapezes se fait tout simplement
avec la fonction trapz, soit I'exemple :

>> f=Q(x) (x.7-2).*exp(-x-x."2);
>> x=1:0.01:2; % définition d’un pas de discrétisation h = 0.01
>> y=f(x);
>> I=trapz(x,y)
I =
0.0265
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La fonction quad, est basée sur la méthode adaptée de quadrature de Simpson, soit
I'exemple :

>> f=Q(x) (x.7-2).%*exp(-x-x."2);
>> I=quad(f,1,2)
I =

0.0265

La fonction integral basée sur la méthode adaptée de quadrature, elle permet le calcul
des intégrales définies et les intégrales impropres, par exemple :

>> f=Q(x) (x.7-2).*exp(-x-x."2);
>> I=integral(f,1,2)
I =

0.0265

Un autre exemple, consiste a calculer une intégrale impropre avec la fonction integral de la
fonction exponentielle factorielle ef,(2) de Halphen (1955) :

ef,(2)= ZTxexp(—x2 + ZX)dx

f=Q (x) 2*x.*exp(-x.*x+2*x);
integral (£,0,inf) ;
ans =

9.8782

Il est possible avec MATLAB de calculer numériquement une intégrale multiple (double ou
triple) a travers une surface ou un volume par les fonctions integral2 et integral3

comme suit :

Xm, Ymax

J.ax .[f(x, y)dxdy ~ integral2 (f,xmin,xmax,ymin, ymax)

X=Xmin V=Y min

X, ¥4

Tx yT"‘ If(x: Y, Z)dXdde ~ integral3 (f,xmin,xmax,ymin, ymax,zmin, zmax)

X=Xmin Y=Ymin Z=Zmin

max

Soit l'exemple suivant qui consiste a calculer l'intégrale AY

double I de la fonction f(x, y):x(y+1) a travers la surface
2
triangulaire A (Fig. 5.10) :
I=||x(y+1)dxd
IAI (v +1)dxdy A
X

La surface A peut-étre explicitée ainsi : 1

A:{OSXSL OSyS—ZXJrZ} Fig. 5.10: Surface d’intégration.

par conséquent,

1= [[x(y+1)dxdy = j [T;( y+1)dy}dx

A x=0\_ y=0
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Avec MATLAB,
>> f=Q(x,y) x.*(y+1);
>> ymax=@ (x) -2*x+2;
>> I=integral2(£,0,1,0,ymax)
I =
0.5000

L’exemple suivant consiste a calculer I'intégrale triple Q de

la fonction f (x, y, z): x(cos y+xcosz) a travers le volume V

de la sphere concentrique de rayon égale a I'unité (Fig. 5.11),
c’est-a-dire :

Q= ”J.x(coser xcosz)dxdydz

Le volume V peut étre explicité ainsi :

X

Fig. 5.11: Volume d’intégration.

V:{71Sx£1; V1-x* <y<1-x%; —\/1—x2—y23z31/1—x2—y2}

Avec MATLAB,

>> f2xyz=Q(x,y,2z) x.*(cos(y)+ x.*cos(z));
>> xmin = -1; xmax = 1;

>> ymin = @(x)-sqrt(l - x.%2); ymax = @(x) sqrt(l - x.*2);

>> zmin Q(x,y)-sqrt(l - x.%°2 - y.*2);

>> zmax = @(x,y) sqrt(l - x.%2 - y."2);

>> Q = integral3(f2xyz,xmin,xmax,ymin,ymax,zmin, zmax)

Q:
0.7796

Le calcul des intégrales par les méthodes numériques est une alternatif pour celle ou son

calcul par les méthodes analytiques est fastidieuse. Le développement de I'analyse

mathématique a permis de résoudre pas mal de problémes liés a l'intégration des fonctions

(Nahin, 2015 et Cornel Ioan Valean, 2019). Avec la fonction int de l'outil symbolique de

MATLAB est un moyen tres utile pour le calcul analytique des intégrales et la détermination de

la fonction primitive, par exemple I'intégrale :
3
I= Ixz log(x )dx
1

Peut étre traité ainsi :

>> syms x % X ici est une variable symbolique

>> f=sym((x"*2)*log(x)); % Expression symbolique de la fonction f (x)

>>F= int(f);
>> int(£f,1,3);
>> 9*log(3) - 26/9
ans =
6.9986
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Ces commandes montrent que la fonction primitive de la fonction f(x)=x"log(x) estla

fonction F(x)=x° (log(x) —~ 1/3)/3, et par conséquent I'intégrale I est :

3

3 3 3
I=[x%1 =X X
ok = og(x){ ‘

1

3

=9log(3)- %‘ =6.9986

1
Certaines intégrales ne peuvent pas étre calculée par l'outil symbolique de MATLAB, soit
I'exemple de la fonction intégrale sinus :

Il
O L
«.
x [

Il est clair que cette intégrale existe pour ¢ >0, mais la fonction f(x)=sin(x)/x qui n’est pas

définie a x =0 et sa primitive ne peut pas étre déterminée analytiquement, dans ce cas il faut
utiliser les méthodes numériques en calculant tous d’abord sa limite a x =0 et déterminer par
la suite la solution approchée.

15. Exercices résolus

Exercice 1
Montrer dans le cas de la méthode des trapezes dont l'intervalle [a, b] est divisé en plusieurs
segments de différentes distances que les conditions sur coefficients Cotes sont bien vérifiées.

Soit f (x)une fonction continue [a, b], la méthode des trapezes utilisée pour un calcul

approché de l'intégrale est exprimé par:

X n
()= h[f B) 1, ) o, £, ) L )} >ow,r(x,)
j=0
remarquons que les facteurs poids sont :
wo=h/2, w,=h(¥j=1,23, .., n-1) et w,=h/2
par conséquent les coefficients de Cotes :
H,=1/2, H,=1(j=1,23, .., n-1) et H,=1/2
qui vérifient bien les conditions :
Y H=let H=H,,
j=0
Exercice 2

Considérons la fonction f (X) tabulé ci-dessous. Evaluer l'intégrale J?f f (x)dx par la

méthode des trapezes pour n =1, 2, 4, et 8 intervalles.

X fx) X f¥)
0.4 51600 1.4 3.3886
0.6 3.6933 1.6 3.8100
0.8 3.1400 1.8 4.3511
1.0 3.0000 2.0 5.0000
1.2 3.1067

La valeur exacte est 5.86. Calculer les erreurs dans ce cas.
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D’apres la méthode des trapezes :

[ Flxax zh[@+ e f ot £l Yo L )}

2

pourn=1,

E; Fldx~1 = (2.010.4j[5.1§oo N 5.0300 } 81280
pourn =2,
Eff(x)dx 1 :(2.0;0.415.12600 31067 4 5.0300} _ 6.5494

pour n = 4,
jozf fx)dx~1I_, = (2'0;0'4j[5 '1200 +3.1400 +3.1067 +3.8100 + 5'0300 } =6.0547

pour n =8,

J:ff(x)dx ~I, ¢ =(2'0;0'4j[5'12600 +3.6933 +3.1400 +3.0000 +3.1067 +3.3886 +

5.0000

3.8100+4.3511 + }=5.9139

Le tableau ci-dessous résumé les résultats obtenus ainsi que les erreurs d’intégration suivant
cette méthode

n I Erreur Erreur relative (%)
1 8.1280 2.2680 38.70
2 6.5494 0.6894 11.76
4 6.0547 0.1947 3.32
8 5.9139 0.0539 0.92

Exercice 3
En utilisant la méthode de Simpson 1/3, évaluer I'intégrale :

Izjl'd—x
x> +6x+10

0

avec 2 et 4 sous intervalles et comparer avec la solution exacte.

Les sous intervalles de [0, 1] sont représentés dans les deux tableaux

n=2,
X 0.0 0.5 1.0
f(x) 0.1 0.07547 0.05882
n=4,
X 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
f(x) | 0.10000 | 0.08649 | 0.07547 | 0.06639 | 0.05882

Alors, d’apres la méthode Simpson 1/3 on a pour lesdeuxcas (n=2etn=4):

I, =§[f(o.o)+ 4£(0.5)+ £(1.0)]= 0?5[0.1 +4(0.07547)+0.05882 = 0.07678.
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h

I, = §U(0-0)+ 4£(0.25)+4£(0.75)+2£(0.75)+ £(1.0)]
= 0'—25[0.1 +4(0.08649 )+ 4(0.06639 )+ 2(0.07547 )+ 0.05882 = 0.07677.
La valeur exacte de I'intégrale :
1
3 dx B 1 L () eal(2)_
Exact = I—xz T [tan (x + 3)]0 =tan (4) tan (3) =0.07677.

0
L’erreur entre la valeur exacte et la valeur approchée :
[Exact —1,|=|0.07677 —0.07678| = 0.00001.

[Exact —1,|=(0.07677 —0.07677| = 0.00000.
Exercice 4
Utiliser la méthode des trapézes pour calculer approximativement les intégrales :

O© ey N

(1+sinm)dx et ][‘sinzxdx
0

Comparer le résultat obtenu avec celle calculé par la formule d’intégration d’Euler-Maclaurin.

Considérons la formule d’intégration approchée d’Euler-Maclaurin suivante :

[ rtobic= 3 7i0)+ o) o 1003 2 [ o) £

a

n—1

i=1

Le terme,
n-1

hB fla)+

Est le calcul approché de I'intégrale par la méthode des trapezes.
2

Soit le script suivant qui permet de calculer 'intégrale I(l +sin 7zx)dx par les deux méthodes :
0

)3 10)| =17, 1)

i=1

syms x
f=1+sin(pi*x) ;
fl=diff (f) ;£2=diff(f,3) ;£3=diff (£,5) ;f4=diff(£,7) ;£5=diff (£,9);
f6=diff (£f,11);

a=0; b=2;
n=5;
h=(b-a) /n;

f=matlabFunction (f) ; fl=matlabFunction (£fl) ; f2=matlabFunction (£f2) ;
f3=matlabFunction (£3) ; f4=matlabFunction (£4) ; £5=matlabFunction (£5) ;
fé=matlabFunction (£6) ;

B=[1/6 -1/30 1/42 -1/30 5/66 -691/2730];

Somme= (B (1) /factorial (2))* (h*2)*(£f1(b)-£fl(a));

Somme=Somme+ (B (2) /factorial (4) ) * (h*4) * (£2 (b)-£f2(a)) ;

Somme=Somme+ (B (3) /factorial (6))* (h*6)* (£3 (b)-£3(a)) ;

Somme=Somme+ (B (4) /factorial (8)) * (h*8) * (f4 (b)-f4(a)) ;

Somme=Somme+ (B (5) /factorial (10)) * (h*~10) * (£5(b)-£5(a)) ;
Somme=Somme+ (B (6) /factorial (12)) * (h*12) * (f6 (b)-f6(a)) ;

ParTrapezes=Trap(f,a,b,n)
ParEulerMaclaurin=Trap(f,a,b,n) -Somme
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L’exécution de ce script conduit a :

ParTrapezes =
2

ParEulerMaclaurin =

2
De méme pour calculer I'intégrale jsinz xdx , soit le script :

0

syms x
f=sin (x) *sin (x) ;
fl=diff (f) ;£2=diff (£,3) ;£3=diff (£,5) ;£4=diff (£,7) ;£5=diff(£,9);
fo=diff (£,11);
a=0;
b=pi;
n=3;
h=(b-a) /n;
f=matlabFunction (f) ; fl=matlabFunction (£f1l) ; f2=matlabFunction (£2) ;
f3=matlabFunction (£3) ; f4=matlabFunction (£4) ; £f5=matlabFunction (£5) ;
fé=matlabFunction (£6) ;
B=[1/6 -1/30 1/42 -1/30 5/66 -691/2730];
Somme= (B (1) /factorial (2))* (h*2)* (£f1(b)-£f1l(a)) ;
Somme=Somme+ (B (2) /factorial (4)) * (h*4) * (£2 (b)-f2(a)) ;
Somme=Somme+ (B (3) /factorial (6))* (h*6)* (£3(b)-£f3(a));
Somme=Somme+ (B (4) /factorial (8)) * (h~8) * (£f4 (b) -f4 (a)) ;
Somme=Somme+ (B (5) /factorial (10)) * (h~10) * (£5(b)-£f5(a)) ;
Somme=Somme+ (B (6) /factorial (12)) * (h*~12) * (£6 (b) -f6(a)) ;
ParTrapezes=trap(f,a,b,n)
ParEulerMaclaurin=Trap(f,a,b,n)-Somme

L’exécution de ce script conduit a :

ParTrapezes =
1.5708
ParEulerMaclaurin =

1.5708

Exercice 5
L’équation,
1 —t%/2
——e  “dt =0.45
!VZE
peut étre résolue par la méthode de Newton sachant:

f(X):%J-etz/Zdt_Olll_S et fr(x):%exzh
0

Déterminer une solution de I’équation f(x) =0 par la méthode de Newton pour une premiere

itération (x1 = 0.5) en utilisant la méthode de Simpson 1/3 pour le calcul d'intégrale.
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Le processus itératif de Newton pour la solution numérique de I’équation f(x)=0 est

exprimé par :
f(Xk)
f,(xk)

Xppp =X —
c’est-a-dire,
1 -t*/2
—— e “dt -0.45
N2 l-
Xy =X — 1

N

efx,f/z

Sachant que x1 = 0.5, alors,

1 T 2/
——— |e "’ dt-0.45
N2
1 _os2f2

J2r

x,=0.5—-

0.5
x2 est calculé a partir du calcul de l'intégrale J et qui sera déterminée par une des
0

méthodes d’intégration approchée (trapézes, Simpson ou autres...). Une fois x; est calculé x3
sera calculé de la méme maniere jusqu’a la convergence. Soit le script MATLAB :

[0

% définition de la fonction f' (x)
fprime=Q (x) (1/ (sqrt(2*pi))) *exp (- (x.*x) /2) ;

% définition de la premiére itération Workspace ®©

xin=0.5 H Mame Value Min

for i=1:200 || fprime @01/ (sqre(2*pil)) exp(- (c.*)/2)

xfin=xin- ( (Simpsonlby3 (fprime,0,xin,10) - ] i & &

0.45) /fprime (xin)) ; xfin Lok 16443
1 xin 1.6449 1.6449

% Test de convergence

if abs(xfin-xin)<=0.00001

break

end

xin = xfin; < >

end

L’exécution du script montre bien que le processus converge des la sixieme itération vers
1.6449 solution de I'équation intégrale :

|

e l2dt—0.45=0

] -
N

Exercice 6
Considérons l'intégrale,

I= f1|x|dx =1
Soit T(h =2/ n) I'approximation de l'intégrale I par la méthode de trapezes.
1. Montrer que T(2/n)=1=1 sin est pair.
2. Déterminer l'expression de T(Z/n) quand n est impair et commenter la vitesse de

convergence vers la valeur exacte de I'intégrale.
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1. La figure 5.12 montre la division en n = 2m (nombre pair) de nceuds de l'intervalle [-1, 1],

par conséquenth=2/2m=1/m. Soit alors,

Xo=-1, x, =-1+1/m, x, =—1+1/m+1/m=-1+2/m,x, =—1+3/m,...
, X, ==1+i/m,.., x,, =—1+m/m=0

par conséquent,
flx,)=1-i/m, Vi=1, 2, ..., m-1

aussi,
X +1:1/mrXm+2:2/m)xm+3:3/mi"" _I/m, Y m+(m 1)_X2m1 (m 1)/
alors,
f(x,,.;)=i/m, Vi=1,2, ..., m—1
-1 0 1
o——e @ 4 *—0—© @ @ o—O
Xo Xr e Xm-1 Xm Xm+1 77 X2m-1 X2m
Fig. 5.12 : Division de l'intervalle [-1, 1] en un nombre pair de noceuds.
Soit,

rlan)=3) flo 23 )+ )
ACORCIRE) ACRIST R EED WA SRS S R 311t
T(2/n)= {1+Z x, )+ f(x,.; }:h{n'g@—%%ﬂ [1+Z1} h1+(m-1)|= mh_;=1

2. La figure 5.13 montre la division en n = 2Zm+1 (nombre impair) de nceuds de [-1, 1], par
conséquent h=2/(2m+1). Soit alors,
Xy =—1, x, =-1+2/(2m+1), x, =—1+2x2/(2m+1), x, =—1+3x2/(2m+1),..

=-1+ix2/2m+1),.., X, = —1+m><2/(2m+1)
par conséquent,

2i
X, )=1- , Vi=1, 2, ..., m
f( ’) 2m+1
aussi,
1 2 1 1 2 3 3 2 5
Xp =U+— = » X2 = + y X3 = = rery
22m+1 2m+1 2m+1 2m+1 2m+1 2Zm+1 2m+1 2m+1
2i—1 2m-1
m+i = e m+m EXZm =
2m+1 2m+1
par conséquent,
flx, V=271 vict, 2, m
2m+1’
-1 0 1
[ - - L 4 @ ——@ @ @ . 4 L 2 L
XO Xl ..... Xm_1 Xm Xm+1 ..... sz-l sz X2m+1
Xm+1/2

Fig. 5.13 : Division de l'intervalle [-1, 1] en un nombre impair de nceuds.
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alors,

T~ )23 £ )|
(z/n—g{mzf } h[1+§:f(xi)}:h{1+§f(xi)+if(xm+i)}

i=1 i=1

Tiefm)- {+i( Zmil 22;;.1+1H {Hi( 2m+1ﬂ:h[l+m(1_2ml+1ﬂ

T(2/n)=H 1+ 2m’ | 2 |2m’+2m+1 :4m2+4m:r2:(2m+1)2;r1:1+ 1 2
2m+1] 2m+1| 2m+1 (2m+1) (2m+1) (2m+1)

Exercice 7
. . 0 = = 7 1 - 2
Estimer le nombre des sous intervalles pour une approximation de 1’1ntegraleJ~0 e dx avec

une erreur de 0.5x10°°, si
(a) la méthode est celle des trapéezes, (b) la méthode est celle de Simpson.

(a) L’erreur d’intégration E due a I'approximation de I'intégrale par la méthode des trapezes

est:
1
s el ”(X):12n Voot ax plox’ -1 _12n e 6nle
si,
E<05x10° = 12 =0.5x10"°
6n‘e
alors,

:\/ 1 ~350
6xex0.5x107°

(b) Dans le cas de la méthode de Simpson, I'erreur d’'intégration :

ax f(4)( X

< m 12
T 180n* v os<x<t

4(4x* —12x> +3)™ =

max
180n* v 0<x=1

si,
12
80n

12 1/4
= ~19
(180 x0.5x107° j

En conclusion pour la méthode des trapézes il faut que le nombre des sous intervalles soit

E<0.5x10° =

- =0.5x10"

alors,

plus de 350 et pour la méthode de Simpson il faut que le nombre des sous intervalles soit
supérieur a 20.

Exercice 8
Soit fune fonction continue satisfaisant sur I'intervalle [0, 1] la condition :

f)+ f1-x)=1

(a) Montrer que l'intégrale
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I=J.01f(x)dx=%

(b) Monter pour une subdivision symétrique de l'intervalle [0, 1], la méthode des trapezes
donne la méme valeur de I.

(a) l'intégrale

I:f(X)dx :_J‘lof(l —x)dX = I:f(l—x)dx
= Llf(X)dX —J:f(l —x)dx=0=> _[Ol[f(x)_f(l — x)ldx =

Fl-x)=1- ()
alors,

[F)-f1-x)x=0 = [[2f(x)-1kix=0 & 2[ f(x)ix=dx=1
soit,

_[fx)dx—

(b) Soit la subdivision symétrique de I'intervalle [0, 1] (Fig. 5.14) :

l\JIb—\

0 1/2 1
*—~o—& & ® @ @ & 4 L ®
X{] x]. ..... xm-l xm xm+l ,,,,, xzm_l xzm

Fig. 5.14 : Subdivision symétrique de l'intervalle [0, 1].

d’apres la méthode des trapezes :

=] e 250 ) o) |0 7023 7) | b 1025 (0|

4m

d’apres la figure 5.14,

X, =h X, ,=1-h

X, =2h Xym o =1—2h

.);I..:.i.h N sz o

x . =(m=1)h X =1—(m—1)h
Soit,

D)= 2 £l )+ £l )+ 2l )= £(1/2) 2 AR5 12 in)
’ F1/2)+ F1-1/2)=1 = 2f(1/2)=1 = f(1/2)=1/2
et,
"’_:[f(,h)+ - )]:211 —m-1

alors,

> flx)=1/2+m-1=m-1/2

i=1
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finalement,

1 1 1
I~E[l+2(m—1/2)]—%[1+2m—1]—5

16. Exercices supplémentaires

Exercice 1
(a) Déduire la « regle du point médian » de l'intégration, c’est-a-dire :

Xy +h 1 1 3 o
Lk f(x)dx:hf(xk+5hj+ﬁhf(§), X, <E<x, +h

1
{indication: Utiliser le théoreme de Taylor au x, + Eh .

(b) Obtenez la regle du point médian composite pour Ibf (x)dx en subdivisant l'intervalle

[a, b] en n nceuds.

Exercice 2
Déterminer cz, b1 et bz dans la formule de quadrature de Radau

[g(e)de ~b,g(t)+ b,g(c)

afin que son ordre soit maximal.

Exercice 3
La formule des trapezes comme :

johf(x)dx =af(0)+bf(h)+E(f), O<h<z

Est-elle exacte pour f(x)=cosx et f(x)=sinx.

Exercice 4
Utiliser la formule d’intégration d’Euler-Maclaurin pour démontrer les relations :

cos(0)+cos(ij+cos(2—”j+---+ cos(27r) =1

100 100

sin(O) + sin(iijsin(z—ﬂJ +-- -+sin(27r) =0
100 100

Exercice 5
Utiliser la formule d’intégration d’Euler-Maclaurin pour calculer I'intégrale :

2 2
I e " dx
1
Exercice 6
Si la distribution de la vitesse v a travers d'un \
\
écoulement dans une conduite est connue, le débit Q | A | e —
]
(i.e., le volume d’eau passé par unité de temps) est ! r
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calculé par l'intégrale J.vdA. Ou A la surface transversale de la conduite, si elle est circulaire
A

A=7nr* A=m? et dA=zrdralors,
Q= Zﬂj vrdr
0

SiI’écoulement est laminaire, la vitesse v est exprimée par :

1/6
v= 2(1 - ij
rO

Calculer par la méthode de Simpson le débit Q de I’écoulement.

ro est le rayon total de la conduite.

Exercice 7
La longueur d'une courbe paramétrée {x(t), y(t)} est donnée par l'intégrale :

V@R + D @F ae

Pour,
3 3 . .
x(t)= Ecost +cos3t et y(t)= Esmt —sin3t, 0<t<2rx
Estimer la longueur de la courbe avec 10-¢ de précision

Exercice 8
La fonction gamma est définie par l'intégrale :

Ia)= J‘e”‘x“’ldx
0

Calculer approximativement I'(«) pour o =1.0, 1.4, et 2.0,

Exercice 9
Supposons que la force ascendante de la résistance de l'air sur une chute l'objet est
proportionnel au carré de la vitesse. Dans ce cas, la vitesse peut étre calculée comme :

v(t)= ﬂtanh( &tJ
c, ' m

avec ¢, estle coefficient de trainée de second ordre.
(a) pour =10, 1.4, et 2.0. Si g=9.8 m/s?, m=68.1 kg et c,= 0,25 kg/m, utiliser
l'intégration analytique pour déterminer a quelle distance I'objet tombe en 10 s.

(b) Faites la méme évaluation, mais évaluer l'intégrale avec la regle des trapézes a
segments multiples. Utilisation un n suffisamment élevé pour que vous obteniez trois
chiffres significatifs de précision.
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Exercice 10
Supposons que nous souhaitions calculer la température de la terre a certaines profondeurs
sur une période de temps. On suppose que la terre est plate et initialement a température
nulle. La température T(h, t) est exprimée par :

2

h t e 4a(t-T)

" 2a3(t—7) Jama(c—7)

T(h, t) Ts(r)dr

T (t) est la température a la surface de la terre. Le constant a est la diffusivité thermique et

N

est fonction du milieu. Si t est en heures,

Ts(t)=15+2051n(
87

27t
66

Supposons que a=0.009 mz/h, évaluer T(h, t) pour les valeurs de t et h suivants :

(a) t =200, 400,500 et h=1m,
(b) ¢ = 200, 400, 500 et h = 5 m,
(c) ¢ =200, 400, 500 et h = 10 m.

Exercice 11
Dans les problemes de conduction thermique, le flux de chaleur d'un tuyau est donné par
l'intégrale :

sin’ @ 7—2x—sin2x
Cle)= sinx| cosp——— | dx
(#) 16 ;[ ( v 2cos’ x j

@ est en radian.

(a) Estimer l'intégrale pour 1t/5, /4, /3 en utilisant la formule de quadrature de Gauss
avec n = 4. Noton que 'intégrale a une singularité a x =m/2.

(b) Pour lever la singularité, montrer que si on utilise les séries de puissance C((p) est peut

étre approchée par:

.2 72 3 2 3 4
C(qo)zsm [ x-2| cosp—| Z—2x+72 BRSNS N
16 6 2 2 3 3

@6

Evaluer dans ce cas l'intégrale pour les mémes valeurs de @ et comparer les résultats avec

celles obtenus dans (a).

Exercice 12
Le potentiel de vitesse d'un fluide irrotationnel incompressible satisfait 1'équation de Laplace.
Supposons que nous puissions considérer le fluide comme étant bidimensionnel. Notons le
potentiel pour que la vitesse soit :

v=Vu

Sortons du mouvement du fluide en donnant une vitesse normale au fluide a la frontiére de
sorte que la condition aux limites soit donnée par une fonction g. Si le conteneur peut étre
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considéré comme un disque de rayon a dans ce cadre bidimensionnel, alors la solution u en
coordonnées polaires est donnée par l'intégrale :

u(r, 9):C—%szln (az —Zarcos(¢—9)+r2) 9(¢) dg

ou C estun constant arbitraire eta = 1.

Evaluer I'intégrale u(r, #) pour g(6)=sin6, et C = 0 pour les points (0.1, z/4), (0.2, 7/4)
et (0.4, 37[/6).

Exercice 13

Un réservoir sphérique de rayon r =1.5m avec une orifice dans sa
base permettant la vidange du réservoir. Soit le tableau des

données :
t(s) Q(ms/h) | t(s) Q (m3/h)
0 10.550 3600 7.020 |
500 9.576 4300 6.480 I
1000 9.072 5200 5.688 H
1500 8.640 6500 4.752 l L
2200 8.100 7000 3.348 ah
2900 7.560 7500 1.404

Ecrire un script MATLAB permettant de calculer le volume d’eau drainé pour un hauteur d’eau
H.

Exercice 14
Soi la fonction f, donnée par:

. 2z
f(x)=ao+2(ak cos(kx)+b, sin(kx)), a,, b, eR etlintégrale I= If(X)dX
k=1 0

Quelle est la valeur exacte de I ?

2. Appliquer la régle des trapézes a I avec h=2x/N. A partir de quelle valeur de N le
résultat est-il exact ?

3. Déterminer la formule de quadrature a trois étapes d’ordre 6.

4. Appliquer la formule précédente au calcul de I et répondez a la méme question que
sous (2).

5. Quelle formule de quadrature proposez-vous pour lintégration numérique d’une
fonction périodique.
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Chapitre 6.

Méthodes numériques des EDOs

La résolution numérique des équations différentielles est
probablement le domaine de I'analyse numérique ou les applications
sont les plus nombreuses. Que ce soit en mécanique des fluides, en
transfert de chaleur ou en analyse de structures, on aboutit souvent a
la résolution d’équations différentielles, de systémes d’équations
différentielles ou plus généralement d’équations aux dérivées

partielles. La majorité de ces équations différentielles nécessitent gl
une solution basée souvent sur des concepts numériques  Fig. 6.1 : Pendule simple.
appropriées, par exemple 'équation d’'un pendule simple de masse m

en oscillation (Fig. 6.1) est explicité par 'équation différentielle :

2
—?+%sin9=0

Il est clair que cette équation n’admet pas une solution analytique simple, ce qui nous
ramene a chercher une solution par les méthodes numériques capables d’approcher la
solution de I'équation différentielle.

En générale, une équation différentielle ordinaire EDO d’ordre n, c’est une fonction
analytique qui peut étre explicitée par :

2 n “HI:E}
Fle, o @ du AUl
dt’ dt dt”

sa résolution consiste a déterminer la fonction u(t) sous forme

-

d’une expression analytique ou sous forme d’un graphe (Fig. 6.2).

Certaines équations différentielles possédent des regles et des Fig. 6.2 : u(t).
méthodes pour les résoudre, tel que les équations linéaires, de
Riccati, de Bernoulli etc., d’autres types comme celle de Bessel, Hermite et ... l1a solution est
exprimée sous forme d'une série de fonction polynomiale. Mais a part ces équations
différentielles particulieres, la détermination d’'une solution analytique parait impossible,
alors les méthodes numériques sont les seuls issus pour les résoudre (Fig. 6.2).

1. Méthodes d’Euler
En mathématiques, la méthode d'Euler, nommée ainsi en I'honneur du mathématicien
Leonhard Euler (1707-1783) (Fig. 6.3), est une procédure numérique pour résoudre par
approximation des équations différentielles du premier ordre avec une condition initiale
nommeée aussi le probleme de Cauchy (Probléme a valeur Initiale IVP).
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c’est-a-dire,
du= f(t, u)dt

L’intégration entre deux points d’abscisses t, et tn+1 (Fig. 6.4) conduita:

Upiq thia t

[du=T f(t, uydt = u,,—u,= [ f(¢ u)de=hf(t, u,)+R(h)

t

n n

n+l

R(h) est I'erreur de troncature ou le reste qui tends vers 0

quand t, tends vers tp+1 (C'est-a-dire h—0). Cette intégrale est
approchée par hf (t,, u,).La méthode d’Euler explicite :

u,., =u, +hf(t,, u,)
Connaissant la condition initiale u(t,)=u, , le processus
itératif suivant peut étre généré facilement :
., =u, +hf(t, u,), k=0,1,2, ..., N-1

D’une autre fagon, I'intégrale (Fig. 6.5),

t,

n+1

J.f(t’ u)dtzhf(tn+1’ un+1)

t

n

alors, Fig. 6.3 : Portrait de L. Euler par
Uy =U, + hf(tn+1 ) “n+1) Johann Georg Brucker (1756).

C’est la méthode d’Euler implicite.

u'(n) +u'(t)
__firnt#,_i_rnﬂ] u JI[fn*'i]

ﬂt-la”n]/r’;:‘:a]_ : f[f,L!]

|t.l.‘+1 >
|

* h ! tn fnél
Fig. 6.4 : Méthode d’Euler explicite. Fig. 6.5 : Méthode d’Euler implicite.

| f.n

1.1. Méthode de Heun ou de Cranck-Nicholson
La somme membre a membre des deux méthodes d’Euler explicite et implicite conduit a
la méthode de Heun ou de Crank-Nicholson, c’est-a-dire,

h

2u,,, =2u, +hf(tn' un)+hf(tn+1’ un+1) = U, =U, +gf(tn’ un)+_

2 f(tn+1 ’ un+1)

or,
un+1 = un + hf(tn’ un)

Soit,

s =ty +5 £l 0} 2, 41 w,)
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1.2. Erreur de troncature et stabilité

L'erreur de troncature dans la résolution des équations différentielles suivant la méthode
d’Euler est de deux types local et global. L’erreur de troncature local est I'erreur commis dans
une étape de tn A tr+1. Le développement limité de Taylor d’ordre deux de la fonction u(t) au

voisinage de t;+1 est exprimé par :
2

u(tm):u(tn)+hu'(tn)+%u"(§n), E<C <t

ou,
2

u(t)=u(e,)+ b, u(e, )+ 200

L’erreur de troncature local est de :

hZ
€1 = u(tn+1 ) U,y = ?u”(é’n )
C’est-a-dire que I'erreur de troncature locale est de deuxieme ordre O(hz), soit :
K h?
e”ﬂ :u(t”)+hf(t”' u(t”))_i_?u"(gn)_urwl :u(tn)+hf(tn’ u(tn))+?ull(§n)_un _hf(tn' un)
X f(t, u(t,))=hf(t, u,) R

=u(t,)—u, +h| (£, u(t,))-hf(t,, un)]+?u”(§n)=en +h e, +?u"(§n)

u(t,)—u,
Supposons que f(¢, u)et Of /Ou sont continues, suivant le théoréme de la valeur moyenne il

existe & de [u

n’

u,,,] tel que:

u(t,)-u, :a_f(t”’ &)
alors,
0 n o,
en+1:en+haf(tn’ gn)en_'__u (gn)
donc,
of n .,
en+1 S[l_‘_haf(tn’ gn)) en +?|u (gnj
Pour u, <u<u, , ett, <t<t,,, aif(t, u)<M et |u'(t) <K
u

Avec M et K sont positives. Alors,

en+1

hZ
<(1+hM)|e, +?K

qui s’écrit aussi,

2

2 2
< (1+hM){(1+hM)|eH| + %K} +%K =(1+hM)’|e, |+ %K[(u hM)+1]

en+1
de méme,
2 n W 3 n 2
€| <(1+hM)"| (L hM e, |+ K | +-K =(1+hM) |em2|+7K[(1+hM) +(1+hM)+1]
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2

e £(1+hM)4|eH|+%K[(1+hM)3+(1+hM)2+(1+hM)+1}
......... B L RS
e,..|<(1+hM)" e0|+%K[(1+hM)"+..-+(1+hM)3+(1+hM)2+(1+hM)+1}
or,
n+1 n+1
l&|=0 et (1+hM)"+---+(1+hM)3+(1+hM)2+(1+hM)+1:(1+hM) _1:(1+hM) -
(1+hM)-1 hM
Soit,
hK m
e SW[(1+hM) 1—1}
ou,

e, sﬂ[(uhM)“—q, n=0,1,2, ...
M

En analyse mathématique, pour un variable x positive, 1+x<e”, alors:
1+hM<e™ = (1+hM) <e™ =e"0)

Soit,

e g%[e’”(tn“o)—q, n=0,1,2, ...

C'est I'erreur globale pour la méthode d’Euler, elle est de premiere ordre O(h) .

Pour étudier la stabilité d’'un probleme de type de Cauchy, soit € une perturbation, et le
probléme :
dz
E=f(t, z), z(ty)=z,=u,+¢& t,<t<b
Le probleme de Cauchy est dit stable si et seulement si :

|lu—z| =max
© g,<t<b

u(t)—z(t)‘ <cg, ¢ constant positif

Pour la méthode d’Euler,
un+1 :un+hf(tn’ un)' u(tO):uo et Zn+1 :Zn+hf(tn' Zn)’ Z(tO):u0+g

L’erreur due a la perturbation est :
e =z —U

n n n’

= e,=¢
Pour la méthode d’Euler,
ena =€, +h f(t, 2,)-f(t, u,)]
alors,
<

+hf(t,, z,)-f(t, u,)

Si la fonction f(t, u) est Lipschitzienne (Weisstein, 2003), il existe alors, un K de R* tel que,

en+1 en

‘f(tn’ Zn)_f(tn; “n) <K|z, —u,
soit,
e ..|<le,|+hKle, =(1+hK) e,
alors,
e,.|<(1+hK)|e,|<(1+hK ) |e, | <---<(1+hK )" |e,|=(1+hK)™"|¢]
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puisque,
1+hK <e™
alors,

e

n

<" |g| — el 0K |e|

ce qui traduit suivant la propriété citée au-dessus que la méthode d’Euler est stable.

Suivant ce concept, n'importe quel probleme de Cauchy est stable suivant cette vision qui
concerne la perturbation dans la valeur initiale U, (Atkinson et al, 2009), celle-ci qui est une
vision partiale du probleme de stabilité. Si en plus l'erreur ||u—z||00 est faction de la
perturbation (0<c<1), le probleme de Cauchy est bien conditionné, si par contre l'erreur
”“_Z”m est tres large (¢ >>1), le probleme de Cauchy est mal conditionné. Dans la pratique, il

existe un continuum de problémes allant du bien conditionné vers du mal conditionné.
I'extension du mal conditionnement a un effet sur la sensibilité de la solution numérique
indépendamment de la méthode numérique utilisée (Atkinson et al, 2009). Le probléeme de
Cauchy a I’égard de cette perturbation :

u(t)—z(t)z—gexp[j g(s)dsj

gle)- L)

u=u(t)
Par conséquent, le probléme de Cauchy est bien conditionné si est seulement si :
(e, u(0)

<0, t,<t<b
ou

2. Méthodes de Taylor
Le développement de Taylor autorise une généralisation immédiate de la méthode d'Euler
qui permet d’obtenir des algorithmes dont I'erreur de troncature locale est d’ordre plus élevé.
On cherche, a t = t;, une approximation de la solution en ¢ = t;+1. On a immédiatement :
2

(e, )=u(t, +h)=u(e, )+ b (e, + (e, ) +O( 1)

c’est-a dire,
2

(e, )=u(t, )+ A, u(tn))+% £(6, u(t,))+0(r")

or,

F(e, u(t)= 5f(t:8:(t)) . 5f(t'8:(t))u,(tn): af(t'at“(t)) +af(t'a:(t))f(t, u(t))
alors,

(e, ) -u(e,)+ bt u(tn>>+h—2[af o vlt)) It wt) u(a))}a('f)

2 ot ou

Soit le schéma,

ot ou
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C’est le schéma de la méthode de Taylor d’ordre 2.

Soit 'exemple d'un probléme de Cauchy,
LN TR 0<t<2,
dt
u(0)=1.

dont la solution exacte est exprimée par :
u(t)=t*+e'

Dans ce probléme f(t, u) =u+2t—t*,'application du schéma de Taylor d’ordre 2 conduit a :

h h), .,
u.,={1+h+—|u +2ht —h|1+—|t"+h
n+1 2 n n 2 n

Pour résoudre ce probleme avec les méthodes d’Euler explicite et de Taylor d’ordre 2, soit le
script MATLAB :

f=@Q (t,u)u+2*t-t.”*2; % Définition de la fonction £ (t,u)
$ La solution exacte

Uexact=Q (t) t.”2+exp(t); t uEx uE ut

h=0.3; t=0:h:2; 0 1 1 1

$ Définition de la condition initiale 03 | 14399 | 1.3000 | 1.4350
uE(1)=1;uT(1l)=1; uEx(l)= Uexact(t(l)) 0.6 2.1821 | 1.8430 | 2.1690
% uE : Calcul avec Euler Explicite 0.9 3.2696 2.6479 3.2431
% uT : Calcul avec Taylor d'ordre 2 1.2 | 47601 | 3.7393 | 4.7126
% uEx: Valeur exacte 15 | 6.7317 | 5.1491 | 6.6516
for n=l:numel (t)-1 1.8 | 9.2896 | 6.9188 | 9.1602

uE (n+l1)=uE (n)+h*£f(t(n) ,uE(n)) ;
uT (n+1)=uT (n) +h*£f (t (n) ,uT (n) )+ (h*2/2) * (2-2*t (n)+£(t(n) ,uT(n))) ;
uEx (n+l)= Uexact(t(n+l));

end

3. Méthodes de Runge-Kutta explicites
Les méthodes de Runge-Kutta (Kutta, 1901 et Butcher, 1996) sont des méthodes d'analyse
numérique d'approximation de solution d’équations différentielles. Elles ont été
nommées ainsi en l'honneur des mathématiciens Carl Runge (Fig. 6.6) et Martin Wilhelm
Kutta (Fig. 6.7) lesquels élaborerent la méthode en 1901.

Ces méthodes reposent sur le principe de l'itération, c'est-a-dire qu'une premiere
estimation de la solution est utilisée pour calculer une seconde estimation, plus précise, et
ainsi de suite . Soit le probleme de Cauchy :

du

—=f(¢t, u), u(t,)=u

Y p (e, ), ulte)=u,

que l'on cherche a résoudre en un ensemble discret t,<t, <t,<---<t, . Soit l'intervalle

[tn, tn+1], I’équation précédente s’écrit aussi :

du=F(t, u)dt = u(t,.)=u(t,)+ | (&, u)de

t

n
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Fig. 6.6 : C. Runge (1856-1927). Fig. 6.7 : M. W. Kutta (1867-1944).

t,

n+1

D’apres la méthode de quadrature, I'intégrale I f (t, u)dt est peut-étre approchée par:
t

n

t,

n+l

If(t’ u)dtzzs‘,b,-k,- avec zs“bi -1
i=1 i1

t

n

alors, la méthode de Runge-Kutta d’ordre s est explicitée comme suit :

U, =U, + Zbiki

p—1
klzhf(tn, un) et kp:hf(tn+cph, un+Zankqj, vp=2,3,..,s
q=1

La matrice triangulaire inférieure A=[q;], 1<j<i<s s’appelle

0
matrice de Runge-Kutta (b, i=1, 2, ..., s) les coefficients poids el
et (cj, j=2,3, .., s)les nceuds. Ces coefficients sont rangés dans calaz aas

un tableau (Fig. 6.8) dit de Butcher (1963, 2016). La méthode de
Runge-Kutta est consistante si : Co|sy Qo - - g 51

by by ---bs_y by

i-1
Zai}:ci pour i=2,3, ..., s
j=1

Fig. 6.8 : Tableau de

On déduit que la méthode de Runge-Kutta d’ordre 1 (RK1) ou a Butcher.
un pas est la méthode d'Euler explicite, c’est-a-dire :

un+1 :un +hf(tn’ un)

3.1. Méthodes de Runge-Kutta d’ordre 2 (RK2)

Le développement de Taylor a permet de montrer que la formule d’Euler ou Runge-Kutta
d’ordre 1 est tronqué a l'erreur de troncature locale en fonction de h2. Sur ce principe, et pour
arriver a la méthode de Runge-Kutta de 2i¢me ordre, supposons que cette intégrale est donnée

par 'expression générale suivante :

thi

[ e, udt=anf(e,, u,)+bhf(e, +an, u, +pifle,, u,)+0(k)

t"

-201 -



Méthodes numériques des EDOs

a et b sont les coefficients poids, a et f déterminent la forme de la pente. Soit donc le
processus :

U, =u, +ahf(t,, u,)+bhf(e, +ah, u,+phf(c,, u,))+0(r*)

Le développement de Taylor de la fonction f(t, +ahu,+phf(t,,u,) conduit
a 'approximation :

£le, +ah, u,+pfle,, u,))

Q
=™
:;‘f
=:
N—

+

g
|

Par conséquent :

u,., =u,+(@+bhflt,, u, )+ bahZZ—]; +o(r) (6.1)

2 of
bRl )

u=u, u=u,

Aussi, le développement de Taylor de la fonction u(t,,,) au voisinage de t, est exprimé par :

ulty ) =ule, )+ e, o+ ol 4 ofp)

2!
or,

)= (@j _dfle w)_ole w) ofle, wau_offe u) orle, u) fe, w)
dt\ dt dt ot ou dt ot ou

Pour t=t, et u=u,,

’ " 8f 8f
v (6)=f (6 ), (t")ZE@ +f (e ””)5@
alors,
) h 0
Uy, =U, +hf(t,, un)+3a—€u +3f(tn, ””)a_{u_t +o(n’) (6.2)

L’identification entre les deux expressions analytiques (6.1) et (6.2) conduita:

a+b=1, b0¢=1 et bﬂ=1
2 2

Par conséquent I'expression générale des méthodes de Runge-Kutta d’ordre 2 RK2 est:

h h
u,., zun+h|:(1_b)f(tn‘ un)+bf(tn+2_b’ un+2_bf(tn‘ un)j:|

Si b=1/2, on trouve I'expression de u_, obtenu suivant la somme des deux formules

n+1

explicite et implicite d’Euler dite aussi la méthode de Heun (ou d’Euler-Cauchy) :
s =ty + 5 £le 0, 4 £l b, G 0,)
Si b=1, on obtient la méthode de Runge-Kutta (proprement dite) :
U, =u,+ hf(tn +%h, u, + %hf(tn, u, )j

Si b=2/3, on obtient la méthode de Ralston :

1 2 3 3
u,,=u, +§hf(tn, un)+§hf(tn +Zh, u, +th(tn,un)j

Le script M-file suivant utilise la méthode de Heun du probleme précédent :
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% Définition de la fonction £ (t,u) ti u(t) u;
f=@Q(t,u) u+2*t-t*2; h=0.5; t=0:h:2; 0.0 1 1
% Définition de la condition initiale 0.5 1.899 1.813
u(l)=1; 1.0 | 3.718 | 3.477
for n=1:numel(t)-1 15 | 6732 | 6.212
kl=h*f(t(n) ,u(n)); k2=h*f(t(n)+h,u(n)+kl); 2.0 11.389 | 10.376

u(n+l)=u(n)+(1/2) * (k1+k2) ;
end

Les résultats obtenus avec RK2 sont meilleurs que celle obtenus par la méthode d’Euler.

3.2. Méthodes de Runge-Kutta d’ordres supérieurs
L’expression de la formule des méthodes de Runge-Kutta d’ordre 2 s’écrit :

k =hf(t,, u,), k,=hf(t,+ah u,+pk,)
Upiq :un+(1_b)k1 +bk2

L’idée d’utilisation de la matrice de Runge-Kutta et les coefficients poids appropriés dans le
tableau de Butcher toute en respectant le critére de consistance, permet d’avoir un ensemble
de méthodes de type Runge-Kutta de différents ordres. Pour que les méthodes de Runge-Kutta
d’ordre 2 soient consistantes il faut que 1/2<bh<1.

Sur ce principe plusieurs méthodes de Runge-Kutta d’ordres supérieurs avec un pas h fixe
peuvent étre développées. Par exemple les méthodes de Runge-Kutta d’ordre 3 sont
explicitées ainsi :

u,., =u, +h(ak, + bk, +ck;)
avec,
ky=f(t, u,), k,=f(t,+ph, u,+phk,) et ky=f(t,+rh, u,+shk, +(r—s)hk,)

Les développements limités de Taylor des fonctions k2 et k3 est :

of o 2| 167 f 8L f K2 & f
k, =k +ph + phk, +(ph k +—1—
2= patu P oul, (Ph)| 5 50 Yotdule, 2 0
k, =k,rh i +klg +hp(r-s) g klg g +
ot t=t, ou t=t, ot t=t, ou t=t, ou t=t,
2 2 2
(rh)’ 1% +k, of +—1—f
2 at t=t, atﬁu t=t, 2 5

u=u,

or, le développement de Taylor de la fonction u(tM) au voisinage de t, est exprimé aussi par :

u(t,,,)=u(t,)+u'(t,)h+ = (zt")h2 2 (6t”)h3 +0(h*)

avec,

+g

t=tn 8“
u=u,

f(tn’ un)

t=t,
M:Ll"

()= 16 0,), u(e)-2
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et,

e

t=t, ou
M:Lln

I 9
t=t, ot +f(t,,, . )

n
t=t, ou t=t,
u=u, u=u,

m azf aZf 2 azf
ll(%)zi%th +2f(%’l“)aamtq +(f(g,un» 5;;

u=u,

Identifiant la formule de u(t,,,) avec celle de u, , en termes de h et h2, on obtient :

1 1 1
a+b+c=1, bp+cr==, bp'+cr’== et cp(r-s)==
2 3 6
Deux constantes parmi a, b, ¢, p, r et s sont choisis arbitrairement permet d’avoir une des

méthodes de Runge-Kutta dordre 3 RK3, par exemple, si a=c=1/6, alors
b=4/6, p=1/2, r=1 et s=-1, soitla méthode classique de Runge-Kutta d’ordre 3 :

klzf(tn, n) k, f( +—, u +Zk] et k3:f(tn+h, un—hk1+2hk2)

u =un+g(k1 +4k,+k,)

n+1

Si b=c=3/8 = a=2/8, p=2/3, r=2/3 et s=0, soit la méthode RK3 dite méthode de
Nystrom :

SRR AT PO

U, =u + %(Zk1 +3k, +3k, )

De la méme maniére les méthodes de Runge-Kutta d’ordres supérieurs peuvent étre
construit. La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 la plus utilisée est :

u,, =u, +g(k1 +2k, +2k,+ k, )

n+1

ko= f(t, u,), k, f[ +ﬁ, u, +}21klj, k, f[ +g, un+gk2j et k,=f(t,+h, u,+hk;)

Suivant cette formule, soit la fonction RK4 qui utilise la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4

pour résoudre le probleme de Cauchy.

function [t,u]=RK4(f,u0,h,a,b,varargin)

f: définition de la fonction f£(t,u)

ulO=u(a): Condition initiale, h: le pas

a, b: bornes de l'intervalle

t=a:h:b; u(l)=ul;

for n=1:numel(t)-1

kl=f(t(n) ,u(n)); k2=£(t(n)+(h/2),u(n)+h*(k1l/2));
k3=£f(t(n)+(h/2) ,u(n)+h* (k2/2)); kd=£f(t(n+l) ,u(n)+h*k3);
u(n+l)=u(n)+(h/6)* (k1+2*k2+2*k3+k4) ;

end

plot(t,u,'-',t,u,'or")

end

Pour le méme probleme,

o° oP

o

|[t,u]=RK4(@(t,u)u+2*t—t‘2,l,0.5,0,2)
qui donne,
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0 0.5000 1.0000 1.5000 2.0000

1.0000 1.8978 3.7156 6.7259 11.3776

12

ti u(t) ui 10F
0.0 1 1

0.5 1.899 | 1.898
1.0 3.718 | 3.716
1.5 6.732 | 6.726 ar
2.0 |11.389|11.378 2l

Il est clair que les résultats obtenus avec RK4 o o : - :

sont mieux a celle obtenus par RK2. Fig. 6.9 : Exécution de la fonction RK4.

Il y a des méthodes modifiées de type Runge-Kutta, 'exemple suivant est la méthode de
Runge-Kutta modifiée d’ordre 4 dite méthode de Runge-Kutta-Gill (Gill et Wilkes, 1951) dont
'algorithme est :

k. =f(t, u,), kzzf(thrg, un+gkl), kng{tn+g, un+\/§2_1hkl+2_2\/§hk2J

k, f(m, ghk 2+2‘/§hk3]

U, =un+g(k1 +(2—\/§)k2 +(2+\/§)k3+ k4)

3.3. Méthodes de Runge-Kutta a pas adaptatif

Pour améliorer l'efficacité du calcul, on utilise des méthodes a pas variable, c’est-a-dire des
méthodes dans lesquelles le pas varie a chaque itération par I'emploi de deux méthodes de
Runge-Kutta emboitées. La premiére méthode dont 'ordre de troncature locale p sert a

calculer la solution approchée u_ ., tandis que la seconde méthode dont I'ordre de I'erreur de

n+1’

troncature locale g=p—1 mais ayant le méme nombre d’étapes, sert a estimer l'erreur de
consistance i, , pour controler le pas. On dit que la méthode est de type RKgp

(Jedrzejewski, 2005). L’erreur entre les deux méthodes est explicitée a chaque étape par:

E_ =lu -i

n+1 u

n+1 n+1

Dans la pratique, si € désigne une tolérance imposée, 'algorithme des méthodes de Runge-
Kutta a pas adaptif est utilisé avec un nouveau pas h=h/2, quand cette l'erreur est

strictement supérieure a la tolérance imposée (i.e. E,,, >¢) et avec un pas h = 2h quand
I'erreur est inférieure a une fraction de la tolérance (i.e. E. < 8/2”) et conserve le méme pas

h quand &/2° <E

n+1'—
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L’ajustement du pas pour une tolérance imposée & est exprimé en fonction du pas h et de
lerreur E,,, (Hull et al., 1972) par:

1

. q
hoy =a(5—hj h
En+1

a est un facteur d’ajustement inférieur a 1 (généralement o ~0.9) . Si dans cette méthode il y

et h_. acause des considérations liés a la stabilité, la

h

a deux pas extrémes sont imposés h_;

n X

nature du probléme etc, il faut que h,;, <h,; <h, . Si par contre h,, <h est choisi égal

min ’

adj

a h,,etsih,>h,_, h, estchoisiégal h__ .

max ’

adj

3.3.1. Méthode de Merson
La méthode de Merson (1957) est la premiere méthode de Runge-Kutta adaptive. Elle

consiste a calculer a chaque pas h, u,,, suivantl'algorithme :

n+1

1 1 1 1 1
k,=hf\t,, u,) k,=hflt,+=h u +—k |, k,=hf|t,+=h, u,+—k +=k,|
=t u,) zf( ; 31j 3f( ; 6162j
k4=hf[tn+%h, un+%k1+%k3j, kS:hf(tn+h, un+%k1—%k3+2k4}

U,., :un+%(k1 +4k, +k), U, =u, +1—10(,1(1+3k3 +4k, +2k;)

Ici, u,,, estdel'ordre 4 pour le calcul de la solution et i ,, est de I'ordre 3 pour le contréle du

1
pas (Butcher, 2016) . L’erreur est estimée est exprimée par :

E. . =02

Uppg —Upyy
Si € désigne la tolérance acceptée, I'algorithme de Merson sera utilisé avec un nouveau pas

h=h/2, quand E, , >& et avec un pas h=2h quand E_, <g/64 et conserve le pas actuel

quand &/64<E,  <¢.

n+l —

Soit la fonction Merson qui interprete cette méthodologie pour résoudre les équations

différentielles sous forme de graphes.

function [t,u]=Merson(f,a,b,u0,h,varargin)

$ £ : Fonction f(t,u)=du/dt

% a, b: Bornes de l'intervalle (b>a)
%$ u0 : Condition initiale u(a)

$ h : Pas initial

tn=a;

tol=0.000001; % Définition d'une tolérance
n=1l; u(n)=ul; t(n)=tn; R(n)=0;
while t(n)<= Db
kl=h*f(t(n) ,u(n)) ;
k2=h*f (t(n)+(h/3) ,u(n)+(k1/3));
k3=h*f(t(n)+(h/3) ,u(n)+(k1l/6)+(k2/6)) ;
k4=h*f (t(n)+(h/2) ,u(n)+(k1/8)+3*(k3/8));
k5=h*f (t(n)+h,u(n)+(kl/2)-3*(k3/2)+2*k4) ;
u(n+l)=u(n)+(1/6) * (k1+4*k4+k5); uc(n+l)=u(n)+(1/10)* (k1+3*k3+4*k4+2*k5) ;
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R(n+1l)=0.2*abs (u(n+l) -uc(n+l)); $ Evaluation de l1l'erreur
if R(n+l)>tol

k3=h*f(t(n)+(h/3) ,u(n)+(k1l/6)+(k2/6)) ;
k4=h*f (t (n)+(h/2) ,u(n)+(k1/8)+3*(k3/8));
k5=h*f (t(n)+h,u(n)+(k1l/2)-3*(k3/2)+2*k4) ;
u(n+l)=u(n)+(1/6)* (k1+4*k4+k5) ;
elseif R(n+l)<= tol/64

k3=h*f(t(n)+(h/3) ,u(n)+(k1l/6)+(k2/6)) ;
k4=h*f (t(n)+(h/2) ,u(n)+(k1l/8)+3*(k3/8)) ;
k5=h*f (t(n)+h,u(n)+(k1l/2)-3*(k3/2)+2*k4) ;
u(n+l)=u(n)+(1/6)* (k1+4*k4+k5) ;
else
end
tn=t(n); n=n+l; t(n)=tn+h;
end
t=t';u=u'; plot(t,u,'-',t,u,'or’")
end

h=h/2; kl=h*f(t(n),u(n)); k2=h*f(t(n)+(h/3) ,u(n)+(k1/3));

h=2*h; kl=h*f(t(n),u(n)); k2=h*f(t(n)+(h/3) ,u(n)+(k1/3));

Atitre d’exemple, I'application de cette fonction a I'exemple précédent, c’est a dire :

|>> Merson (@ (t,u)u+2*t-t~2,0,2,1,0.1) ;

Conduit aux résultats (Fig. 6.10).
12 : - :

Fig. 6.10 : Exécution de la fonction Merson.

3.3.2. Méthode de Fehlberg

Cette méthode (Fehlberg, 1968, 1969 et Laplace, 1969) est du type RK45,

est un schéma

trés populaire, elle consiste en une méthode de Runge-Kutta d’ordre 5 pour le calcul de la

solution et une méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 pour le contréle du pas. L’algorithme de

cette méthode est explicité comme suit :

32

1 1 3 3.9
k, =hflt,, u,), kzzhf(tn+zh, un-i—zklj, k3=hf(tn+§h, un+3—2k1+—k2j,

k,=hflt +Eh, u+ 1932 k, 7200 k,+ 7296 :
13 2197 2197 2197
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kfﬂ#t”m’%+£ﬁkfﬂh+3&mh—fﬂsh,
216 513 4104
k¢ =hf tn+1h, un—ikl+2k2—3544k3+1859k4—£ s |
2 27 2565 4104 40
25 1408 2197 1
u., =u + k, + + k —=
T 216 ! 2565k3 4104 * 5k5
. 16 6656 28561 9 2
Uy =ty + e Kt e Kt oea30 ™ 50 5 o5

L’erreur entre les deux méthodes est exprimée par :

E - 1 kf—128 &__2197 :
360 4275 75240

1 2
+—k +—
50 & 55 kﬁ‘
Le pas optimal h,,, est exprimé en fonction du pas h, de 'erreur E,,, et de la tolérance

imposée ¢ par (Fehlberg, 1969):

h 1/4 h 1/4
[ h~084 £ p
“ 2En+1 En+1

Soit la fonction Fehlberg qui utilise I'algorithme de Fehlberg avec les mémes arguments

que dans la fonction Merson.

function [t,u] = Fehlberg(f,a,b,u0,h,varargin)

% £ : La fonction f(t,u)=du/dt

%$ a, b: Bornes de l'intervalle (b>a)

% u0 : Condition initiale u(a), h : pas initial

Définition d'une tolérance

t0l=0.000001;

tn=a; n=1; u(n)=ul; t(n)=tn; E(n)=0;

c2=1/4; c3=3/8; c4=12/13; c5=1; c6=1/2;

a2l1=1/4; a31=3/32; a32=9/32; a41=1932/2197; a42=-7200/2197;
a43=7296/2197; a51=439/216; a52=-8; a53=3680/513; a54=-845/4104;
a6l=-8/27; a62=2; a63=-3544/2565; a64=1859/4104; a65=-11/40;
bl=25/216; b3=1408/2565; b4=2197/4104; b5=-1/5;

bcl=16/135; bc3=6656/12825; bc4=28561/56430; bc5=-9/50; bc6=2/55;
while t(n)<= Db

kl=h*f(t(n) ,u(n));

k2=h*f (t (n)+c2*h,u(n)+a21*kl) ;

k3=h*£ (t (n) +c3*h,u (n) +a3l*kl+a32*k2) ;

k4=h*£ (t (n) +c4*h,u (n) +adl*kl+ad2*k2+ad3*k3) ;

k5=h*f (t (n) +c5*h,u(n) +a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4) ;

k6=h*£ (t (n) +c6*h,u (n) +a6l*kl+a62*k2+a63*k3+a64*kd+a65*k5) ;
u(n+l)=u(n) +b1*k1+b3*k3+bd*k4+b5*k5;

uc (n+l)=u(n)+bcl*kl+bc3*k3+bcd*kd+bc5*k5+bc6*k6;

E (n+l)=abs (u(n+l) -uc(n+l)); $ Evaluation de 1l'erreur
if E(n+l)<= tol/64

h=2*h; kl=h*f(t(n),u(n));

k2=h*f (t (n) +c2*h,u (n)+a21*kl) ;

k3=h*f (t (n)+c3*h,u(n)+a3l*kl+a32*k2) ;

k4=h*f (t (n)+c4*h,u(n)+adl*kl+ad2*k2+ad3*k3) ;
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k5=h*f (t (n) +c5*h,u(n)+a51l*kl+a52*k2+a53*k3+a54*k4) ;

k6=h*f (t (n)+c6*h,u(n)+a6l*kl+ab62*k2+a63*k3+a64*k4+a65*k5) ;
u(n+l)=u(n)+bl*kl+b3*k3+b4d*k4+b5*k5;
elseif E(n+l)> tol

h=h/2; kl=h*f(t(n),u(n));

k2=h*f (t (n) +c2*h,u(n)+a21*kl) ;

k3=h*f (t (n)+c3*h,u(n)+a3l*kl+a32*k2) ;

k4=h*f (t (n)+cd4*h,u(n)+adl*kl+ad2*k2+ad3*k3) ;

k5=h*f (t (n)+c5*h,u(n)+a51*kl+a52*k2+a53*k3+a54*k4) ;

k6=h*f (t (n)+c6*h,u(n)+a6l*kl+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65*k5) ;
u(n+l)=u(n)+bl*kl+b3*k3+b4d*k4+b5*k5;
else
end

tn=t(n); n=n+l; t(n)=tn+h;
end

t=t';u=u';plot(t,u,'-',t,u,'or'")

end
Atitre d’exemple, I'application de cette fonction a I'exemple précédent, c’est a dire :
|>> Fehlberg(@(t,u)u+2*t-t*2,0,2,1,0.1);

Conduit aux résultats (Fig. 6.11).

12 T T T

0 0.5 1 1.5 2

Fig. 6.11 : Exécution des fonctions Fehlberg et DormandAndPrince.

3.3.3. Méthode de Dormand et Prince
La méthode proposée par Dormand et Prince (1980) est de l'ordre globale 4, 5. Cette
méthode est la base du solveur ode45 de MATLAB. Elle consiste a calculer :

kl zhf(tn’ un)

" M40t 40
4 44 56 32
k,=hf|t +—h, u +—k +—k
4 f(n n 45 1 5 2 9 3)
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19372k —25360k-+64448k 212k ]

8
k.=hf|t +—h, u + —
° f(" 9" " 6561 ' 2187 * 6561 ° 729 *

3168 33

35 500 125 2187 11
k, + k,+ k,— ko +—k,
384 1113 192 6784 84

k=nfle sn g 42017, 355, 46732, 49, 5103
5247 ° 176 ' 18656

k7=hf(tn+h, u, +

Le calcul approché de la solution se fait par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 5 suivante :

35 500 125 2187 11
=u + k, + + k, — +—
384 11137 102" 6784 "5 T 54
Le controle du pas se fait par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 suivante :
5179 7571 393 92097 187 1
U k + k, — + +—
% 640 " 339200 % 2100 k6 40 k7

un+1 n + 1 +
57600 16695
L’erreur entre les deux méthodes est :

71 71 71 17253 22 1
k,— + k, — + ——
‘57600 ! 16695k3 1920 * 339200ks 525k6 40k7

L’algorithme de Dormand et Prince est analogue a celle de Fehlberg, soit la fonction

<

u —

n+1

DormandAndPrince. Qui permet de résoudre numériquement les équations différentielles :

function [t,u] = DormandAndPrince(f,a,b,u0,h,varargin)
$ £ : La fonction £ (t,u)=du/dt

%$ a, b: Bornes de l'intervalle (b>a)

% u0 : Condition initiale u(a), h : pas initial

to0l=0.000001; % Définition d'une tolérance

tn=a; n=1; u(n)=ul; t(n)=tn; E(n)=0;

c2=1/5; a21=1/5; ¢3=3/10; a31=3/40; a32=9/40;

c4=4/5; ad41=44/45; a42=-56/15; ad43=32/9;

c5=8/9; ab1=19372/6561; ab52=-25360/2187; a53=64448/6561; a54=-212/729;
c6=1; a61=9017/3168; a62=-355/33; a63=46732/5247; a64=49/176;
a65=-5103/18656;

c7=1; a71=35/384; a73=500/1113; a74=125/192; a75=-2187/6784; a76=11/84;

bl1=35/384; b2=0; b3=500/1113; b4=125/192; b5=-2187/6784; b6=11/84;
el=5179/57600; e3=7571/16695; e4=393/640; e5=-92097/339200; e6=187/2100;
e7=1/40;
while t(n)<= Db
kl=h*f(t(n) ,u(n)); k2=h*f(t(n)+c2*h,u(n)+a21*kl) ;
k3=h*f (t(n)+c3*h,u(n)+a3l*kl+a32*k2) ;
k4=h*f (t(n)+c4*h,u(n)+adl*kl+ad2*k2+a43*k3) ;
k5=h*f (t (n)+c5*h,u(n)+a5l*kl+a52*k2+a53*k3+a54*k4) ;
k6=h*f (t (n)+c6*h,u(n)+a6l*kl+ab62*k2+a63*k3+a64*k4+a65*k5) ;
k7=h*f (t (n)+c7*h,u(n)+a71l*kl+a73*k3+a74*k4+a75*k5+a76*ke6) ;
u(n+l)=u(n)+bl*kl+b3*k3+b4*k4+b5*k5+b6*k6;
uc (n+l)=u(n)+el*kl+e3*k3+ed*kd+e5*k5+e6*k6+e7*k7;

E (n+l)=abs (u(n+l) -uc(n+l)); $ Evaluation de 1l'erreur

if E(n+l1l)> tol
h=h/2; kl=h*f(t(n),u(n)); k2=h*f(t(n)+c2*h,u(n)+a2l*kl);
k3=h*f (t (n)+c3*h,u(n)+a3l*kl+a32*k2) ;
k4=h*f (t (n) +c4*h,u(n)+adl*kl+ad2*k2+ad3*k3) ;
k5=h*f (t (n) +c5*h,u(n)+a51l*kl+ab52*k2+a53*k3+a54*k4) ;
k6=h*f (t(n)+c6*h,u(n)+a6l*kl+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65*k5) ;
k7=h*f (t (n)+c7*h,u(n)+a71*kl+a73*k3+a74*k4+a75*k5+a76*k6) ;
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u(n+l)=u(n)+bl*kl+b3*k3+b4*k4+b5*k5+b6*k6;
elseif E(n+l)<= tol/128
h=2*h; kl=h*f(t(n),u(n)); k2=h*f(t(n)+c2*h,u(n)+a21*kl);
k3=h*f (t (n)+c3*h,u(n)+a31l*kl+a32*k2) ;
k4=h*f (t (n)+cd4*h,u(n)+adl*kl+ad2*k2+ad3*k3) ;
k5=h*f (t (n)+c5*h,u(n)+a51*kl+a52*k2+a53*k3+ab54*k4) ;
k6=h*f (t (n)+c6*h,u(n)+a6l*kl+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65*k5) ;
k7=h*f (t (n)+c7*h,u(n)+a71l*kl+a73*k3+a74*k4+a75*k5+a76*k6) ;
u(n+l)=u(n)+bl*kl+b3*k3+b4*k4+b5*k5+b6*k6;
else
end
tn=t (n); n=n+l; t(n)=tn+h;
end
t=t';u=u'; plot(t,u,'-',t,u,'or'")

end

A titre d’exemple, I'application de cette fonction a 'exemple précédent, c’est a dire :

|>> DormandAndPrince (@ (t,u)u+2*t-t~2,0,2,1,0.1) ;

Qui conduit au méme résultat obtenu par la fonction Fehlberg pour le méme pas initial h=0.1
et la méme tolérance £=10"° (Fig. 6.11).

D’autres méthodes d’ordre élevé ont été proposées plus récemment, comme celle de
Bogacki et Shapmine (1989), Cash et Karp (1990) etc.

3.3.4. Méthode de Bogacki et Shampine
C’est une méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 couplée avec une méthode Runge-Kutta
d’ordre trois, elle consiste a calculer:

k, :hf(tn, un), k, :hf(tn +lh, u, +1 klj, k, :hf(tn +§h, u, +§k2j
2 2 4 4
k,=hf(t,+h, u,+k,)
Pour le calcul de la solution,

7 1 1 1
u.,=u+—k+—k+-—k+—-k
n+1 n 24 1 4k2 3k3 8 4

Pour le control du pas,

. =u +%(2k1+3k2 +4k;,)

n+1

3.3.5. Méthode de Cash et Karp
C’est une méthode d’ordre 4.5 (ou RK4,5) (Cash et Karp, 1990) dont l'algorithme est :

k, =hflc,, u,) kzzhf[tn+%h, un+§k1j, k3=hf(tn+%h, u +ik1+ik2j,

3 3 9 6
k,=hf|t +=h u +—k, ——k, +—k
4 f( n 5 n 10 1 10 2 5 3)

11 5 70 35
k.=hflt +h, u ——k +-k ——k, +>"k, |,
Sf(" u"5412227327]
7 1631 175k 575 . 44275 f 253 j

k,=hf|t,+—h, u,+ + + + + k
¢ f(” 8 " 55206 ' 512 ° 13824 ° 110592 * 4096 °
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Pour le calcul de la solution,

u L =u + 37 k1+250k3+125k4+ 512 k.,
594 1771

n+

Pour le control du pas,
- 2825 18575 13525 K 277

=u + k + k, + ., +
55296 14336

u k5+1
T 27648 1 48384

4

k,

4. Méthodes de Runge-Kutta implicites
Les méthodes de Runge-Kutta implicites ont été introduites dans les travaux de Butcher
(1963). Comme dans les méthodes de Runge-Kutta explicites, le tableau de Butcher (Fig. 6.12)
permet d’avoir la formule générale des méthodes de Runge-Kutta a s pas qui peut étre
exprimé par :

S
u,, =u, +prkp
p=1
avec,
kp hf(t +c, h, u, +Zapq qJ, Vp=1, 2, ..., s
qui s’écrit aussi,

¥, (k, ky ... k) =k, hf[t +c,h, u, +Zam q) 0, p=1,2, ..., s

qui représente un systéme de s équations algébriques a ¢l a, a, - a;
k., k,, ..., k, pentes inconnues qu’il faut calculer pour C,| Ay, ay a,,
évaluer la solution approchée u de I'équation

n+1

différentielle. A titre d’exemple, la formule de la méthode de Gl G G 0 Gy
Runge-Kutta implicite d’ordre 4 est explicitée par : b, b, - b,
. =u +bk +bk,+bk,+b,k, Fig. 6.12 : Tableau de Butcher.

avec,

k, hf(t +ch, u, +Zah j —hf(t +c,h, u, +Za2, j k, hf{t +ch, u, +Z a, j

i=1 i=1 i=1

—hf(t +c,h, u, “‘Z% ,)

i=1

qui peuvent étre exprimées aussi sous la forme d’un systeme d’équations algébriques :

k, —hf(t +c,h, u, +a,k, +a,k, +a;k, +a,k )=0,

k, —hf (¢, +C,h, u, +ayk, +a,,k, +a,.k, +a,,k,)=0,
f(tn+ch u, +a,k, +a,,k, +ak, +a, k) 0,

k, hf(t+chu+ak+ak+ak+ak) 0.

n

qui peut étre résolue numériquement pour déterminer k,, k,, k; et k, .
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Dans un systeme d’équations différentielles ou une équation différentielle d’ordre m, le
nombre d'inconnus a déterminer est de 4m si la méthode utilisée est de Runge-Kutta implicite
d’ordre 4, ce qui complique la détermination de la solution. Pour ce faire d'une autre maniere,
soit ’équation intégrale du probleme de Cauchy sur I'intervalle [y, £] :

t
u(t)=u(t,)+ If(r, u(r))dr
tn
La partie intégrante dans cette équation est peut-étre approchée par l'intégrale :
t t
If(r, u(r))dt ~ Jp(r)dr
t, t,
ou, p(r) est le polyndme de degré inférieur a s interpolant les points dont les nceuds:

{tn,iEtn+Tih’ i=1, 2, ..., s} avec 0<r <r7,<---<7 <1. p(r) est exprimée suivant la

formule d’interpolation de Lagrange :

ou,

'approximation de I'équation intégrale entre t, et ¢, est:

5 B s f tn.j’ u tn.j Gi s
”n.f:”n+§f(tn.j* u(tnlj))_fl.j.(r)dr = u, :u”+h51_1 Z (5 ( ))IH("_tn.k)dr

s trs1 s f t t, . )) s
U =u, +,Zl:f(t"'j' u(tn_j)) I Lj(r)dr = u, ., =u-+ h3—1 Z (S Jj U( J)) j' (f‘—tn,k)dr
= y _ :

a titre particulier s =2,

1[ ftn0r ult,, )5 f(tnnr u(tyn))
un+1:un+z ( (;_1) - ) ;[(r_tml)dr_l_ ( 1 1 )tj;(r_tn,l)dr
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c’est-a-dire,

h

U, =u, +M|:f(tn +T1h‘ u(tn +Tlh))+(1_211)f(tn+1’ u(tn+1 )):|

Cest la formule de la méthode de Runge-Kutta implicite d’ordre 2 (RKI2). Si 7, =0, on
retrouve la formule trapézoidale :
h
U,y :un+5|:f(tn’ u(tn))+f(tn+l’ u(tn+1)):|

Cette méthodologie de forcer I'’équation d’approximation a étre vraie aux points de nceuds

{t i=1, 2, ..., s} est appelée Méthode de collocation par points, et les points auxquels

|'égalité est forcée sont appelés les points de nceud de collocation. 1l faut noter que certaines
méthodes de Runge-Kutta ne sont pas des méthodes de collocation (Iserles, 2009).

Considérons le cas le plus générale 0<7, <7, <1, le polyndme d’'interpolation p(r) dans ce

cas est exprimé par:

le calcul de la quantité,

2 tn i

Zf(tm., u(tn_j)>ij(r)dr

j=1 t,

conduit au tableau de Butcher suivant :

7, (2'22 —(z‘z —Tl)z)/Z(Tz —rl) —2'12/2(1'2 —rl)
T, —2'22/2(12 —rl) ((2'2 —rl)z —2'12)/2(12 —rl)
(rzz—(l—rz)z)/Z(rz—rl) ((1—r1)2—rf)/2(r2—rl)

Soit la méthode de Gauss d’ordre 2 correspondant a :

:3—J§ 3+43

7, 6 7, 6

Le tableau de Butcher est :
(3—J§”% 1/4 (3—2J§”ﬁ2
(3—%J§)/€ (3-+24§)/12 1/4

| 1/2 1/2

en termes d’expression,

3-.3 1 3—2\/§kJ

k. =hflt + h u+—k +
1 f{n 6 un 41 12
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3443 3+2\/§k1+1k2}

h, u +

k,=hf|t +
2 f[n 6 n 12 4

. . 1 )
Une fois k, et k, sont calculés, alors, u, , =u, +E(k1+k ), Verreur de troncature de cette

n

méthode est de 'ordre 4 (Iserles, 2009).

Soit 'exemple du probléme suivant :

@:50(cost—u), 0<t<3
dt

u(0)=1
Le schéma de résolution suivant cette méthode est exprimé par :
kl = hf[tn + z-1h' u, +%k1 +#k2] = 50h(c05(tn + Tlh) —u, _%k1 - 3 _122\/5 sz

3+2\/§

12

3+2\/?_>

1 1
k1+Zk2j:50h(cos(tn+z'2h)—un— P kl—zkzj

k, = hf[tn +T,h, u +

Qui s’écrit aussi,

(1+¥)k1 +50h[3_122‘/§]k2 =50h(cos(t, +7,h)-u,)

3+243 50h
SOh[ > jkz +(1+Tjk2 =50h(cos(t, +7,h)-u,)

Ou sous forme matricielle,
1+(50h/4)  50h(3-243)/12 Lli

50h(3+243)/12  1+(50h/4)

kZ

[SOh(cos(tn +7,h)—u,) }

50h(cos(t, +7,h)—u,)

De ce systeme d’équations, k; et k,peuvent étre déterminés. Soit le script MATLAB qui permet
la résolution de ce probleme (Fig. 6.13) :

h=0.1;
t=0:h:3;
u(l)=0;
tl=(3-sqrt(3))/6; t2=(3+sqrt(3))/6;
a=[1/4 (3-2*sqrt(3))/12 ; (3+2*sqrt(3))/12 1/4];
B=inv ([1+50*h*a(1,1) 50*h*a(1,2) ; 50*h*a(2,1) 1+4+50*h*a(2,2)]);
for n=1: (numel (t)-1)
b1=50*h* (cos(t(n)+tl*h)-u(n)) ;
b2=50*h* (cos (t (n)+t2*h) -u(n)) ;
k1=B(1l,1) *bl+B(1,2) *b2; k2=B(2,1)*bl+B(2,2) *b2;
u(n+l)=u(n)+(1/2) * (k1+k2) ;
end
plot(t,u,'-',t,u, 'or')
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r

L

r

0

Les méthodes de Runge-Kutta implicites sont couteuses, autres schémas basés sur les
méthodes Kuntzmann et Butcher d’ordre 2s et de quadrature de Radau et Lobatto peuvent
étre consulter dans les références comme Butcher (2016) , Hairer et al. (1993). Soit quelques
tableaux de Butcher des méthodes de Runge-Kutta implicites qui peuvent étre utilisés pour
construire le schéma de résolution numérique du probléeme de Cauchy (Figs. 6.14, 6.15 et

0.5 1 15
Fig. 6.13 : Solution approchée de 'EDO.

2

25

6.16).
1 V15 5 2 V15 5 V15
2710 36 9 15 36 30
1| 5,15 2 S _VIs
2 36 24 9 36 24
LYIS |5 VI5 2, V15 3
2 10 36 30 9 36
5
18 9 18

Fig. 6.14 : Tableau de Butcher de la méthode Kuntzmann et Butcher d’ordre 6.

0 0 0 0 0

0 0 0 0 5-V5 | 545 1 15-75
1 11 10 60 6 60

E Z 1 0 5+\/§ 5—\/5 15+?\/§ l 0
10 60 60 6

1 0 1 0 : 1 5—V5  5+45

6 12 12

1 2 1 1 3 3 1

6 3 6 12 12 12 12

Fig. 6.15 : Tableaux de Butcher des formules de Lobatto d’ordre 4 et 6.
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4—6 | 88—-7V6 296—169v6 —2+3V6
10 360 1800 225
4+6 | 296+169v6  88+7v6  —2-36
10 1800 360 225
| 16 —6 16+6 1

36 36 9
16 — 6 16 +v/6 1
36 36 9

Fig. 6.16 : Tableau de Butcher de la méthode de Radau I1A d’ordre 5.

5. Stabilité des méthodes de Runge-Kutta

5.1. L'idée de stabilité
L’'idée de stabilité pour une méthode

numérique est qu'une perturbation de la
donnée initiale et du second membre ne doit
pas étre amplifiée au-dela de tout controéle par

la méthode. D’une fagon plus simple, la §
stabilité peut étre interprétée comme,

max [u(t,)—u,|—0 quand h—0

to<t, <ty

Pour mieux illustrer le sujet de la stabilité, 19 1 2 . 3 : 5
soitle probleme de Cauchy : Fig. 6.17 : Solution exacte de
% - _5u+30(3e—t/5 +1) avec u(0)=10 u'=-5u+30(3¢* +1), u(0)=10.
t

la solution exacte de ce probleme est exprimée par (Fig. 6.17) :
u(t) =77r58_t/5 —5—99‘5t

On va mener plusieurs expériences numériques avec les méthodes d’Euler explicite et
implicite pour trois valeurs de h: 1/3, 1/6 et 1/9. La méthode d’Euler explicite donne le

+6

schéma :

U,,, =(1-5h)u, +90he " +30h n=0,
ug = 10, tn :nh.

la méthode d’Euler implicite conduit a :

U = (u, +90he * +30h) n>0,
1+5h

u,=10, t,=nh.

Les solutions générées par les méthodes d’Euler explicite et implicite sont représentées sur
les figures 6.18 et 6.19 pour 0<t<5,
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24 <

h=1/5
Fig. 6.18 : Solution par la méthode d’Euler explicite.

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
h=1/3 h=1/5 h=1/9
Fig. 6.19 : Solution par la méthode d’Euler implicite.

Pour la méthode d’Euler explicite (Fig. 6.18), on constate pour le cas h = 1/3 la solution est
oscillante ceci est le symptome d'une instabilité. Pour h = 1/5, un effet important sur la
solution numérique subsiste mais qui s’atténuent, a partir de t = 1, la représentation
graphique semble les faire disparaitre et la solution semble devenir une courbe réguliere qui
s’approche de la solution exacte. Enfin, pour h = 1/9, la solution ressemble a la solution exacte
mais les courbes ne deviennent proches qu’a partir de t 2 1. La méthode d’Euler explicite
souffre d'un phénomene d’instabilité a moins que h soit assez petit. Cette contrainte s’appelle
condition de stabilité. Pour la méthode d’Euler implicite (Fig. 6.19), on constate que quel que
soit h, il n’ y a plus d’oscillations et le comportement est raisonnable. Ces exemples vus ci-

dessus nous conduisent a la théorie de la stabilité.
Pour étudier la stabilité, on considere le probleme de Cauchy suivant :
u'(t)=Au(t), t=0
(€)= u(t) 2€C, Re(1)<1

u(0)=1.

Dont la solution exacte est U(t) =e™ . Le résultat obtenu est transféré a I'étude de la stabilité.

Soit le développement de la fonction u'(t)= f(t, u(t)) au voisinage de (t,, U),

()=t w002 ule)-u)Z

Lo, Uy Lo, Up

c’est-a-dire,
of

()~ 2u(t)+.g(t) avec, g(t)=(t-t;) 2

ty . up
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Le terme inhomogeéne g(t) disparaitra de toutes les dérivations concernant la stabilité
numérique, car nous sommes concernés par les différences de la solution de l'équation

différentielle.
Im(Ah)
L’application de la méthode d’Euler explicite a ce
probléme conduit a : PP S I
7 AN
/
u,, = (1 + /”Lh)un 4 \\\
!
c'est une suite géométrique convergente si et '2{ 0 Re(Ah)
\
seulement si [1+Ah|<1qui représente dans le plan \ y
\ y
complexe un disque sans contour de centre lh=-1et N -7 ] 1
de rayon 1 (Fig. 6.20). Si AeR. L’intervalle de stabilité

est défini par —1<1+Ah<1 cC’est-a-dire, —2<A1h<0.
Par exemple, si A=-8 alors on a la contrainte Fig. 6.20 : Région de stabilité pour le
0<h<1/4 pour avoir la stabilité. schéma d’Euler explicite.

5.2. Stabilité absolue
Par définition, une méthode numérique est dite absolument stable (ou, A-stable) si quand

on l'applique au probléme u'(t)=Au(t), sa solution tend vers 0 quand n—»oo pour toute

donnée initiale.

Sachant que Ah est complexe alors, 'ensemble des valeurs Ah dans le plan complexe pour
lesquelles une méthode est absolument stable forme la région de stabilité absolue (Fig. 6.20).
Soit la méthode de Runge-Kutta RK2 (c’est-a-dire d’ordre 3) :

h h
u,, =u +h[(1—6’)k1 +6?k2] avec, k,=f(t,, u,), k, _f(tn togr U +%k1]
L’application de la méthode au probléme u'(t)=Au(t), u(0)=1 conduita:

h A*h
Uy, =U, +h| (1-0)Au, + 20| u,+——Au, | |=| 1+ Ah+ u
n+1 n n n 29 n 2 n

on pose,
2

z=A4h alors, u,,, :(1+Z+Z?]un =R(z)u,

R(z), dite la fonction de stabilité. Pour que la méthode soit stable il faut que ‘R(z)‘<1.

Sachant,
e’ =1+Z+Z—22+0(23) = R(z):ez +0(Z3)

Si z est réelle pure, et pour que la méthode de Runge-Kutta est stable c’est-a-dire u, -0, il

faut que z < 0. Sachant que 1+ z+ 22/2 >1 = z>-2,soit doncl'intervalle de stabilité,

VA= ]—2, 0[
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Pour avoir u, —0, il faut que Re(z) <0, ce qui conduit a déterminer dans le plan complexe
la région de stabilité. Cherchant sa frontiere a la limite, en posant z=x+iy et on cherche la

relation entre x et y tels que ‘R(z)‘ =1 c'est-a-dire,

1+z+2°[2|=1,

7’ 1 . 1 .
R(z)=1+z+?=1+x+1y+z(x2—y2+21xy)=1+x+5(x2—y2)+1(x+1)y
2

:(2+2x+x2—y2)2+4y2(x+1)2 :(1+(1+x)2—yz)z+4yz(x+1)2

2

41+Z+Z—
2

=1+(1+x) +y +2(1+x) —2y* —2y* (x +1)" +4y* (x +1)

=1+(1+x)4+y4+2(1+x)2+2y2(x+1)2—2y2

:(1+(1+x)2 +y2)2—4y2

donc,
2
2 2

41+z+% -4 & (1+(1+x)2+y2)2—4y2=4 - (1+(1+x)2+y2) =4(y*+1)

soit encore,

1+(1+x) + ) =2{1+y" = (1+x) +()*+1)-2y1+ )" +1=1

(1+x) +(Jﬁ-1)2 -1
La paramétrisation est donnée par :
1+x=cos¢ = x=cos¢—1 et W—lzsinqﬁ = yzi\/(2+sin¢)sin¢
Les résultats exprimés ci-dessus pour la méthode de Runge-Kutta d’'ordre 2 RK2 se

généralisent aux méthodes de Runge-Kutta d’ordre m (RKm) . La fonction de stabilité est
exprimée par :

c’est-a-dire,

2 m
_ 2 m+1\ _ Z_ Z_ m+1
R(z)=e +0(z )—1+z+ Tt +0(z )
Soit le tableau (Tab. 6.1) des intervalles de stabilité de quatre premieres méthodes de Runge-
Kutta.

Tab. 6.1 : Intervalles de stabilité des méthodes de Runge-Kutta. i)
Méthode | R(2) Intervalle de stabilité absolue
RK1 | 1+z -2, o]
RK2 | 1+ z+% -2 of
- . Re(z)
RK3 | 14z+2+2 [-2.513, 0f
2 6
2 3 4
RK4 1+z+2 22 L2 |-2.785, 0]
2 6 24

Les régions de stabilité correspondantes sont représentées
dans la figure ci-contre (Fig. 6.21).

Fig. 6.21 : Régions de stabilité.
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6. Méthodes multi-pas
Une amélioration de la méthode d'Euler a été envisagée encore plus tot que les méthodes
Runge-Kutta, les méthodes d'Adams. Ceux-ci ont été congus par John Couch Adams afin de
résoudre un probléeme de F. Bashforth, qui s'est produit dans une enquéte sur l'action
capillaire. Le probléme et les schémas d'intégration numérique sont publiés dans Bashforth
(1883). L'origine réelle de ces méthodes doit dater au moins en 1855, car cette année-la
F. Bashforth fit une demande a la Royal Society pour 'aide de la subvention du gouvernement.

o

La, il a écrit: “.., mais Je suis redevable a M. Adams pour une méthode de traitement de

I'équation différentielle :
d'z 1dz
+ udu

RHINEH)

£+Bsin¢:2+2ab2£:2+ﬂ£
L X b b

—2052=z

une fois mis sous la forme,

ce qui donne la forme théorique de la goutte avec une précision dépassant celle des mesures les
plus raffinées”.

Les méthodes de Runge-Kutta sont a un pas unique c’est-a-dire le probléme de Cauchy est

transformé en une relation sous la forme d’une fonction entre u_, et (t,, u,), c’est-a-dire :
un+1 = F(tn' un)

Si le probleme de Cauchy est transformé sous la forme d'une équation généralisée telle que :
m-1 m
un+m = _Zaiunﬂ + h ﬂif;wi ’ f;; = f(tq’ uq)
i=0 i=0
C’'est La méthode de résolution de multi-pas a m étapes (Iserles, 2009), cette méthode est
implicite si f #0 et explicite dans le cas contraire. L'intérét de ces méthodes vient du fait

qu’on peut obtenir un ordre élevé pour une complexité de calcul nettement inférieure a celle
des méthodes de Runge-Kutta. A partir du probleme de Cauchy, soit:

tn+1

u(t,,)=u(t, )+ [ £(t u(t))de

Qui peut étre approchée par:

Le principe de base des méthodes multi-pas est d’approcher p(t) par un polynéme

d’interpolation, et par conséquent le calcul de I'intégrale dans cette formule par une méthode
approchée issue des méthodes de quadratures.
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6.1. Méthodes d’Adams-Bashforth
Dans ces méthodes, la fonction f(t, u(t)) est

approchée par la formule d’interpolation de Gregory- fame1
Newton régressive des m points :

(t,) ), v (Eyimirs Uy ) Cest-a-dire (Fig. 6.22) :

tn—m+1 e ti‘!—l tn I:i':+1

m-1 -S
f(t’ u(t)) ® p(t) - kz(;(_l)k( k jka(tn' un) Fig. 6.22 : Méthodes d’Adams-Bashforth.
Soit,
hi1 m—1 _
U =u + .[ (—1)](( kS]ka(tn, u,)dt
t, k=0
ou,
m-=1 bt [
u,, =u,+ > (1) Vf(t,, u,) '[ ( ks]dt
k=0 t,
sachant que, t =t +sh = dt=hds.Pour t=t,, s=0 etpour t=t, ,, s=1 alors:
m— 17
U, =u +hi(—1)k Ve, un)j( s}ds
k=0 0 k

ou,

m-1
U, =u +hZ;/kafn avec, f,=f(t,, u,)
k=0

C’est la formule des méthodes d’Adams-Bashforth a m pas (ABm) pour la résolution du
probleme de Cauchy.

ka”:hkk!fl:(t”—k' un—k)’ (tn—k+1' un—k+1)’ R (tn' un)]zv(vkilfn)

. :(_1)ki[—:}ds:Jl.s(s+1)(s+2)---(s+k—1)ds

) k!

et

7, sont les intégrales des coefficients binomiaux, elles peuvent étre calculées facilement, a

titre d’exemples :

1 Lo 1k 5 1 3
?’o:!dszl' y/lz_([sds:g, 72:E_£s(s+1)ds:ﬁ, 7/3:6_([5(s+1)(s+2)ds:§

La formule des méthodes d’Adams-Bashforth a m pas s’écrit,

m-1
u,,=u,+ hzkarlf(tn—k ’ un—k)
k=0
Pour m=1,

un+1=un+hi7/kka;l:un+h7/0fn:un+hf(tn’ un)

k=0

(AB1) c’est la méthode d’Euler.

Pour m=2, 1
un+1 :un +hzykkan :un +h(70f;1 +7/1an)
k=0
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Uy =t +h(7fy + 71, = 1ifoa )= Uy + B (o +70) f = 7S |

3 1 h
U, =u,+ h(ifn - Efn—l j =u, + E[3f(tn » Uy, ) - f(tn—l » Upy ):'
C’est la méthode d’Adams-Bashforth a deux pas (AB2). Cette méthode nécessite les deux
premiers termes u, et u, pour résoudre le probleme de Cauchy pour n=1, 2, ..., N-1.
Pour m=3,

2
un+1 :un +hzykkan :un +h(7/0f;7 +7/1Vf;1 +7/szfn)
k=0

u,,=u, +h[7ofn+71fn ~ V1S +72V(an)]:un+h[7ofn+71fn_71ﬁ14 +7/2an_7/2vfn71]
U, 4 :un+[7/0f;1+7/1fn _7/1fn—1 +7/2fn_272fn—1 +72fn—2]
U, q :un+h[(70+71 +72)fn_(7/1 +272)fn—1+72fn—2:|

1 5 1 5 5 23 4 5
u. . =u +hl|l+—+—|f —| =+— + = —u +hlZ=f-2f 4+ =
n+1 n |:( 2 12}];1 (2 6}](;11 12fn2:| n |:12f;1 3fnfl 12f.nzi|

c’est-a-dire :
h
un+1 = un + E[Zsf(tn‘ un ) - 16f(tn71' unfl ) + Sf(tnfz' un72 ):I

C'est la méthode d’Adams-Bashforth a trois pas (AB3). Cette méthode nécessite les trois
premiers termes u,, u, et u, pour résoudre le probleme de Cauchy pour n=2, 3, ..., N-1.

Pour m=4,

3
U, =, +hY 1,V f =u, +h(7,f, + 1.V, + V' f, + 7V f,)
k=0

or,
V== o Vzﬁlzvf;}_vﬁv—lzﬂ_zf;’—l_'- n-2
Vef, =V(V*f,)=Vf, - 2Vf, , +Vf,,
:f;z_j[nfl_z(f;lfl_ﬁ172)+fn72_fn73
:fn_3fn—1+3fn—2_fn—3
soit,
70fn+7/1vfn+7zvzfn+73v3fn:(7o+71+72+73)ﬁ1_(71+272+373)fnq
+(72+373)fn—2_73fn—3
1 5 3 1 5 3 5 3 3
= 14+=—+—+—|f | =+2—+3—= +| —+3—= -—
[ 2 12 sjf“ (2 12 sjf"l (12 8jf“ 8f”*3
alors,

h
un+1 :un +ﬁ|:55f(tn’ un)_sgf(tnfl' un71)+37f(tn72’ un72)_9f(tn73' un73)}

C’est la méthode d’Adams-Bashforth a quatre pas (AB4). Cette méthode nécessite les quatre

premiers termes u,, U, U, et u, pour résoudre le probleme de Cauchy pour

n=3, 4, ..., N-1
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Les méthodes d’Adams-Bashforth a d’ordre plus élevé nécessitent en plus de la premiere
condition u,, les autres conditions u,, u, et u, comme dans la méthode (AB4) qui correspond

respectivement a t,, £, et ¢, . Dans la pratique, ces valeurs peuvent étre déterminé avec la
méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 (RK4) puisque les deux méthodes (AB4) et (RK4) ont le

méme ordre d’erreur de troncature local O(hs) (Kharab et Guenther, 2019).

Soit, la fonction AB4 permet la solution numérique du probléme de Cauchy avec la
méthode d’Adams-Bashforth a 4 étapes (AB4) :

function [t,u]= AB4(f,a,b,u0,h,varargin)
t=a:h:b; u(l)=ul;

for n=1:3

kl=£f(t(n) ,u(n));

k2=f (t(n)+(h/2) ,u(n)+h*(k1/2));
k3=f£(t(n)+(h/2) ,u(n)+h*(k2/2));

k4=f (t (n+1) ,u(n)+h*k3) ;
u(n+l)=u(n)+(h/6)* (k1+2*k2+2*k3+k4) ;

end

for n=4:numel(t)-1

Kl=f(t(n) ,u(n)) ;K2=£(t(n-1) ,u(n-1));
K3=£f(t(n-2) ,u(n-2)); K4=£f(t(n-3),u(n-3));
u(n+l)=u(n)+(h/24) * (55*K1-59*K2+37*K3-9*K4) ;
end

plot(t,u,'-',t,u,'or")

end

A titre d’exemple soit le probleme :

%:3—2u+et pour 0<t<5 et u(0)=1

L’application de cette fonction conduit aux résultats (Fig. 6.23).

> £ = @(t,u) 3 - 2*u + exp(-t);
>> AB4(£,0,5,1,0.1);

1.8 T T 13 T

1.7

T
1

1.6

1.5

1.4

1.3

1.2

11

10 r r r r
0 1 2 3 4 5

Fig. 6.23 : Exécution des fonctions AB4 et AM4.
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6.2. Méthodes d’Adams-Moulton

Si f(t, u(t)) est approchée par la formule d’interpolation de Gregory-Newton régressive

des m points (¢,,1, U1 )s - (Epmizr Uiz ), CESt-a-dire :
2% m-1 1 m-1
I p(t)dt = hZ(_ ) v f n+1’ n+1 J.( JdS = hzyl:'kanﬂ
t, k=0 0 k=0

Soit la formule d’Adams-Moulton a m pas,

m-1
u +1 :un “‘hZ?’/;kam

k=0
7, estexprimee par: » F— Tt -~
Ve = (_1)k J.( K des Fig. 6.24 : Méthodes d’Adams-Moulton.
0

Par exemple,

1 1 1 1 1 1 1

:!ds =1, y= !(1—s)ds == 74 :g(—s)(l—s)ds == 7i= !(—s)(l—s)(—s—l)ds i
Pourm=1,
un+1 :un +h7(;f;1+1

ou,

_ll +hf( n+1' n+1)

C’est la méthode Adams-Moulton a un pas (AM1) qui est la formule d’Euler implicite.

Pour m = 2,
U, , =u,+ h(7(;fn+1 + 11V )
or,
YoJwir ViV =Vo Lo T i fa =111,
Soit,
U,y =4, +h[(7(3 +7/{)ﬁ1+1 _7{fn]
ou,

Uy :un+g|:f(tn+1’ un+1)+f(tn' un):l

C’est la méthode Adams-Moulton a deux pas (AM2) qui est le schéma d’Euler-centré ou la
méthode de Heun.

Pour m =4,
Uy =ty +h] VoS 4 1V 4 7V o 4 1V |
or,
Vi =Loia = fos Vzﬁwl =V ~ VS =fui —2f,+ fi
alors,

V=V ) =V s =2V, + VS = fon = fo=2(fo = fod)+ o= fria = Foa =3f,+3 s = fro

Soit,
VoS ¥ 1V 4 13V foa + Vo fon = (o + i+ 73+ 73) fon — (7 + 2134373 £,

+(7/2’+37/Z;)f;1—1 —V3fuz
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donc,
h
un+1 zun +ﬁ|:9f(tn+1’ un+1)+19f(tn’ un)_sf(tn—l’ un—1)+f(tn—2’ un—Z ):'

C’est la méthode d’Adams-Moulton a quatre pas (AM4).

6.3. Méthodologie de la prédiction-correction

Les méthodes implicites comme les méthodes d’Adams-Moulton ne sont pas utilisées
comme telles. Elles sont plus couteuses car le caractere implicite doit étre résolu par une
méthode itérative comme du point fixe, Newton-Raphson etc. D’ou I'idée, pour diminuer le
colit, d’'utiliser une méthode explicite pour calculer un bon prédicteur de la solution et de ne
faire qu'une itération (ou quelques itérations) de la méthode implicite utilisée comme
correcteur explicite.

Il existe de nombreuses variantes des méthodes prédicteur-correcteur. Le prédicteur i est
généralement explicite c’est-a-dire :

m-1

m-1
ﬁn+1 = _Z &iun+i—m+1 + hz ﬁif(tn+i—m+1’ un+i—m+1)
i=0

i=0

et le correcteur qui peut étre sous la forme :

m-1

m-1
un+1 = _Z aiun+i—m+1 + hz ﬂif(tn+i—m+1 ) un+i—m+1 ) + hﬂmf(tnﬂ ’ ﬁn+1 )
i=0

i=0

ou sous la forme,

m-1 m-1
un+1 = _z aiun+i—m+1 + hz ﬂif(tmi—erl ’ ﬂn+i—m+1 ) + hﬂmf(tnﬂ 4 ﬂn+1 )
i=0 i=0

La contribution de l'erreur du prédicteur est d’'un ordre inférieur a celle du correcteur.
Pour avoir une méthode d’'ordre m on pourra prendre un prédicteur d’ordre m-1 et un
correcteur d’ordre m.

Pour les méthodes d’Adams, on utilise plutdét conjointement une méthode d’Adams-
Bashforth (explicite) et une méthode d’Adams-Moulton (implicite) pour construire un schéma
prédicteur-correcteur. Le schéma le plus utilisé est composé de la méthode (AB3) pour la
prédiction et de la méthode (AM4) pour la correction :

Prédicteur : ﬁn+1:un+1—hz[23f(tn, u,)=16f(t,1, U, )+5f(t, . un_z)]

Correcteur: :un+%[9 Fty, ) +19F () 1) =S5F (£, 1, Uy 1)+ (£ a0 ty)]

Soit la fonction AM4 qui permet la solution numérique du probleme de Cauchy de premier
ordre avec la méthode d’Adams-Bashforth (AB4) comme prédicteur et la méthode d’Adam-
Moulton (AM4) comme correcteur :
function [t,u]= AM4(f,a,b,ul0,h,varargin)
t=a:h:b; u(l)=ul0; t=a:h:b;
for n=1:2

kl=f(t(n),u(n)); k2=£(t(n)+(h/2) ,u(n)+h*(k1/2));
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k3=f(t(n)+ h,u(n)-h*kl+2*h*k2) ;
u(n+l)=u(n)+(h/6)* (k1+4*k2+k3) ;
end

for n=3:numel (t)-1
Kl=f(t(n) ,u(n)); K2=£f(t(n-1) ,u(n-1)); K3=£f(t(n-2) ,u(n-2));
K4=f (t (n-3) ,u(n-3));
up (n+l)=u(n)+(h/24) * (55*K1-59*K2+37*K3-9*K4) ;
u(n+l)=u(n)+(h/24)* (9*£(t(n)+h,up (n+l) ) +19*K1-5*K2+K3) ;
end

plot(t,u,'-"',t,u, 'or')
end

L’application de cette fonction au probleme précédent, conduit aux mémes résultats obtenus
par la fonction AB4 résultats (Fig. 6.13).

>> £ = @(t,u) 3 - 2*u + exp(-t);
>> AM4 (£,0,5,1,0.1);

La méthode d’Adams-Moulton (AM4) est tres utile pour le calcul de I'intégrale définie :
I= JIZ f(t)de
Ainsi le probléme d’intégration est formé comme probleme de Cauchy :
B_pe) = ult,n)- j F(e)de et u(a)=u,=[ £(¢)de =0

D’aprés la méthode d’Adams-Moulton (AM4), le processus d’approximation du calcul de
'intégrale s’écrit :
h b—a
u., =u, +ﬁ[9f(tn+l)+19f(tn)—Sf(tn_l)+f(tn_2)], avec h= N

alors,

Tf( t)dt =u, —%hsf( (&), &€la, b]

a

C’est-a-dire que un est une approximation d’ordre 5. Le processus de calcul nécessite en plus
de Uy, U et U,. Les deux dernieres valeurs peuvent étre calculées par une des méthodes de

Runge-Kutta (RK4), par exemple,

um:un+§{f(tn)+4f(tn+g}+f(tn+h)}, uy =u(t,)=u(a)=0

remarquons que,
h a+h

ulzg{f(a)+4f(a+}21]+f a+h} jf

U, est le calcul approché par la méthode de Simpson 1/3 de l'intégrale de la fonction f(t) sur

Iintervalle [a, a+h].

u, :ul+§[f(a+h)+4f(a+3—2hj+f(a+2h)}
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L’intégrale I est explicité ainsi par,
h
Uy =Uy +ﬂ[9f(a+Nh)+19f(a+(N—1)h)—5f(a+(N—2)h)+f(a+(N—3)h)]

Soit la fonction IntegralByAM4 qui utilise cette procédure pour calculer 'intégrale I de la

fonction f(t) définie et continue dans l'intervalle [a, b].

function I = IntegralByAM4 (f,a,b,h)

if nargin<4, h=0.01; end

t=a:h:b;

u(l)=0;

for n=1:2
u(nt+l)=u(n)+(h/6)*(£(t(n))+4*£(t(n)+(h/2))+£(t(n+l)));
end

for n=3:numel(t)-1
u(n+l)=u(n)+(h/24) *(9*£(t(n+l) )+19*f£(t(n))-5*£(t(n-1))+£(t(n-2)));
end

I=u(numel(t)) ;

end

Soit 'exemple :
4

Ie‘zx sin3xdx
0

L’application de la fonction IntegralByAM4 conduita:
>> f=@(x)exp(-2*x) .*sin (3*x) ;
>> I=IntegralByAM4 (f£,0,4)
I =
0.2307

6.4. Méthodes explicites de Nystrom

Dans son article de synthese sur l'intégration
numérique des équations différentielles Nystrom
(1925) présente une classe de méthodes multi-pas. Il

considere 1'équation intégrale du probleme de

Cn-m+1 o tn-1 tn [P

Fig. 6.25 : Méthodes explicites de Nystrom.

Cauchy comme (Fig. 6.25):

tn+1

u(t,,)=u(t,,)+ [ f(t, u(t))de
tnfl
Comme dans la méthode d’Adams-Bashforth, I'expression précédente peut étre approché par:

[

1 m-1 _ m-1
U, =t + [ Z(—1)"[ ksjv" f(t, w)dt=u,, +h> xV*f,

e k=0 k=0

avec,

(1) j[_Sst: Jl» s(s+1)(s+i)!~--(s+k—1)ds
par exemple,
29

K,=2, kK, =0, K'2=K'3=§, et Kk, =—

90
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La formule des méthodes de Nystrém a m pas s’écrit,

m-1
un+1 = un—l + hz ﬂk+1f(tn—k’ un—k)
k=0

Pourm=1,
u,,=u,  +2hf =u, , +2hf(tn, un)

n+

c’est la méthode d’Euler centrale, c’est la simple méthode de second ordre.

Pourm = 2,

1
U, , =uU, , + hz Kkkan =U, , + h(KOﬁz + K1vfn)

k=0

Uy =U, 4+ h(KOf;z + Klfn - K1fn—1 ) =U,, + h[(Ko + K )fn - Klﬁr—l :l =U,, + thn
C’est la méme méthode que la précédente quand m = 1.

Pourm =3,

2
Upg =Upq hz KV fo=u,, + h(Kofn +1,Vf, + szzfn)

k=0
U, ,=u, , + h[Kofn + K1fn - KlfrH + sz(vfn )] =U, , + h[Kofn + Kl.fn - K1fm1 + szfn —K,V, n—l]
Uy =U, 4 + [Kofn + Klfn - Klfnq + Kan - ZKzfrH T K, n—Z]

Upq =Uy +h|:(Ko + K +Kz)fn _(Kl +2K2) n1 T Kzfn—z]

h
U =U, 4 +§(7f;1 _an—1 + n—2)
Pour m =4,

3
u.,=u .+ hz Kk Vf =u_ + h(l(ofn +x,Vf, + 1,V f + K'3V3fn)

k=0
c’est-a-dire,

u.,=u +h[(1<0 + K, + K, +K3)fn —(K‘l + 2k, +3K3)fH +(K2 +3K3)fm2 —K'3f;173:|
Soit,

h
u,,=u, , + E(Bﬂ - SfrH + 4];172 - f'nfB)

La méthode de Nystrom d’ordre 4 nécessite en plus de la premiére condition u,, les termes

u,, u, et u,, qui peuvent étre calculés par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 (RK4).

6.5. Méthodes de Milne-Simpson
Comme dans la méthode d’Adams-Moulton, I'intégrale :

t

"Jtlf(t, u(t))dt
[
est approchée par l'intégrale (Fig. 6.26) :
b1 m _ m 17_
I Z(—l)k[ Sljljka(tm, u,,, )dt=h> K V*f,., avec, =(-1)" j( Sl:ljds
k=0 -1

tos k=0
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par exemple,

1 fn—m+l
Ky=2 Kk =-2, K,=—, ky=0 et k, =—— :
3 90
La formule des méthodes de Milne-Simpson a m pas
S,écrit, ln-m+1 e ln-1 [ ln+1
_ N k Fig. 6.26 : Méthodes de Milne-Simpson.
Uy =U, 4 + hZKILV -f;‘l+1 g P
k=0

Pour m =0,
U, =U,_, +2hf,  =u,  + th(tn+1 » Upiq )
C’est la méthode d’Euler implicite avec un pas de 2h.

Pourm=1,
1
k
un+1 = un—l + hZKI:V fn+1 = un—l + h( K(,]fml + Kllvfml) = un—l + thn
k=0

C’est la méthode d’Euler centrale.

Pour m = 2,
: k 2
Upg =Up g F hZK,:V Son =l + h( Ko forr T K1V o+ 15V fn+1)
k=0
c’est-a dire,
h
u,,=u, , + 5( fn+1 + 4f;1 + f;1—1)

C’est la méthode de Milne, tres intéressante (Milne, 1926) qui est une généralisation directe
de la régle de Simpson.

Pour m =4,
s =t DS KV fr =+ (Kt KV, KV VS )
k=0
c’est-a dire,
u,,=u,, +9—ho(29fn+1+124fn+24fn_1+4fn_2— fn_3)

De nombreuses autres méthodes similaires ont été étudiées. Ils sont tous basés sur un
équation intégrale de la forme :

tn+1

u(t,,)=u(t,,)+ | F(t, u(t))de

t

n-1
Qui peut étre approché par:

n+l m—1

u., =u_, +tJ. kz_;(—l)k [_kSJka(t"' u, )dt

tnl

En particuliersil =3,
4h
un+1 = un73 + ?(Zﬁl - f;171 + 2];172 )

Cette méthode est utilisée par Milne (1926) comme prédicteur avec I'une des méthodes
implicites précédentes comme correcteurs.
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6.6. Formules de différentiation rétrograde BDF

Les formules de différentiation rétrograde (notées BDF pour Backward Differentiation
Formulae) sont des méthodes multi-pas implicites obtenues par une approche
complémentaire de celle suivie pour les méthodes d’Adams. Pour ces dernieres, on a effectué

une intégration numérique de la fonction source f (t, u(t)), tandis que dans les méthodes
BDF on approche directement la valeur de la dérivée premiere de u au nceud ¢, par la

dérivée premieére du polynéme interpolant u aux (m+1)noeuds t t St Le

n+l? ?7n+1? °° n-m+1"*

schéma général de la méthode BDF d’ordre m (Cryer, 1972) est:

51
> Vit =f (s 0,)

k=1

Qui peut étre transformé sous la forme :
m-1
Up1 = _Z QUi i T hﬂmf(trHl » Uy )
i=0
A titre d’exemple, la méthode BDF3 correspond a:

3
1
szkurwl = hf(trH—l' un+1)
k=1

c’est-a-dire,

Vun+1 +EV Upq +§V Uy = hf(tn+1' un+1)
or,
Vun+1 = un+1 - un ) vzum—l = v(vun+1 ) = vum—l - Vun = un+1 - 2un + un—l
et

3 _ 2 _ _
\% Uy = V(V Uy.q ) - v(un+1 - 2un +U, ) =Up,q — 3un + 3un—1 —Uu,,

on obtient aprés remplacement,

Eunﬂ _3un +§un—1 _1un—2 = hf(tn+1’ un+1)
2 3
ou,
18 9 2 6
u.,.=—u ——=u ,+—u ,+—hf(t ., u
n+1 11 n 11 n-1 11 n-2 11 f( n+1 n+1)

On peut avoir la méme formule de BDF3 a partir du 'expression :
2
Uy = _Z U, ,+ hﬂsf(tnn Upq ) = _(aounfz tau, , +a,u, ) + hﬂ3f(tn+1 y Uppq )
i=0

sachant que,
Ll(t + Vh) ~ un+v et Ll’(t + h) ~ f(tm-l’ un+1)

D’apres le développement de Taylor d’ordre 4 de la fonction u(t + vh) :

, VZhZ ) V3h3 " V4-h4-
u(t+vh)=u(t)+vhu'(t)+ 5 u'(t)+ c u"(t)+ o u(4)(t)+0(h5)

alors,
2 3 4

u(e+ ) =u(e)+hu () + 2 (€) + () + 2 u () +O( )
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u"(t)+

H h’ h*

u(t—h) =u(t)—hu'(t)+?u”(t)—gu"’(t)Jrﬂu“) (t)+0(h5)

u(t—2h)=u(t)-2hu'(t)+2hn"u"(t) 3 ul (t£)+ O(hS)

et
3 4

hut(e+ ) =ha (£) -+ (£)+ ")+ = () + ()
alors,
—agu(t—2h)—ayu(t—h)—au(t)+hpu'(t+h)=—(a, +a, +a, Ju(t)+
(20, +a, +ﬂ’3)hu’(t)+(—2050 —%al +ﬁ3]h2u”(t)+(%ao +%a1 +%,B3Jh3u’”(t)+

(—%ao —ial +%ﬂ3Jh4u(4)(t)+0(h5)
puisque,

u(t+h)=—au(t—2h)—ca,u(t—h)—au(t)+hBu'(t +h)
et par identification avec le développement de Taylor de u(t+h) u(t+h) et pour que la
différence entre u(t+h) et —a,u(t —2h) - equ(t —h)—a,u(t)+hpu'(t +h) soit de méme ordre

C’est-a-dire O(hs) il faut que :

2
(o, -, ~a,=1 T
20, +a, + p,=1 9

alzﬁ
1 1

< —20{0—50{1+ﬂ3=5 = < " __g
LIS S Y Sou
(3" 6" 277 6 5 =0

P11

Soit donc I'expression de BDF3 :

18 9 2 6
u.,.=—u ——u ,+—u ., +—hf(t ., u
n+1 11 n 11 n-1 11 n-2 11 f( n+1 n+1)

On déduit aussi la différence :

u(t+h)+a0u(t—2h)+a1u(t—h)+0¢2u(t)—hﬂ3u'(t+h):Ch4u(4)(t)+0(h5)
1 2 1 1 1 2( 2) 1(9) 1(6) 3
C=—+—oy+—o,——fi=—+-| — |+—| = |-—=| — |=—=—=
24 3 24 6 24 3\ 11) 24\11) 6\11 22

(e +h)-+ (e~ 2h) + (e~ )+ aqu(e)~hp (e +h) = Ku (¢) + O (1)

avec,

soit :

C’est 'erreur de troncature locale de BDF3 elle est de 'ordre 4

Le tableau ci-dessous (Tab. 6.2) donne les méthodes BDF les plus utilisées.
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Tab. 6.2 : Méthodes BDF pourm=1, 2, 3,4, 5 et 6.

m Méthode BDFm
1 —U +hf( n+1’ n+1)
4 1 2
2 =—u ——u,,+=hf(t,.,, u,
n+1 3 n 3 n-1 3 f( +1 +1)
_18 9 2 6
3 u -——u ., +—u ,+—hf(t ., u
n+1 11 n 11 n-1 11 n-2 11 f( n+1 n+1)
48 36 16 3 12
4 u -——u +—u ,——u ,