
        

Département de  Physique 

 

 
 

 

 
 

 

 

Cours de Mécanique Quantique II 
 
  

 

Par : Bouchemla Nedjma et Benaiche Salim 
 

          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Année : 2021 /2022 

 

Polycopié de cours 
 
En : Physique  

  

Spécialité : Physique fondamentale 

 

Niveau : 3ième année Licence 



Préambule 

    Le présent cours est destiné aux étudiants de 3
ème

 année licence : spécialité physique 

fondamentale. Il comporte cinq chapitres relatifs à la mécanique quantique II et un autre 

comportant des exercices d'application. 

    Le premier chapitre est consacré à des rappels d’outils mathématiques de base de la 

mécanique quantique où nous évoquons en premier lieu les notions d'espace de Hilbert, les 

vecteurs Ket et Bra ainsi que les différentes propriétés et opérations qui découlent de cette 

nouvelle notation vu pour la première fois par l'étudiant. En second lieu, nous insistons sur les 

notions de valeurs et de vecteurs propres d'une observable physique tout comme le concept 

mathématique de l'énergie et de la fonction d'onde. 

    Dans le deuxième chapitre, nous introduisons le moment cinétique d'une particule où nous 

développons ses différentes propriétés, ses valeurs et vecteurs propres et sa représentation 

matricielle. En conséquence, nous construirons explicitement une base de vecteurs propres 

dite base standard et nous étudierons le moment cinétique orbitale qui sera vu en détails sous 

forme d'exercices d'applications dans le chapitre 5. Aussi, cette partie sera finalisée par 

l'introduction de la notion d'addition de deux moments cinétiques. 

    Le mouvement d'une particule dans un potentiel central représente une très bonne 

application du moment cinétique orbital. A cet effet, nous consacrons le troisième chapitre de 

ce polycopié  à l'étude de ce type de potentiel dit coulombien ou en générale potentiel central. 

Pour ce faire, nous commençons par exprimer le moment cinétique orbital en coordonnées 

sphérique et à écrire l'équation de Schrödinger correspondante. Ensuite, nous spécifions le cas 

de l'atome d'hydrogène où nous allons extraire la partie radiale de la fonction d'onde 

correspondante au mouvement de l’électron dans un potentiel central. 

    Dans le quatrième chapitre, nous traitons les systèmes physiques qui subissent de petites 

perturbations par des méthodes spécifiques dites les méthodes d'approximations, et qui sont 

représenté a ce niveaux d'enseignement par la méthode des perturbations stationnaires et la 

méthode des variations. 

    Le cinquième chapitre consiste à traiter le phénomène de diffusion dans le cas d'un 

potentiel central. Nous introduisons les notions physiques telles que la section efficace et le 

déphasage. Nous utilisons la méthode des ondes partielles pour le calcul de la section efficace. 

    Pour terminer, nous introduisons le chapitre six qui comporte un nombre important de 

problèmes et d'exercices d'applications afin de se familiariser avec les différentes notions 

énumérées précédemment dans les divers chapitres. 

    Par ailleurs, il est à noter que le contenu du cours de la matière mécanique quantique II est 

très étendu. Pour cette raison, il faut impérativement choisir une méthodologie 

d’enseignement afin de respecter les limites imposées par le nombre d'heures signalé dans le 

canevas de formation et aussi une méthodologie de rédaction pour faire apparaitre toutes les 

notions de base du cours mais ranger dans un nombre de pages raisonnables. 
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Chapitre 1

Les outils mathématiques de la

Mécanique quantique (Rappel)

1.1 Espace de Hilbert

Tout état quantique d�une particule est caractérisé par un vecteur d�état appartenant

à l�espace des états �; un espace vectoriel appelé espace de Hilbert. Le vecteur d�état est

un vecteur qui contient toute l�information sur le système physique étudier.

1.2 Notation de Dirac

Un vecteur quelconque de l�espace des états �, est appelé vecteur-ket ou plus sim-

plement ket, on le note par le symbole j i, en mettant à l�intérieur un signe distinctif
permettant de le di¤érencier des autres états. Par exemple, si le ket est associé à un état

décrit pas une fonction  (r) on pourra le noter j i :
Les fonctions que l�on manipulait en mécanique ondulatoire étaient complexes. On

admettra qu�il existe un espace dual ��, de l�espace des états, dont les vecteurs d�états

peuvent être associés aux fonctions complexes conjuguées des fonctions associées aux

vecteurs d�état de �.
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A tout vecteur-ket j i de l�espace �, correspond un vecteur dans l�espace dual �� que
l�on nomme vecteur-bra1 h j.

1.3 Quelques propriétés :

1- Si � est un complexe et j i un ket de �, alors � j i est également un ket de � que
l�on peut noter j� i .
2- Le bra associé à � j i est (�� h j) où �� est le complexe conjugué de � et on peut

le noter h� j, on a donc h� j = �� h j :
3- Le produit scalaire de deux kets j i et j'i est noté h j'i et nous avons les pro-

priétés suivantes

h j'i = h' j i� (a)

h j�1'1 + �2'2i = �1 h j'1i+ �2 h j'2i (linéarité) (b)

h�1'1 + �2'2 j i = ��1 h'1 j i+ ��2 h'2 j i (anti-linéarité) (c)

4- Normalisation et orthogonalité2

Mécanique ondulatoire de Schrodinger Formalisme quantique de Dirac

normalisation

Z

tout l�espace

 � dv = 1 h j i = 1

Orthonormalit�e

Z

tout léespace

 �i j dv = �ij h i
�� j
�
= �ij

5- Notion d�opérateurs

5-1- Le produit d�un ket par un bra est un opérateur

A = j i h'j ; A est dit opérateur (1.1)

1En anglais, braket signi�e "crochet"

2�ij est le symmbole de Kronecker ; �ij =
�
0 si i 6= j
1 si i = j
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alors

A j�i = j i h'j �i| {z }
=�

= � j i (1.2)

5-2- Lorsque l�on fait agir l�opérateur A sur un ket j i, on obtient un nouveau ket :

A j i = j 0i (1.3)

5-3- De même :

A j�1 1 + �2 2i = �1A j 1i+ �2A j 2i ; �i : complexes (1.4)

5-4- On appelle "�el�ement de matrice" de A entre ' et  , le produit scalaire

h'j A j i = h'j  0i ; (1.5)

5-5- A partir de l�opérateur A; on dé�nie l�opérateur adjoint de A et qu�on note A+

qui véri�e

A j i = j 0i alors h 0j = h jA+ (1.6)

et comme

h 0j 'i = h'j  0i� (1.7)

alors

h 0j|{z} 'i = h jA+ j'i (1.8)

et h 0j 'i = h'j  0i� = h'jA j i� (1.9)

d�où

h jA+ j'i = h'jA j i� (1.10)

5-7- Lorsqu�un opérateur coincide avec son adjoint A = A+, on dit que l�opérateur A
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est "Hermitique" et l�on a

h jA j'i = h'jA j i� (1.11)

1.4 Dé�nir une base dans l�espace des états :

Comme dans tout espace vectoriel, il existe une in�nité de bases orthonormées que

l�on peut dé�nir dans �. Si cet espace est de dimension n, alors on aura n vecteurs de

base juii ; i = 1 : : : n véri�ant la relation d�orthonormalité :

hui juji = �ij (1.12)

et tout ket j ide � pourra s�écrire

j i = �1 ju1i+ �2 ju2i+ �3 ju3i+ :::+ �n juni (1.13)

=

NX

i=1

�i juii : (1.14)

les �i sont les composantes de j i sur les vecteurs de base juii :

1.5 Opérateur de projection :

Pour calculer les composantes �n; on utilise l�opérateur Pi dit opérateur de projection

Pi = juii huij ; (1.15)

qui permet de calculer la composante �i

Pi j i = �1 juii huij u1i| {z }
=0

+�2 juii huij u2i| {z }
=0

+:::+�i juii huij uii| {z }
=1

+:::+�N juii huij uNi| {z }
=0

; (1.16)
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d�où

Pi j i = �i juii ; (1.17)

donc si l�on additionne tous les opérateurs projections, on doit retrouver toutes les com-

posantes du vecteur j i
NX

i=1

Pi j i =
NX

i=1

�i juii = j i ; (1.18)

on a donc
NX

i=1

Pi = 1 opérateur identité (1.19)

qui represente la relation de fermeture et qui signi�e que la base est complète et su¢sante

pour bien décrire l�état j i :

1.6 Base discrète et base continue

Lorsque les états sont quanti�és, on a une "base discrète" des états, et on doit utiliser

le signe somme
�X�

; comme dans les relations précédantes, donc on écrit

hui juji = �ij (d)
NX

i=1

Pi = 1 (e)

lorsque les états ne sont pas quanti�ers, on a une "base continue" et on doit passer

au signe intégrale
�Z �

hwa jwbi = � (a� b) ; � et le delta de dirac (f)Z
jwai hwbj = 1: (g)
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1.7 Représentation matricielle des états

1.7.1 Représentation matricielle d�un Ket

Dans la base des juii ; le ket j i est représenté par ses composantes �i de l�equation
(1:13)

j i = �1 ju1i+ �2 ju2i+ �3 ju3i+ :::+ �n juni

le ket est présenté par le vecteur (matrice) colonne des coé¢cients

j i =

0
BBBBBBBBB@

�1

�2

:

:

�n

1
CCCCCCCCCA

(1.20)

1.7.2 Représentation matricielle d�un bra :

Dans l�espace dual, le bra associé au ket précécdent, dans la base des huij s�écrit

h j = ��1 hu1j+ ��2 hu2j+ :::+ ��n hunj (1.21)

le bra est présenté par le vecteur (matrice) ligne des coé¢cients

h j =
�
��1 ��2 : : ��n

�
(1.22)

1.7.3 Représentation matricielle d�un opérateur :

Dans la base des vecteurs juii ; un opérateur A est représenté par une matrice dont
les éléments sont dé�nis par(1:5)

Aij = huijA juji (1.23)
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A =

0
BBBBBBBBBBBB@

A11 A12 : : : A1n

A21 A22 : : : A2n

: : : : : :

: : : : : :

: : : : : :

An1 An2 : : : Ann

1
CCCCCCCCCCCCA

c�est une matrice carrée (1.24)

1.8 Valeurs propres et états propres associées à un

opérateur :

1.8.1 Valeurs propres :

La résolution de l�équation

A j i = � j i (1.25)

dite équation aux valeurs propres, est bien connue en algèbre linéaire. La diagonalisation

de A permet de déterminer les valeurs de � qui sont les solutions de

det (A� �1) = 0 (1.26)

où 1 est l�opérateur identité.

1.8.2 vecteurs propres :

On trouve les vecteurs propres en résolvant le système d�équations (1:25) pour chaque

valeurs de �:

1.9 Propriétés fondamentales :

- Les vecteurs propres d�un opérateurs sont orthogonaux.
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- la matrice de l�opérateur (dans le cas où elle représenté dans la base de ses vecteurs

propres) est diagonale. les éléments diagonaux sont les valeurs propres.

- les valeurs propres d�une observable sont réelles.

- le nombre d�états propres est égal à la dimension de la matrice.

- la même valeur propre peut étre associée à plusieurs états propres. on dit qu�elle est

dégénérée.
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Chapitre 2

Moment cinétique

2.1 Dé�nition

En physique, le moment cinétique orbital
�!
L d�une particule est dé�ni par :

�!
L = �!r ^ �!P (2.1)

où �!r (x; y; r) est le vecteur position et �!P (Px; Py; Pz) est le vecteur quantité de mouve-
ment.

Soit Lx; Ly; Lz les composantes cartesiennes de
�!
L

Lx = (yPz � zPy) (2.2)

Ly = (zPx � xPz) (2.3)

Lz = (xPy � yPx) (2.4)

On mécanique quantique, on associe à ces composants cartésiennes les opérateurs

9



ILx; ILy; ILz qui véri�ent les règles de commutation suivantes

[ILx; ILy] = i~ILz (2.5)

[ILy; ILz] = i~ILx (2.6)

[ILz; ILx] = i~ILy (2.7)

avec

[x; Px] = i~ (2.8)

[y; Py] = i~ (2.9)

[z; Pz] = i~ (2.10)

[x; Py] = [x; Pz] = 0 (2.11)

[y; Px] = [y; Pz] = 0 (2.12)

[z; Px] = [z; Py] = 0 (2.13)

Ces relations de commutations représantent la relation de passage de la mécanique

classique vers la mécanique quantique.

On peut montrer facilement que :

�
IL2; ILz

�
=
�
IL2; ILy

�
=
�
IL2; ILx

�
= 0 (2.14)

avec IL2 = IL2x + IL2y + IL2z

En général l�opérateur vectoriel ~J est un moment cinétique si les composantes
�!
Jx;
�!
Jy ;
�!
Jz

véri�ent les relations de commutations :
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[Jx; Jy] = i~Jz (2.15)

[Jy; Jz] = i~Jx (2.16)

[Jz; Jx] = i~Jy (2.17)

et
�
J2; Jz

�
= 0 (2.18)

cela signi�er qu�on peut mesurer simultanément J2 et Jz:

2.2 Les valeurs propres et vecteurs propres de J2 et

Jz

J2 et Jz commutent càd [J2; Jz] = 0, mais l�ensemble fJ2; Jzg ne constitue pas un

ensemble complet d�opérateurs qui commutent (ECOC).

Soit A un opérateur qu�il faut adjoindre à J2 et Jz pour obtenir un tel ECOC, donc

J2 et Jz et A possèdent en commun un ensrmble de vecteurs propres orthonormés qui

forme une base unique d�un espace vectoriel.

On associe aux opérateurs A, J2et Jz les valeurs propres �; j et m respectivement

tel que pour tout ensemble f A; J2; Jzg correspond une base complète orthonormé des
vecteurs j�; j;mi avec

h�0; j0;m0 j�; j;mi = ��0��j0j�m0m (2.19)

où � est le symbole de "Kronecker"

�ij =

8
<
:
0 si i 6= j

1 si i = j
(2.20)
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et les valeurs propres de J2et Jz dans la base fj�; j;mig sont tel que

J2 j�; j;mi = ~
2j (j + 1) j�; j;mi (2.21)

Jz j�; j;mi = ~m j�; j;mi (2.22)

2.2.1 Les valeurs possibles de m (valeur propre Jz)

On dé�nie les opérateurs d�échelle J+ et J�

J+ = Jx + iJy (2.23)

J� = Jx � iJy (2.24)

où les opérateurs J+ et J� sont adjoint l�un de l�autre c�est-à-dire que

(J+)
+ = (Jx + iJy)

+ = Jx � iJy = J� (2.25)

(J�)
+ = (Jx � iJy)+ = Jx + iJy = J+ (2.26)

où J+ et J� véri�ent les relations suivantes

J�J+ = J2 � Jz (Jz + 1) (2.27)

J+J� = J2 � Jz (Jz � 1) : (2.28)

Appliquant ces opérateures J�J+ et J+J� aux vecteurs propres j�; j;mi
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J�J+ j�; j;mi = ~
2 [j (j + 1)�m (m+ 1)] j�; j;mi (2.29)

J+J� j�; j;mi = ~
2 [j (j + 1)�m (m� 1)] j�; j;mi (2.30)

comme on peut les écrire sous la forme

J�J+ j�; j;mi = ~
2 (j +m) (j +m+ 1) j�; j;mi (2.31)

J+J� j�; j;mi = ~
2 (j +m) (j �m+ 1) j�; j;mi (2.32)

La norme de J+ j�; j;mi et J� j�; j;mi

jJ+ j�; j;mij2 = (h�; j;mj J�) (J+ j�; j;mi) = ~2 (j +m) (j +m+ 1) � 0 (2.33)

de même

jJ� j�; j;mij2 = (h�; j;mj J+) (J� j�; j;mi) = (j +m) (j �m+ 1) � 0 (2.34)

Donc les valeurs possibles dem sont (2j + 1) valeurs qui véri�ent (2:32) et (2:33) d�où

�j � m � +j (2.35)

Exemple

pour j = 1

j = 1) �1 � m � 1! j�; j;mi =

8
>>><
>>>:

j�; 1; 1i
j�; 1; 0i
j�; 1;�1i

13



Pourj = +1
2

j =
1

2
) �1

2
� m � 1

2
! j�; j;mi =

8
<
:

���; 1
2
; 1
2

�
���; 1

2
;�1

2

�

la relation �j � m � +j fournit la valeur maximale et minimale de m

mmax = +j (2.36)

mmin = �j: (2.37)

où nous avons imédiatement

J+ j�; j;mmaxi = 0 (2.38)

J� j�; j;mmini = 0 (2.39)

Appliquant maintenant les opérateurs JzJ+ et JzJ� sur les états j�; j;mi ; on peut mon-
trer que

JzJ+ j�; j;mi = J+ (Jz + 1) j�; j;mi (2.40)

JzJ� j�; j;mi = J� (Jz � 1) j�; j;mi (2.41)

d�où

JzJ+ j�; j;mi = J+ [~ (m+ 1)] j�; j;mi = ~ (m+ 1) J+ j�; j;mi (2.42)

JzJ� j�; j;mi = J� [~ (m� 1)] j�; j;mi = ~ (m� 1) J� j�; j;mi (2.43)

ces résultat montre que J� j�; j;mi est vecteur propre de Jz par la valeur propre (m� 1)
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c�est-à-dire que

J+ j�; j;min j�; j;m+ 1i (2.44)

J� j�; j;min j�; j;m� 1i (2.45)

2.2.2 Les valeures propres de J :

Soit le vecteur j�; j;mi et on consèdère le cas où m = mmin càd mmin = �j )
j�; j;mi = j�; j;�ji ; appliquant J+ sur l�état j�; j;�ji p fois

J+ j�; j;�jin j�; j;�j + 1i

(J+)
2 j�; j;�jin j�; j;�j + 2i

:

:

:

(J+)
p j�; j;�jin j�; j;�j + pi

où p est un entier positif.

On consédère maintenant le cas où m = mmax = +j; appliquant J� sur l�état

j�; j;mmaxi q fois

J� j�; j;+jin j�; j; j � 1i

(J�)
2 j�; j;�jio j�; j; j � 2i

:

:

:

(J�)
q j�; j;�jin j�; j; j � qi

15



où q est aussi un entier positif. Nous voulons par la suite déterminer dans quelles condi-

tions, le vecteur j�; j;�j + pi est égal au vecteur j�; j; j � qi ;ceci se traduit par �j+
p = j � q ) j = p+q

2
; p et q étant des entiers positifs, alor j est un entier ou demi-entier

positif.

En résumé nous avons les régles suivantes pour le moment cinétique J :

� Les valeures propre de J2 sont de la forme~2 j (j + 1)
� Les valeure propre de Jz sont de la forme (~m) ou �j � m � j

� Si ~2 j (j + 1) et~ m sont les valeures propres correspondants a un état propre

commun a J2 et Jz ; alors les seules valeurs possibles dem sont les 2j+1 valeursm = �j,
�j + 1:::� j � 1:::+ j:

2.2.3 Valeurs propres de J+ et J� :

en partant des équations (2:44) et (2:45)nous avons

J+ j�; j;min j�; j;m+ 1i

J� j�; j;min j�; j;m� 1i

autrement dit

J+ j�; j;mi = A j�; j;m+ 1i (2.46)

J� j�; j;mi = B j�; j;m� 1i (2.47)

où A et B sont les valeurs propres de J+ et J� successivement. Maintenant, calculons les

l�éléments de la matrice (J�J+)

h�; j;mj J�J+ j�; j;mi =?

on utilisant (2:27) et (2:29) d�une part J+J� = J2 � Jz (Jz + 1) et J�J+ j�; j;mi =

~
2 (j +m) (j +m+ 1) j�; j;mi ; et d�autre part, si nous injectons la relation de fermeture
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I =
X

m0

j�; j0;m0i h�; j0;m0j nous obtenons

h�; j;mj J� (I) J+ j�; j;mi =
X

m0

h�; j;mj J� j�; j0;m0i| {z } h�; j
0;m0j J+ j�; j;mi| {z }

=
X

m0

A:B h�; j;mj �; j0;m0 � 1i h�; j0;m0j �; j;m+ 1i

=
X

m

A:B�jj0�m m0�1�m0m+1

= h�; j;mj J� j�; j;m0 � 1i h�; j;m0j J+ �; j;mi (2.48)

comme J+ et J� sont adjoind l�un de l�autre

h�; j;mj J� �; j;mi = h�; j;mj J+ �; j;mi� (2.49)

d�où

h�; j;mj J�J+ j�; j;mi = kJ+ j�; j;mik2 = ~2 [j (j + 1)�m (m+ 1)] (2.50)

et

J� j�; j;mi = ~ [j (j + 1)�m (m� 1)]
1

2 jj;m� 1i (2.51)

d�où

A = ~ [j (j + 1)�m (m+ 1)]
1

2 (2.52)

B = ~ [j (j + 1)�m (m� 1)]
1

2 (2.53)
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2.3 Représentation standard

2.3.1 Dé�nition

On appel base standard de �;toute base orthonormé formé par les vecteurs j�; j;mi ;
vecteurs propres commun à J2 et Jz tel que

8
>>><
>>>:

J2 j�; j;mi = ~2j (j + 1) j�; j;mi ;
Jz j�; j;mi = ~m j�; j;mi

J� j�; j;mi = ~ [j (j + 1)�m (m� 1)]
1

2 j�; j;m� 1i

(2.54)

2.3.2 Exemple : Base standard de l�espace des fonctions d�ondes

d�une particule sans spin

Soit une particule son spin de moment cinétique orbital IL; l�ensemble fIL2; ILzg 6=
ECOC ! fH; IL2; ILzg = ECOC et soit 	n;l;m les fonctions d�ondes commune à H; IL2

et ILz , on sait que

IL2	n;l;m = ~
2l (l + 1)	n;l;m (2.55)

ILz	n;l;m = ~m	n;l;m (2.56)

� Quelle est la condition pour que les fonction 	n;l;m forment une base standard ?
Si les 	n;l;m forement une base standard alors elles véri�ent les relations (2:54)

8
>>><
>>>:

IL2	n;l;m = ~
2l (l + 1)	n;l;m

ILz	n;l;m = ~m	n;l;m

IL�	n;l;m = ~ [l (l + 1)�m (m� 1)]
1

2 	n;l;m�1

(2.57)

d�une autre part, les fonctions 	n;l;m s�écrivent en coordonnées sphériques (r; �; ') tel que

	n;l;m (
�!r ) = 	n;l;m (r; �; ') = Rn;l;m (r)Y

m
l (�; ') (2.58)
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avec Y m
l (�; ') sont les harmoniques sphériques, avec

Y m
l (�; ') = hl;mj �; 'i ; (2.59)

où jl;mi c�est la représentation discrete des états propres du moment orbital ~L et

Y m
l (�; ') c�est la représentation de c�est états dans l�espace des con�guration j~ri �
jx; y; zi � jr; �; 'i (comme il y a un autre éspace dit éspace des phases j~pi � jPx; Py; Pzi �
jPr; P�; P'i )
On a :

IL�	n;l;m
base standard

= ~ [l (l + 1)�m (m� 1)]
1

2 	n;l;m�1; (2.60)

d�autre pard

IL�	n;l;m = IL� (Rn;l;m (r)Y
m
l (�; ')) (2.61)

= Rn;l;m (r) IL�Y
m
l (�; ') (2.62)

puisque IL� s�écrit en cordonnées sphériques comme

IL� = ei'
�
� @

@�
+ i cot �

@

@'

�
ne déponde pas de r (2.63)

alors

IL�	n;l;m (
�!r ) = Rn;l;m (r) ~ [l (l + 1)�m (m� 1)]

1

2 Y m�1
l (�; ') (2.64)

comme nous avons égalité entre les équations (2:60) et (2:64) ) Rn;l (r) = Rn;l;m�1:

Pour que les fonction d�ondes 	n;l;m (
�!r ) forment une base standard, il faudrait que les

Rn;l;m (r) = Rn;l (r) c�est-à-dire que la partie radiale de la fonction d�onde ne dépendent

pas du nombre quantique magnétique m:
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2.4 Matrice associe au moment cinétique

Soit l�ensemble fj�; j;mig Constitué une base de � (�; j) tel que dim � (�; j) = 2j+1;
alor, on peut associé à jx; jy et jz à une matrice dans � (�; j) :

Nous voulons calculer les éléments de matrice entre les vecteurs appartenant au même

sous-espace � (�; j)

2.4.1 Les élémant de matrice associe à Jz

On sait que Jz j�; j;mi = ~m j�; j;mi ; alors il en résulte que

h�; j;m0j Jz j�; j;mi = h�; j;m0j ~m j�; j;mi

h�; j;m0j Jz j�; j;mi = ~m�mm0 (2.65)

Exemple

j = s = 1
2
! ms =

1
2
;�1

2
) fj�; s;msig �

����; 1
2
; 1
2

�
;
���; 1

2
;�1

2

�	

[sz] =
~

2

0
@ 1 0

0 �1

1
A (2.66)

En général la représentation matricielle de l�opérateur Jz notée [Jz]

[Jz] = ~

0
BBBBBBBBB@

j 0 ::: 0 0

j � 1 ::: 0 0
:
:

:
:

:
:

:
:

:
:

0 0 ::: �j + 1 0

0 0 ::: 0 �j

1
CCCCCCCCCA

(2.67)
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2.4.2 Les éléments des matrices associées aux opérateurs Jx et

Jy

Comme Jx et Jz s�écrivent en fonction de J+ et J�; alor on doit commencer par le

calcul des éléments des matrices associées aux opérateurs d�échelle J+ et J�

h�; j;m0j J+ j�; j;mi = ~ [j (j + 1)�m (m+ 1)]
1

2 h�; j;m0j �; j;m+ 1i (2.68)

h�; j;m0j J� j�; j;mi = ~ [j (j + 1)�m (m� 1)]
1

2 h�; j;m0j �; j;m� 1i (2.69)

donc les élément de la matrices associées aux opérateurs d�échelle J+ et J�;en utilisant

(2:53) nous obtenons immediatement

h�; j;m0j J+ j�; j;mi = ~ [j (j + 1)�m (m+ 1)]
1

2 �m;m0 + 1 (2.70)

h�; j;m0j J� j�; j;mi = ~ [j (j + 1)�m (m� 1)]
1

2 �m
0

m� 1 (2.71)

et comme Jx = 1
2
(J+ + J�) et Jy = 1

2
(J+ � J�)

nous obtenons facilement les éléments de matrice de Jx et Jy

h�; j;m0j Jx j�; j;mi =
~

2

h
[j (j + 1)�m (m+ 1)]

1

2 �m0m+1 + [j (j + 1)�m (m� 1)]
1

2 �m0m�1

i

(2.72)

D
�; j;m

0

��� Jy j�; j;m0i = ~

2i

h
[j (j + 1)�m (m+ 1)]

1

2 �m0m+1 + [j (j + 1)�m (m� 1)] �m;m�1
i

(2.73)
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Exemple : pour j = s = 1
2

[S+] = ~

0
@ 0 1

0 0

1
A ; [S�] = ~

0
@ 0 0

1 0

1
A

[Sx] =
~

2

0
@ 0 1

1 0

1
A ; [Sy] =

~

2

0
@ 0 �i

i 0

1
A et [sz] =

~

2

0
@ 1 0

0 �1

1
A (2.74)

où on retrouve les matrices de Pauli :

[si] =
~

2
�i avec i = x; y; z (2.75)

�x =

0
@ 0 1

1 0

1
A ; �y =

0
@ 0 �i

i 0

1
A ; �z =

0
@ 1 0

0 �1

1
A (2.76)

2.5 Addition de moments cinétique

Soit deux systèmes physique (1) et (2) ayant chacun un moment cinétique ~j1; ~j2

respictivement, on note �i; le deux espaces vectoriels engendrés par les vecteurs des deux

bases fj�; ji;miig avec i = 1; 2
Les vecteurs des deux bases doivent satisfaires les relations

J2i j�i; j;mi = ~2ji (ji + 1) j�i; ji;mii (2.77)

Jiz j�i; ji;mii = ~mi j�i; ji;mii (2.78)

J�i j�i; ji;mii = ~
p
[ji (ji + 1)�mi (mi � 1)] j�i; ji;mi � 1i (2.79)

On consédère le système global formé par l�union des deux systèmes (1) et (2) et qui

est carracterisé par le moment cinétique total ~J = ~J1 + ~J2. On di�nit la base standard

formée par les vecteurs fj�; J;Mig :
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Le problème : comment determiner les valeurs de J et de M en fonction de j1; j2 et

m1;m2? pour répondre a cette question, on dé�nit le produit tensoriel � de deux sous

espace �1 et �2 :

� = �1 
 �2 (2.80)

et

j�; J;Mi � j�1�2; j1j2;m1m2i = j�1; j1;m1i 
 j�2; j2;m2i (2.81)

on peut montrer que

�
J2; J1z

�
6= 0;

�
J2; J2z

�
6= 0 (2.82)

c�est-à-dire que J2 ne commute pas avec J1z et j2z ([J2; Jiz] 6= 0) et les autres opérateurs
commutent

�
J2; j21

�
=
�
J2; j22

�
=
�
Jz; j

2
1

�
=
�
Jz; j

2
2

�
= 0 (2.83)

2.6 Valeur propre de Jz

~J = ~j1+~j2 donc Jz = j1z+ j2z; appliquant l�opérateur Jz sur l�état j�1�2; j1j2;m1m2i

Jz j�1�2; j1j2;m1m2i = (j1z + j2z) j�1�2; j1j2;m1m2i

= [j1z j�1; j1;m1i] j�2; j2;m2i+ j�1; j1;m1i [j2z j�2; j2;m2i]

= ~ (m1 +m2) j�1�2; j1j2;m1m2i

= ~M j�1�2; j1j2;m1m2i (2.84)

Donc : M = m1 +m2 sont les valeures propres de Jz

� Valeur maximale de M
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M = m1 +m2 !Mmax = m1max +m2max )Mmax = +j1 + j2

� Valeur minimale de M
M = m1 +m2 !Mmin = m1min +m2min )Mmin = �j1 � j2 = � (j1 + j2) d�où

� (j1 + j2) �M � (j1 + j2) (2.85)

2.7 Valeurs propres de J2

Pour j1 et j2 donnée, la valeur propre de J2 (moment cinétique tottal) sont telque

J = j1 + j2; j1 + j2 � 1:::; jj1 � j2j
Rq : ce sont des entier ou des demi-entier positifs

dim � (j1; j2) =

j=j1+j2X

jj1�j2j
(2j + 1) = (2j1 + 1) (2j2 + 1) (2.86)

d�àù nous avons (2j1 + 1) (2j2 + 1)valeurs de J2:
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Chapitre 3

Particule dans un Potentiel Central

et application a l�atome d�hydrogène.

3.1 Introduction

On s�interesse au problème de la quanti�cation du mouvement d�une particule dans

un potentiel central ; c�est-à-dir dans un potentiel invariant par rotation autrment dit

il ne dépond que de la distance (rayon r), à un point donnée l�hamiltonien du système

s�écrit

H =
P 2

2m
+ V (r); (3.1)

En mécanique classique, la solution de ce probmlème repose sur le fait que le moment

cinétique est conservé
�!
L = �!r ^ �!p (3.2)

donc d
�!
L
dt
= d

dt
(�!r ^ �!p ) = d�!r

dt
^ �!p +�!r ^ d�!p

dt
=
�!p
m
^ �!p

| {z }
=0

+�!r ^ d�!p
dt
= �!r ^ �!F = 0 puisque

�!r et �!F sont dans le méme sens.

En mécanique quantique, il en va de méme mais le moment cinétique dans ce cas est
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un opérateur ayant les propritées suivantes

[ILi; xj] = i~ "ijk xk (3.3)

[ILi; Pj] = i~ "ijk Pk (3.4)

"ijk =

8
>>><
>>>:

1 dans une pérmutation paire

�1 dans une pérmutation impaire
0 dans les autres cas

(3.5)

ILx; ILy; ILzet IL2 commutent avec H c�est-à-dir avec V (r) et P

L�opérateur Hamiltonien H se met sous la forme

H = � ~
2

2m

@2

@r2
� ~

2

m

1

r

@

@r
+

1

2m

1

r2
IL2 + V (r) (3.6)

Démonstation

IL2 = IL2x + IL2y + IL2z ou :IL = r�P =

0
BBB@

yPz � zPy
zPx � xPz
xPy � yPx

1
CCCA

Calculons : IL2 = IL2x + IL2y + ILz2

IL2x = (yPz � zPy)2 = y2P 2z + z2P 2y � yPzzPy � zPyyPz (3.7)

ou le comutateur [x; p] = xp� px = i~

IL2x = y2P 2z + z
2p2y � yzPzPy + i~yPz � zyPyPz + i~zPy (3.8)

donc on trouve :

IL2x = y2P 2z + z2P 2y + i~yPy + i~zPz � 2zyPyPz (3.9)
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De la meme manière en retrouve IL2y et IL2z d�où

IL2 = y2P 2y + z2P 2y + i~yPy + i~zPz � 2yzPyPz

+z2P 2x + x2P 2z + i~zPz + i~xPx � 2zxPzPx

+x2P 2y + y2P 2x + i~xPx + i~yPy � 2xyPxPy (3.10)

IL2 =
�
y2 + x2

�
P 2z +

�
z2 + x2

�
P 2y +

�
z2 + y2

�
P 2x

+2ih (yPy + zPz + xPx)� 2yzPyPz � 2zxPzPx � 2xyPxPy (3.11)

On remarque que

r2P 2 =
�
x2 + y2 + z2

� �
P 2x + P

2
y + P 2z

�
(3.12)

donc IL2 se réduit à

IL2 = 2i~�!r � �!P + r2P 2� x2P 2x � y2P 2y � z2P 2z � 2yzPyPz � 2zxPzPx� 2xyPxPy (3.13)

qui s�écrit

IL2 = 2i~�!r � �!P + r2P 2 + (�!r � P )2 (3.14)

et �nalement nous obtenons pour P 2

P 2 =
IL2

r2
+
(�!r � �!p )2

r2
� 2ih

�!r � �!p
r2

(3.15)

d�où l�operateur Hamiltonien s�écrit

H =
p2

2m
+ v(r) =

~
2

2m

@2

@r2
� ~

2

mr

@

@r
+

1

2mr2
IL2 + v (r) (3.16)
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Les fonctions propres de H doivent aussi étre fonctions propres de IL2 et de ILzet

qui sont représentées par les harmoniques sphériques Y m
l (�; ') au niveau de la partie

angulaire des fonctions propres de H, où le spectre de IL2 est donné pae

IL2 j	i = ~2l (l + 1) j	i l = 0;
1

2
; 1::::: (3.17)

ILz j	i = ~m j	i m = �l (3.18)

IL� j	lmi = ~2 [l(l + 1)�m (m� 1)]
1

2 j	lm�1i (3.19)

3.1.1 Momont cinitique

x = r cos (�) sin (') (3.20)

y = r sin (�) cos (') (3.21)

z = r cos (�) (3.22)

Px =
~

i

@

@x
=
~

i
(sin(�) cos (')

@

@x
+
1

r
cos (�) cos (')

@

@�
� sin (')

r cos (�)

@

@'
) (3.23)

Py =
~

i

@

@y
=
~

i
sin (�) sin (')

@

@r
+
1

r
cos (�) cos (')

@

@�
+
1

r

cos (')

sis (�)

@

@'
(3.24)

Pz =
~

i

@

@z
=
~

i
=

�
cos (�)

@

@r
� 1
r
sin (�)

@

@�

�
(3.25)

Nous trouvons donc, a partir de (2:2) ; (2:3) et (2:4) l�expression des composantes du

28



moment cinétique

ILx =
~

i

�
� sin (') @

@'
� cos (')
tan (�)

@

@'

�
(3.26)

ILy =
~

i

�
cos (')

@

@�
� sin (')
tan (�)

@

@'

�
(3.27)

ILz =
~

i

@

@'
(3.28)

et :

IL� = ILx � iILy = ~e�i'
�
� @

@�
+ i cot (�)

@

@'

�
(3.29)

3.1.2 Les harmonique sphériaue

Consèderons la fonction 	(r; �; ') ; fonction propre de ILz

ILz	(r; �; ') = m~	(r; �; ') (3.30)

	(r:�:') peut se mettre sous la forme suivante

	(r; �; ') = � (r; �) eim' (3.31)

Donc on peut calculer les fonctions propres communes à IL2 et ILz de valeurs propres

respective ~2l (l + 1) et m~ sous la forme

Y m
l (�; ') = Fml (�) e

im' (3.32)

où la fonction Y l
l (�; ') doit satis¤aire : Y

l
l (�; ') = 0)

~e�i'
�
� @

@�
� i cot (�) @

@'

�
Y l
l (�; ') = 0 (3.33)
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càd :
�
@
@�
� i cot (�)

�
F ll (�) = 0; elle a pour soulution : F (�) = (sin (�))

l ;d�ou : Y l
l (�; ')n

(sin (�))l eil'

donc elle s�écrite

Y i
l (�; ') = C1 (sin (�))l e

il' (3.34)

ou C1 =
(�1)l
2ll!

on
q

(2l+1)!
4�

On peut considérer la relation de récurance

Y m�1
l (�; ') =

1p
l (l + 1)�m (m+ 1)

IL�y
m
l (�; ') (3.35)

Si : Y m
l (�; ') = C1 (sin (�))

l eim' donc

Y m
l (�; ') =

(�1)l
2ll!

r
(2l + 1)!

4�
(sin (�))l eim' (3.36)

pour l = 0) m = 0 càd : Y 0
0 (�; ') =

1
4�

pour l = 1) m = �1; 0
pour l = 1 et m = 1) Y 1

1 (�:') = �
q

3
8�
sin (�) ei'

On appliquant IL� sur Y 1
1 (�; ') =

q
�3
8�
sin (�) ei'

On appliquant IL� sur Y 1
1 (�; ') on peut avoir Y

0
1 et Y

�1
1

pour : l = 2) m = 0 ;�1 ;�2
en remplacent par l = 2 et m = 2 on trouve

Y 2
2 (�; ') =

r
15

32
� (3.37)

De meme l�application de IL�sur Y 2
2 (�:') donne les fonctions Y

1
2 ,Y

0
2 ,Y

�1
2 et Y �2

2 :

Caractéristique des harmoniques sphériques

� Orthogonalité
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2�Z

0

d'

�Z

0

d� sin (�)
�
Y l
m

�+
Y m0

L0 = �ll0�mm0 (3.38)

� On peut établir l�expréssion suivante

Y m
l (�; ') =

(�1)l
2ll!

s
(2l + 1) (l +m)!

4� (l � 1)! eim' (sin (�))�m
dl�m

d (cos (�))l�1
(sin (�))2l (3.39)

� En particulier
Y �m
0 (�; ') = (�1)m [Y m

l (�; ')]
� (3.40)

3.2 Mouvement dans un potentiel coulombien

Pour une valeur donnée de l on peut charcher les état stationnaire de l�équation

de Shrodinger d�une particule dans un potentiel central sous la forme : 	(r; �; ') =

R (r)Y m
l (�; ')

L�équation de shrodinger stationnaire pour v (r) = �Ze2

r
= ��

r

H	(r; �; ') = E	(r; �; ') (3.41)
�
� ~

2

2m

@2

@r2
� ~

2

mr

@

@r
+

1

2m

1

r2
IL2 + v (r)

�
	(r:�:') = E	(r:�:') (3.42)

qui s�écrit en coordonnées spherique (voir (3:16) )

�
� ~

2

2m

@2

@r2
� ~

2

mr

@

@r
+

1

2m

1

r2
IL2 + v (r)

�
R (r)Y m

l (�; ') = ER (r)Y m
l (�; ') (3.43)

qui donne

�
� ~

2

2m

@2

@r2
� ~

2

mr

@

@r
+

1

2m

~
2

r2
l (l + 1) + v (r)

�
R (r) = ER (r) (3.44)
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on pose, comme premier changement de variable : R (r) = 1
r
U (r)

dR (r)

dr
= � 1

r2
U (r) +

1

r

dU (r)

dr
(3.45)

d2R (r)

dr
=
2

r3
U (r)� 2

r2
dU (r)

dr
+
1

r

d2U (r)

dr2
(3.46)

on remplace les deux équations(3:45) et (3:46)dans (3:44) ;on trouve

��~2
2m

d2

dr2
+

1

2m
~
2 l (l + 1)

r2
+ v (r)

�
U (r) = EU (r) (3.47)

Remarques :

1- l�équation (3:47) est une équation semblable à l�équation de schrôdinger stationnaire

à 1D, dans un potentiel e¤ectif Veff (r) = 1
2m
~
2 l(l+1)

r2
+ v (r) sauf que r 2 [0; +1[ :

2- Pour chaque valeur de l , correspond une équation di¤érentielle à 1D ; mais le

nombre quantique magnétique m n�apparait pas dans cette équation, et comme pour

chaque valeur de l il y a (2l + 1) valeur dem donc il y a (2l + 1) équation propre Y m
l (�; ')

d�où on Elk est (2l + 1) fois dégénérer, c�est une dégénéresence dite "essentielle".

3- Qaund r ! 0; on considère le comportement à l�origine des solutions U (r) :

4- Le terme
�
��
r

�
est négligeable devant le terme ~

2

2m
l(l+1)
r2

avec la condition U (0) = 0

� Pour l 6= 0;soit U (r) = rs( comme second changement de variable)

�
� ~

2

2m

d2

dr2
+
~
2

2m

l (l + 1)

r2

�
rs = 0 (3.48)

au voisinage de l�origine, il reste a désigné les valeurs de s

~
2

2m

d2

dr2
rs =

~
2

2m

l (l + 1)

r2
rs (3.49)

ceci donne immédiatement

s (s+ 1) rs�2 = l (l + 1) rs�2 ! s (s+ 1) = l (l + 1) (3.50)
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d�où

8
<
:

s = l , solution rejeté

s = l (l + 1) ; solution accepté

9
=
;

La condition de normalisation sur R (r) impose que

1Z

0

r2R (r)2 dr soit convergé càd

Z +1

�1
[U (r)]2 dr 6=1;pour ce cas : s doit étre égale à l (l + 1) donc s = l (l + 1) est une

solution acceptée et s = �l est une solution refusée d�ou ; pour l 6= 0 la solution U (r) se
met sous la forme U (r) = rl+1.

� et pour l = 0 l0équation (3:47) devient

�
� ~

2

2m

d

dr2
� �

r

�
U (r) = 0 (3.51)

au voisinage de l�origine d�où

� ~
2

2m

d2

dr2
U (r) = �

U (r)

r
(3.52)

la solution de cette équation nous impose de choisir U (r) sous forme d�une série de

puissance de r

U (r) = a0 + a1r + a2r
2::: (3.53)

et d2

dr2
U (r) = 2a2 + :::; nous obtenons immédiatement

�
a0 + a1r + a2r

2 + :::

r2
::: = � ~

2

2m

d2

dr2
U (r) (3.54)

où nous trouvons que a0 = 0

U (r) = a1r + a2r
2 + :::: =

X
r�+1; � = 0; 1; 2; 3::: (3.55)

Ceci dit que dans tous les cas nous avons U (r)o rl+1d�ou

	(r; �; ') =
rl+1

r
Y m
l (�; ') (3.56)
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3.3 Application à l�atome d�hydrogéne

L�Equation di¤érentielle (3:47) s�écrit pour le potentiel de l�atome H v(r) = � e2

r
et

on e¤ectue quelques changement de variables, on pose

� = r
�
, a0 = ~

2

2m
, � = ~

2

ma0
, EI =

m�2

2~2
; � =

q
� E
Ei
; on obtient donc

�
� ~

2

2m

d2

dr2
+ }

l (l + 1)

2mr2
� e2

r

�
U (�) = EU (�) (3.57)

d2U (r)

dr2
=
d2U (a0�)

d (a0�)
2 =

d

d (a0�)

�
dU (a0�)

d (a0�)

�
=
1

a2
d

d�

�
dU

d�

�
(3.58)

~
2l (l + 1)

2mr2
= ~2

l (l + 1)

2ma20�
2

et E = ��2Ei (3.59)

�
� ~

2

2m

1

a20

d2U

d�2
+ ~2

l (l + 1)

2ma20�
2
� e2

�0a0

�
U (�) = ��2Ei (�) (3.60)

On multiplier les deux mombre par
�
�2ma0

~2

�
l�équation prend la forme

�
d2

d�2
� l (l + 1)

�2
+
2

�
� �2

�
U (�) = 0 (3.61)

3.3.1 solution de l�équation radiale

qd : r ! 1 , � ! 1 , le terme l(l+1)
�2

et 1
�
sont négligeble devant les autres

termes . l�équation (3:61) se réduit à

�
d2

d�2
� �2

�
U (�) = 0 (3.62)

qui admet une solution de forme exprentielle càd

U (�) = e��� =

8
<
:

e��� accepté

e+�� rejté
(3.63)
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car la condition de la normalisation de U (�) impose le chois de U (�) n e��� ceci dit

qu�en consédérant les termes + l(l+1)
�2

et 2
�
;la soulution de (3:61)est toujours de la forme :

U (�) = e���y (�) donc

�
d2

d�2
� �2

�
e���y (�) = 0 (3.64)

et
d2

d�2
�
e���y (�)

�
=
�
y
00 � 2�y0 + �2y

�
e��� (3.65)

donc on remplace dans l�équation di¤érentielle(3:62)

h
y
00 � 2�y0 + �2y � �2y

i
e��� = 0 (3.66)

revenant à l�équation (3:61) qui devient en considérant (3:65)

�
d2

d�2
� 2� d

d�
+
2

�
� l (l + 1)

�2

�
y (�) = 0 (3.67)

On cherchre la soulution sous la forme d�une serie on pose donc : y (�) = �l+1
1X

q=0

Cq�
q

avec C0 6= 0nous obtenons pour le premier et le second dérivé en �

d

d�
y (�) =

d

d�

 1X

q=0

Cq�
q+l+1

!
=
X

(q + l + 1)Cq�
q+l (3.68)

et
d2

d�2
y (�) =

1X

q=0

Cq (q + l + 1) (q + l) �q+l+1 (3.69)

l�équation (3:67) devient

1X

q=0

�
Cq (q + l + 1) (q + l) �q+l�1 � 2� (q + l + 1) �q+l + 2Cq�

q+l � l (l + 1) �q+l�1
�

(3.70)
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pour q = 0

C0
�
l (l + 1) �l�1 � 2� (l + 1) �l + 2�l � l (l + 1)

�
= 0 (3.71)

comme (C0 6= 0) on trouve
2 [1� � (l + 1)] �l = 0 (3.72)

pour : q 6= 0 où on a posé que q = q
0 � 1 dans deuxiéme et troisiéme terme, nous avons

donc

Cq (q + l + 1) (q + l) �q+l�1�2�Cq0�1
h�
q
0 � 1

�
+ l + 1

i
�q

0�1+l+2Cq0�1�
q
0�1+l�l (l + 1) �q+l�1 = 0

(3.73)

revenant maintenant vers la variable muette q ! q
0

on trouve

Cq (q + l + 1) (q + 1) �q+l�1 � 2�Cq�1 (q + l) �q�1+l + 2Cq�1�q+l+1 �Cql (l + 1) �q+l+1 = 0
(3.74)

pour � 6= 0

Cq = Cq�1
2 [� (q + l)� 1]
q [q + 2l + 1]

Cq o Cq�1
2�

q2

c�ad
Cq
Cq�1

o
2�

q
(3.75)

donc : Cq = e2�q; d�ou

y (�) = �l+1
1X

q=0

Cq�
q (3.76)
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Quanti�cation de l�énergie :

comme on a déja imposé que la solution e+�� est rejté, if faut donc que le numérateur

dans (l�équation de recurence entre Cq et Cq�1 ) soit nulle càd

Cq = Cq�1
2 [� (q + l)� 1]
q (q + 2l + 1)

= 0 (3.77)

ement

autrement dit ; pour que la solution soit acceptable physiquement on imposera à la

série in�nie (3:77) de se ramener à un polynôme d�ordre �ni et qui se traduit par

9q = k teq � (k + l)� 1 = 0) � = 1
k+l
; or le chois deja e¤ectué est

Ekl = �
EI

(k + l)2
((2:B))

la reltion de récurence sur les Cq donne la solution ykl (�)

Exemple

� k = 1 l = 0 U10 (�) = C0�e
��

� = 1 C1 = 0

�k = 1
2

l = 0 U11 (�) = C20�e
� �
2

�k = 2 l = 0

� = 1
2

C1 = �1
2

U20 (�) = C0�
�
1� �

2

�
e�

�
2

comme notation on pose n = k + l; n est appelé nombre quantique principal et pour

obtenir la formule �nale de la partie radiale on remplace � par r
a0

R (r) =
U (r)

r
=
y (r)

r
e
�� r

a0 (3.79)
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Quelques solutions Rn;l (r)

R1;0 (r) = 2 (a0)
3

2 e
� r
a0

R2;0 (r) = 2 (2a0)
� 3

2

�
1� r

2a0

�� r
a0

R2;1 (r) =
1p
3
(2a0)

� 3

2

r

a0
e
� r
2a0

Dégénérecence de l�énergie : on sait déja que pour chaque valeur de l ;l�énergie Ek;l

est (2L+ 1)fois dégénerer, c�est ce qu�on a appeler la dégénérecence essentielle .

Ek;l = � EI
(k+l)2

= Ek+L donnée par l�équation (3:79)

on peut alors avoir

8
<
:
(k; l) 6= (k0; l0)! Rk;l (r) = R0k0;l (r)

(k + l) = (k0 + l0)) Ek+l = Ek0+l0

par convention , on introduit la notation n = k + l) Ek;l = En= � EI
n2

a un niveau n; le degré de dégénerescence d =
n�1X

l=0

2l + 1 = n2

Ordre de grandeur des paramettres a0 =
~
2

me2
= 0:52A� EI = 13:6eV

En:l = �Ei
n2
= � EI

(k+l)2
k = 1; 2::: n � l + 1

EI �� mec
2

L�électron est trés peu relativiste, ceci justi�er le faite de prendre l�équation de shro-

dinger non relativiste

Rq : les autres cas sont étudier par la théorie des pérturbations.

La dégenérécence des niveaux d�énergie � L�énergie d�un niveaux ne depond que
de n = k + l

� Si n = k + l = k0 + l0 )une dégnerecence �accidentalle� le n constitue une couche
électronique.

� Pour une valeure de n on peut avoire plusieurs valeurs de l (n � l + 1)

une valeure de n et une valeure de l de�nissent une (sous-couche)
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� Dans une sous-couche càd : pour (n,l) donné on a (2l + 1) états distincts qui cor-
respond au di¤erentes valeurs de m ici la dégenerecence est essentielle

Fonction d�onde

	n:l:m (r; �; ') = Rn;l (r)Y
m
l (�; ')

On les appeles orbitals atomiques et ils constituent une base orthonormée

exemple :

niveau 1S 	n;l;m = 	1;0;0 =
1p
�a3

0

e
� r
a0

niveau 2S 	n;l;m = 	1;0;0 =
1p
8�a3

0

�
1� r

2a0

�
e
� r
2a0

niveau 2P 	n;l;m

8
>>>><
>>>>:

	2;1;1 = �1
8

q
1
�a3

0

r
a0
e
� e
2a0 sin (�) ei'

	2;1;0 =
1
4

1p
2a3
0

r
a0
e
� r
2a0 cos (�)

	2;1;1 =
1
8

1p
�a3

0

r
a0
e
� r
2a0 sin (�) ei'

9
>>>>=
>>>>;
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Chapitre 4

Méthodes d�approximations

4.1 Méthodes des Perturbations stationnaires :

4.1.1 Introduction

On considère par l�étude l�ensemble des systèmes dont l�opérateur Hamiltonien se

décompose sous la forme

H = H0 +W (4.1)

oùH0 est l�Hamiltonien d�un système que l�on peut résoudre exactement (a titre d�exemple

l�atome H , l�oscilateur harmonique...)

H0

��'0n
�
= E0n

��'0n
�

(4.2)

donc on connait exactement les valeurs propres E0n et les états propres supposé dis-

crets j'0ni, et W est un terme additionel qui représente une légère perturbation aporté

au système principal, Cette situation se rencontre, soit lorsque W correspond à une in-

teraction contrôlée et de force variable (par exemple application d�un champ extérieur

(électrique ou magnétique) sur l�atome), soit lorsque W est associé à un e¤et interne à

l�atome (interaction spin-orbite par exemple).
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Nous avons donc

W = �V; où �� 1 (4.3)

� est un parramètre sans dimension.

4.1.2 Principe de la méthode des perturbations stationnaires

La théorie des perturbations, en général et stationnaires dans notre chapitre, consiste

à en déduire une expression approchée des valeurs propres et états propres de H à partir

des états propres et valeurs propres de H0.

Nous souhaitons résoudre l�équation

H j ni = En j ni (4.4)

Pour cela, nous admétons que la solution (états propres de H) s�écrit sous forme d�un

dévelopement en puissance de �

j ni =
��'0n
�
+ �

��'1n
�
+ �2

��'2n
�
+ ::: =

1X

k=0

�k
��'kn
�

(4.5)

En = E0n + �E1n + �2E2n + :::: =
1X

k=0

�kEkn (4.6)

en remplacant dans l�équation au valeurs propres (4), nousobtiendrons donc pour les

termes d�ordre 0; 1; 2 et q en �

H0

��'0n
�
= E0n

��'0n
�

(4.7)

H0

��'1n
�
+ V

��'0n
�
= E0n

��'1n
�
+ E1n

��'0n
�

(4.8)

H0

��'2n
�
+ V

��'1n
�
= E0n

��'2n
�
+ E1n

��'1n
�
+ E2n

��'0n
�

(4.9)

H0 j'qni+ V
��'q�1n

�
= E0n j'qni+ E1n

��'q�1n

�
+ E2n

��'q�2n

�
+ :::+ Eqn

��'0n
�
(4.10)

Considérons l�ensemble des états propres de H = H(�), associés à des valeurs propres
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E(�) qui tendent vers E0n lorsque � tend vers 0. Cet ensemble est nécessairement un sous-

espace vectoriel de dimension égale à gn, degré de dégénérescence de E0n. En particulier,

si E0n est non dégénérée, celle-ci ne peut donner lieu qu�à une seule valeur propre E(�).

4.1.3 Perturbation d�un niveau non dégénéré

Considérons un niveau d�énergie non dégénéré de H0, d�énergie E0n et état propre

j'0ni :

Correction de l�énergie au 1er ordre

a partie de l�équation au 1ier ordre ()

H0

��'1n
�
+ V

��'0n
�
= E0n

��'1n
�
+ E1n

��'0n
�

et en projtant cette dérnière sur l�état h'0nj

E1n =


'0n
��V
��'0n
�

c�est-à-dire qu�a l�ordre 1

En = E0n +


'0n
��W

��'0n
�

Correction de l�état propre au 1er ordre

en projetant maintenant l�équation ()sur l0état h'0mj

��'1n
�
=
X

m6=n

h'0mjV j'0ni
E0n � E0m

��'0m
�
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autrement dit, à l�ordre 1

j'ni =
��'0n
�
+
X

m6=n

h'0mjW j'0ni
E0n � E0m

��'0m
�

Correction de l�énergie a l�ordre q � 2

a partie de l�équation a l�ordre q ()

H0 j'qni+ V
��'q�1n

�
= E0n j'qni+ E1n

��'q�1n

�
+ E2n

��'q�2n

�
+ :::+ Eqn

��'0n
�

et en projtant cette dérnière sur l�état h'0nj

Eqn =


'0n
��V
��'q�1n

�

en particulier pour q = 2

E2n =


'0n
��V
��'1n
�

=
X

n6=m

jh'0njV j'0mij
2

E0n � E0m

ce qui donne

En = E0n +


'0n
��W

��'0n
�
+
X

m6=n

jh'0njW j'0mij
2

E0n � E0m

4.1.4 Perturbation d�un niveau d�énergie dégénéré

La di¢culté tient au fait que l�état j'0ni, état propre de H0, n�est plus déterminé de

façon unique. Il peut être égal à l�un quelconque des étatsj'qni ou à une combinaison
linéaire de ceux-ci. C�est à dire qu�il appartient au sous-espace propre associé à E0n .

Le cas le plus simple c�est le cas ou E0n est 2 fois dégénérée, c�est-à-dire que a E
0
n sont
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associés 2 états propres qu�on note
��'0n;1

�
et
��'0n;2

�

��'0n
�
= �1

��'0n;1
�
+ �2

��'0n;2
�

j'0ni est bien déterminé si et seulement si l�on connait les coé¢cients �1 et �2 et qui
sont calculés à partir d�un système de deux équations en �1 et �2 et qui n�admet pas de

solution non nuls que si sont déterminant est égal à 0

������
V11 � E V12

V21 V22 � E

������
= 0

où

V11 =


'0n;1

��V
��'0n;1

�

V12 =


'0n;1

��V
��'0n;2

�

V21 =


'0n;2

��V
��'0n;1

�

V22 =


'0n;2

��V
��'0n;2

�

E = E1n au 1
er ordre

et à partir de ce déterminant, on peut trouvé une équation en (E)2 qui admet en général

deux racines qu�on note E1n;+ et E
1
n;�

4.2 Méthode variationnelle :

4.2.1 Introduction

les perturbations stationnaires, constituent un palliatif qui permettent dans certains

cas, de résoudre l�équation aux valeurs propres. Toutefois, lorsque des corrections au

second ordre sont exigées, la méthode des perturbations devient très couteuse en calculs.

Dans cette partie nous présentons une autre méthode d�approximation dite des variations,
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alternative aux perturbations stationnaires, qui possède l�avantage de ne pas exiger une

connaissance préalable des solutions exactes des systèmes étudiés. Cette méthode est

utilisée le plus souvent pour calculer de façon approchée, l�énergie du niveau fondamental

d�un système stationnaire.

4.2.2 Méthode variationnelle pour le niveau fondamental

Considérons un système quantique carractérisé par son hamiltonien H indépendant

du temps (système dit stationnaire) dont le spectre est discret et non dégénéré. Soit E0;

E1; E2; :::; En les valeurs propres de H tel que

E0 6 E1 6 E2 6 ::: 6 En

n = 0; 1; 2:::

et j'0i ; j'1i ; j'2i ; :::; j'ni les vecteurs propres de H
il vient que

H j'ni = En j'ni

- le vecteur j'i 2 � (� est l�espace des états du système) qui est décrit par les kets
j'0i ; j'1i ; j'2i ; :::; j'ni
- tous vecteur j i peut étre dévlopé sur la base des vecteurs propres de H sous la

forme

j'i =
X

n

Cn j'ni

- les coé¢cients Cn sont des coé¢cients, complexes, du dévelopement.

- L avaleur moyenne de l�énergie a pour expression

hEi = h'jH j'ih'j 'i =

X

n

jCnj2En
X

n

jCnj2
> E0 (4.11)
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La formule précedante () est l�équation maitresse de la théorie des variations. Elle

stipule que la valeur moyenne de H pour tout état j'i constitue une valeur approchée
par excès de l�énergie E0 du niveau fondamental. Il y a égalité stricte lorsque l�étatj'i
est vecteur propre de H associé à l�énergie E0.

Explicitons la méthode et choisissons une fonction d�essai de l�état fondamental qui

dépend de un ou plusieurs paramètres variationnels �i (non explicités pour l�instant)

Valeur approximative de E0 et expression approximative de j'0i

le système est décrit par son Hamiltonien H indépendant du temps, choisissons arbi-

trairement un vecteur j' (�)i normé et calculons

h' (�)jH j' (�)i =
Z
'� (�)H' (�) d�

d� : est un élement de volume

j' (�)i : dépond des parramètres �
On agit sur ces parramètres de façon a rendre h' (�)jH j' (�)i minimale en résolvant

l�équation
dE

d�

����
�=�0

= 0

dans ce cas, la valeur minimum obtenue est proche de E0 et le ket j' (�0)i obtenu est
proche de j'0i :
Les kets (fonctions) j' (�)i sont appelés kets où fonctions d�essai.

Valeur approximative de E1 et expression approximative de j'1i

On prend un nouveau ket d�essai j' (�)i normé et orthogonal à j' (�0)i et on cherche
à minimisé h' (�)jH j' (�)i
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La valeur moyenne de l�énergie dans l�état j'i =
X

n

Cn j'ni est

hEi = h'jH j'ih'j 'i =

X

n

jCnj2En
X

n

jCnj2
> E1

et il y a égalité si j'i = j'1i :
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Chapitre 5

Di¤usion d�une particule sans spin

par un potentiel central

5.1 Introduction

La théorie de la di¤usion est l�étude des collisions élastiques entre les particules, qui est

réalisable par des expériences de collision. Dans ce chapitre nous considérons la di¤usion

d�une particule de masseM par un potentiel V (r) ayant sont origine en un point �xe O de

l�espace, où V (r) est un potentiel central local qui doit véri�er les conditions suivantes :

- Les conditions aux limite à l�origine '(r = 0) = 0 ( '(r) est la solution de l�équation

de di¤usion radiale)

- jV (r)j � c
r
quand r !1 (est un potentiel de courte porté)

- jV (r)j � c
r3=2

quand r ! 0 (il est moins singulier que r�3=2 exclut les potentiels

nucléaire)

- V (r) est continue pour 0 < r <1
Le système initial est constitué d�un faisceau des particules incidentes ayant une masse

M , une quantité de mouvement ~p = ~~k, un intensité I0 (le nombre des particules qui

traverse par unité de temps l�unité de surface normale à la direction du faisceau). En

générale I0 est su¢samment faible pour que le nombre d�interaction entre les particules
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incidentes soit négligeable et d�une cible qui est caractérisé par la nature des atomes qui

la constituent et le nombre d�atomes au centre de di¤useur contenue dans le volume de

cible irradier par le faisceau.

Dé�nition : La section e¢cace di¤érentielle est le nombre de particules incidentes

qui traverse le détecteur par unité de temps et par unité d�aire pour une particule cible

d� =
dn

I0X
= � (�; ') d
 (5.1)

d
 = sin �d�d' est l�ongle solide (5.2)

sa dimension est celle d�une surface qui s�exprime par le barus où

1barus = 10�24 cm2 = 102 Fermi2 (5.3)

5.2 Principe de calcul de la section e¢cace

Le calcul d�une section e¢cace de collision se fait par l�intermédiaire de la fonction

d�onde ' (~r) ( ' (~r) est la fonction d�onde de l�état stationnaire de collision)

H j	(~r; t)i = i~ j	(~r; t)i (5.4)

j	(~r; t)i = ' (~r) exp

�
� i
~
Et

�
(5.5)

H j' (~r)i = E j' (~r)i (5.6)

H =
P 2

2m
+ V (r) =

�~2
2m

�+ V (r) (5.7)

Pour calculer ' (~r) il faut résoudre l�équation de Schrödinger aux valeurs propres.

On s�intéresse aux limites, comme V (r) est de court porté donc H !
r!1

�~2
2m
� qui repré-

sente l�hamiltonien d�une particule libre, donc en coordonnées sphérique (r; �; ') la forme

asymptotique de ' (~r) est

'(1) (~r) = A (�; ')
eikr

r
+B (�; ')

e�ikr

r
(5.8)
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où

- A (�; ') e
ikr

r
décrit les particules qui s�éloigne de l�origine O (les ondes sortantes ou

divergentes)

- B (�; ') e
�ikr

r
décrit les particules qui s�approche de l�origine O (les ondes entrantes

ou convergentes)

Les particule di¤usées sont décrites par les ondes sortantes

La partie asymptotique en ondes entrantes de '(1) (~r) est nécessairement associé aux

particules incidentes, autrement dit ' (~r) = ceikr
'inc

+ 'dif (~r) ; il en résulte que :

' (~r)� 'inc (~r) = 'dif (~r) !
r!1

cf (�; ')
eikr

r
(5.9)

Le �ux � des particules par unité de temps à travers un élément de surface S situé

au point ~r est dé�nie par :

� =
1

2M
['� (~r) (P?' (~r)) + (P?' (~r))

� ' (~r)] ds (5.10)

' (~r) est la fonction d�onde des particules de masse M

P? est l�opérateur associé à la projection de quantité de mouvement sur la normale à

l�élément de surface S

Si on prend
�!
Oz==~k ) P? = Pz =

~

i
@
@z
et 'inc (~r) = cei

�!
k �!r = ceikz

I0 =
jc2j ~k
M

ds (5.11)

donc

dn =
jc2j ~k
M

jf (�; ')j2 sin �d�d' (5.12)

d� = jf (�; ')j2 sin �d�d' (5.13)
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5.3 Méthode des ondes partielles

C�est une méthode mathématique qui consiste à trouver la fonction d�onde d�état

stationnaire de collision élastique ' (~r), qui est une solution de l�équation de Schrödinger

�
�+ k2 � �V (r)

�
' (~r) = 0; (5.14)

�V (r) =
2M

~
V (r) ; k =

r
2ME

~2
(5.15)

tel que la condition aux limite (a l�in�ni ' (~r) se comporte comme une onde sortante)

lim
r!1

�
' (~r)� e�ikr

�
=
eikr

r
f (�; ') (5.16)

La méthode des ondes partielles est particulièrement adoptée au cas où le potentiel

V (r) est centra, c.-à-d. il existe des solutions particulières pour l�équation de Schrö-

dinger aux valeurs propres, des fonctions propres simultanées de L2 et Lz de la forme
'`(~r)
r
Y m
` (�; ') ; avec ` est un entier � 0 et �` � m � `

'` (~r) étant solution de l�équation di¤érentielle

�
d2

dr2
+ k2 � V (r)� ` (`+ 1)

r2

�
'` (~r) = 0 (5.17)

La solution de l�équaton (�) et une combinaison linéaire des fonction (5:16)

' (~r) =

1X

`=0

X̀

m=�`
a`;m

'` (~r)

r
Y m
` (�; ') (5.18)

-Comportement à l�origine des solutions de l�équation radiale
Comme jV (r)j < cr�3=2 quand r ! 0; donc il est négligeable devant `(`+1)

r2
dans
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l�équation (5:18) dans ce cas '` (~r)
r!0

= lim
r!0

'` (~r) est une solution pour l�équation

�
d2

dr2
� ` (`+ 1)

r2

�
'` (~r)
r!0

= 0 (5.19)

pour résoudre cette équation nous utilisons la méthode d�Euler
�
'` (~r)
r!0

= cr�
�
; donc

l�équation au voisinage de zéro admet deux solutions, '` (~r) !
r!0

cr`+1 régulière à l�origine

et '` (~r) !
r!0

cr�` irrégulière à l�origine.

Seul la solution régulière est acceptable physiquement.

-Comportement à l�in�nie de la solution régulière et dé�nition
de déphasage �`
Lorsque r !1 `(`+1)

r2
! 0 et jV (r)j < cr�1 ! 0; alors l�équation radiale se réduit a :

�
d2

dr2
+ k2

�
'` (~r)
r!1

= 0 (5.20)

dont la solution générale est '` (~r) '
r!1

c sin (kr � �`) ; on pose �` = `�
2
� �`

'` (~r) '
r!1

c sin

�
kr � `�

2
+ �`

�
(5.21)

�` dépend de `; k et de potentiel V (r) ; est appeler le déphasage de `i�eme onde partielle,

sa valeur traduit l�in�uence du potentiel sur une particule incidente d�énergie E = ~
2k2

2M
:
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5.4 Expression de ' (r) ; f (�) et � (�) en fonction du

déphasage �` :

Comme

' (~r) =
1X

`=0

X̀

m=�`
a`;m

'` (~r)

r
Y m
` (�; ') et (5.22)

'` (~r) '
r!1

c sin

�
kr � `�

2
+ �`

�
(5.23)

Puisque les coé�cients a`;m sont déterminer, on impose la normalisation de '` (~r))

C =
i`
p
4� (2`+ 1)

k
(5.24)

Nous allons déterminer en exploitant la condition aux limite

lim
r!1

�
' (~r)� e�ikr

�
=
eikr

r
f (�; ')

pour
�!
Oz==~k la direction de faisceau incident

ei
�!
k �!r =

X

`;m

i`
p
4� (2`+ 1)j` (kr)Y

m
` (�; ') �m;0 (5.25)

ei
�!
k �!r =

X

`

i`
p
4� (2`+ 1)j` (kr)Y

0
` (�; ') (5.26)

où �m;0 est le symbole de Kroniker, d�autre part on sait que le polynôme de Bessel

sphérique j` (kr)

j` (kr) !
r!1

sin
�
kr � `�

2

�

kr
(5.27)

on obtient

a`;m sin

�
kr � `�

2
+ �`

�
� �m;0 sin

�
kr � `�

2

�
=
eikr

r
f (�; ') (5.28)
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avec 2i sin x = eix � e�x donc

i�`�1

2
eikr

�
a`;me

i�` � �m;0
�
� i`�1

2
e�ikr

�
a`;me

�i�` � �m;0
�
=
eikr

r
f (�; ') (5.29)

il faut que

i`�1

2
e�ikr

�
a`;me

�i�` � �m;0
�
= 0! a`;me

�i�` � �m;0 ! a`;m = �m;0 et (5.30)

i�`�1

2
eikr

�
a`;me

i�` � �m;0
�
! i�`�1

2
eikr

�
e2i�` � 1

�
�m;0 (5.31)

�nalement n peut arrivé facilement a

lim
r!1

�
' (~r)� e�ikr

�
!

X

`;m

p
4� (2`+ 1)

2ik

eikr

r

�
e2i�` � 1

�
Y m
` (�; ') �m;0 (5.32)

f (�) =

1X

`=0

p
4� (2`+ 1)

2ik

�
e2i�` � 1

�
Y 0
` (�; ') (5.33)

Y 0
` (�; ') = P` (cos �) polynôme de Legendre (5.34)

la section é¢cace di¤érentielle de di¤usion est donnée par

� (�) = jf (�)j2 = �

k2

1X

`0=0

1X

`=0

p
(2`0 + 1)

p
(2`+ 1)

�
e2i�` � 1

� �
e�2i�` � 1

�
Y 0
` Y

0
`0 (5.35)

donc la section é�cace intégrale est

� =

Z
� (�) sin �d�d' avec

Z
Y m
` Y

m0

`0 sin �d�d' = �`;`0�m;m0 (5.36)

� =
4�

k2

1X

`=0

(2`+ 1) sin2 �` (5.37)
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5.5 Théorème optique :

L�amplitude de di¤usion est

f (�) =

1X

`=0

p
4� (2`+ 1)

2ik

�
e2i�` � 1

�
Y 0
` (�; ') (5.38)

Remarquons que

e2i�` � 1
2i

= ei�` sin �` et Y 0
` (�; ') =

r
2`+ 1

4�
P` (cos �) (5.39)

d�autre part on a lorsque � = 0 :

P` (cos �)�=0 = 1 et e
i�` = cos �` + i sin �` (5.40)

donc

Im f (�) =
1

k

1X

`=0

(2`+ 1) sin2 �` (5.41)

et la section intégrée est de la forme

� =
4�

k2

1X

`=0

(2`+ 1) sin2 � ) � =
4�

k
Im f (�) (5.42)

cette relation est connue sur le nom de théorème optique, par analogue avec la relation

obtenue pour la di¤usion élastique des ondes électromagnétique

5.6 Application (potentiel de porté �ni)

Soit le potentiel de porté �ni dé�ni par :

V (r) =

8
<
:

V pour r < R région 1

0 ailleur région 2
(5.43)
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On doit résoudre l�équation de Schrödinger suivante

�
d2

dr2
+ k2 � �V (r)� ` (`+ 1)

r2

�
'` (r) = 0 (5.44)

avec

�V (r) =

8
<
:

2M
~2
V pour r < R région 1

0 ailleur région 2
(5.45)

k2 =
2M

~2
E (5.46)

Région 1
L�équation di¤érentielle admet une solution régulière à l�origine. Notons que cette

solution est de la forme
'` (r)

r
= cF` (r) (5.47)

Région 2
L�équation di¤érentielle se réduit à :

�
d2

dr2
+ k2 � ` (`+ 1)

r2

�
'` (r) = 0 (5.48)

qui représente l�équation de di¤usion radiale d�une particule libre, sa solution s�écrit en

fonction des polynôme de Bessel et Newman sphérique, sous la forme :

'` (r)

r
= �j` (kr) + ��` (kr) (5.49)

où

j` (�) =
sin
�
�� `�

2

�

�
!
�!1

�`

(2`+ 1)!!
(5.50)

�` (�) =
cos
�
�� `�

2

�

�
!
�!1

(2`+ 1)!!

(2`+ 1) �`+1
(5.51)

avec (2`+ 1)!! = 1� 3� 5� :::� (2`+ 1)
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et �; � sont deux constantes

Les conditions de continuité aux point r = R s�écrivent

cF` (R) = �j` (kR) + ��` (kR) (5.52)

cF 0` (R) = �kj0` (kR) + �k�0` (kR) (5.53)

avec

j0` (kR) =
d [j` (kR)]

d (kr)
; �0` (kR) =

d [�` (kR)]

d (kr)
(5.54)

donc
F 0` (R)

F` (R)
= k

j0` (kR) +
�
�
�0` (kR)

j` (kR) +
�
�
�` (kR)

(5.55)

si on pose

` = R
F 0` (R)

F` (R)
) �

�
= � (kR) j

0
` (kR)� `j` (kR)

(kR) �0` (kR)� `�` (kR)
(5.56)

d�autre part :
'` (r)

r
!
r!1

�

"
sin
�
kr � `�

2

�

kr
+
�

�

cos
�
kr � `�

2

�

kr

#
(5.57)

on pose �
�
= tan�

'` (r)

r
!
r!1

�

"
sin
�
kr � `�

2

�

kr
+
sin�

cos�

cos
�
kr � `�

2

�

kr

#

'` (r)

r
!
r!1

�

kR cos�

"
cos� sin

�
kr � `�

2

�
+ sin�

cos
�
kr � `�

2

�

kr

#

'` (r)

r
!
r!1

�

kR cos�
sin

�
kr � `�

2
+ �

�

'` (r) !
r!1

C sin

�
kr � `�

2
+ arctan

�
�

�

��
(5.58)

et si on compare ave la forme de la fonction d�onde qui s�écrit en fonction de déphasage
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�` on remarque que :

'` (r) !
r!1

C sin

�
kr � `�

2
+ �`

�
! tan �` =

�

�
(5.59)

Finalement

tan �` = �
(kR) j0` (kR)� `j` (kR)
(kR) �0` (kR)� `�` (kR)

; ` = R
F 0` (R)

F` (R)
(5.60)
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Chapitre 6

Exercices d�applications

6.1 Exercices du chapitre 1

Exercice 1 : représentations fjX >g et fjP >g
Soit l�opérateur H représentant l�hamiltonien classique

H =
P 2

2m
+ V =

~
2

2m
K2 + V (x)

- Écrire l�équation de Schrödinger dans les représentations fjX >g et fjP >g,
- Comparer les deux résultats et commenter.

Exercice 2 : Oscillateur harmonique

On considère un oscillateur harmonique à une dimension dé�ni par l�Hamiltonien

H =
bp2
2m

+ 1
2
m!2bx2

Les opérateurs a et a+ sont dé�nis par les relations

a =

r
m!

2~
bx+ i

1p
2m!~

bp, a+ =

r
m!

2~
bx� i 1p

2m!~
bp

et les vecteurs propres de H sont notés j'i :
On dé�nit la variance de l�opérateur A dans l�état j'i par :
�Aj'i =

q
h'jA2 j'i � h'jA j'i2

Etablir la forme des opérateurs bx2, bp2 en fonction de a et a+. Déterminer �bx, �bp
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dans un état propre du Hamiltonien.

Etablir la forme de l�opérateur bx3. En deduire ses éléments de matrices diagonaux
h'nj bx3 j'ni.
Calculer les éléments de matrices non diagonaux h'mj bx3 j'ni :
Exercice 3

Nous nous proposons dans cet exercice de retrouver les fonctions d�onde de l�oscillateur

harmonique en utilisant les propriétés des vecteurs propres de l�opérateur position dé�nis

comme : bx jxi = x jxi :
En utilisant la dé�nition de l�opérateur position pour le cas de l�oscillateur harmo-

nique, calculer son action sur un état propre j'ni de H:
En déduire le produit scalaire hxj bx j'ni.
Sachant que jxi sont les vecteurs propres de bx, déduire une relation de récurrence sur

les coe¢cients hx j'ni ( on posera n+ 1 = m ).

En faisant le changement de variables y =
r
m!

~
x ainsi que le changement de fonction

fn (y) =
p
2nn!
hx j'ni
hx j'0i

; réexprimer la relation de recurrence. Conclure sur la nature des

fonctions propres de l�oscillateur harmonique.

Exercice 4 :

On considère un oscillateur harmonique isotrope à deux dimensions H =
p2

2m
+
m!2

2
r:

En introduisant les opérateurs de créations et d�annihilations

ax =
1p
2

�p
m!
~
bx+ i 1p

m!~
bpx
�

ay =
1p
2

�p
m!
~
by + i 1p

m!~
bpy
�

a+x =
1p
2

�p
m!
~
bx� i 1p

m!~
bpx
�

a+y =
1p
2

�p
m!
~
by � i 1p

m!~
bpy
�
;

calculer les commutateurs [ax; a+x ],
�
ay; a

+
y

�
: Véri�er que [ax; ay] =

�
a+x ; a

+
y

�
= 0:

Exprimer le Hamiltonien en fonction de (ax; a+x ) et
�
ay; a

+
y

�
:

En utilisant les résultats obtenus en cours pour l�oscillateur harmonique à une dimen-

sion, en déduire les trois premiers états d�énergie de ce système et leurs dégénérescence ;

écrire les kets associés à ces valeurs propres en utilisant les nombres quantiques nx et ny:
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On introduit l�opérateur moment cinétique, et plus particulièrement sa composante

sur l�axe z : bLz = bxbpy � bybpx: Ecrire bLz en fonction (ax; a+x ) et
�
ay; a

+
y

�
:

Montrer que bLz commute avec H:
On introduit les opérateurs

ad =
1p
2
(ax � iay), ag = 1p

2
(ax + iay) :

Donner lexpressions de a+d et a
+
g , et véri�er que les relations de commutations ont la

même forme que pour les opérateurs de création et d�annihilation usuels.

On pose cNd = a+d ad et cNg = a+g ag . Réecrire le Hamiltonien et le moment cinétique

bLz en fonction de cNd et cNg:
En déduire les valeurs propres du Hamiltonien et de bLz; puis classer les trois premiers

états en fonction des nombres quantiques n = nd + ng et m = nd � ng: Quelle-est la

signi�cation de nd et ng:

Exercice 5 :

Dans un espace vectoeiel à deux dimensions, on considère l�opérateur dont la matrice,

dans une base orthonorméefj1i ; j2ig ; s�écrit : �y =

0
@ 0 �i

i 0

1
A

1. a- �y est-il hermitique ?. Calculer ses valeurs propres et ses vecteurs propres.

b- calculer les matrices représentant les projecteurs sur ces vecteurs propres. Véri�er

que ceux-ci satisfont à des relations d�orthogonalité et de fermeture.

- Mêmes questions pour les matrices : M =

0
@ 2 i

p
2

�i
p
2 3

1
A ;

et dans un espace à trois dimensions Lz = ~

2i

0
BBB@

0
p
2 0

�
p
2 0

p
2

0 �
p
2 0

1
CCCA

Exercice 6 :

On considère un système physique dont l�espace des états � est rapporté à la base

orthonormée formée par les 4 kets :fju1i ; ju2i ; ju3i ; ju4ig. Dans cette base l�hamiltonien
est représenté par la matrice :
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H = ~!0

0
BBBBBB@

� 0 0 0

0 � 0 0

0 0  0

0 0 0 �

1
CCCCCCA

a)- Quelles sont les valeurs propres et les vecteurs propres de H

b)- soit un opérateur � agissant dans le sous espace �0 = fju1i ; ju2ig et dé�ni par :
� = ju1i hu2j+ ju2i hu1j. Etablir la matrice (2� 2) qui représente � dans le sous espace

�0

c)- S est une matrice (2� 2) exprimée dans fju1i ; ju2ig et dé�nie par :

S = ~

2

0
@ 0 1

1 0

1
A

Donner les valeurs et vecteurs propres de cette matrice dans la base fju1i ; ju2ig .
d)- Soit A une observable agissant dans �0 et dé�ni par :

A ju1i = a ju2i ; A ju2i = a ju1i ; A ju3i = a ju4i ; A ju4i = a ju3i
a est une constant réelle et positive

d1/ Donner la forme matricielle de A dans la base fju1i ; ju2i ; ju3i ; ju4ig
d2/ En utilisant les résultats de la question c), Donner les valeurs propres de A et

exprimer dans la base fju1i ; ju2i ; ju3i ; ju4ig ses vecteurs propres.
d3/ H et A peuvent ils avoir un ensemble de vecteurs propres communs ? Que doivent

véri�er les constantes �; �; ; et � pour que A soit une constante du mouvement ?

Exercice 7 :

Deux operateurs A et B ont pour matrice representative sur une base canonique

fju1i ; ju2i ; ju3ig de

l�espace vectoriel �; A =

2
6664

a 0 0

0 �a 0

0 0 �a

3
7775 ; B =

2
6664

b 0 0

0 0 b

0 b 0

3
7775 où a et b sont des

constantes réelles.

1/ calculer les commutateurs [A;B], les opérateurs A et B sont ils hermitiens ?

2/ Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de A et B:
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Exercice 8 :

Dans une base orthonormée fju1i ; ju2ig, un opérateur est representé par la matrice

A =

2
4 �1 i

�i 1

3
5

a- Est-ce que A est hérmetique ?

b- Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de A?

c- veri�er que les vecteurs propres forme une base horthonormée compléte:

Exercice 9 :

Un operateur K est un opérateur hérmitique tel-que K2 = K, On dé�nit les kets j 0i
etj 1i par j 0i = 1p

2
ju1i + i

2
ju2i + 1

2
ju3i, j 1i = 1p

3
ju1i + ip

3
ju2i où fju1i ; ju2i ; ju3ig

et une base orthonormée dans �:

a- Ces kets sont-ils normés ?

b- Calculer les matrices K0 et K1des projecteurs sur l�états j 0i et sur l�état j 1i :

6.2 Exercices du chapitre 2

On considère trois opérateurs hermitiques Jx; Jy et Jz tels que :

[Jx; Jy] = iJz ou ~ = 1

et des expressions similaires pour les permutations cycliques des indices. On dé�nit

l�opérateur hermitique :

J2 = J2x + J2y + J2z

et les opérateurs non-hermitiques

J+ = Jx + iJy ; J� = Jx � iJy

Exercice 1 :Propriétés des opérateurs J2 et J� :
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1- Montrer que : J2 commute avec les opérateurs Jx, Jy, Jzet avec J� .

2- Montrer que :

a/ [Jz; J�] = �J�
b/ [J+; J�] = 2Jz

c/ J2 = 1
2
(J+J� + J�J+) + J2z

d/ J�J+ = J2 � J2z � Jz
e/ J+J� = J2 � J2z + Jz

Exercice 2 :

1- Montrer que les valeurs possible de m sont tel que �j � m � +j (voir le cour)
2- Montrer que JzJ� j�; j;mi = ~ (m� 1) J� j�; j;mi
3- Montrer que JzJ+ j�; j;mi = ~ (m+ 1) J+ j�; j;mi
4- Montrer que J2J+ j�; j;mi = ~2j (j + 1) J+ j�; j;mi
Exercice 3 :

Calculer les matrices représentants les opérateurs J2; Jx; Jy; Jz et J� dans la base des

vecteursfj�; j;mig dans les cas suivants : j = 1
2
; j = 1:

Exercice 4 :

On étudie un spin S = 1(le problème peut concerner d�ailleur un momoent orbital

l = 1, c�est à dir des états p ) ; �!u est un vecteur unitair réel.

1-Chercher l�état j' (�!u )i état propre de �!S�!:u pour la valeur propore 0, c�est à dir
�!
S�!:u j' (�!u )i = 0, on exprime cet état à l�aide desj1;mi ; vecteurs propres de Sz par la
valeur propre m

2-On peut écrire j' (�!u )i = ux jxi+uy jyi+uz jzi ; jxi ; jyi ; jzi étant trois combinaisons
linéaire normées des j1;mi ; montrer que ces trois vecteurs sont orthogonaux.
3- Former les matrices des composantes de

�!
S en prenant pour base jxi ; jyi ; jzi

4- Le spin est soumis à des forces qui se traduisent par un hamiltonien H = AS2x +

BS2y + CS2z ; Trouver les niveaux du système.

Exercice 5 :

On considère deux moments cinétique j1 = 1 et j2 = 1
2
, les états propres communs à
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�
~J21 ; J1z; ~J

2
2 ; J2z

�
sont notés jj1; j2;m1;m2i

1- Quelle est la dimension de l�éspace des états ? Quels sont les valeurs possible du

moment cinétique totale ~J = ~J1+ ~J2? Quelle est la cimension de l�éspace des états de ~J?

2- Determiner quelques composants jJ;M; j1; j2i des états propres de (J2; Jz) sous la
forme de combinaison linéaire des états propres jj1; j2;m1;m2i :
3- trouver toutes les composantes dans le cas particulier où j1 = j2 = 1:

Exercice 6 :

On sachant que
h
J�; ~J

2
i
= 0 , et j et m sont les valeurs propres de J et jz respec-

tivement, et en utilisant les relations J� jj;mi = [j (j + 1)�m (m� 1)]
1

2 jj;m� 1i ou
J = L+ S et S = 1

2

1-Quelles sont les valeurs possible de J dans ce cas ?

2- En appliquant J�sur l�état correspondant a j = l+ 1
2
; montrer que

��l + 1
2
; l � 1

2

�
=

�
2l
2l+1

� 1
2

��l; l � 1; 1
2
; 1
2

�
+
�

l
2l+1

� 1
2

��l; l; 1
2
;�1

2

�

3- donner l�état correspondant a j = l � 1
2
en fonction des états jl;ml; s;msi :

Exercice7 :

On considère un système de deux particules de spin 1
2
:

1- Quelles sont les di¤erentes valeurs propres possibles associers au carré du spin

totale S2?2- Donner la décomposition des états propres communs a S2et Sz en fonction

des états de la base produit tensoriel.

Exercice8 :

On considère un système de deux particules de moments cinétiques aurbiteaux l1 =

l2 = 1:

On note jl;Mi les états propres associer au cinétique orbital totale du système.
1- Quelles sont les valeurs possibles de L? Pour une valeur de L donnée, quelles sont

les valeurs possibles de M? Dénombrer les états jl;Mi : Comparer ces resultats avec la
dimension des espaces des états de chaque particule.

2- Donner l�expression de l�etat j2; 2i ; en déduire l�expression des autres états de
moment cinétique jl;Mi sur la base des états jl1; l2;m1;m2i :
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Exercice 9 :

Nous considérons deux moments cinétiques ~j1 et ~j2 avec j1 = 1 et j2 = 3
2
. On dé�nit

la base Produit tensoriel fjj1;m1i 
 jj2;m2ig � fjj1; j2;m1;m2ig et la base du moment
cinétique total ~J = ~j1 +~j2 est tel que fjJ;Mig
1. Quelle est la dimension de l�espace pour ce système ?

2. Quelles sont les valeurs J du moment cinétique total, que nous obtenons en faisant

l�addition de ~j1 et ~j2 ?

3- A partir de
��5
2
; 5
2

�
; exprimer

��5
2
; 3
2

�
dans la base produit tensoriel puis calculer

��3
2
; 3
2

�

6.3 Exercices du chapitre 3

Exercice 01 : Oscillateur harmonique à 3 démonsion

Il s�agit de trouver, pour l�oscilateur harmonique isotrope (�; !), les fonctions propres

comunes à (H;L2; Lz): on pose  (r; �; ') = r�1U(r)Y m
l (�; ') .

a- Ecrire l�équation satisfaite par U(r)

b- trouver la constante � en suposant que U(r) � e��r
2=2 quand r !1:

c- on pose U(r) = e��r
2=2 V (r); trouver l�équation di¤erentielle pour la nouvelle

fonction inconnue V (r):

d- chercher V (r) sous forme d�une serie entière V (r) = rs
1X

m=0

Cmr
m; C0 6= 0; et

trouver la relation de récurance entre les coé¢cients Cm: En examinant les deux premières

équations pour C0 et C1; montrer que V (r) est de la forme V (r) = rl+1
1X

p=0

C2pr
2p:

En trouvant une série de comparaison, montrer que la série apparaissant dand l�équa-

tion précedante se comporte comme e+�r
2

pour �r2 � 1: n deduire qu�il doit exister un

entier p0 � 0 tel que k2 � � (4p0 + 2l + 3) = 0
- On pose n = 2p0+ l; Trouver les valeurs de l�énergie En et preciser la dégénérecence

des niveaux.

Exercice 02
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Conséderons la fonction d�onde

	(r; �) =
1

81

r
2

�
Z

3

2 (6� Zr)Zre�Zr
3 cos (�)

� Trouver la valeure correspondantes aux nombre quantique n; l et m:
� Constuire a partire de 	(r; �) une autre fonction d�onde qui déponde méme n et l

et d�un nombre quantique magnitique égale à m+ 1:

� Calculer la valeure de r la plus probable pour un électron qui se trouve dans l�état
correspondant à 	 et Z = 1:

Exercice 3 :

Une particule de masse � est con�ner dans un puit sphérique in�niment profond

V (r) =

8
<
:

0 si > a

1 si r < a

et on pose  (r; �; ') = r�1U(r)Y m
l (�; ') .

a- Ecrire l�équation donnant l�équation radiale U(r)

b- on pose E = ~
2k2

2�
; � = kr; U(r) = �

1

2v(�); Ecrire l�équation satisfaite par v(�):

c- En déduire que v(�) est une combinaison linéaire des deux fonctions de Bessel,

expliquer pourquoi il faut rejeter la solution singulière à l�origine.

d- Exprimer la fonction radiale R(r) en fonction des fonctions de Bessel

jl(x) =

r
�

2x
jl+ 1

2

(x)

6.4 Exercices du chapitre 4

6.4.1 partie 1 : les perturbations stationnaires

Exercice 1 : Perturbation linéaire d�un oscillateur harmonique

Un oscillateur harmonique subit une perturbation V = kax , où a � 1
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1. Calculer les niveaux d�énergie de l�oscillateur harmonique perturbé en résolvant

directement l�équation de Schrödinger de l�oscillateur perturbé.

2. Calculer les niveaux d�énergie de l�oscillateur perturbé par la méthode des pertur-

bations pour le niveau fondamental n = 0.

Exercice 2 : Perturbation en X2 d�un oscillateur harmonique

Un oscillateur harmonique est soumis à une perturbation dont l�hamiltonien est :

1. Écrire le potentiel de perturbation en fonction des opérateurs d�annihilation a et

de création ay de l�oscillateur
2. Calculer, par la méthode des perturbations, les énergies de perturbation au premier

et deuxième ordre.

3. Calculer directement les niveaux d�énergie exacts et comparer aux résultats précé-

dents.

Exercice 3 :

On se propose d�étudier, par la théorie des perturbations stationnaires, les niveaux

d�énergies d�un système de deux particules de spins 1
2
plongées dans un champs statique

�!
B0 et couplées par une interaction dipole-dipole magnétique. le Hamiltonien du système

est H = H0 + W , Si on suppose que le champ statique
�!
B0 parallèle à l�axe (oz), le

hamiltonien Zeeman H0 qui décrit l�interaction des deux moments magnetiques de spin

avec
�!
B0 s�écrit H0 = !1s1z + !2s2z où !1 = �1B0 et !2 = �2B0; (1et 2 etant les

rapports gyromagnetiques des particules).

L�intéraction dipole W entre les spin ~s1 et ~s2 s�écrit :

W =
�0
4�
12

1

r3
[~s1~s2 � (~s1~n) (~s2~n)] avec ~r = r~n

Nous supposons le champ B0 su¢samment grand pour que l�on puisse traiter W

comme une perturbation .
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On peut montrer que l�expression de W peut s�écrir en coordonnées polaires comme :

W =
��012
4�r3

2
6666664

(3 cos2 � � 1)S1zS2z � 1
4
(3 cos2 � � 1)(S1+S2� � S1�S2+)

+3
2
sin � cos �e�i'(S1zS2+ + S1+S2z)

+3
2
sin � cos �ei'(S1zS2� + S1�S2z) +

3
4
sin2 �e�2i'S1+S2+

+3
4
sin2 �e2i'S1�S2�

3
7777775

1- On suppose !1 6= !2: Quels sont les valeurs propres de H0 et les états propres

correspondants. Evaluer le déplacement des niveaux d�energie ou premier ordre en W .

2- On suppose maintenant !1 = !2: Déterminer les valeures propres de H0 et leur

degré de dégénérecence, ainsi que les états propres correspondants . Quels sont les dépla-

cements des niveaux d�energie à l�ordre 1 en W et les états propres à l�ordre 0.

Exercice 4 :

On considère une perturbation liéaire à un Oscillateur hHarmonique à une dim-

mension, ce cas intérvient lorsque l�oscillateur harmonique de charge q est placé dans

un champ électrique � où il prend l�énergie suplémentaire (�q�x), le Hamiltonien est
H = P 2

2m
+ 1

2
m!2x2 � q�x où q� � ! (m!~)

1

2

-Trouverles valeurs propres approchés de H ainssi que les états propres approchés au

première ordre

Rappel : x =
q

~

2m!
(a+ a+) où a et a+ sont les opérateurs d�anihilations et de

créations .

Le développement au quatrième ordre de l�énergie potentielle d�interaction des atomes

d�une molécule diatomique est de la forme V (x) = V0 + �X2 + �X3 + X4:où le terme

X4 est petit par rapport à �X2 .

1. Exprimer l�opérateur X4 en fonction des opérateurs d�annihilation et de création,

a et a+.

2. Calculer la correction E1n au premier ordre dû à X
4 de l�oscillateur harmonique.

Exercice 5 :

Dans certaines conditions un ion paramagnétique situé dans réseau cristalin peut étre
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décrit par l�hamiltonien H = H0+AJ
2
z ; A = cte; les vecteurs proprs normalisés communs

à H0; J
2 et Jz sont jE0; J;Mi où E0 dépend seulement de J:

On s�interesse uniquement aux états du système pour lesquels E0 = �; J = 1:

1- Indiquer a quelle énergie ils correspondent et quelle est leur dégenerecence.

2- On ajoute à H une petite perturbation H 0 = B
�
J2x � J2y

�
où B est une constante.

- Ecrire H 0 en fonction de J+ et J� où J� = Jx � iJy:
- Calculer les déplacements des niveaux d�énergies au premièr ordre de H 0

- Déterminer les vecteurs d�états correspondants à ces niveaus d�énergies.

Exercice 6 :

On applique à l�atome d�hydrogène un champ électrique uniforme statique ~� dont le

sens est suivant l�axe (OZ)

1- Ecrire le Hamiltonien du système

2- Etude du niveau fondamental : n = 1

- Montrer que la première correction non nule étant �2 est elle est négative.

3- Etude du premier niveau excité : n = 2

- Montrer qu�au premier ordre le niveau n = 2 se scend en trois niveaux équidistants

et donnerl�ordre de dégenerecence de chacuns deux.

6.4.2 partie 2 : La Méthode des Variations

Exercice 1

on veut calculer l�énergie de l�état fondamentale de l�atome d�hydrogène par la mé-

thode des variation, en prenant pour fonction d�éssai les fonctions '� (
�!r ) à symétrie

sphérique, dont la dépendance en r est donnée par :

'� (r) = c
�
1� r

�

�
pour r � �

'� (r) = 0 pour r � �

c est une constante de normalisation et � le parrametre variationnel.
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1- Calculer la valeur moyenne des énergie cinétique et potentielle de l�électron dans

l�état j'�i
2- En déduire la valeur optimale �0 de � et comparer la au rayon de Bhor a0:

3- Comparer la valeur approchée obtenue pour l�énergie de l�état fondamental à la

valeur exacte EI .

Exercice 2 :

Appliquer la méthode des variations à l�oscilateur harmonique à une dimmension

pour déterminer approximativement l�énergie et fonction d�onde de l�état fondamental et

le premier excité. on suggére de choisir des fonction d�essai a un parrametre,

-d�abord de la forme exponentielle � � 0

'0 (x; �) = A exp
�
��x2

�
état fondamental

'1 (x; �) = A0x exp
�
��x2

�
1ier excité

-En suite de la forme

'0 (x; �) =
�

1 + �x2
état fondamental

ou � � 0

6.5 Exercices du chapitre 5

Exercice 1 :

On considère le potentiel V (r) =

8
<
:
�V0 pour r 6 R

0 pour riR
, V0 et R sont respectivement

la profendeur et la largeur du puit de potentiel. Sachant que l�énergie des particules

incidentes Ei0; (kR� 1), determiner la section e¢cace integrée de di¤usion.

Exercice 2 :
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On considère une particule de masse m qui di¤use sur le potentiel central V (r) =8
<
:
�V0 pour rha
0 pour r > a

,où V0i0; on posera U (r) = 2m
~2
V (r) ; et U0 = 2m

~2
V0:

1- Partant de l�équation de Schrôdinger stationnaire H = E ; l�écrire en coordon-

nées sphériques avec 	(r; �; ') = R (r)Y m
l (�; ') et obtenir l�équation radiale que doit

satisfaire R (r) sous la forme d�une équation de Bessel.

2- On cherche maintenant à résoudre l�équation de Schrôdinger radiale de la question

(1) : R (r) est combinaison linéaire des fonctions de Bessel jl et nl: Utiliser la condition

que R (r) doit étre �ni en r = 0: Poser K2 = k2+U0: Ecrire le racordement en r = a pour

la fonction R (r) et sa dérivée et déduire que l�équation de schrôdinger est équivalente à

Kj0l (Ka)

jl (Ka)
=
k (Bj0l (ka) + Cn0l (ka))

Bjl (ka) + Cnl (ka)

où n0l; j
0
l sont les dérivées, B;C 2 C des coé¢cients inconnus.

3- Montrer que pour r !1; R (r) peut s�écrire :

R (r) = A
1

kr
sin

�
kr � l�

2
+ �l

�

Pourquoi appel t-on �l "le déphasage" ?Montrer que l�on peut aussi écrire

R (r) = � 1

2ik
Ae�i�l

�
e�ikr

r
� Sl

eikr

r

�

et donner l�expression de Sl à partir de �l: Donner l�interpretation de Sl:

4- Apartir de la question (2), donner l�expression de tan �l:

5- Donner quantitativement la liste des ondes partielle l qui participent à la di¤usion,

en fonction de k et a:

6- on étudie maintenant le secteur d�ondes partielles l = 0; qui est important à basse

énergie k ! 0: Donner l�expression de tan �0 en fonction de k; a et K:
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