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Chapitre 0 Résumé

Résumé

Les théorémes du point fixe sont des outils de base pour montrer I'existence des solutions dans divers genre
d’équations. Le développement de cette théorie du point fixe a été bénéfique pour I'avancement de ’analyse
non linéaire, et 'un des objectifs des chercheurs est de donner des conditions suffisantes sur T" et X pour que
T : X — X ait un point fixe.

La positivité de la solution d’une équation différentielle ordinaire, d’une équation aux dérivées partielle et/ou
d’une équation intégrale est trés utilisée dans les applications, o une solution positive peut présenter, la densité,
la température et mathématiquement cette solution s’exprime comme étant une solution dans un céone. Dans
ce mémoire on s’intéresse au théoréme du point fixe positif (un point fixe dans un coéne) pour les applications
compactes.

L’indice du point fixe dans un céne d’une application compacte est un outil trés important dans I’analyse
non-linéaire, car il nous permette d’obtenir plusieurs conditions d’existence d’un point fixe et c’est ce que nous
allons voir a travers ce mémoire.

Pour cela, on va donner dans le premier chapitre les notions nécessaires qui concerne le concept de l'indice
du point fixe qui est intégré dans la théorie du degré topologique.

On présente dans le deuxiéme chapitre quelques théorémes du point fixe positif. On commence par donner les
lemmes essentiels du calcul de I'indice qui permettront par la suite de démontrer certains théorémes comme le
théoréme d’expansion et compression d’un coéne. Ce chapitre se termine par I’étude de I’existence d’une solution
positive pour I’équation abstraite de Hammerstein.

Finalement, dans le troisiéme chapitre, on va essayer d’appliquer les résultats présentés dans les chapitres
précédents pour montrer I'existence d’une solution positive de quelques problémes aux limites associées aux

équations différentielles ordinaires.

Mots clés : Théoréme de point fixe, degré topologie, compacte, indice du point fixe, cone.
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Chapitre 0 Abstract

Abstract

Fixed point theorems are the basic tools in showing the existence of solutions in various kind of equation. The
development of fixed point theory has been beneficial for the advancement of nonlinear analysis. The objective
of mathematical researchers is to provide sufficient conditions over T and X so that T : X — X has a fixed
point. par The positivity of the solution of an ordinary differential equation, a partial differential equation
and an integral equation is very used in application, where a positive solution can present, density, temperator,
.... A positive solution of a equation is expressed in mathematics by a solution in a cone. In this thesis we are
interested in the theorem of the positive fixed point (a fixed point in a cone) for compact applications. par The
index of the fixed point on the cones of a compact application is a very important tool in nonlinear analysis,
because it allows us to obtain several results of existence of a fixed point and it is what we will see through this
brief.

This title, we will give in the first chapter the notions necessary in this work which concerns the concept
of the index of the fixed point which is integrated from the theory of topological degree. par In the second
chapter, we present some positive fixed point theorems. We start by giving the essential lemmas for calculating
the index which will allow us to prove theorems such as the expansion and compression theorem of a cone. This
chapter ends with the study of the existence of a positive solution for the abstract Hamerstein equation. par
Finally in the third chapter, we apply the results presented to show the existence of a positive solution for some

boundary problem.

Key words : Fixed point theorem, topology degree, compact, fixed point index, cone.
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Notation

R™ : ’ensemble des réels a-dimension n.

Il |2 : la norme Euclidienne de R".

p.p : presque partout.

tq : tel que.

i.e. : c’'est-a-dire.

sst : si et seulement si.

N : I’ensemble des entiers naturels.

Q : un ouvert borné de R”.

0N : la frontiére de €.

J : la matrice Jacobienne de f.

S¢(Q) ={xo € Q: Jg(z9) = 0} : Pensemble des points singuliers.
T=0Qn f(y) et J¢(x) # 0 : I'ensemble discret et compact, il contient un nombre fini de points.
o : une fonction poids d’indice a.

W, : I'ensemble des fonctions poid d’indice a.
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d(.) : le degré topologique.

i(.) : Vindice du point fixe.

Ck(1,J) : 'ensemble des fonction f : I — J, k fois contintiment dérivables.
P : un cone dans un espace de Banach.

K* = K\{0}.

K : un opérateur compacte

(L) = lim, e || L™ || : le rayon spectrale de L.

L(E) : L’ensemble des opérateurs linéaires. Q(E) C L(E) : sous ensemble qui contents les opérateurs com-

pacts.

vi



Introduction Générale

Plusieurs problémes en physique, chimie, biologie, économie... sont modélisés par des modéles mathématiques
non linéaires contenant des équations différentielles ordinaires, des équations aux dérivées partielles et/ou des

équations intégrales, lesquelles peuvent s’écrire sous forme d’équation abstraite
T(x)== 1)

ou 'opérateur T est défini d’'un ensemble X vers X. Les théorémes du point fixe sont des outils mathématiques
qui permettent de montrer l'existence des solutions pour les équations de la forme (1).

Le développement de la théorie du point fixe a donné un grand pas pour 'avancement de ’analyse non
linéaire. Les mathématiciens s’intéressent toujours a donner des conditions suffisantes sur T et sur X pour avoir
de nouveaux résultats concernant le point fixe.

En 1922, Banach a montré le résultat le plus connu en théorie de point fixe (le principe de contraction de
Banach) qui dit qu’une contraction d’un espace métrique complet dans lui méme admet un point fixe unique.
Dans le méme domaine, Brouwer en 1922 réussit & montrer I’existence d’un point fixe pour un opérateur continu
défini sur un convexe compact dans un espace métrique de dimension finie. Puis, en 1930 Schauder publia une
généralisation du théoréme de Brouwer dans un espace de Banach de dimension infinie. Plus tard, de nombreux
chercheurs se sont intéressés a I’extension de ces théorémes dans diverses directions.

Un autre théoréme du point fixe donné par Krasnosl’ski en 1964 est le théoréme d’expansion et compression
de cone. Ce théoréme joue un roéle trés important pour montrer l'existence de solution positive a I’équation
(1). En effet, la positivité de la solution d’une équation différentielle ordinaire, d’une équation aux dérivées
partielle et /ou d’une équation intégrale est trés utilisée en applications, ou une solution positive peut présenter,
la densité, la température,....

Maintenant, ce que I’on entend habituellement par positive peut étre décrit en mathématiques par un cone.
i.e par un sous-ensemble convexe fermé P d’un espace de Banach F tel que AP C P, pour tout A > 0 et
P n{—P} = {0}, Pensez par exemple P = Rt ou P = {& € C(I,R),z(t) > 0,t € I}. Un tel cone définit
une relation d’ordre < par x < y ssi y — x € P. Ce qui est utile puisque certains éléments de E peuvent étre
comparés entre eux d’'une maniére beaucoup plus précise que la comparaison par des non-estimations brutes.

Dans ce mémoire, on présente quelques théorémes de point fixe positif, "point fixe dans un cone” et on

s’'intéresse & la théorie du point fixe pour les applications compact par 1'utilisation de la notion de I'indice du
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point fixe sur les cones. Le concept de 'indice du point fixe est dérivé du degré topologique de Lery-Schauder.
Le degré topologique est 'un des outils les plus importants de I’analyse fonctionnelle non linéaire, il est utilisé
dans I’étude des équations différentielles ordinaires et des équations aux dérivées partielles qui impliquent 'usage
de théoréme du point fixe ot le degré topologique fourni une technique naturelle pour présenter un tel théoréme.
Ce travail est constitué de trois chapitres. On commence dans le premier par donner les outils nécessaires,
qui concernent essentiellement les notions de degré topologique, les cones et 'indice du point fixe. On commence
par définir le degré topologique en dimension finie (Le degré de Brouwer), et en dimension infinie (Le dégrée de
Leary-Schauder) puis on va donner ces propriétés. Par la suite, on parlera du cone dans un espace de Banach
et on présentera quelques exemples pour terminer par la construction et les propriétés de 'indice du point fixe.
Au début du deuxiéme chapitre on donne les lemmes fondamentaux de calcul de I'indice de point fixe qu’on
utilisera pour démontrer les théorémes de point fixe présentés plus tard dans ce chapitre.
Le probléme de la recherche de solutions pour les problémes aux limites associés aux équations différentielles

est souvent formulé comme probléme de recherche de solution pour I’équation
LFu=u (2)

ou L : E — E est un opérateur compact et F' : F — FE est une fonction continue et bornée (il transforme les
bornés en des bornés). Cette équation est connue comme ’équation abstraite de Hammerstein. L’objet de la
derniére section du deuxiéme chapitre est de présenter quelques condition d’existence ot de non-existence de
solutions positives pour cette équation qui sont montrées dans [7]. En fait, on présentera des résultats de point
fixe positif pour les opérateurs compacts qui s’écrivent sous la forme T'= LF'.
On termine ce travail par donner deux applications ; la premiére concerne le probléme aux limites du deuxiéme

ordre suivant

—u"(z) = f(u(x)), z €]0, 1],

u(0) = u(1) =0,
ol f: Rt — RT est une fonction continue. La deuxiéme concerne le probléme aux limites du troisiéme ordre

suivant

—u"(z) = a(x) f(u(z)), x €10, 1],
u(0) = v'(0) = v'(1) = 0,
ot a € C([0,1],R") n’est pas identiquement nulle sur aucun sous-intervalle de [0,1] et f : RT — RT est une

fonction continue.



Chapitre 1
L’indice du point fixe

1.1 Le degré topologique

La notion de degré a été introduite par Kronecker pour les applications C' de R™ dans R™ en 1869. Poincaré,
Bohler et Hadamard 1’ont ensuite développé au début des années 1990 puis étendu au cas des fonctions continues.
L.E. Brouwer le généralisa pour les applications continues entre variétés compactes de méme dimension finie
et donna quelques applications topologiques. D’ailleurs, ’emploi dans les démonstrations d’arguments de type
topologique revient & Poincaré (en 1883,1884). Pour les applications différentiables, on a pu considérer des
points critiques singuliers a partir de 1942 date a laquelle Sard étudia ces points. Les théories analytiques du
degré de Brouwer pour les applications C' ont été développées par Nagumo et Heinz. Cependant, les théorémes
du point fixe restérent longtemps plus célébres que le degré lui-méme si bien que 'on trouve de nos jours une

démonstration directe pour ces théorémes et une autre utilisant la théorie du degré.[4]

1.1.1 Degré topologique en dimension finie (degré de Brouwer)

Soient 2 un ouvert borné de R™, f : Q — R une application de classe C1(2) NC(Q2) et y € R, on considére
le probléme suivant ;

trouver x € (tel que : flz)=1y. (P)
Exemple 1.1. Q =]0,1[ et f : Q — R une application de classe C vérifiant I’hypothése suivante :
pour toute solution de l'équation f(x) =y, telle que f'(x) # 0.

On définit alors le degré topologique (qui est un entier relatif) de f en y relativement a Q par :

Sosgn(f'(x;)) , si{mi,i € I} est Uenseble des solutions de (P).
d(f,Q,y) = €
0 , i le probleme (P) n'a pas de solution.
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Ouy ¢ f(ON) et I CN.

> Illustrations graphiques :

o /\/\/

r
( V 1
d(yo) = +1
Fic. 1.1
flz) flz)
b d=0 bd=0
%o /\\// Yo / \\ Ta=0
b d—1 S
. jd=0
( 1 0 1
Fic. 1.2

Le cas régulier :

Pour zg € Q, on notera D f (zg) = (%)1975”(9&0), la matrice Jacobienne de f en xg et Jy(xo) = det[Df(xo)]

le déterminant Jacobien de f en xg.

Définition 1.1. 1. Un point xo € Q est dit "régulier” si Jr(xo) # 0.

2. Un point xg € Q est dit "singulier” ou bien "critique" s’il n’est pas régulier. dans ce cas l’ensemble des

points singuliers de f sur Q est donné par :
Sp(Q) ={zo € Q: Jy(zo) = 0}.

3. Une valeur y € f(Q) est dite "réguliere” si f~1(y) N S;(Q) = @. Autrement dit, y est réguliere si Va €
I (y), Tr(x) # 0, si non, elle est dite "singuliere".

Proposition 1.1. [/] Siy & f(09Q) est une valeur régulicre, alors I’ensemble f~1(y) est fini.

4
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Définition 1.2. Soient f: Q C R™ — R" une fonction dans C1(Q) NC(Q) ety & f(OQ) U f(S;(Q)). Le degré

topologique de lapplication f relativement a 0 au point y est Uentier d défini par;
o Jf(x) st T#@
d(f,€,y) = €T
0 st T =g.

tel que : T =QnN f~1(y) et Tp(x) # 0.

Le cas singulier :

Siy & f(ON) est une valeur singuliére, on pose
d(f,Q,y) =d(f,Q,2).
ol z est une valeur réguliére proche de y et dont l'existence est assurée par le lemme de Sard, (pour plus des
détail voir [10].)

Définition 1.3. Soient o > 0, et ¢ : [0, +00[C R — R une fonction continue sur [0, +oc[. On dit que ¢ est une
fonction poids d’indice o, s’il existe § € [0, a] tel que o(t) = 0 pour t & [0, ). On note par W, ’ensemble des

fonctions poids d’indice c.

Remarque 1.1. 1. SipeW, et g:R* — R définie par

g9(x) = @(| = [2)-
ot || . |2 désigne la norme Fuclidienne de R™. Alors g est une fonction continue o support compact dans
R™. Ainsi [, o(|| @ ||2)dx est bien défini.
2. On note par W), = {¢ € W, tel que [, (|| © ||2)dz = 1}.
Définition 1.4. Soient f : @ C R® — R™ une fonction de classe C1(Q) N C(Q) et y un point de R™ tel que

y & f(0R), alors le degré de f au point y dans Q est défini par :

dy(f.0y) = /ﬂw(llf(x) — o) sy da

ot p € W est une fonction poids d’indice « telle que 0 < o <y = min||f(z) — yll2; = € Q.

Extension de la définition du degré

Nous allons étendre la définition du degré aux applications qui sont seulement continues de Q dans R™. En
effet, pour une fonction f continues sur €, il existe une suite de fonctions fj de classe C1(Q) et continue sur
vérifiant la condition suivante :

khjgo [ fx — flloa = 0.
Définition 1.5. Soit f : Q C R™ — R" une fonction continue sur Q, 0 étant un ouvert borné, alors pour tout

y & f(O0), le degré de f au point y dans Q est défini par :

d(f> Q? y) = ]}L)I{.lo d(fk7 Q7 y)
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1.1.1.1 Les propriétés du degré topologique

Dans cette section, nous énongons quelques propriétés du degré topologique de Brouwer.

1. le degré de l’identité :

1 si € Q,
d(L,Q,y) = LT
0 si yé¢Q,
et
-1 si € Q,
d(ilvﬂay) = ( ) v

0 sioydgQ,

ou I est l'injection canonique de et © un ouvert borné de R™.

Démonstration. Pour tout y € R™, on a y est une valeur réguliére car J; = +1,Vx € R", de plus 7! (y) =y
siyeQet Il (y) =0siy¢Q, donc par la définition 1.2 on obtient le résultat.

Le deuxiéme se traite de la méme maniére en notant que J_r(z) = (—=1)". O

2. Propriété d’existence
soient f : R™ D Q — R™ une fonction continue ot  est un ouvert borné et y ¢ f(9Q). Si d(f,Q,y) # 0,
alors I’équation f(z) =y admet au moins une solution.

3. Invariance par homotopie
Soient fi(z) : [0,1] x @ — R™ est continue et y & Uyc(o,1)ft(0€2). Alors le degré d(f, 2, y) ne dépend pas de
t, et dans ce cas, Les fonctions f; sont dites reliées homotopiquement. De plus, on dit que deux fonctions
f et g sont homotopes 8’il existe une fonction continue H : [0,1] x Q@ — R” telle que H(0,z) = f(z) et
H(1,z) = g(x),Vz € Q.

4. Invariance sur le bord

Soient f,g:Q C R™ — R™ deux fonctions continues sur €. Si y & f(99Q) et fioa = gaq, alors

d(f,Qy) = d(g,Q,y).

Démonstration. Pour ¢ € [0,1], on introduit la déformation convexe f; = tf + (1 — t). Alors pour tout

r€0dQona

filz) = g(x) = f(z) #y
, donc Le degré d(f:,Q,y) est bien défini et constant d’aprés la propriété de I'invariance homotopique.
D’ou;

d(fo,2,y) = d(f1,2,y).

Cette propriété montre que pour le degré tout se passe sur le bord. O

5. La continuité par rapport a la fonction

Soit r = dist(y, f(92)) > 0 et soit g € C*(Q) une fonction telle que

sup || g(z) — f(z) <7
€N
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alors

a(f,Q2,y) = d(g,%y).
On peut retenir cette propriété en se souvenant que deux fonctions voisines ont le méme degré.
Démonstration. Pour t € [0.1], On pose f; = tg+ (1 —t)f et on veut montrer que Vt € [0.1],y & f(99).

Soit z € 912, on a :

I fe(2) =y |l

I (tg+ (1 =) f)(x) -yl

= tg =)= (y— @) |

> |y —=f@) = Itlg—f)) |l

= lly—f@) Il = tg—f)x)] (par définition der)
> [ly=f@) = (g— @) (carft| <1)

> ||y— f(z) || —r > 0 (par définition der).

Par conséquent, f;(x) # y pour tout = € 9. Le résultat demandé se déduit alors de la propriété d’inva-
riance par homotopie du degré. Cette propriété sera utile pour 'approximation d’une fonction continue

par une fonction plus réguliére. O

6. La continuité par rapport aux fonctions continues

Soient € un ouvert borné de R™, f: Q2 C R® — R™ une fonction continue et y € R™ tels que
min{(|f(z) - yll2)iz € 92} > a > 0,

alors pour toute fonction continue g : Q C R — R™ vérifiant

1
17 = gla < 2o,

on a
d(f,Q,y) = d(g,Q2,y).
7. Additivité

Soient y € R™ et (Q);er C Q une famille d’ouverts deux a deux disjoints vérifiant 'une des assertions

suivantes :
(a) Q=U,c; ety & f(ON);
(0) User & € Qety & FEN\U, Q).
Alors
d(f, Q) =) d(f, ).
ou seul un nombre fini de termes dans la somme sontz non nuls.
8. Propriété d’excision
Soit f : R® D © — R"™ une fonction continue sur un ouvert borné 2, alors pour tout ensemble fermé

KcQ telquey ¢ f(K)U f(952), on a

d(f,Qy) = d(f,Q\K,y).
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1.1.1.2 Application du degré de Brouwer

Nous allos utiliser le degré de Brouwer pour démontrer le théoréme du point fixe de Brouwer. qui est publié
par Luitzen Egbertus Jan Brouwer en 1912, on s’y intéresse aux cas ot I’application est continue sur un convexe

et compact d’un espace de dimension finie.

Théoréme 1.1. Soient Q@ C R™ un sous-ensemble non-vide, convexe et compact. et f : 1 — Q une fonction

continue. Alors, f admet un point fize.

Démonstration. Faisons-la dans le cas ott Q = B(0, R), on distingue deux cas;
— S il existe zg € IR tel que f(xg) = x0, le théoréme est démontré.

— Si f(z) # z,Va € Q. Considérons la déformation continue fi(z) =z — tf(x) ou t € [0,1[. Soit ¢ € [0,1]

et x € 00;
[ fe(@) [IZ[ e | =t f@) | =R =t ]| f(@) | = R=t]l f(=) ]| -
flz) e = | f@ <R
mais : et alors : | fe(z) |> R(1 —t) > 0. Conclusion;Vz €

0<t<l= Jt|<l =t||f(z)|<R
00 : fi(x) 0 <= 0¢ f(09Q, d’ou d(ft,Q,0) est bien défini. On peut déduire aussi par homotopie ;

d(fi,Q,0) =d(I — £,Q,0) = d(I,Q,0) = 1.

Donc il existe z € Q tel que (I — f)(z) = 0= f(x) =z, i.e f admet un point fixe.

1.1.2 Degré topologique en dimension infinie (degré de Leray-Schauder)

En 1934, Leray-Schauder a généralisé la théorie du degré de Brouwer une application définie sur un espace
de Banach de dimension infinie. Soient X un espace de Banach et ) un ouvert borné de X. Rappelons que dans
un espace de dimension infinie, la boule unité fermée B(0,1) n’est pas compacte et qu'une application continue
peut trés bien étre non bornée sur les fermés bornés. En plus, on sait que I'image d’un fermé est un ensemble
fermé si f est une application fermée, D’une fagon générale, la continuité d’une application f ne suffit pas(et

méme d’ailleurs une régularité supérieur d’ordre au moins C'!), pour cela on va introduire les notions suivantes.

Définition 1.6. [5] Soient X un espace de Banach, Q un ouvert borné de E et T : Q@ — X une application.

1. T est dite compacte si T est continue et T(Q) est relativement compact (T'(S) est compact).

2. T est dite complétement continue si T est continue et envoie les bornés de () en des relativement compacts

dans X.

3. T est dite borné si elle envoie les bornés de Q) en des bornés de X.

4. On dit que T est de rang fini si T est continue et T(2) est contenu dans un sous-espace de dimension
finie de X. SiT : Q — X est une application compacte, alors Uapplication v = I =T est dite perturbation

compacte de l’identité.
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5. Soit ¢ : X — F une application continue ou X et ' sont deux espace de Banach.

e On dit que Y est fermé si l'image de tout fermée de X est un fermé de F

e On dit que v est propre si limage inverse de tout compact de F est un compact de X .

Remarque 1.2. En dimension finie, le degré topologique est indépendant de la base utilisée pour le calculer.
En effet, pour m < n, on considéere R™ comme un sous ensemble de R™ en rajoutant n —m coordonnées nulles.

Nous avons alors :

Lemme 1.1. Soient Q C R"™ ouvert borné, T : Q — R™ une application continue et f = Idgn—T. Siyo & f(952)

alors on a :
d(fa Q7 yO) = d(f|ﬁr‘]]Rma aQn Rma IUO)
Définition 1.7. Soit T € C(Q, E) tel que T(Q) soit contenue dans un sous-espace de dimension finie F C E

et posons [ =1d—T et soit yo € f(ON) on pose :

d(f7 Qayo) = d(f‘ﬁm}ﬁ aQn F7 yO)

Lemme 1.2. (Approzimation des applications compactes)
Soit T : Q — E une application compacte, alors pour chaque € > 0, il existe un espace F, de dimension finie et

une application continue T, : Q — F. telle que :
| Tox — Tx |<e VaeQ.

Définition 1.8. Soit f une perturbation compacte de lidentité f = Id —T ou T : Q — E est un opérateur
compact et yo € E'\ f(00Q), on définit le degré topologique de Leray-Schauder par :

d(fa vaO) = d(f€7 Qa y0)7

ol f. est une perturbation de dimension finie de l’identité vérifiant :

VeeQ || fex—fz||<e avec €= dist(yo, f(OQ)).

1.1.2.1 Propriétés du degré de Leray-Schauder

Les propriétés essentielles du degré en dimension finie restent valables en dimension infinie et se démontrent
par approximation. En effet, il existe toujours une suite d’applications compactes convergeant uniformément
vers T et telle que, Vn € N, T,,(Q) C E, avec dim (E,) < +oo. D’aprés la définition du degré en dimension
infinie, on a :

VneNd(I —-T,Q,y)=d(I —T,,Qy)=d(I - T,]QN E,,QNT,,y).

Ceci montre, en particulier que le degré de Schauder est aussi un entier relatif. De plus, si d(I —T,Q,y) # 0,
alors il existe z, € QN E, tel que (I —T),)(z,) = y. Mais, comme lim,, o || Tn(2n) — t(zyn) || x= 0, alors

lim, s yoo || (I = T)(@n) =y [ x= 0.
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Enfin, T étant compact, il existe une sous-suite (x,,) telle que la suite T'(z,,) soit convergente; la suite z,,
converge aussi vers une limite 29 € 2 et 'on a, par passage a la limite, ’égalité zo — T'(z¢) = y. Ceci prouve la
propriété de non nullité du degré, les autres propriétés se montrent de fagon similaire.

1.1.2.2 Application du degré de Leray-Schauder

Le théoréme de point fixe de Schauder prolonge le résultat du théoréme de Brouwer pour montrer I’existence
d’un point fixe pour une application continue sur un convexe compact dans un espace de Banach de dimension

infinie. Il est publié par Juliusz Schauder en 1930.

Théoréme 1.2. [5] Soient X un espace de Banach, Q C X un sous-ensemble non-vide, fermé, borné et conveze.

Et f:Q — Q une application compacte, alors f admet au moins un point fize.

Démonstration. Dans le cas ou 2 est la boule unité, le théoréme se démontre avec une méthode similaire que
le théoréme de Brouwer, si non, dans le cas général, nous utilisons le fait que C est un rétracté de E. (Vous

pouvez trouver le détail dans [8].) O

1.2 Les cones

Soit E un espace de Banach.

Définition 1.9. Un sous-ensemble non vide P de E est dit cone ordonne positif sur E s’il est convexe, fermé

et vérifie les deux condition suivantes;
1. (x € PetA\>0)= Az €P.

2. PN(—P)=0g i.e (x € Pet—x € P) = 2 = 0g. La premiére condition entraine que O € P.
Définition 1.10. Un sous-ensemble non vide C' C E est appelé cone si pour tout x € Cet a >0 = ax € C.

Chaque cone ordonné est un cone, mais la réciproque est fausse. Dans ce qui suit et pour simplifier, I’appel-

lation cone sera réservée pour cone ordonné.

Définition 1.11. Soit P un cone sur E. Alors on définit sur E une relation d’ordre partiel donnée par :
Ve,ye Fx<y&sy—axe P

Nous pouvons aussi introduire les relations suivantes :
—r<ysr<yetaxFy
o] [e]
—r<Kysy—x € Pou P+#0.

De plus on définit le segment d’un cone P par [z,y] ={z € P;x < z <y}.

Proposition 1.2. Pour tout u,xz,y et z € P eta,b€ R, on a

10
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1. z <z

2. (z<yety<z)=z<z

3. (z<yety<z)=z=y.

4. (x<yet0<a<b)= azx<by.
5. (e<yetu<z)=z+u<y+z
6. r<yety<Kz)=>ar<Kz.

7 t<kyety<z)=z<z.

8 (z<yety<kz)=r<Kz.

9. (x <y eta>0)=ar <K ay.

10. Soit (xn)n et (yn)n deuz suites de E telles que : ¥n € N, x,, < y,. Alors

lim z, < lim y,.
n—oo n—oo

Définition 1.12. Un espace de Banach est dit ordonné s’il contient un cone P.

Définition 1.13. Soit P un céme sur E. Alors, on dit que
— P est solide si P # & ot P = int(P).
- P générateur si E=P — P. i.eVx € E;3 u,v € P tels que : x = u —v.

— P est dit normal (ou nature) si
Va,y € PyAN > 0, tels que z < y = ||z|| < N||y||

Exemple 1.2. [Exemples des comes solides et générateurs]
1. Ry, R_ sont des cones solides et générateurs de R.

2. Sur R?, on définit quartes cones solides et générateurs; Ry x Ry, Ry x R_,

R_XxR; et RO xR_.

Exemple 1.3. [Exemples des cémes normaux]

1. E=R" P, = {x = (21,...,mp) € R" : z; > 0,Vi = 1,n} = (Ry)". est normal, avec la constante de

normalité N = 1, car toutes les normes sur R™ sont monotones.
Vo, y e R", Opn <z <y =z [<[y|
2. Ey = C(G) : lespace des fonction continues sur un ensemble fermé borné G de R™.
P, ={x € C(G):x(t) >0,Vt € G}.

o P, est un cone solide et générateur sur C(G).

o Il est normal car || . |lc(q) définie par || © [|c(a)= supeq|e(t)| est monotone sur Ps.

11
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1.3 Les opérateurs monotones

Définition 1.14. Soit X et Y deux espaces de Banach ordonnés et soit Uopérateur T : D(T) C X - Y
1. T est dit croissant si; Va,y € D(T), x<y= Tz <Ty.

2. T est dit strictement ou fortement croissant si le symbole 7 <7 est remplacé par” <7 ou” K7 .

o

. T est dit décroissant siVx,y € D(T), z<y= Tz >Ty.

7

. Vopérateur T est dit strictement ou fortement décroissant si le symbole 7 > 7 est remplacé par” > 7 ou

B

»” >>77'

v

. DVopérateur T' est dit positif si, T(0) > 0 et pour tout x € D(T),
z>0=Tx>0.

1.4 L’indice du point fixe

Un des outils les plus important de ’analyse fonctionnelle non linéaire est le degré topologique de Leray-
Schauder pour les applications compactes définies sur la fermeture des sous-ensembles ouverts bornés dans les
espaces de Banach. Cependant, en relation avec les applications non linéaires définies dans les espaces ordonnés,
il est naturel de considérer aussi les applications définies sur les sous-ensembles ouverts d’un céne positif. Si
ce dernier n’a pas de points intérieurs alors le degré de Leray-Schauder n’est pas immédiatement applicable.
Mais a cause du fait qu'un céne est un rétracté de ’espace de Banach qui le contient, il est possible de définir
dans un coéne positif. " L’indice du point fixe" pour les applications compactes. Cet indice du point fixe est une

extension de la notion du degré de Leray-Schauder.

Définition 1.15. /5]
Soit X un espace de Banach. Un sous-ensemble Y C X est dit un rétracté de X s’il existe une application
continue r : X =Y telle que

VeeY, r(r)=ux,

Ou encore si Lyyy admet une extension a X. L’application v est alors appelée rétraction.

Remarque 1.3. Toute partie conveze fermée d’un espace de Banach X est une rétractée de X. En particulier,

tout come P C X est un rétracté de X.

Exemple 1.4. La boule B,, = B(xg, R) est une rétractée de R™. Il suffit pour cela de considérer I’application
définie par :
x , st le—x0||<R

r\x) = r—x
(z) zo+ R 0 , st le—xzo||> R

|z — o |
Théoréme 1.3. (définitions aziomatiques) Soient E un espace de Banach et X un rétracté de E. Pour tout
ouvert borné Q de X et toute application compacte f : Q — X sans points fizes sur 0S), il existe un unique

nombre entier noté i(f,Q, X) ayant les propriétés suivantes :

12
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1. Normalisation

i(f,Q,X) =1 si f est constante sur Q (i.e. f(x) =1y,Va € Q, ot y est une constante de .)
2. Additivité
Pour tout sous-ensembles ouverts et disjoints 21,0y de Q tels que f n’admet pas de point fize sur Q\(Q; U
), on a:
Z(fvgvX) = Z(fvgle) +7'(f7Q27X)
o i(f, U, X) = i(fimy, X)ik € 1,2.
3. Invariance homotopique
L’entier i(hy, Q, X) est indépendant du choiz du paramétre t € [0,1], ou
he: [0,1]xQ — X
(t, ) — hy(xz) = h(t, )
est un opérateur compact tel que Yx € 0Q,Vt € [0,1] : he(x) # x.

4. Permanence

Si Y est un rétracté de X tel que f(Q) C Y, alors
i(f, 0, X) =i(f,QnYY) =i(fgry, 2, Y).

La famille { i(f,, X) tel que X est un rétracté de E, Q est un ouvert borné de X et f : Q — X est une
application compacte sans points fizes sur OQ } est uniquement déterminée par les propriétés (1) — (4), ou

Uentier i(f,Q, X) est appelé Uindice du point fixe de f sur Q par rapport & X .

Démonstration. Soit {i(f,€, X)} une famille satisfaisant les propriétés (1) — (4). Si on choisit X = FE, alors
(1) — (2) représentent les propriétés du degré de Leray-Schauder, d’ou la définition :

Z(.f797X):d(Id*fvﬂ70) (11)

ou (Zg— f)(z) # 0,Vx € 9Q, i.e : le degré de Leray-Schauder d(Zy— f, 2, 0) est bien défini. Supposons maintenant
que X soit un rétracté de E, donc il existe une rétraction r : E — X telle que Vz € X,r(x) = z. Pour tout

sous-ensemble ouvert © de X, on choisit une boule R = {z € E :|| z |[< R}. D’aprés la propriété (4). On a
Z(fvﬂaX) = Z(f or, Br N T_l(Q)vE) = d(Id - (f OT)vBR ﬂT_l(Q),O)

En effet, d’une part r : E — X est une rétraction donc continue, par conséquence, () est un ouvert de X =

r~1(Q) est un ouvert de E. En effet, Br Nr~1(Q) est un ouvert borné de E et on a

BrNr—1(Q) C r—1(Q C r—10 = (7).

Il s’en suit que

(for)BrNr=H(Q) C (for)(r™'(Q)) = f(Q) C X.

13
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La propriété de permanence est donc applicable et on a :

i(for,BRNr—YQ),E) i(for,[BRNr Q)N X, X)

i(f omBrAr-1(@)nx, 2, X)
fOr‘BRIr‘IT 1(9)79 X)

X)

7

(
(
(
i(f,

O

Remarque 1.4. D’aprés ce qui précéde, on définit lindice du point fize d’un opérateur compact f sur §
relativement a X par :

i(f,Q,X) =d(Zy— (for),Bgnr 1(Q),0) (1.2)

our: E — X est une rétraction et Br est une boule de X. Notons que cette définition est indépendante du choix
de la rétraction v et de la boule Br. En effet, soit r1 : E — X une autre rétraction. On pose V. =r; ' Nr=1(Q)

et ro = r. D’apreés la propriété d’excision du degré de Leray-Schauder, on obtient :
d(Zg— (for;),BrNr;'(2),0) =d(Zs— (for;), BkNV,0), je€0,1.
Introduisons 'opérateur compact h : [0,1] x V par :
h(, ) = ha(x) = ro[(1 = A) f(ro(x)) + Af (r1(2))].

On remarque que h(A, x) # x,Y(\ x) € [0,1] x V. i.e. le degré de Leray-Schauder
d(Zg — h(\,.),Br N V,0) est bien défini VA € [0,1]. La propriété d’invariance homotopique du degré de Leray-

Schauder entraine que :
d(Id - (f OTO)aBR N ‘/70) = d(Id - (f © T1)7BR N ‘/,O)

Par conséquent, la définition de i(f,Q, X) est indépendante du choiz de la rétraction r et de la boule Bgr.
Rappelons que le degré de Leray-Schauder admet une extension aux ouverts non bornés de X . Finalement, par

la définition (1.2) et les propriétés de degré de Leray-Schauder, on peut vérifier les propriétés (1) — (4).

Corollaire 1.1. L’indice du point fixe vérifie les propriétés suivantes :
(i) Propriété d’excision

Soit V' C Q un sous-ensemble ouvert tel que f soit sans points fives sur Q\V, alors
i(f, X)) =1i(f,V,X).

(ii) Propriété de l’existence

i(f,Q,X) #£0= f admet au moins un point fize sur Q.

14
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Démonstration. — Soit Q1 = Q et Q3 = @. Alors on a, Q\(Q; UQy) = Q\Q = 9. f est sans points fixes sur

092, La propriété d’additivité de I'indice a lieu et on a :
i(f,,X)=1i(f,Q0X)+i(f,0,X)=i(f,2,X)=0.
Si on prend maintenant {2; = V, la méme propriété nous donne
i(f, 0, X) =i(f, vV, X) +i(f,2,X) =i(f,V, X).

D’ou le résultat demandé.
— On raisonne par I'absurde, on suppose que i(f,Q, X) # 0 et que f n’admet pas de point fixe sur . Soit
V =0, ie: Q\V = Q, f étant sans points fixes sur Q et 92, donc elle I'est aussi sur 2 U 92 = Q. Ceci

nous permet d’appliquer la propriété d’excision pour V = &, et on a :
'L(fvﬂvX) = Z(f,V7X) = i(f,@,X) =0.

Ce qui contredit le fait que i(f,Q, X) # 0. D’ou le résultat demandé.

15
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Quelque théorémes de point fixe positif

Dans le chapitre précédent nous avons vu que le théoréme de Brouwer peut se démontrer en utilisant le degré
topologique de Brouwer, de méme pour le théoréme de Shauder sachant que les deux théorémes sont publiés
avant la théorie du degré topologique. Notons qu'un point fixe positif s’interpréte en mathématique par un point
fixe dans un cone, donc pour satisfaire la condition de positivité.

Dans un espace de Banach on a besoin d’introduire un céone P. Dans ce chapitre nous allons présenter le
théoréme de Kranowski (1964) qui a été généralisé par guo(1988). Pour démontrer ces théorémes nous allons
utiliser la théorie de l'indice du point fixe sur les coénes, pour cela nous commencons par donner les lemmes

fondamentaux de calcul de I'indice.

16
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2.1 Lemmes fondamentaux de calcul de I’'indice du point fixe

Dans tout ce qui suit, on considére X un espace de Banach, P C X un cone et 2 un ouvert borné de FE.

Lemme 2.1. Soit0 € Q et F: QNP — P un opérateur compact on suppose que
Fx # Xy, Ve € PNOQ et YA > 1. (2.1)
Alors, i(F,QN P, P) = 1.

Démonstration. Considérons la fonction H : [0,1] x PN Q — P définie pour tout (¢,z) € [0,1] x R par
H(t,z) = Hi(x) = tFz. H est un opérateur compact qui n’admet pas des points fixes sur P N 9. i.e. Vt €
[0,1],Vz € PNON, H(x) # x. En effet, 8'il existe ¢t € [0, 1], pour lequel il existe zo € PN, tels que Hy(x) = x,
alors on a les deux cas suivantes;

— Pour t = 0, on obtient ’existence d’un point xy € P N IS tel que zg = 0, d’ou la contradiction.

1
20,

— Pour ¢ €]0, 1], on obtient I'existence d’un point fixe 2o € P N 0Q tel que tFxg = o; donc Fag = ;

d’ou la contradiction avec I'hypothése (2.1).
Alors, d’apreés les propriétés de l'invariance homotopique et de la normalisation de I'indice du point fixe, on
déduit que :
i(Hy,PNQ,P)=4(F,PNQ,P)=1i(Hy,PNQ,P)=4i(0,PNQ,P)=1.

D’ot le résultat demandé. O
Lemme 2.2. Soient 0 € Qet F: PNQ — P un opérateur compact satisfaisant I’hypothése

|Fz|| > ||z|| et Fax # x,Vz € PNOQ. (2.2)
Alors, i(F,PNQ,P)=1.

Démonstration. Il suffit de montrer que les conditions du lemme 2.4 sont satisfaites. En effet, raisonnons par
I’absurde et supposons que

dxg € PNION, INg > 1 tels que Fxg = Aoxo.

On a deux cas;

—SiXd>1:
| Fxo [|=]] doxo [|= Xo || zo [|>]] @0 ||, ce qui contredit le fait que | Fz ||<|| = ||,
Vo e PNoQ.

- SiA=0:

Fzxy = xg. ce qui contredit le fait que Fx # x, Vo € POS).

Ainsi, on a démontré que (2.2) = (2.1), par suite le premier lemme nous donne

i(F,PNQ,P)=1.
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Lemme 2.3. Soient 0 € Q et F: PNQ — P un opérateur compact satisfaisant I’hypothése
Fx % z,Vx € PNoQ. (2.3)
Alors, i(F,PNQ,P)=1

Démonstration. En procédant de la méme maniére que la démonstration du lemme précédent, on montre que
(2.3) = (2.1). En effet, s’il existe xg € PN 9 et \g > ltels queFzg = Agxo, alors Flxg > xp, ce qui contredit
(2.3). O

Lemme 2.4. Soit F: PNQ — P est compact. Supposons que
2. Fr#Xx, e PNON, 0 <A< 1.
Alors, i(f, PN, P)=0.
Lemme 2.5. Soient 0 € Q et F: PNQ — P un opérateur compact satisfaisant I’hypothése,
Jug € P\{0} tel que : © — Fx # Aug, Vo € PN ON, VA > 0. (2.4)
Alors, i(F,P N, P)=0.

Démonstration. € est un ouvert borné donc il existe r > 0 tel que [[z[| < pour tout x € Q et = sup, g5 |l
Fz |. Soit

r+pu

[ uo |

On définit Papplication compacte H : [0,1] x PN Q — P par :

A>

H(t,z) = Hi(z) =tFz + (1 —t)(Fx 4 Aug).
Alors, H n’admet pas de points fixes sur P N 0N car sinon, il existerait g € [0,1] et z¢ € P tels que;
toFﬂfo + (1 — to)(FJ)o + /\’LLO) = X9 = Tg — F.Io = /\(1 — tQ)UO.
Et comme ¢y < 1, alors A(1 —tg) > 0, ce qui contredit ’hypothése (2.4). D’aprés la propriété de I'invariance
homotopique du point fixe de Hy, on obtient :
i(H, QN P,P)=4(F,QNP,P) =i(Hy, QN P, P) = i(F + Aug, 2N P, P)
Si on suppose que i(F + Aug, P, P) # 0, alors il existe zo € P N tel que
xg = Fxg 4+ A\ug. Par conséquent,

[zoll = [[Fzo + Auoll
> Mfuol| = [[Fo|

r+u
[[woll — || F'aoll
[[uoll

> 14— |[Faol|

> 14 ||[Fao|l — [|[Faol| = 7.
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Mais g € PN Q = ||xo|| < r, d’ou la contradiction. Ainsi, on a démontré que
i(F + Aug, PNQ, P)=0.

D’ou le résultat demandé. O
Lemme 2.6. Soient 0 € Q, et F : PNQ — P un opérateur compact satisfaisant I’hypothése

Fx & x,Vx € 90N P. et Fr # x,Yz € PN Q. (2.5)
Alors, i(F,PNQ,P)=0.
Démonstration. Supposons par I’absurde que :

Yug >0, dxzg € PNON, INg > 0: x9g — Fzg = Aug.

On a deux cas
— Si A =0 on obtient Fxg = xg, contradiction avec Fx # z,Vax € PN 0N
— Si A\p > 0 on obtient alors, zg — Fzg = Auo > 0 = Fxg < zo, contradiction avec || Fz ||>]| = ||,Va €
PNnos.
D’ou (2.5) = (2.4) Et par le lemme 2.5, on conclut que i(F, PN, P) = 0. O

Lemme 2.7. Soient 0 € Q, et F: PNQ — P un opérateur compact satisfaisant I’hypothése
|Fx| > ||z]|,Vz € 02N P. et Fx # x,Vx € P NON. (2.6)
Alors, i(F,P N, P)=0.
Démonstration. Supposons par ’absurde que :
drg e PNOQ, 30< X <12>0: Agxg = Fup.

On a deux cas

— Si A =1 on obtient Fxy = xg, contradiction avec Fx # x,Vx € PN OS)

— Si0 < A\g < 1 on obtient alors; \gzg = Fx = ||Fz| > ||zo]|, contradiction avec || Fz ||<|| z ||, Vz € PNOS.
De plus on a

0= inf [[Fz| > inf |z]>0.
z0QNP z0QNP

D’ou d’aprés le lemme 2.4 on conclut que i(F, PN, P) = 0. O
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2.2 Théorémes de point fixe positif

Nous commengons par le théoréme principal qui est le théoréme de Krasnosel’ski (1960).

2.2.1 Théoréme du Krasnosel’ski

Théoréme 2.1. [5] Soient Q4 et Qo deux ensembles ouverts et bornés dans un espace de Banach X tels que
0€Q et Qy CQo, Puncone de X. Bt A: PN (Q2\Q1) — P est un opérateur compact. Supposons que l’une
des deux conditions

(Hy) Az # x Yz € PNOQy et Az £z, Vo € PNy,

et
(Hy) Az £ x,Vz € PNOQYy et Az # x, Vo € PN OQs.

soit satisfaite. Alors, A admet au moins un point fize dans P N (22\Qy).

Démonstration. Par le théoréme d’extension, A a une extension complétement continue (aussi dénotée par A)

de PN Qy dans P. On suppose d’abord que (H;) est satisfaite, d’aprés les lemmes 2.6 et 2.3 on trouve que
i(A,pNQ,P)=0 et i(A4,pNQy,P) =1
D’ou d’aprés la propriété de ’additivité de 'indice du point fixe on obtient :
i(A,pNQ\ Q, P) = -1

qui nous assure I'existence d’un point fixe dans Q5 \ Q1. Dans le cas ot 'hypothése (Ha) est vérifiée la démons-

tration se fait de la méme méthode. O

Remarque 2.1. Le théoréeme précédent s’appelle aussi le théoréeme de point fixe d’expansion et de compression
d’un cone. Si Uopérateur A vérifie Uhypothése (Hy) on dit que A est l'expanseur du cone P et on dit que A est

le compresseur de P dans le cas ot A satisfait (Hz).

2.2.2 Théoréme du Guo

Le théoréme suivant est la généralisation du théoréme se Krasnosl’ki qui est obtenu par Guo (1988). Ce

théoréme est la version de type norme du théoréme d’expansion et de compression d’un cone.

Théoréme 2.2. [5] Soient Qq et Qo deuzr ensembles ouverts et bornés dans un espace de Banach X tels que
0€Q et Q1 CQy, Puncone de X. Bt A: PN (Q2\Q1) — P est un opérateur compact. Supposons que ['une

des deux conditions

(Hs) | Az ||<|| z ||,V € PN Oy et || Az ||>] = ||, Yz € PN O,

et
(H) | Az =] = ||, Yz € PNOQy et || Az |<|| 2 ||, Yz € PN OQy.
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soit satisfaite. Alors, A posséde au moins un point fize dans P N (Q2\Q1).

Démonstration. Nous avons seulement besoin de prouver ce théoréme sous la condition (Hs), puisque la preuve
est similaire lorsque (Hy) est satisfaite. Par le théoréme d’extension, A peut étre étendu & un opérateur com-

plétement continu de P N Qs dans P. d’aprés les lemme 2.2 et 2.7 on trouve que
i(A,pNQ,P)=1 et i(A4,pNQ,P)=0
D’ou d’aprés la propriété de ’additivité de 'indice du point fixe on obtient que
i(A,pNQ\Qy, P) = ~1

qui nous assure l'existence d’un point fixe dans s \ ;. Dans le cas ott I'hypothése (Hy) est vérifié la démons-

tration se fait de la méme méthode. O

Remarque 2.2. les lemmes précédents restent correcte si on suppose que l'application F est complétement

continue.

2.3 Solution positive pour I’équation abstraite de Hammerstein

Soient E un espace de Banach, K un coéne dans F, L : E — E un opérateur linéaire compact et croissant,
F : K — K est une application continue et bornée. Nous concentrons notre attention dans cette section sur

I’existence de point fixe positif pour 'opérateur LF.

Définition 2.1. Pour tout sous-ensemble P de K avec P* = P\{0} # @ on définit les ensembles suivant
(7)) — . *
Ay (L) ={\>0:3uec P tel que Lu < \u}

et

A (L) ={\>0:3ue P" tel que Lu > Au}.

Lorsque ces quantités existent, on pose
A =inf AF (L), A, =supA; (L), A" =inf A (L), A\~ =supA; (L).

Remarque 2.3. 1. Notons que 0 € A, (L), et si A € A, (L) , alors [0,\] C A, (L).

2. Si A e Af(L) alors [\, +o0) C A (L).

3. On a Af(L) C Af (L) et Ay (L) C Ay (L).

Lemme 2.8. [7]

1. 8i P est un cone et L(K) C P, alors A (L) # @.
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2. Supposons que K est normal. Alors, pour tout sous-ensemble non vide P C K, A, (L) est délimité par le

rayon spectrale (L) tel que,

. nonl
r(L) = lim || 2"+

3. Supposons que L est K-normal.

Alors, pour tout cone P C K avec L(K) C P, A, (L) est borné par dessus par r(L).
Remarque 2.4. L est K-normal si 3u,v € Eu<v=|Lul|<n| Lu|, VneN
Remarque 2.5. Si L admet une valeur propre positive A alors on a :

AT <A et Ae AT, 7]

La question qu’on se pose maintenant; qu’elle est la relation entre )\;r etA, dans le cas ou L n’admet aucune

valeur propre positive.

Dans tout ce qui suit on va montrer que pour chaque céone P avec L(K) C P C K et L complétement

continue on a toujours )\;‘ < )\;‘ méme si L n’admet pas de valeurs propres positives.

Proposition 2.1. Soit F : K — K une fonction continue et bornée. Si l'une des hypothéses suivantes vérifiée :

Fu<au Yue€P" avec a), <1 (2.7)

Fu>pBu YueP* avec B)\;r > 1 (2.8)

avec P C K est non vide et L(K) C P alors l’équation :
LFu=u (2.9)
n‘admet aucune solution positive.

Démonstration. On donne la démonstration dans le cas ou (2.7) vérifiée, le deuxiéme cas est similaire.

Si on suppose qu’ il existe u € k* tel que LFu = u donc u € P* .D’aprés (2.7)

Fu<au
donc :
1 1 _
u=LFu<alu= —-u<Lu=—€cA
o o p
donc é < )\; contradiction. O

Théoréme 2.3. On suppose que L € Q(E), P C K un cone avec L(K) C P et il existe des nombres réel
a, 8, R1, Ry avec
aX, <1 BAF>1 0< Ry <Ry
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Si l'une des conditions suivantes vérifiée :

Fu<au Yu€e PNIB(0,R;) et Fu> pu Yue€ PNIB(0,Ry) (2.10)

Fu>pu Yue PNOB(0,Ry) et Fu<au Yue€ PNoB(0,Rsy) (2.11)
alors l’équation (2.9) admet une solution positive u avec Ry <|| u |[|< Rq

Démonstration. On donne la démonstration dans le cas ou (2.10) est vérifié. Il suffit de montrer que :
LFu?u Yue PNOB(0,R;) et LFu<Lu Yu € PNOB(0,Ry)
Si On suppose qu’il existe u € PN IB(0, Ry) tel que LFu > u, d’aprés (2.10) on a :

Fu<au = LFu< Lau
=u< LFu<alLu
:>éu§Lu

= é < )\; contardiction

Et de méme on peut montrer que LFu £ u Yu € PN JB(0,Ry), et donc d’aprés le théoréme d’expansion

léquation LFu = u admet une solution positive u tel que Ry <|| u ||< Ry O
Théoréme 2.4. On suppose que L € Q(E), alors pour chaque cone P C K avec L(K) C P on a A5 < A\p

Démonstration. Si /\;‘ = 0 c’est évident.

On suppose que )\;r > A, > 0 et on considére la fonction G : K — K définie pour u € K par :

Gu:Bu—i—aHuHu
I+ [ w ]

avec

0<fB<a et Ba;>1>a)\;

D’une part on a :
_ Butaflullu
T+l
_ Butaflullu—ou—aullul
T+l
(B=—a)u 0
Tl <

Gu — au au

Donc :

Gu<ou Yue K* et a), <1

alors d’aprés la proposition 2.1 ’équation LGu = u n’admet aucune solution positive.

D’autre part pour chaque 0 < Ry < Rs on a

Gu < au Yue PNOB(0,R;)
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_ (a=B)ulu|| .
et Gu—,@u-w > 0 donc :

Gu > fu Yu € PNoB(0, Ry)

Donc d’aprés le théoréme 2.3 ’équation LGu = u admet une solution positive avec

R; <|| u ||< Rz contradiction donc A, > )\;

O

Remarque 2.6. D’apres les lemmes 2.3et 2.6 Si L € Q(E), alors pour chaque cone P C K avec L(K) C P et

pour chaque R >0 on a
1. i(aL, BO,R)NP,P)=1 si a\, <let

2. i(BL,B(0,R)NP,P) =1 si X} >1

Théoréme 2.5. On suppose que L € Q(E), K est normale, P C K un cone avec L(K) C P et il existe

a, B, > 0 et des fonctions G; : K — K,i=1,2,3 avec

ah, <1 BAF>1

Fu<au+Gi(u) Yue P*NB(0,y) pour v>0

et
fu— Ga(u) < Fu <~yu+ Gs(u) Yu € P*

Et si l'une des hypothéses suivantes vérifiée :

Gi(u)=0(|u]) st u—0etGi(u)=0(]ul) st u—>00 1=2,3

Gi(u)=0(|u]) st u—o0etGi(u)=0(ul) st u—0 i=2,3

l’équation de Hammerstein LFu = u admet une solution positive.

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

Démonstration. On donne la démonstration dans le cas ou (2.14) est vérifiée le deuxiéme cas est similaire. On

a besoin de montrer qu’il existe 0 < r < R tel que
i(LF,B(0,r)NP,P)=1 et #«(LF,B(O,R)NP,P)=0

Dans ce cas on trouve que :

i(LF,(B(0,R) — B(0,r)) N P,P) = i(LF, B(0,R) N P, P) — i(LF, B(0,r) " P,P) =0 —1=—1

Donc I’équation LEFu = u admet une solution positive telle que r <|| u ||< R
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i) Considérons la fonction Hj : [0, 1] x K — K définie par :
Hy(t,u) =tLFu+ (1 —t)BLu

et montrons qu’il existe R > 0 assez grand tel que pour chaque t € [0, 1] 'équation H; (¢, u) = u n’admet

aucune solution sur 0B(0, R) N P si non :
VYn >1, 3t, €[0,1], Ju, € 0BO,R)NP

tel que Hy(tn,un) = uy i€

tnLFuy, + (1 —t,)8Lu, = uy

Un

alors on trouve :

Posons : V,, =

Tun]
Fu,
vV, = tnLﬁ + (1= ta)BLV, (2.16)
Un
Et d’aprés (2.13 ) on a :
Ga(uy, Fu, Gs(un
gy, - G2lun) - Fun_p Galun) (2.17)
(R KT | ||

Et comme K est normale on trouve :

1 [ Ga(un) || _ || Fun || | Ga(un) |
~B 1V ll = < SNy | Vol +
N | un | [ | [ un |

et de plus comme G;(u) = 0(]| u ||) & co alors on conclut que la suite %2 est bornée.

flenll

D’aprés la compacité de L il existe une sous-suite V,, aussi notée V,, qui converge vers V € dB(0, R) N P

posons t, — to dans [0; 1], en passant aux limites dans (2.16) on trouve :

Fu,

V= lim V, >t lim L(

n— o0 n— o0 || Uy, ||

)+ (1 —to)BLV

en passant aussi aux limites dans (2.17) on trouve :

Fu, Fu,

BV < lim = ALV < lim L(

n—oo || up || n=oo | up |

)

Donc

1 1
LV<ZV=>)%
B g="r

et ceci est en contradiction avec ,6’)\; > 1 Alors il existe R > 0 tel que :

i(LF, B(0,R)N P, P)

i(H1(1,.), B(0, R) N P, P)
i(H1(0,.), B(0,R)N P, P)
i(BL,B(0,R)NP,P)=0 (d’aprés la remarque (2.6))

Considérons la fonction Hs : [0,1] x K — K définit par :

Hy(t,u) =tLFu+ (1 —t)aLu
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et montrons qu’il existe r > 0 assez petit tel que pour chaque t € [0,1] 'équation Hs(t,u) = u n’admet

aucune solution dans dB(0,7) N P si non :
1 1
VYn > 1, avec— <o 3t, €][0,1], Ju, € 9B0,—)NP
n n

tel que Hy(ty, upn) = uy, ie.

tnLFuy, + (1 —t,)aLu, = u,

Posons : V,, = m alors on trouve :
Fuy,
Vo= tul g “ [t (= ta)alVy = Vi (2.18)
Up
Et d’aprés (2.12) on a :
Fu, G1(uy
Uy, 4 Galin) (2.19)
Il wn |l [l wn |l
Et comme K est normale on trouve :
Fu, G (uy,
[ | un |l

De plus, comme G1(u) = 0(]] u ||)en 0 alors on conclut que la suite Iﬂ%nll est bornée. d’apreés la compacité
de L il existe une sous-suite V;, aussi noté V,, qui converge vers V € 9B(0, %) npP

En passant aux limite on trouve :

Fuy
V= lim V, = lim L(—2) + (1 — to)aLv
e T
et d’apres (2.19) on trouve :
lim " <aV = lim L " < aLV
n=oo || Uy || n=oo || Up ||

Donc

1 1
LV > -V=—-<A\,
@ @
et ceci est en contradiction avec aAp < 1 Alors il existe r > 0 tel que :

i(LF,B(0,R)NP,P) =i(Hy(1,.),B(0,r)NP,P
i(Hy(0,.), B(0,r) N P, P

i(aL,B(0,r)N P,P)=1 (d’aprés la remarque 2.6)

)
)

Il
o~

D’ou le résultat. O
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Chapitre 3

Application

Dans ce chapitre, on trouve une solution positive & un probléme E.D.O, E.D.P ou a une équation intégrale
trés importante dans ’analyse fonctionnelle. On applique les théorémes présentés dans le chapitre précédent pour
montrer I'existence d’une on de la solution positive aux quelques problémes aux limites associée aux équations

différentielles ordinaires.
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3.1 Probléme aux limites de second ordre

Considérons le probléme aux limites du second ordre d’une équation différentielle ordinaire suivant :

—u" = f(u) 0<t<1

(PD)
u(0) =u(l) =0

oit f:RT — RT est continue, et vérifie f(0) = 0. Evidemment, u(t) = 0 est la solution triviale du probléme

(Pb). Soit E' = C([0,1]) muni de la norme |[u|| = sup,¢(o 1 [u(z)| On définit U'opérateur A : £ — E par

= / G(t, s) flu(s)]ds
0

ou G(t,s) est la fonction de Green de 'opérateur différentiel —u”, avec les condition aux limites de Dirichlet

u(0) = u(1) = 0, donnée par;

| /\

G(t,s) =

t(l—s) , 0<t<s (3.1)
. .

s(1—1t)

Lemme 3.1. u est une solution de probleme (Pb) si et seulement si u est un point fixe de lopérateur A.

1,
1.

I/\
I\/

Propriété 3.1. La fonction définie par (3.1) vérifie les propriétés suivantes
1. 0< Gt s) <G(s,8) =s(l—s), t>0,s <1,

2. G(t,s) > is(l —s), te [i, %], s €10,1],

o Jo Gt syds = t(12—t) <1 vie,
4 % 01 G(t,s)ds = ?’ vt € [0,1],
5. max [y G(t,5)ds = &,
6 iIiltiil% fg G(t,s)ds = [ G(%,5)ds = 1=,
o) _,
0<r<1 (%,r) 2

Lemme 3.2. L'opérateur A : E — E est un opérateur complétement continu.

Démonstration. Pour montrer que A est complétement continu il faut montrer que A est continu et pour chaque

ensemble borné de E, A(B) est relativement compact.

1. A est continu sur E, soit (u,), € E une suite qui converge vers un certain élément u, on a

(Aup)(t) = /0 G(t, 5) f(un(s))ds, ¥t € 0, 1],

D’une part, la continuité de f entraine que

flun(s)) = f(u(s)), Vs € [0,1] quand n — +oc.
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D’autre part, on a pour tout ¢ € [0,1] :

(Aun) (@) < | fy G(t, ) f(un(s))ds]
< sup |fun fo |G(t, s)|ds
66[ 1

<M 5 € Ll([O, 1]).
Ainsi, on a vérifié les deux conditions du théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, donc Au €
LY([0,1]) et || Aup — Au || 1 (jo,1p— 0 quand n — +o00. ceci montre la continuité de A sur C([0,1]).

2. A est borné sur E, soit u € C([0,1]), alors

M
An) < 3

< oo, Vt €[0,1].

3. Soit B un ensemble borné de E, pour montrer que A(B) est relativement compact nous allons utiliser le
théoréme d’Scoli-Arzela.
— A(B) est borné car A est borné.

— A(B) est équicontinu, en effet soit ¢1,t2 € [0,1] et soit u € B on a

|Au(ty) — Au(ta)l| = || fy (G(t1,5) — Glta, ) f(u(s) dSH
< sup,cpo I ()] fy [(G(tr, 5) = Gltz, 5)|ds
< |Ifll fo G(t1,s) — G(ta, s) |ds — 0, lorsquet; — to

d’ott A(B) est compact ce qui termine la démonstration.

O
Théoréme 3.1. En exigeant o f de satisfaire les deux conditions suivantes :
0 < lim fw) <8 (3.2)
u—0 U
et
24V/3 < Tim ,M <8. (3.3)
u—+—+00 u

alors le probleme (Pb) a au moins une solution non triviale u(t), qui appartient a C2[0,1] et qui satisfait la

condition suivante u(t) > 0,¥0 <t < 1.
Démonstration. On considére les ensembles suivants
P={ueC([0,1]) : u(t)>0, Vt €[0,1]}
1
Py ={ue P:minu(t) > - | u|}
4
qui sont des cones sur C([0, 1]).

1. Montrer que A : P — P;.

Soit u € P, d’aprés les propriétés de la fonction de Green G on a

min (Au)(t) = min / G(t,s)f(u(s))ds > 411/1 s(1—s)f(u(s))ds > i | Au ||,
0

te[%, ] tE Z’Z

et comme (Au)(t) > 0,V € [0, 1], alors Au € P;.
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2. Montrer qu’il existe r > 0, tel que

Vu € P = PN B(0,r), ||Aul < |Jul.

La condition 0 < hm+ M < 8 et la définition de la limite supérieure nous permettent de choisir r > 0
u—0 U

tel que 0 < f(u) < 8u,0 <u <r.Soit u € Py avec || u ||=r, alors;

((Au)(t)(®)] = | fy Gt 5)f(uls))ds]
< 8| [} G(t,s)u(s)ds]
<8lull fy G, s)|ds
<sllul}

<l wl .

Donc, max |[(Au)(t)] =| Au [|<|| w ||.

€[0,1] |
3. Montrer qu’il existe R > r, tel que

Vu € Pp = PN B(0, R), || Aul| > ||ull-

()

lim = entraine qu'il existe n > 0 tel que f(u) > %u, siu > n. Soit R =

La condition % <

U—» 00
max{2r,4n}, Siu € Py et || u ||= R, on a alors,

1 R 128 13
- - > > 27 -z
wip u(t) 2 7w l= 20 = () 2 Ful), e B

3
=5 | )| Iy G s
B () [ G5 9)ds
> 2y
=l u|
ou J = ff G(%as)ds = % Donc
1
| Au fl= max [(Au)(1)] > [(Au)(1)] > [(Au)(3)] = w |

D’ou || Au ||>|| u ||, Yu € OPg Par conséquent, d’aprés le théoréme de Guo 2.2, 'opérateur A admet un
point fixe u € Py N (UR\P,) = PLN{u € Pb:r < u < R}. Ceci est équivalent a dire que le probléme (Pb)

admet au moins une solution u € C?([0,1]) avec u(t) > 0 sur (0,1) d’aprés le lemme 3.1
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Remarque 3.1. Cet exemple s’etend au cas d’expansion d’un come de type norme. On peut considérer aussi un

exemple de cas de compression d’un cone donnant le méme résultat. Supposons qu’une fonction f € C(Ry,Ry)

satisfait
1. lim LON 28
u—0t+ U
2 0< tm 1YW oy

u——+00 u

Alors, Le probleme (Pb) admet au moins une solution u € C?([0,1]) avec u(t) > 0 sur (0,1).

3.2 Probléme aux limites du troisiéme ordre

On considére le probléme suivant :

—u"(z) = a(z) f(u(z)) z €]0,1]
w(0) = ' (0) = /(1) = 0

(3.4)

ot a € C([0,1],R") non identiquement nulle sur chaque sous-intervalle de [0,1] et f : RT™ — R™ une fonction
continue.

Et on considére aussi le probléme de valeur propre associé :

—u""(z) = da(x)u(x) x €]0,1]
u(0) = u'(0) = u/(1) =0

Soit :
X = {u € C*([0,1]),u(0) = v'(0) = /(1) = 0}

et la norme associée est définie pour u € X par :
| u ||=sup{|u"(t)[,t € [0,1]}

Et on considére l'opérateur L : X — X donné par :

T 1
Lu(sc):/o (/O G(s,t)a(t)u(t)dt)ds (3.6)

IN
IN
IN

0<s<t<l1
G(s,t) = o<y .
s

IN
IA
IA

la fonction de green associe & 'opérateur ;de avec les conditions de Dirichlet. [7]

Lemme 3.3. \ > 0 est une valeur propre positive de probléeme 3.5 si et seulement si A\™1 est une valeur propre

de lopérateur L.

Démonstration. Soit A > 0 une valeur propre de 'opérateur L i.e

Mu(z) = Lu(z) = /O ’ ( /0 1 G(s,t)a(t)u(t)dt> ds
1
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donc :
' (z) = /0 G(x, t)a(t)u(t)dt
alors :
M (x) = [Tt —@)a(t)ult)dt + [} (1 — t)a(t)u(t)dt
= (1 —x) [J ta@)u(t)dt +z [} (1 — t)a(t)u(t)dt
donc :

M (z) == [ ta@)u(t)dt + (1 — z)za(x)u(z) + f;(l —ta(t)u(t)dt — (1 — z)za(z)u(z)
= — [y ta(tyu(t)dt + [} (1 - t)a(t)u(t)dt

et finalement :
2w (x) = —za(z)u(z) — (1 — x)a(x)u(z)

= —a(z)u(z)

d’ou A1 est une valeur propre de probléme 3.5 O

Soit A une valeur propre de probléme 3.5 donc :

{ —u"(z) = da(x)u(x) x €]0,1]

u(0) =u/'(0) =u/(1) =0

Soit v = u' donc on obtient :
—v"(z) = Aa(z)u(z) x €]0,1] 3.7)
v(0) =v(1) =0

une solution de probléme 3.7 est écrit de forme :

v(z) = )\/0 G(z,t)a(t)u(t)dt

donc :
u(z) = )\/0 /0 G(z,t)a(t)u(t)dt = ALu(x)

d’ou le résultat.
Théoréme 3.2. [7] Le probléme 3.5 admet une valeur propre positive unique Alﬁ >0
Proposition 3.1. Si l'une des hypothéses suivantes :

inf{f(u), u>0}>)\1
u

ou

U
sup{f(), u > O} <)\
U
est vérifiée alors le probléme 3.4 n’admet aucune solution positive. ou A1 est la seule valeur propre positive de

L (=)
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Notations

o= limsupuﬁo(@) fo=1lm infuaO(@)
fe = limsupuﬁo(w) foo = hminfuﬁo(@)
Soit E = C([0,1]), L : E — E lopérateur défini dans (3.6), et soit C' le cone nature de E l'opérateur de

Nemytski F': C — C défini par;

Fu = f(u(t))

C’est clair que d’aprés la continuité de f, F' borné et continu.

Lemme 3.4. [7] Soit

)\JCC =inf{A\>0: Lu < Au pouru e C*}
et

Ao =sup{A>0:Lu>Au pouruec C*}
le probléme 3.5 admet une seule valeur propre positive pjet (puy)~1 = /\g = Ao

Théoréme 3.3. Soit uy = ﬁ, st l'une des hypothéses suivant :

< < foo SF¥ <0 (3.8)
ou

o< < fo<fl<oo (3.9)
est vérifiée alors le probleme 3.4 admet une solution positive.

Démonstration. une solution de probléme 3.4 est un point fixe de 'opérateur LF', donc il suffit de montrer que
LF admet un point fixe : d’aprés 3.8 on a : f° < p; donc :

f(w)

36 > Otel queVu, |u| < fon a e <

alors pour u € C* N B(0,0) on a :

donc Je > 0 tel que
F(u) < (g1 —€)u pour u e C*NB(0,0)

posons G : C' — C une fonction définie pour v € C' par
Gu(t) = max{f(u(t)) — fOu(t),0}, G est une fonction continue et de plus

on a:
G
0 < lim ﬂ < limsup
u=0 || u || w00

-1 _,
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et
F(u) < (11 — €)u+ G(u) pour u € C* N B(0,0)

et d’aprés : p1 < foo < f® ona:

In >0 tel que Yu |u|l >n u1<%§f°°
donc Je > 0 tel que pour |u| > n on :
(ur + e)u < fu) < (f +e€)u (3.10)

et comme f est continue alors pour u € [0, 7] il existe C1, Cy des nombres positifs tels que :
—Cy < f(u) < Cy (3.11)
Finalement d’aprés (3.10) et (3.11) on trouve que pour chaque v > 0 on a :
(ur + €)u—C1 < f(u) < (f* +€e)u+Cy

donc pour u € C* on a :

(ur +e)u(t) — C1 < flu(t)) < (f7 + eJu(t) + Cq

et alors :

(ur + €)u—C; < F(u) < (f* +€e)u+Cy

d’ou le résultat d’aprés le théoréme 2.5 avec o = g —e et B = pg + €. O
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3.3 théorémes d’extension de Dugundji

Théoréme 3.4. [I]
soient X et 'Y deux espaces vectoriels normés,A C X wune partie fermée de X et f : A — Y wune application
continue.

Alors, f admet une extension continue f : X — Y telle que f(X) C Conv(f(A)).

soient X et Y deux espaces de Banach, A C X une partie fermée bornée de X et f : A — Y une application
compacte.

Alors, f admet une extension compacte f : X — Y telle que f(X) — Conv(f(A)).

3.4 Critére de compacité d’Ascoli-Arzéla

Théoréme 3.5.
soient X un espace métrique compact, Y un espace de Banach et H C C(X,Y) un sous-espace muni de la
norme sup.

Alors, H est relativement compact si et seulement si :

1. H est uniformément borné, i.e.

Ve € X, Uensemble {f(x): f € H} est borné dansY.
2. H est équicontinu,i.e.
Ve > 0,3V CcV(x),Vye X,y eV =| fly) — f(z) |<e VS € H.
o Cas ou X =[a,b) CR" et Y = R.
Théoréme 3.6.

s0it (fn)nen C C(la,b], R™) une suite vérifiant
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1. (fn)nen est uniformément bornée, i.e.

Je>0,YneN:| full<clgll.

2. (fn)nen est équicontinue,i.e.
Ve > 0,30 = 6(e),Va,y € [a,b] : [z —y| <e=|fulz) — fuly)| <e,¥neN.

Alors, (fn)nen admet une sous-suite convergente.( i.e. (fn)nen est relativement compacte.)

Corollaire 3.1.
Si (fu)nen est bornée dans C'([a,b], R), i.e. (fn)nen est bornée dans C([a,b], R), indépendamment de n.

Alors, elle admet une sous-suite convergente dans C([a,b], R)

Lemme 3.5. Lemme de Sard
Soient 8 C R™ un ouvert et f une application continument dérivable sur Q. Alors, 'ensemble f(S§(2)) est

de mesure de Lebesgue-nulle. [10]

3.5 théoréme de la convergence dominée de Lebesgue

Théoréme 3.7.
s0it (fn)non une suite de fonctions appartenant a L*(Q) avec  C R™.

on suppose que :

1. fu(z) — f(z) p.p sur Q.

2. il existe une fonction g € L1 () telle que
vn € N, |fu(x)| < g(z)p.p sur Q.

Alors,
f S Ll(Q) et H fn — f ||L1(Q)*> 0.

3.6 Théoréme des points fixes multiples du H.Amann

Théoréme 3.8. [1] Soient X un espace de Banach, D C X un rétracté,et F': D — D un opérateur compact
sans point fize sur OD. Supposons que D1, Dy sont deux rétractés disjoints de D, Q; C D; un ouvert de D pour
i € {1,2}. Supposons de plus que F(D;) C D; et Fiz(F)N(D;\Q;) = &, ou Fiz(F) désigne l’ensemble des points

fizes de F. Alors, F admet au mois trois points fixes distincts x,x1, o tel que

x; € Q; et x € D\(D7 UDy)
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Conclusion et perspective

Dans ce travail, nous avons démontré quelques théorémes du point fixe positif dans un espace de Banach

pour les applications compactes, en utilisant de la théorie de I'indice du point fixe sur les cones.

Nous avons aussi appliqué ces théorémes pour montrer I’existence d’une solution positive pour certains pro-

blémes aux limites associés aux équations différentielles ordinaires.

Nous souhaiterions dans le futur, qu’ils s’appliquent sur le cas de type fonctionnel et peut étre aussi le cas

des équations différentielles fractionnaires.
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