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  الحمد الله وحده والصلاة والسلام على من لا نبي بعده محمد وعلى آله وصحبه وبعد:
ـــــوم التســـــيير ،  فـــــإن ـــــة وعل ـــــوم الاقتصـــــادية والتجاري ـــــة العل ـــــدي طلبـــــة كلي ـــــين أي ـــــتي نضـــــعها ب هـــــذه المطبوعـــــة ال

ـــــب المهـــــارات الأساســـــية لعـــــدد مـــــن المحـــــاور المتعلقـــــة ببرنـــــامج الاحصـــــاء  ـــــيم الطال والـــــتي  2ـــــدف مـــــن ورائهـــــا لتعل
ـــــك إعطـــــاء بعـــــض التفاصـــــيل النظر  ـــــامج، وقـــــد راعينـــــا في ذل ــد لمقـــــرر البرن ـــــاج تؤهلـــــه لفـــــم جيـــ ـــــتي يحت يـــــة والتطبيقيـــــة ال

إليهـــــا الطالـــــب في التطبيقـــــات المباشـــــرة دون التعمــــــق بشـــــكل كبـــــير في المســـــائل النظريــــــة حرصـــــا منـــــا علـــــى إيصــــــال 
ـــــة حـــــتى  ـــــة والتمـــــارين المحلول ـــــة بالأمثل ـــــى أن تكـــــون المطبوعـــــة غني ـــــر عل ـــــب مـــــع الحـــــرص أكث المعلومـــــة الواضـــــحة للطال

  تلف محاور المقياس.يتسنى للطالب الفهم بشكل واضح والإلمام بمخ
ــــــب  2ســــــعينا في هــــــذه المطبوعــــــة إلى تبســــــيط القــــــوانين الأساســــــية المتعلقــــــة بمقيــــــاس الاحصــــــاء  ــــــد الطال وتزوي

ا،  ـــــول الأمثلـــــة و بعـــــض التمـــــارين، و تطبيقـــــات القـــــوانين مـــــن أجـــــل اســـــتيعا تعمالها في حـــــل مـــــن اســـــ تمكينـــــهو بحل
ــــــر مختلــــــف المســــــائل الم ــــــه وال ــــــه وقدرات ــــــك لرفــــــع مهارات ة وذل ا في المســــــائل شــــــا بط بــــــين تلــــــك القــــــوانين واســــــتخداما

  التطبيقية، إذ تمكن دراسة هذه المطبوعة الطالب من:
موعات والعمليات عليها. -  الإلمام بالمفاهيم الخاصة با
 معرفة القواعد الأساسية لطرق العد وتكوين مجموعة إمكانات التجارب العشوائية. -
 ا.الإلمام بمفهوم الاحتمالات وكيفية حسا -
 معرفة المفاهيم المتعلقة بالمتغيرات العشوائية وطبيعتها. -
 استخدامات قوانين التوزيعات الاحتمالية الخاصة. -

  ولتحقيق هذه الأهداف قمنا بتقسيم هذا العمل الذي هو بين أيديكم إلى أربعة فصول:
المفــــــاهيم  في هـــــذا الفصــــــلتناول ســــــنخصـــــص الفصــــــل الأول منـــــه للمفــــــاهيم الأساســــــية للاحتمـــــالات حيــــــث 

ـــــد طـــــرق العـــــد والأحـــــداث مـــــن  ـــــة تحدي ـــــات عليهـــــا، التجـــــارب العشـــــوائية وكيفي موعـــــات والعملي ـــــة ا المتعلقـــــة بنظري
ا وخواصــــــها، وكـــــــذا  خــــــلال اســــــتخدامات التحليــــــل التــــــوفيقي، المفــــــاهيم الأساســــــية للاحتمــــــالات وطــــــرق حســــــا

  .الكلي وقاعدة بايز لالاحتمالات الشرطية والمستقلة، قاعدة الاحتما
ـــــذي جـــــاء بعنـــــوان: " المتغـــــيرات العشـــــوائية"  ـــــى أمـــــا الفصـــــل الثـــــاني وال ـــــات حقيقيـــــة نعرفهـــــا عل ـــــتي هـــــي اقتران ال

فضــــاء العينـــــة لتجربـــــة إحصــــائية وبالتـــــالي المتغـــــير العشــــوائي يعـــــين قيمـــــة عدديــــة لكـــــل نتيجـــــة بســــيطة أو كـــــل نقطـــــة 
ائية وأنواعهـــا مــــع دراســــة دالــــة كتلــــة فقــــد ركزنـــا مــــن خلالــــه علــــى تحديـــد مفهــــوم المتغــــيرات العشــــو مـــن فضــــاء العينــــة، 



  
 

  ت
 

ــــــة  ــــــة كثافــــــة الاحتمــــــال للمتغــــــير العشــــــوائي المتصــــــل وكــــــذا دال ــــــالمتغير العشــــــوائي المنفصــــــل ودال الاحتمــــــال الخاصــــــة ب
  التوزيع التراكمي وكيفيات حساب التوقع الرياضي، التباين والدالة المولدة لعزوم المتغير العشوائي.

التوزيعـــــــات الاحتماليــــــة الخاصــــــة بـــــــالمتغير العشــــــوائي المنفصــــــل مثـــــــل  ينتقــــــل الفصــــــل الثالـــــــث لدراســــــة قــــــوانين
ـــــع ذي الحـــــدين، تجـــــارب التوزيـــــع فـــــوق الهندســـــي والتوزيـــــع الهندســـــي نـــــتظم المنفصـــــل، التوزيـــــع الم توزيـــــع بيرنـــــولي وتوري

  وكذا توزيع بواسون.
ب فيمـــــا بعــــــد في فيمـــــا يتعـــــرض الفصـــــل الرابـــــع لدراســـــة التوزيعـــــات الاحتماليـــــة المتصـــــلة الـــــتي يحتاجهـــــا الطالـــــ

ـــــــع  ــوم الاقتصـــــــادية بشـــــــكل عـــــــام ومـــــــن هـــــــذه التوزيعـــــــات، التوزي ـــــ الســـــــنوات الاحقـــــــة لدراســـــــته في تخصصـــــــات العل
      .     Fو توزيع فيشر tمربع، توزيع ستودنت أو توزيع  –الطبيعي، توزيع كاي 
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  تمهيد: 

الات الحياتية الأخرى، حيث نستطيع عن تلعب نظرية الاحتمالات دور رئيسي في الاقتصاد وغيره من ا
طريقها دراسة القوانين الاقتصادية التي تدرس الظواهر العرضية (العشوائية) التي تتكرر والتي نستطيع بموجبها أن 

 نحكم على صحة هذا القانون أو خطئه.
اه العام للظواهر التكهن بالاتج يةكما تلعب نظرية الاحتمال أيضا دور رئيسي في التخطيط عند عدم إمكان

ا كالت ا والتحكم  ، إذ يدخل مفهوم الاحتمال في أمين على الحياة والحوادث وغيرهاوبالتالي عدم تحديد أسبا
حياتنا ومعاملاتنا اليومية من خلال ما نود القيام به ولا نعرف مدى تحققه أو إذا كنا نستطيع القيام به أم لا، 

ا التجارب العشوائية  نتائجوعدم تأكيد صحة تخضع لدرجة من عدم التأكد،  فجل الأعمال التي نود القيام 
  موجود في الاحصاء الاستدلالي.

العلم الذي يبحث في عدم التأكد هو نظرية الاحتمال والتي تساعد في السيطرة على مقدار عدم التأكد  
محدد كالمتوسط الحسابي والانحراف  كما تساعد في تعميم استخدامات المفاهيم التي تصح لمتغير يعتمد على مجتمع

  المعياري، لأن تكون مفاهيم تصح لجميع أنواع المتغيرات.
بعض التعاريف المهمة والمرادفة لدراسة مفهوم لابد قبل الدخول في حساب الاحتمال، من أن نعرج على 

موعات ومبدأ التجارب العشوائية والنظامية وكذا فراغ الع ينة والأحداث التي سيتم الاحتمال ومنها نظرية ا
     توضيحها من خلال هذا الفصل.
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  نظرية المجموعات: -أولا
موعة هي تجمع أي عدد من العناصر  موعة ذات أهمية كبيرة وضرورية لدراسة الاحتمال، وا إن دراسة ا

ا معرفة تماما وذلك يع ني أنه إذا أعطينا أي عنصر فإنه أو الأشياء، وعند دراسة أي مجموعة يجب التأكد من أ
  سيكون بإمكاننا معرفة إذا كان هذا العنصر منتميا للمجموعة أو غير منتم إليها.

  :تعريف المجموعة -1
ا أي تجمع أو تكتل من الأشياء الحسية أو المعنوية التي يمكن تمييزها  موعة رياضيا أو منطقيا بأ تعرف ا

  ليه. عن غيرها بمعيار دقيق وقاطع متفق ع
موعة  و ا أيضا: تعرف ا ، وقد تكون هذه الأشياء كميات الأشياء التي تشترك في صفة معينةتجمع على أ

  .1أو أعداد أو أي شيئ آخر معرفا تعريفا واضحا
موعة بذكر الخواص التي تحقق عناصرها، فمثلا إذا كانت  هي مجموعة الأعداد  Cكما يمكن أن نعرف ا

 الفردية فنكتب إذا: impairnombrexxC ..:/  ويستعمل مثل هذا التعريف عادة عندما تكون
ائية. موعة لا   عناصر ا

 :رموز المجموعات وعناصرها -2
بينما نرمز للأشياء التي تتألف ....، Cأو  Bأو  A: مثل للمجموعات بحروف لاتينية كبيرةرمز نعادة ما  

موعة والتي تسمى بعناصر ا كل عضو من حيث يسمى  .....cأو  bأو   aموعة بحروف صغيرة: منها ا
موعة عنصرا موعة لا يؤثر على تعريفها أعضاء ا  .مع العلم أن ترتيب العناصر داخل ا

 : 1رقم  مثالال 6,5,4,3,2,1A بينما  ، 6إلى  1الأعداد من  تتألف من عناصر وهي وعةممج هي
موعة ا dcbaB ,,,  اللاتينية وهي: الحروفبعض تتألف من a,b,c,d.  

ينتمي إلى  2الذي يعني انتماء عنصر ما إلى مجموعة معينة فمثلا نقول أن العدد  يستعمل الرمز 
موعة   eالعنصر يعني عدم إنتماء عنصر ما إلى مجموعة معينة، مثلا  ، كما أن الرمز )( A 2ونكتب  Aا

  .)(e  B  اختصارا ونكتب Bي للمجموعة  لا ينتم
 :أنواع المجموعات -3

 :  Comprehensive Setالمجموعة الشاملة 
موعات تحت  عند دراسة أي ظاهرة علمية أو اجتماعية فإننا نتعامل مع مجموعة أساسية كبيرة تحتوي على جميع ا

وم الاقتصادية كمجموعة أساسية بينما مجموعات الطلبة في فمثلا يمكن أن نصنف جميع طلبة كلية العلالدراسة، 
موعة  موعة الأساسية، عادة ما نسمي مثل هذه ا ا مجموعات جزئية من ا التخصصات المختلفة على أ

موعة الشاملة ونرمز لها    .Sبالرمز الأساسية با
 

                                                             
  .104 ، ص 2000مالطا  ELGA: " الاحصاء والاحتمالات النظرية والتطبيق "، منشورات م العماري و علي حسين العجيليعلي عبد السلا - 1
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 : Empty Setالمجموعة الخالية 
موعة التي   ،  صر، أي لا ينتمي إليها أي عنصر، ويرمز لها بالرمز {} أوتحتوي على عنالا هي ا

موعة الخالية  موعة الخالية مجموعة وحيدة وجزئية من كما مفهوم الصفر في الأعداد،  يقابله ومفهوم ا تعتبر ا
موعة الخالية موجودة في أي مجموعة أأي مجموعة أخرى،    .Sموجودة في   خرى، مثلا: حيث أن ا

 :  Sebsetالمجموعة الجزئية 
موعة هي مجموعة Bنقول إن   Bأو بمعنى آخر إن جميع عناصر  A في إذا كانت محتواة A جزئية من ا

موعة  ABونرمز لهذا كما يلي:   Aموجودة في ا  
AxBxABرياضيا كما يلي:  يمكن كتابة ذلك   

ABإذا كانت   وAB   فنقول إنB  مجموعة جزئية فعلية منA  ونكتبAB  أما إذا كانت .
Bجزئية من  ليست مجموعةA فنكتب AB .  

  :خاصية تساوي مجموعتين
موعتين  BA ونكتبمتساويتين B و Aنقول إن ا   إذا كانت كل منهما مجموعة جزئية من الأخرى

AxBxأي أن:    وBxAxAB  و BABA   
  : 2رقم  مثالال

موعتين التاليتين: تإذا كان   لدينا ا 6,5,4,3,2,1Aو  6,5,4B   
ABونكتب  A مجموعة جزئية من Bفإن   .  

موعات الجزئية لهعنصر  nمجموعة هو  أي ذا كان عدد عناصروبصفة عامة إ : وموعة هذه افإن عدد ا
n2.  
  :3رقم  مثالال

موعة لتكن ا cbaA ,, موعات الجزئية للمجموعة 823هو:  Aفإن عدد ا  هذه ، و
موعات    هي: ا

               ,,,,,,,,,,,, cbacbcabacba.  
 :  Complementary Setالمجموعة المكملة 

موعة الشاملة  Aإذا كانت  موعة التي تحتوي على جميع العناصر الموجودة في ا  Sمجموعة ما، فإن ا
موعة  موعة المكملة ل Aوغير موجودة في ا ـــتسمى ا    cAأو  A: الرمزويرمز لها بـ A ــ

ASAحيث:    ، موعةو موعة الشاملة  A تشمل ا وغير  Sجميع العناصر الموجودة في ا
موعة   .Aموجودة في ا

نكتب اختصارا    AxetSxxA  ..:  
  ويمثل بأشكال فن بالمنطقة المظللة كما هو موضح بالشكل التالي:
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 المجموعة القابلة للعد:  
ا تكون قابلة للعد.  إذا أمكن عد أو ملاحظة عناصر مجموعة ما فإ

  :4 رقم مثالال
موعة   ا 6,5,4,3,2,1A موعة  قابلة للعد، بينما ا 100/  xxB.غير قابلة للعد  

 المجموعة المحدودة (المنتهية):  
موعة المحدودة هي  موعة ا   من العناصر، مثلا: ينالتي تحتوي على عدد معا nA ,......,2,1  حيث

n  موعة عدد محدود تسمى مجموعة منتهية، بينما ا 100/  xxB موع  ة وا .......3,2,1C 
ائيتان.  مجموعتان لا

  :عمليات نظرية المجموعات -4
  :Union الاتحاد 
موعة التي تتضمن جميع العناصر الموجودة في  Sمجموعتين جزئيتين من  Bو  Aإذا كانت      Aفإن ا

ا اتحاد في  أو  Bأو في    .AUBز: ، ويرمز لها بالرمBو  Aكليهما تعرف على أ
                         BxouAxxBA  ..: 

موعات والعمليات عليها باستعمال تمثيل ويمكن   توضيحية تسمى أشكال فن  هندسية أشكالا
(Venn diagram)   موعة الشاملة  ذلك بالتعبير عنو موعتين الجزئيتين  Sا  Bو  Aبمستطيل وا

  ادهم المنطقة المظللة كما هو موضح بالشكل التالي:بدوائر داخل المستطيل ويكون اتح
  
  
  
  
  
  

 
A 

A

S 

 

                    

S A B 

AᴜB 
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 :Intersection التقاطع 
موعة التي تتضمن العناصر المشتركة بين Sمجموعتين جزئيتين من  Bو  Aإذا كانت      Bو  A فإن ا

ا تقاطع      .BA، ويرمز لها بالرمز: Bو  Aتعرف على أ
 ونكتب: BxetAxxBA  ..:      

  ويمثل بأشكال فن بالمنطقة المظللة كما هو موضح بالشكل التالي:
  
 
 
 
  
  

موعتين     منفصلتين عن بعضهما البعض  Bو  Aإذا لم توجد عناصر مشتركة بين مجموعتين نقول إن ا
أي أنه إذا كان: BA  فإنA  وB منفصلتان(disjoint).                                             

 : الفرق 
موعة التي تتضمن جميع  A-B  فإن الفرق بينهما Sمجموعتين جزئيتين من  Bو  Aإذا كانت  هو ا

  : ، ونكتبBوغير موجودة في  Aالنقاط الموجودة في 
                                                       BABxetAxxBA  ../  

  ويمثل بأشكال فن بالمنطقة المظللة كما هو موضح بالشكل التالي:
 
 
 
 
 
 
 
  
  
 
   

 

                    

S B A 

A∩B 

 

                    

A
S 

A-B 

B 
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   قوانين نظرية المجموعات: -5
موعات، فإذا كانت تجإن العمليات التي  موعات محكومة بقوانين وبديهيات تفسر العلاقات بين ا رى على ا

A ،B  وC موعة الش    فإن: Sاملة مجموعات جزئية من ا
 :قانون التبديل 

  :  ينص هذا القانون على مايلي 
 ABBA              
 ABBA    

 :قانون التنسيق 
     ينص هذا القانون على مايلي: 

  )()( CBACBA    
    CBACBA   

 :قانون التوزيع 
   ذا القانون على مايلي:ينص ه 

 )()()( CABACBA                                       
 )()()( CABACBA   

 :قانون المكملة 
  ينص هذا القانون على مايلي: 

    AASAA ,    
  SA  ASA  وذلك لأن   SSA و     
 ASA   
 AA  و   A و   AA   

  :قانون الفرق 
  ينص هذا القانون على ما يلي: 

 BABA   
 BBABAABA  )()(  
 )()()( CBCACBA   
  )()( BABA و  ABABA  )()(  

  :انغقانون دي مور  
 ينص هذا القانون على ما يلي:

 BABA   
 BABA   
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  :الفرق التناظري بين مجموعتين 
ولكن ليست  Bأو Aبأنه مجموعة العناصر الموجودة إما في Bو Aنعرف الفرق التناظري بين مجموعتين 

موعتين وفي نفس الوقت  موعتين، أي بمعنى آخر العناصر الموجودة في اتحاد ا موجودة في العناصر المشتركة بين ا
   .BAلفرق التناظري بالرمز ليست موجودة في التقاطع، ونرمز لهذا ا

، حيث إذا كانت  كمايعرف أيضا بالفرق التماثلي وهو عملية ثنائية على مجموعات يرمز لها بالرمز       
موعتين الجزئيتين  موعة التي تحتوي كل العناصر التي تنتمي إلى  BAفالفرق التماثلي   Bو  Aا هو ا

موعة  موعة ولا ت Aا موعة  Bنتمي إلى ا ولا تنتمي   Bبالإضافة إلى كل العناصر التي تنتمي إلى ا
 حيث: Cفالناتج عن عملية الفرق التناظري هو مجموعة نعتبرها  A 1للمجموعة 

C=AB=x/ xA ; xB  أو  xB ; xA 

   A)-(B B) -B = (AAونكتب الفرق التناظري بعلاقة أخرى :      

  شكال فن بالمنطقة المظللة كما هو موضح بالشكل التالي:ويمثل بأ
  

  

 

  

  بعض خواص الفرق التناظري: من خلال تعريف الفرق التناظري نستخلص الخواص التالية:

  AØ  =  A 
 AA  =  Ø 
 AB  =  BA 
 AB  =  (AB) - (AB)  =  (A )  (B ) 
 (AB)D = A (BD) 

  

                                                             
  .12، ص 2000، الدار الدولية للاستثمارات الثقافية، القاهرة، "رياضيات الحاسب مبادئ : "علي نصر الدين الوكيل - 1

 

                    

Ω 

A B 
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  : Experimentالتجربة -ثانيا
تمع بعد دراسة عينة عشوائية تؤخذ  الاحصاء له أهمية كبيرة في استقراء النتائج وصياغة التعميمات عن ا
تمع، وتستعمل نظرية الاحتمال في إعطاء التبريرات الرياضية للتوصل إلى هذه التعميمات من دراسة  من ذلك ا

 تحديد مدى صدق تمثيل العينات للمجتمع ومدى الثقة في العينات، حيث تساعد نظرية الاحتمال في
  الاستدلال.

من المشاهدات والقياسات التي يتم تسجيلها نتيجة إجراء إن مختلف البيانات هي عبارة عن مجموعة 
   التجارب، فمختلف التجارب التي يتم تسجيل نتائجها تدعى تجارب إحصائية.

   التجربة:تعريف 
لمفاهيم في نظرية الاحتمال وهي تقوم على أساس التأكد من تحقق وصول بعض تعد التجربة من أهم ا

التي قد تكون ظروف من صنع الإنسان أو وليدة الصدفة، ويمكن تصنيف التجربة إلى  الظروف المشتركة لظاهرة ما
  صنفين نظامية واحتمالية (عشوائية):

ائجها سلفا على أساس القوانين العلمية هي كل تجربة يمكن أن نتوقع أو نحدد نت التجربة النظامية: 
المعروفة، وهذا النوع من التجارب يراد من ورائه اكتشاف قوانين أو الاستفادة من ما هو موجود في تحقيق 

  بعض الغايات.
هي كل تجربة يمكن تكرارها أو تكون قابلة للتكرار عددا من المرات، وتكون نتائجها   التجربة العشوائية: 

ا تعتمد علىغير محددة سل رب لا يستطيع أن يتنبأ مسبقا بالنتيجة وعدم العشوائيةالصدفة و  فا لكو ، فا
 إمكانية التنبؤ هذه تعطي لهذه التجربة صفتها العشوائية.

ا أي عملية أو مجموعة عمليات محددة لا تعرف نتائجها  كما تعرف التجربة العشوائية (الاحصائية) بأ
يستطاع التنبؤ بنتائجها بشكل مؤكد، وبعبارة أخرى هي كل عملية تعطي مشاهدة مسبقا بشكل حتمي، أي لا 

  .  1أو قياسا لظاهرة
ومن أهم الصفات التي يجب أن تتوفر في التجربة الاحصائية تحديد المشاهدات والبيانات المراد تسجيلها فيها. 

ا النتيجة البسيطة، أي النتيجة التي لا يمكن تقسيمها  ولكل تجربة احصائية نتائج، وتعرف النتيجة للتجربة على أ
أو تحليلها إلى نتيجتين أو أكثر. وتسمى النتائج البسيطة التي يمكن الحصول عليها عند القيام بتجربة احصائية، 

  النتائج الممكنة الحدوث وهي عناصر هامة في دراسة الاحتمالات.
 : 5 رقم مثالال

 لأننا نعلم أن لها نتيجتين إما صورةتعتبر تجربة عشوائية  إلقاء قطعة نقود F  وإما كتابةP  ولكن لا
  نستطيع تحديد نتيجة التجربة مسبقا.

                                                             
 .124، ص  2004، دار اليازوري، الأردن ، "الاحصائيةالموجز في الطرق محمد صبحي أبو صالح: "  - 1
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  رمي مكعب نرد مرة واحدة تعتبر تجربة عشوائية لأننا نعلم أن لها ستة نتائج ممكنة لكن لا نستطيع تحديد
 نتيجة التجربة مسبقا.

 
  العينة والأحداث: فضاء -ثالثا

  : (Sample Space) العينة فضاء -1

  فضاء العينة أو الفضاء العيني لتجربة احصائية هو مجموعة جميع النتائج الممكنة لتلك التجربة.

   :فراغ إمكانات التجربة) /فراغ العينة فضاء العينة ( تعريف  -1-1
 رأويق(  Ωالعينة لتجربة عشوائية هو مجموعة جميع النتائج الممكنة لتلك التجربة، ويرمز له بالرمز  فضاء
omega( إذ تحتوي ،Ω ا تقدم أكبر قد ر ممكن من التفاصيل لهذه على جميع النتائج الممكنة للتجربة، أي أ

 ويقصد بالتجربة العشوائية هنا كل تجربة لا تكون نتيجتها معروفة مسبقا بشكل حتمي.، 1النتائج
  : 6 رقم مثالال

مرة واحدة فإن فراغ العينة في هذه الحالة ري دينار جزائ 10من فئة إذا ألقيت قطعة نقود معدنية متزنة 
  هو: FP,  حيثF  و  لوجه أو الشعار للصورة أو اترمزP  أو الظهر (القيمة).   للكتابةترمز  

  
  
  :7 رقم مثالال

  إذا ألقيت قطعة نقود معدنية متزنة مرتين فإن فراغ العينة هو:
 FFFPPFPP ,,, 

                                                             
 .111، مرجع سابق، ص علي عبد السلام العماري و علي حسين العجيلي - 1
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  :8 رقم مثالال
   إذا تم إلقاء مكعبي نرد متزنين ومتمايزين مرة واحدة فإن:

 6,5,4,3,2,1..6,5,4,3,2,1:),(  jetiji  
 )6,6),.....(1,6(),.....,1,2(),6,1),......(2,1(),1,1( 

  :9 رقم مثالال
، ففي هذه الحالة يكون فراغ Fتتضمن إلقاء قطعة نقود معدنية متزنة حتى ظهور الصورة  إذا كانت التجربة

  العينة هو:
 ...,.........,,, PPPFPPFPFF  حيث أن ،Ω .ائية من النتائج وقابلة للعد  هي مجموعة لا

  إن كل نتيجة ممكنة لتجربة عشوائية هي في الحقيقة عنصر ينتمي لفراغ العينة ويسمى نقطة فراغ العينة.
  :10 رقم مثالال

ال إذا تم اختيار نقطة من ا 1,0 العينة في هذه الحالة هو: ، فإن فراغ  10/  xx  وهو
  يحتوي على عدد من النقاط غير القابلة للعد.

  نميز نوعان من فراغ العينة: أنواع فراغ العينة: -1-2
 :« Discrete Sample Space » فراغ العينة المنفصل (المتقطع) 

ائيا معدودا، أي إذا كان محدودا أو إذا أمكن ربط فضاء منفصلا إذا كان محدودا أو لا يسمى الفضاء العيني
على الأكثر على عدد  Ωإذا احتوى فراغ العينة فربط عناصره واحدا إلى واحد مع الأعداد الصحيحة الموجبة، 

 السابقة ذات الأرقام من العناصر القابلة للعد يسمى فراغا منفصلا، ومن الأمثلة على فراغ العينة المنفصل الأمثلة 
  ).9) و(8)، (7، ()6(

 :« Continuous Sample Space » (المستمر) فراغ العينة المتصل 
يسمى فراغا متصلا. سواء كانت منتهية أو غير منتهية على مجموعة غير قابلة للعد  Ωإذا احتوى فراغ العينة  

 ).10( رقم المثالاغ العينة المتصل ر الأمثلة على فومن 
  : طرق عد عناصر فراغ العينة -1-3

سيكون كبيرا جدا وأن عملية كتابة  Ωفي كثير من التجارب العشوائية نجد أن عدد عناصر فراغ العينة في 
تحديد العدد الكلي نكتفي بجميع النتائج الممكنة للتجربة العشوائية غالبا ما يكون صعبا، في مثل هذه التجارب 

، ومن بين الطرق التي وجود قائمة لجميع تلك النتائجدون أن تكون هناك ضرورة ل Ωللنتائج الممكنة لفراغ العينة 
ا تحديد عدد عناصر  :نذكر Ω يتم 

من النتائج الممكنة    nتتضمن Aلتجربة حيث أن اإذا كانت لدينا تجربتين عشوائيتين،  :قاعدة الضرب 
 معا هو من النتائج الممكنة، عندها يكون عدد النتائج الممكنة للتجربتين mتتضمن   Bلتجربةا بينما

n×m.  
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  :11رقم  مثالال
  ؟ كم عدد النقاط بفراغ العينة إذا تم إلقاء مكعبي نرد متمايزين مرة واحدة  
  : الحل
)(3666:  نتائج ممكنة لكل مكعب، إذن عدد النقاط بفراغ العينة هو 6هناك   mnn 

  :12رقم  مثالال
  ؟ مرات فما هو عدد عناصر فراغ العينة 3زنة إلقاء قطعة نقود معدنية مت تتضمنإذا كانت التجربة 

  الحل:
عدد و  n = 2حيث  Pو إما كتابة  Fالنتيجة الممكن الحصول عليها عند إلقاء قطعة النقود هي إما صورة  

 . k=3ء هي قامرات الإل
)(82:إذن عدد النقاط بفراغ العينة هو 3  knn   

من  mفي  Bمن النتائج الممكنة و التجربة  nتحدث في  Aجربة إذا كانت الت :قاعدة الجمع 
 Bأو التجربة  Aالنتائج المحتملة، وكانت التجربتان متنافيتين فإن عدد النتائج الممكنة من التجربة 

  .n+mهو 
  : 13 رقم مثالال

  ؟ Ω نقوم بإلقاء قطعة نقود أو حجر نرد والمطلوب تحديد فراغ العينة
  :الحل

  
:  ، إذن عدد النقاط بفراغ العينة هوالنرد مكعب رمينتائج ممكنة ل 6 جين ممكنتين لرمي قطعة نقود وهناك نتي 

862)(  mnn 
   :Analysis  binatorialComالتحليل التوافقي 
التحليل التوافقي من خلال تبسيط العد واستنباط طرق أكثر فعالية إلى حساب عدد الحالات  يهدف

عدد الحالات الممكنة المرتبطة بذلك الحدث وبالتالي يصبح حساب الاحتمالات من أهم التطبيقات الملائمة و 
  تيب، التباديل، التوافيق. اويتكون هذا التحليل من ثلاثة عناصر: التر  ،فقياالعملية للتحليل التو 
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 : Arrangementالتراتيب   - أ
ا ا      )(من العناصر حيث  nعنصر من  kختيار التراتيب هي عدد الطرق المختلفة التي يمكننا  nk  ،

موعة مع مراعاة الترتيب في كل حالة سحب (اختيار)، فقد يتم هذا السحب بإعادة العنصر المسحوب  إلى ا
  أو بدون إعادته لذا نميز بين نوعين منها:محل السحب 

 موعات إرجاع) دون  (السحب دون إعادة  :دون إعادة التراتيب يشترط علينا عند تشكيل أي من ا
موعة الشاملةأالممكنة ب أكثر من مرة واحدة ليكون عنصرا في  Ω ن لا نسحب العنصر الواحد من ا

موعة الجزئية   .Aا
 عناصر: ثلاثةلنفرض أنه لدينا مجموعة مكونة من  cba ,,   

  
  
  

    
  
 
  
  
  
  طرق وهي: )3ثلاث (عدد الطرق التي يمكن بموجبها اختيار مجموعة جزئية أحادية يساوي إلى  

cba //  
  طرق وهي:) 6( ستةيساوي إلى  ثنائيةعدد الطرق التي يمكن بموجبها اختيار مجموعة جزئية  

////// cbcabcbaacab  
موعات الجزئية   يساوي إلى:  Ωالتي تحتوي عنصرين من  وعليه فإن عدد ا

6123!23)!13(3)!1( nn 
kkعدد المرتبات وبصفة عامة فإن    عنصرا دون إعادة منn معطى بالعلاقة التالية: عنصر  

  
  
  

!)1()2(.............12 حيث:  nnnn0!1  و   
  

)!(
!
kn
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  :14 رقم مثالال
  منهم ولنحسب بكم طريقة يمكن انتقاء هؤلاء. 6أشخاص، على أن يتم انتقاء  10مجلس الإدارة ترشح لرئاسة 

(لأن مجلس الإدارة يتكون من رئيس، نائب بالتراتيب دون إعادة هنا يتعلق الأمر ) 6kو 10nلدينا:(
فالأمر  وعليه) أي لا يمكن أن يتكرر الشخص ن منصبينالرئيس، ....كما لا يحق للشخص أن يشغل أكثر م

   فإن عدد الطرق هو: منهو  يتعلق بتراتيب دون إعادة،
200.151

!4
!45678910

!4
!10

)!610(
!106

10 





A  

 موعة التراتيب مع الإعادة أكثر من  Ω: السحب مع الإعادة يسمح لنا بانتقاء العنصر الواحد من ا
موعة الجزئية المراد ت فيمرة ليكون عنصرا    شكيلها.ا

موعة  حيث:  Ωلنأخذ مرة أخرى ا cba ,,  
  
  
  
  
  
  
        
  
  
  
 
  طرق وهي: )3ثلاث (عدد الطرق التي يمكن بموجبها اختيار مجموعة جزئية أحادية يساوي إلى  

cba //  
  من ثنائيةعدد الطرق التي يمكن بموجبها اختيار مجموعة جزئية Ω بعين الاعتبار أن السحب  مع الأخذ

  طرق وهي:) 9( تسعةيساوي إلى  يتم مع الإعادة
///////// cccbcabcbbbaacabaa 

موعات الجزئية التي تحتوي عنصرين من   932يساوي إلى:  Ωوعليه فإن عدد ا kn 
kkعدد المرتبات وبصفة عامة فإن    عادة من الإ معا عنصرn معطى بالعلاقة التالية:(  عنصر (  

  
  

kk
nr nA   

a 

b 

c 

aa 

ab 

ac 

ba 

bb 

bc 

ca 

cb 

cc 
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  : 15 رقم مثالال
التالية:  وذلك انطلاقا من مجموعة الأعداد الفردية لنجد كافة الأعداد المؤلفة من مرتبتين، ثلاث مراتب  

 9,7,5,3,1   
nkأي أن:  nفي كلا الحالتين أقل من kو العدد  5n: لدينا عدد الأرقام هو الحل   تشكيل وبما أنه في

  ويمكن تكرار الأعداد، فإننا نكون بصدد استخدام ترتيبة مع التكرار وعليه: الترتيب مهم  فإن الأعداد
  5(الأعداد المكونة من مرتبتينn 2وk( و التي يمكن تكوينها من Ω هو:  

25522
5  AA r

k
nr.  

  5( ثلاث مراتبالأعداد المكونة منn 3وk( و التي يمكن تكوينها من Ω هو: 
 125533

5  AA r
k
nr.  

من  nعنصر مختارة من بين  nـ : التبديلة هي ترتيبة لPermutationsالتباديل   -  ب
nkالعناصر( ،(  نوعين من التباديلبين نميز و: 

 إن متبادلات مجموعة ما ولتكن  :تباديل دون تكرارA  بفرض)A موعات ) هي جملة ا
ض باختلاف ترتيب أحد هذه نفسها والتي تختلف عن بعضها البع Aالممكن تشكيلها من عناصر 

 العناصر على الأقل.
  و نكتب:  nعنصر هو! nإن عدد متبادلات 

 
!)1()2.......(12حيث:   nnnn ) 0!1و ( 

  :16رقم  مثالال
  )3kو 3n( بكم طريقة يمكن تصنيف ثلاث كتب في رف؟

هنا الترتيب مهم ولكن ، Comptوالمحاسبة  Math ، الرياضياتStat بالاحصاء لنفرض أن الكتب خاصة
  :دون تكرار
  
  
  
  
 

  : هو المختلفة لترتيب الثلاث كتب عدد الطرق إذن
6123)23()13(3!33  PPn  

!nPn   

Stat Math Compt Stat Stat Math Math Compt Compt 

Math Math Math Compt Compt Compt Stat Stat Stat 
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 نحتاج في بعض الأحيان لمعرفة عدد تباديل مجموعة من العناصر يكون بعضها التباديل مع التكرار :
...) أو تكرار الأعداد سواء  statistique، را) مثل تكرار الحروف في الأسماء (جرجرةمتماثلا (مكر 

موعة محل السحب.   كانت فردية أم زوجية أو في حالة السحب مع إعادة العنصر المسحوب إلى ا
 knو الثاني... الصنف من  n2عناصر الصنف الأول،  n1عنصر منها  n  عدد التباديل المختلفة لـوعليه فإن 

  من الصنف الأخير هو:
  
  
  : 17رقم مثالال

  ".RECHERCHEالتباديل المختلفة التي يمكن تكوينها من جميع أحرف كلمة " عدد ماهو     
   :حيثH,C,E,R هنا تسعة عناصر كلها غير متميزة مثنى مثنى وهي الأحرف: لدينا

H,C,R يتكرر كل منها مرتين وE عدد التباديل المختلفة هو:  يتكرر ثلاث مرات ومنه  
7560

!3!.2!.2!.2
!93,2,2,2

9 P  
 :التبديلات الدائرية  

  التبديلات الدائرية هي حالة خاصة وهي معطاة بالعلاقة التالية:
  
ا اختيار : onstiCombinaالتوافيق   -  ت عنصر  kالتوافيق هي عدد الطرق المختلفة التي يمكننا 

)(من العناصر حيث أن  nمن  nk   ونميز بين نوعين من ، مع عدم مراعاة الترتيب في كل حالة اختيار
 :التوافيق

 إذا كانت لدينا مجموعة من التوافيق دون إعادة :n  موعات الجزئية عنصر مختلف وأردنا تشكيل جميع ا
)/,(عنصرا مختلفا حيث kن كل منها من الممكنة والتي يتكو  Nknnk   موعات المحصلة تدعى فإن ا

kkبمتوافقات   ــ لn  عنصر مختلف إذا تميزت كل مجموعة عن الأخريات بحسب طبيعة العناصر التي تتكون
موعةمنها فقط ودون النظر إلى ترتيبه  .ا ضمن ا

موعة  حيث:  Ωلنأخذ ا cba ,,  
  
  
  

    
  
  

!!.....!.
!

21

,..., 21

k

nnn
n nnn

nP k   
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ab 

ac 

bc 

)!1(  nPn  
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  طرق وهي: )3ثلاث (عدد الطرق التي يمكن بموجبها اختيار مجموعة جزئية أحادية يساوي إلى  
cba //  

  من ثنائيةعدد الطرق التي يمكن بموجبها اختيار مجموعة جزئية Ω بعين الاعتبار أن السحب  مع الأخذ
  طرق وهي:) 3( ثلاثةيساوي إلى ومع عدم مراعاة الترتيب  إعادة دونيتم 

/// bcacab  
 تعطى علاقة التوافيق دون إعادة بالصيغة التالية:

  
  :  18رقم  مثالال

وين عدد من طالبا وتود الإدارة تك 40حد أقسام الاختصاص بكلية العلوم الاقتصادية من أيتكون 
موعات من  طلاب لزيارة أحد المصانع الموجودة بالمدينة، فبكم طريقة يمكن للإدارة تكوين هذه  10ا

موعات؟    )10kو 40n(ا
إذن في هذه الحالة الترتيب غير مهم ولكن المهم هو اختلاف كل مجموعة عن الأخرى و لو بطالب واحد فقط، 

موعات هو:فالأمر يتعلق بالتوافيق   ، ومنه فعدد الطرق لتكوين هذه ا
 528.660.847

!30!.10
!40

)!1040!.(10
!4010

40 


C 

 إذا كانت لدينا مجموعة التوافيق مع الإعادة :Ω هابـ n  موعات عنصر مختلف وأردنا تشكيل جميع ا
)/,(عنصرا مختلفا حيث kالجزئية الممكنة والتي يتكون كل منها من  Nknnk  تسمى هذه ،

موعات بمتوافقات  kkا    :عنصر لـn  عنصر مختلف إذا تميزت كل مجموعة عن الأخرى بحسب
موعة مع إمكانية  تكرار العنصر طبيعة العناصر التي تتكون منها فقط دون النظر إلى ترتيبها ضمن ا

موعة الواحدة. و   الصيغة التالية:لتوافيق مع الإعادة بـا تعطى علاقةنفسه في ا
  
  
  : Eventدث االح -2

وبعبارة أخرى، الحادث هو مجموعة ، Ωدث هو مجموعة جزئية من فراغ العينة االحدث: اتعريف الح -2-1
نتيجة بسيطة دث على اإذا احتوى الحتائج، فمكونة من نتيجة بسيطة واحدة أو أكثر أو لا يحتوي على أي ن

ويرمز للأحداث عادة  ،1يسمى حدثا مركباإنه أكثر ف نتيجتين أو دثا بسيطا، أما إذا احتوى علىاحواحدة سمي 
 ،.....A ،B ،Cبالحروف 

  
                                                             

 .125صبحي أبوصالح، مرجع سابق، ص  محمد - 1

)!!.(
!

knk
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  :19رقم  مثالال
 إذا تم إلقاء مكعب نرد مرة واحدة فإن فراغ العينة هو: 6,5,4,3,2,1 

 ونكتب 3دث الحصول على الرقم اح: Aدث االح نعرف 3Aدث بسيطاح هو.  
 ونكتب دث الحصول على رقم فردياح :Bدث االحنعرف و  5,3,1Bدث مركب من أحداث اح هو

  .بسيطة
  : الأحداث فيتتمثل أهم أنواع أنواع الأحداث:  -2-2

دث الذي يحتوي على جميع عناصر فراغ العينة ا: هو الحCertain Event المؤكد دثاالح  
 Aدثا مؤكدا إذا كان ايكون ح Aدث افالح

  
  
  

دث الذي لا يحتوي على أي نتيجة من ا: هو الح Impossible Event دث المستحيلاالح 
 .Aن مستحيلا إذا كان مثلا يكو  Aدث انتائج فراغ العينة، فالح

 Aدث ادث المكمل للحاالح:  Complementing Eventدث المكمل (المتمم)االح 
ويرمز  Aدث الأصلي ادث الذي يحتوي على جميع نتائج التجربة العشوائية التي لا يشملها الحامثلا هو الح

  حيث A دث بالرمزالذلك الح AA  وAA  
  
  
  

  
  : 20 رقم مثالال

الحصول على على أنه حادث  A دثاالح عرفناإذا ف، مرة واحدة إلقاء قطعة نردتتضمن التجربة العشوائية 
  الحصول على عدد زوجي. حادث وهو Aدث ادث المتمم للحاهو الح A دثاالح فإن، عدد فردي

 6,5,4,3,2,1  
A                                                                                 الحادث 5,3,1A  

A                                                              الحادث  6,4,2 AA  
 Aن أ: الأحداث المتنافية هي الأحداث المانعة لبعضها البعض، فيقال وغير المتنافية الأحداث المتنافية 

حدثان متنافيان إذا كان حدوث أحدهما يمنع حدوث الآخر، أي أنه من المستحيل وقوع الحدثين  Bو 

 

 
 

A 
Ω  

A 
Ω 
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بمعنى  نفس الوقت أي فيمعا  BA أما إذا أمكن الحصول على حدثين من آن واحد يقال ،
ا حوادث غير متنافية  أ BA.   

  : 21 رقم مثالال
هور الشعار ينفي ظهور القيمة وظ  Fينفي ظهور الشعارP ند إلقاء قطعة النقود فإن ظهور القيمة ع

حقق بالتالي ويت FP .  

  
123عامة تكون الأحداثفة وبص ,,,....... AAAAn :متنافية ثنائيا (مانعة لبعضها البعض) إذا كان   

jiAA ji  / 
حدوث  مستقلان إذا كان Bو  Aن ان الحدثأ: يقال وغير المستقلة والشرطية الأحداث المستقلة 

أحدهما لا يؤثر ولا يتأثر بحدوث أو عدم حدوث الآخر، وبصورة عامة تكون الأحداث 
، أما إذا كان وقوع حدث ما مستقلة إذا كانت لا تؤثر ولا تتأثر ببعضها البعض 

دث ما مرتبط بتحقق أو عدم ايؤثر في وقوع حدث آخر فنكون بصدد حوادث غير مستقلة، وإذا كان ح
 دث شرطي. ادث آخر نقول عن هذا الأخير أنه حاق حدوث حتحق
  نتائج عدة رميات متعاقبة لقطعة نرد حوادث مستقلة عن بعضها البعض، إذ أن ظهور رقم معين في

  دث ظهور رقم معين في الرمية الموالية.اإحدى الرميات مستقل تماما عن ح
 وعليه تكون الأحداث مستقلة الثانية عند السحب بالإعادة فالسحبة الأولى لا تؤثر على السحبة. 

  :22 رقم مثالال
  قوم برمي زهرة نرد متجانسة ونركز على النتيجة التي تظهر على السطح:ن

  .أكتب فراغ العينة (مجموعة إمكانات التجربة) - 1
 .   : نتيجة الرمية عدد فرديB.   : نتيجة الرمية عدد زوجيA عين الأحداث التالية: - 2

 C3دد أقل تماما من : نتيجة الرمية ع               D 7: نتيجة الرمية عدد أقل تماما من  .  
 E  6: نتيجة الرمية عدد أكبر من  .                 F 2: نتيجة الرمية عدد من قوى. 

  :  الحل
 إن تجربة رمي زهرة نرد تخلص إلى ستة نتائج ممكنة، وهي: 6,5,4,3,2,1  

  ة عدد زوجي: نتيجة الرميAالحادث  6,4,2A  
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 : نتيجة الرمية عدد فرديBالحادث    BAB 5,3,1 
,    BAB 5,3,1    6,4,2A  عليه فإن الحدثان وA  وB  حدثان مكملان

 لبعضهما البعض.

       3: نتيجة الرمية عدد أقل تماما من C الحادث 2,1C   

 أي  7: نتيجة الرمية عدد أقل تماما من Dالحادث    6,5,4,3,2,1D  ومنه نقول أن الحدثD 

 .هو حدث أكيد

أي   6 : نتيجة الرمية عدد أكبر منEالحادث   E  ومنه نقول أن الحدثE حدث مستحيل هو.  
أي   2عدد من قوى : نتيجة الرمية Fالحادث  4,2,1F    

  الاحتمال: - رابعا
 كثيرا ما نستخدم كلمة الاحتمال في حياتنا اليومية، فنقول مثلا:: مفهوم الاحتمال -1
 ن إمكانية سقوط المطر اليوم كبيرة جدا.إ 
 دة أمام الطالب للنجاح هذا الموسم.إ ّ  ن الفرصة جي
  احتمال فوز الفريقA  على الفريقB كبير. 

بير السابقة مبني على مفهوم الاحتمال، أي ترجيح حدوث حدث معين في المستقبل غير اكل تعبير من التع
مؤكد الوقوع، ونظرا لكون الكلام لا يتعدى تقديرات عامة فإن الأخصائيين لا يرضون بالتعبير عن الاحتمال بأنه 

ايته ، ضفاء طابع الدقة عليهصغير أو كبير، بل يرون ضرورة قياسه رقميا بقيمة عددية لإ ويقاس الاحتمال بقياس 
ايته العليا االصغرى وهي الصفر والتي تعكس الاستحالة المطلقة لتحقيق الح هي الواحد والتي تعكس و دث، و

دث وبالتالي فإن القيمة العددية للاحتمال هي عبارة عن كسر يقع بين الصفر االحقيقة المطلقة لتحقيق الح
والواحد 1,0P  .  

مجموعة منتهية أي يحتوي على عدد محدود من النقاط وكانت هذه النقاط متساوية  Ωفإذا كان فراغ العينة 
  من حيث إمكانية حدوثها 

  )1)(......)()(,.......,( 2121 n
wPwPwPwww nn   
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A دث افإن احتمال حدوث الح Aط فراغ دث إلى عدد نقاايساوي نسبة عدد نقاط ذلك الح
  :العينة، أي أنّ 

  
  
  
  
  
  

  :23المثال رقم 
لتكن التجربة العشوائية المتمثلة في إلقاء قطعة معدنية متزنة ثلاث مرات، والمطلوب هو تحديد فراغ العينة لهذه 

  حدوث الأحداث التالية: التجربة العشوائية، ثم إيجاد احتمال
 واحدة على الأقل. الحصول على صورة 
 ة. ةالحصول على ثلاث  وجوه متشا
 على الأكثر. الحصول على صورتين 
  الحل:

)(82عند إلقاء قطعة النقود ثلاث مرات فإن فراغ العينة:   3 n  
  
  
  
  
  

    
  
  
  
 

  هو: Ωوعليه فإن فراغ العينة  
 PPPPPFPFPPFFFPPFPFFFPFFF ,,,,,,,  

  

  عدد الحالات الملائمة     

                                        =)(AP                                              )(
)()(




n
AnAP  

)(حيث:                    (الكلية)عدد الحالات الممكنة   An عدد النقاط فيA  و)(n عدد النقاط في  

F 

F 

F 

F 

P 

P 
F 

P 
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 واحدة على الأقل: الحصول على صورة 
  7)(,,,,,,  AnPPFPFPPFFFPPFPFFFPFFFA  

8
7

)(
)()( 




n
AnAP  

 :ة  الحصول على ثلاثة وجوه متشا
  2)(,  BnPPPFFFB  

4
1

8
2

)(
)()( 




n
BnBP  

 :الحصول على صورتين على الأكثر 
 PPPPPFPFPPFFFPPFPFFFPC ,,,,,,  

8
7

)(
)()( 




n
CnCP  

  التعريف الرياضي للاحتمال:  -2
حدث  A(مهما يكن  P)Aائية، فإن الدالة (تمثل مجموعة النتائج الممكنة للتجربة العشو  Ωإذا كانت 

 :1) تسمى احتمالا إذا حققت الشروط التاليةΩمن 
1      /1)(0  AP  لأي حدثA  ينتمي إلىΩ. 
2     /0)( P 1و)( P .  
)()()(حدثان متنافيان فإن: Bو A/ إذا كان 3 BPAPBAP   :لأن  

0)()(   PBAPBA 
 هذه الشروط الثلاثة تسمى مسلمات الاحتمال التي من خلالها يمكن تحديد مفهوم الاحتمال.

مجموعة الأحداث، فنسمي احتمال  Aتمثل مجموعة النتائج الممكنة لتجربة عشوائية و  Ωإذا كانت : ملاحظة
ال [ Aمن  P) كل تطبيق A ،Ωعلى (      نسمي الثلاثية ، و إذا تحققت الشروط الثلاثة السابقة ]1،0على ا

)P ،A ،Ω .فضاء احتمالي (  
   خواص: -3

)(1)(يكون:  Aدث الأي ح الخاصية الأولى:  APAP  
  :البرهان

  
  

                                                             
و مصطفى جلال مصطفى، ل، جو شيلر و ألو سرييقاسان: " سلسلة شوم الاحتمالات والاحصاء" ترجمة محمود علي أبو النصر موراي شبيج - 1

   .12، ص 2004الدار الدولية للاستثمارات الثقافية، مصر ، 

 

 A 
Ω 



ت ولا ا    ا ا   
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       لدينا: 








AA

AA
                          ) يكون:3) و(2المسلمتين ( دثان متنافيان وعليه مناح و  Aولدينا: 

                      
                                                              وعليه فإن:  P(Ω)=1 لأن 
 إذا كان حالة حدثين :A  و  B فإن نان متنافياحدث: 

 0)()(   PBAPBA   
)()()(          تماعهما يساوي مجموع احتمالهما أي أن:تحقق اج إذن BPAPBAP   
  
  

   
  

                                       B                                                                                                                 
                                                                                                                                                                 

  
  : 23رقم  مثالال

حمراويين سحبنا كرة واحدة من هذا  2واحدة سوداء و ، بيضاوين 2كرات:   5لدينا صندوق به     
  ، لنحسب احتمال الحصول على كرة بيضاء أو سوداء؟الصندوق

  :الحل
 :احتمال الحصول على كرة بيضاء هو       
 :احتمال الحصول على كرة سوداء هو      

الكرة المسحوبة إما بيضاء أو سوداء ولا يمكن أن تكون بيضاء أو سوداء في آن واحد (الحدثان متنافيان) إذن 
   مال الحصول على كرة بيضاء أو سوداء هو:فاحت

5
3

5
1

5
2)()()(  NPBPNBP                                                      

 الخاصية الثانية: 
   يكون: Bو  Aكيفيان ن  الأي حدث 

               )()()()( BAPBPAPBAP  
  
  

A 

                    

B 
Ω 



ت ولا ا    ا ا   
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  : : لديناالبرهان
  

                                                                                                                                                  
                                                                                                                                                                              

                                                                                                                                                                                                             
 
  
  
 
  
  أحداث متنافية ومنه: هي  و  و   الأحداثو 

)1....(..........).........()()()( ABPBAPBAPBAP   
  لدينا:و 

          :ومنه
)2......().........()()()()()( BAPAPBAPBAPBAPAP 

  ولدينا:

  
           :ومنه

)3......().........()()()()()( BAPBPABPBAPABPBP 
   ) نجد:1في المساواة ( )3) و (2( بتعويض

)()()()(
)()()()()()(

BAPBPAPBAP
BAPBPBAPBAPAPBAP




  
  وعليه يكون: 

)()()()( BAPBPAPBAP   
  

BAإذا كان  : الخاصية الثالثة   :فإن  

 







)()(
)()()(

BPAP
APBPABP

                  

  

 

                    

Ω 
A B 

A∩B   



ت ولا ا    ا ا   
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  : البرهان
  
  
  
  

BAإذا كان   فإنA  وAB حدثان متنافيان واتحادهما هوB  ّأي أن:  
 )( ABAB   

   :وعليه يكون
)()()()()()]([)( APBPABPABPAPABAPBP   

  ): 1ومن المسلمة (
)()(0)()(0)( APBPAPBPABP   

)()(  وعليه فإن:  BPAP   
  ثلاث أحداث غير متنافية: Cو  B,A إذا كان  نظرية:

 قاعدة جمع الحوادث غير المتنافية:  

)()(
)()()()()()(

CBAPCBP
CAPBAPCPBPAPCBAP




  
  قاعدة ضرب الحوادث: 

)()(
)()()()()()(

CBAPCBP
CAPBAPCPBPAPCBAP




  : 24 رقم مثالال
عند ظهور  Pعند ظهور الصورة و Fنسجلو إلقاء قطعة نقدية معدنية متزنة ثلاث مرات،  ب نقوم

  .الكتابة

  .فراغ العينة حدد- 1
  ، على الأقل ) مرتينF: ظهور الصورة (A  التالية وأحسب احتمال حدوثها: أوجد الأحداث- 2
B ر الصورة (: ظهوF (.في الرمية الثانية  
BABAAأوجد الأحداث التالية وأحسب احتمال حدوثها: - 3  ,, 

  

A 
B 

 



ت ولا ا    ا ا   
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  الحل: 

)(822 / فراغ العينة:1 3  nn        ومنه  

              PPPPPFPFPPFFFPPFPFFFPFFF ,,,,,,,  

  احتمال حدوث الأحداث:/ 2

   5,0
8
4

)(
)()(,,, 




n
AnAPFFFPFFFPFFFPA  

  5,0
8
4

)(
)()(,,, 




n
BnBPPFPPFFFFPFFFB  

   / احتمال حدوث الأحداث:3

       5,0
8
41)(1)(,,,  APAPFFFPFFFPFFFPAA  

 
8
5

)(
)()(,,,, 





n

BAnBAPPFPFFFPFFFPFFFPBA  

 
8
3)(,,  BAPPFFFFPFFFBA  

8
5

8
3

2
1

2
1)()()()(  BAPBPAPBAP  

 
8
1)()(  BAPBAPFPFBABA  

  :  25 رقم مثالال
  . 7على أنه مجموع الرقمين الظاهرين يساوي  Aمرتين متتاليتين، وعرفنا الحدثمتزنة عند رمي زهرة نرد 

  .Aثم أحسب احتمال الحدث فراغ العينة حدد 
)(3666  :الحل n       ومنه  

      )6,6),....(1,6),......(1,2(),6,1),.....(2,1(),1,1(  
 )1,6(),2,5(),3,4(),4,3(),5,2(),6,1(A  :وعليه فإن  

6/1
36
6)( AP  

  



ت ولا ا    ا ا   
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  :ilityConditional Probab لاحتمال الشرطيا -4

 Bشرط تحقق الحدث  Aالذي يقرأ احتمال تحقق الحدث  P(A/B)تستخدم نظرية الاحتمال الرمز 
 Aقد تحقق، هذا الاحتمال الجديد للحدث  Bعلما أن الحدث  Aبصورة مسبقة، أو احتمال تحقق الحدث 

  .P(A/B)و يرمز له بالرمز   Bإذا علم وقوع الحدث  Aيسمى الاحتمال الشرطي للحدث 
 Bإذا علم حدوث الحدث  Aن فإن الاحتمال الشرطي للحدث احدث Bو  A: إذا كان تعريف -4-1

  :1يعرف كمايلي
0)(......

)(
)()/( 


 BP

BP
BAPBAP  

 هو: Aإذا علم حدوث الحدث  Bوبالمثل يكون الاحتمال الشرطي للحدث 
0)(......

)(
)()/( 


 AP

AP
BAPABP  

  :26 رقم مثالال

اية السداسي الأول وجد أن       من طلبة السنة الأولى جذع مشترك نجحوا في مقياس  %40في اختبار 
  نجحوا في مقياسي الاحصاء والرياضيات. %20نجحوا في مقياس الرياضيات و   %25الاحصاء و 

يمثل  Bيمثل نجاح الطالب في مقياس الاحصاء و الحدث   Aفإذا تم اختيار أحد الطلبة عشوائيا وكان الحدث
  أوجد احتمال حدوث الحوادث التالية:نجاحه في مقياس الرياضيات ، ف

  أنه نجح في مقياس الاحصاء.نجاح الطالب في مقياس الرياضيات إذا علمنا 
  أنه نجح في مقياس الرياضيات.نجاح الطالب في مقياس الاحصاء إذا علمنا 
  رسوبه في مقياس الرياضيات.نجاح الطالب في مقياس الاحصاء إذا علمنا 
 في مقياس الرياضيات. رسوب الطالب في مقياس الرياضيات شرط رسوبه 
)(2.0من المعطيات نجد:   الحل:  BAP      ،25.0)( BP     ،4.0)( AP  
  أنه نجح في مقياس الاحصاء:يات إذا علمنا احتمال نجاح الطالب في مقياس الرياضحساب 

5.0
4.0
2.0

)(
)()( 




AP
BAPABP 

  أنه نجح في مقياس الرياضيات:احتمال نجاح الطالب في مقياس الاحصاء إذا علمنا حساب 
8.0

25.0
2.0

)(
)()( 




BP
BAPBAP 

                                                             
ل، جو شيلر و ألو سرييقاسان: " سلسلة شوم الاحتمالات والاحصاء" ترجمة محمود علي أبو النصر و مصطفى جلال مصطفى، موراي شبيج - 1

  .15،  14مرجع سابق، ص ص 



ت ولا ا    ا ا   
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  رسوبه في مقياس الرياضيات:احتمال نجاح الطالب في مقياس الاحصاء إذا علمنا حساب 
27.0

75.0
2.0

25.01
2.04.0

)(1
)()(

)(
)()( 













BP
BAPAP

BP
BAPBAP 

  في مقياس الرياضيات: احتمال رسوب الطالب في مقياس الرياضيات شرط رسوبهحساب 

)(1
)(1

)(1
)(

)(
)()(

AP
BAP

AP
BAP

AP
BAPABP











 

    92.0
4.01

2.025.04.01
)(1

)()()(1)( 









AP

BAPBPAPABP  
  :قاعدة الضرب للاحتمالات الشرطية -2 -4

)(ن نجد أنه من المناسب حسابفي بعض الأحيا BAP   وذلك بتطبيق الصيغة التالية التي تم استنباطها

  من تعريف الاحتمال الشرطي:

 0)()........./()()(  APABPAPBAP  
 0)()........./()()(  BPBAPBPABP  

  إرجاع).دون ن إعادة (و د هذه العلاقة في حالة السحب على التوالي ووتستخدم 

  :27 رقم مثالال

  كرات خضراء.  5كرات حمراء و  3دون إعادة من صندوق به  أننا سنسحب كرتان على التوالي و لنفرض

  : ما احتمال سحب الكرة الأولى حمراء والثانية خضراء.المطلوب

  :الحل

  : حدث سحب كرة خضراء وعليه فإن:B:حدث سحب كرة حمراء  و Aليكن  

 
8
3)( AP          و

8
5)( BP  

وعليه فالمطلوب هو حساب احتمال سحب الكرة الأولى حمراء والثانية خضراء، وما دام السحب على التوالي 

  ودون إعادة فإن عملية السحب الأولى تؤثر على عملية السحب الثانية وبالتالي يكون: 

56
15

7
5

8
3)/()()(  ABPAPBAP  



ت ولا ا    ا ا   
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لا يتحقق إلا  مرتبط بتجربة ما Bما وليكن  في حالات كثيرة قد يكون وقوع حدث: الاحتمال الكلي  -5

موعة كلية  An,……, A2, A1 :  بتحقق أحد الحوادث المتنافية    .والتي تشكل تجزئة 

  :تجزئة فضاء العينة  -5-1

موعة  An,……, A2, A1إذا كانت  تمثل متوالية من الأحداث فإنه يقال بأن ا iA  حيث
ni ,.........2,1 :هي تجزئة لفراغ العينة إذا وفقط إذا تحقق الشرطان التاليان  














)()...2

)...1
1

jiAA

A

ji

n

i
i




 

  : 28 رقم مثالال
    :فراغ العينة هو عند إلقاء قطعة نقود معدنية مرة واحدة، عندئذ يكون PF ,  

موعة إذ  ن ا    FP             هي تجزئة لفراغ العينة لأن:,
   
   






PF

PF
)...2

)...1
  

  :نظرية الاحتمال الكلي  -5-2

كل موجبا ل iA ، وكان احتمال أي جزءتشكل تجزئة لفضاء العينة  An,……, A2, A1إذا كانت 

))(i ),.....,1,0قيم  niAP i  كان  وB حدث ينتمي لنفس فراغ العينة  :فإن  

  

 البرهان:

  

                                                                                        

                                                           

 

لدينا من الشكل:  BB          

)..............( 21 nAAABBB   





n

i
ii ABPAPBP

1
)/()()(  

 

                    

Ω 1A
 

2A
 

iA
 

nA
 

B 



ت ولا ا    ا ا   
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)()(..............)(                  ومنه:      21 nABABABB   

).........(,.....),()(والأحداث:   12 ABABAB n    :هي أحداث متنافية لذلك فإن  

)(..............)()()( 21 nABPABPABPBP   

)()()/(اعدة الضرب للاحتمالات الشرطية  وبتطبيق ق iii ABPAPABP   :نجد    

)/()(..............)/()()/()()( 2211 nn ABPAPABPAPABPAPBP 

  وعليه يكون:                                                

  

  و تدعى هذه العلاقة بصيغة الاحتمال الكلي، وهي تلعب دور هام في حل الكثير من المسائل الاحتمالية.       

  :29 رقم مثالال
% من إنتاج المصنع، وتنتج 40بأحد المصانع ثلاث ورشات إنتاجية، حيث تنتج الورشة الأولى  تإذا كان

 %.25% من إنتاج المصنع والباقي تنتجه الورشة الثالثة أي 35الورشة الثانية 
 ت ة (فاسدة) في المصنع ككل، علما بأن نسب الإنتاج المعيب في الورشابما احتمال إنتاج وحدة معي

  ؟ %2%، 3%، 5على الترتيب:  والثلاث ه
 : الحل

  وعليه فإن: حدث أن الإنتاج كان من قبل الورشة  iA، و ةبهو حدث إنتاج وحدة معي Dنفرض أن 
25,0)(,35,0)(,40,0)( 321  APAPAP  

)/(وأن الحدث:  iADا منتجة من قبل الورشة  (فاسدة)ة بيعني الوحدة معي  وبذلك يكون: علما أ
02,0)/(,03,0)/(,05,0)/( 321  ADPADPADP  

  

  

  

    

  





n

i
ii ABPAPBP

1
)/()()(   



ت ولا ا    ا ا   
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  بتطبيق قاعدة الاحتمال الكلي:  





n

i
ii ADPAPDP

1

)/()()(  

0355,002,025,003,035,005,04,0
)/()()/()()/()()( 332211


 ADPAPADPAPADPAPDP  

)(0355,0وعليه نجد:         DP  

  :Bayes Theorem قاعدة بايز  -6

يز كيفية حساب الاحتمالات الشرطية لحوادث متنافية تشكل مجموعة كلية ومرافقة لحدث تعالج قاعدة با

مثلا فما احتمال أنه وقع بسبب Bما، وتفيد هذه النظرية في الإجابة على التساؤل التالي: إذا وقع الحدث 

  .  iAالحدث

موجبا لكل  iA، وكان احتمال أي جزءتجزئ فراغ العينة  أحداث An,……, A2, A1إذا كانت 
))(i ),.....,1,0قيم  niAP i  وكانB ّ0أي حدث بشرط أن)( BP:فإن  

  

   البرهان: 

لدينا: 
)(

)(
)/(

BP
BAPBAP i

i


 ه ومن  







 n

i
ii

ii
i

ABPAP

ABPAPBAP

1
)/()(

)/()()/(
 

A1 

A2 

A3 

N 

D 

D 

N 

D 

N 

0.4 

0.35 

0.25 

0.05 

0.03 

0.02 



ت ولا ا    ا ا   
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)/()()/()()( iiii ABPAPBAPBPBAP   

)()/()()/.........()....1(                                         أي أنّ:  iii ABPAPBAPBP   

)(0:  علمنا أنّ  BP)( ) على1وبقسمة طرفي المعادلة ( BP      :نجد  

                       )(
)/()(

)/(
BP

ABPAPBAP ii
i


  

  تحقق شروط الاحتمال الكلي وعليه:      An,……, A2, A1 ثوبما أنّ الأحدا

  



n

i
ii ABPAPBP

1
)/()()(  

ومنه:         






 n

i
ii

ii
i

ABPAP

ABPAPBAP

1

)/()(

)/()()/(    

  نظرية) بايز. - وتدعى هذه العلاقة بدستور (قاعدة  

   :30 رقم مثالال

لمنتجة في المصنع، فوجدت إذا تم اختيار وحدة من الوحدات اف)، 29 رقم بالرجوع إلى المثال السابق (المثال
ا أنتجتها ؟ ا فاسدة (معيبة)، أي الورشات ترجح أ   أ

  الحل: 

  :لنفرض أن الورشة الأولى هي التي أنتجت الوحدة الفاسدة وعليه يكون الاحتمال  

56,0
0355,0

05,04,0

)/()(

)/()()/(

1

11
1 












n

i
ii ADPAP

ADPAPDAP  

  :لنفرض أن الورشة الثانية هي التي أنتجت الوحدة الفاسدة وعليه يكون الاحتمال  

295,0
0355,0

03,035,0

)/()(

)/()()/(

1

22
2 












n

i
ii ADPAP

ADPAPDAP  



ت ولا ا    ا ا   
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  :لنفرض أن الورشة الثالثة هي التي أنتجت الوحدة الفاسدة وعليه يكون الاحتمال  

14,0
0355,0

02,025,0

)/()(

)/()()/(

1

33
3 












n

i
ii ADPAP

ADPAPDAP  

بناءا على النتائج السابقة فإننا نرجح أن الورشة الأولى هي التي أنتجت هذه الوحدة الفاسدة لأن احتمالها هو 
  الأكبر.

  :ndent Events Indepeالأحداث المستقلة  -7

إذا كان احتمال وقوع حدثين أو أكثر معا في آن واحد يساوي إلى حاصل ضرب احتمال وقوع كل 
ما مستقلان، وعليه يقال أن الح ،منهما   مستقلان إذا تحققت أحد الشروط التالية:  Bو  A دثان انقول عنهما أ

)()()() BPAPBAPI  

0)(.);........()/()  BPAPBAPII  

0)(.);........()/()  APBPABPIII  
  أن الشروط الثلاثة متكافئة فإنه يكفي التوضيح بأن: ولتوضيح

)()( III     و أن)()( IIIII   و أن)()( IIII   

)()()(فإذا كان:     BPAPBAP        :فإن  

0)();......(
)(

)()(
)(

)()/( 





 BPAP
BP

BPAP
BP

BAPBAP  

)()(وعليه فإن:  III   

)/()(إذا كان: و  APBAP  :فإن  

)(
)().(

)(
)().()/(

AP
BPAP

AP
BPBAPABP 

0)(;0)();......(
)(

)().()/(  APBPBP
AP

BPAPABP  



ت ولا ا    ا ا   
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)()(وبالتالي فإن:  IIIII   

)/()(وإذا كان:   BPABP  :فإن  

0)();.......().()().()(  APAPBPAPABPBAP  

)()( وعليه فإن: IIII   

)()()( من الواضح أن: BPAPBAP    0كان إذا)( AP  0أو)( BP   

)()()(وأن العلاقة  BPAPBAP  متماثلة فيA   وB :بمعنى أن ،  

)()()()()()( APBPBPAPABPBAP   

  ملاحظة:

تجدر الاشارة إلى وجود اختلاف بين الأحداث المستقلة والأحداث المتنافية، فليس من الضروري أن 
  :يتضمن أحدهما الآخر

  فإذا كانA   وB 0 حادثين متنافيين وكان)( AP   0و)( BP :فإن  

)()(0)( BPAPBAP   وبالتالي يكون الحادثانA   وB  .غير مستقلين  

  وإذا كانA   وB  0حادثين مستقلين، و كان)( AP  0و)( BP  :فإن  

0)(0)()(  BAPBPAP  .وبالتالي يكون الحادثان غير متنافيين  

  0لكن يكون الحدثان المتنافيان مستقلان إذا وفقط إذا كان)()(  BPAP  وهذا صحيح إذا
)(0أي إذا كان:  وفقط إذا كان احتمال أحدهما مساوي للصفر AP  0أو)( BP   

ثلاثة أحداث فإننا نقول أن  Cو  A،Bدثين، فإذا كان اكن تعميم خاصية الاستقلالية لأكثر من حيمتعميم: 
A،B  وC لشروط التاليةمستقلة ثنائيا إذا وفقط إذا تحققت ا:  

)()()()1 BPAPBAP  



ت ولا ا    ا ا   
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)()()()2 CPAPCAP   

)()()()3 CPBPCBP   

  مستقلة كليا:Cو A،Bإذا تحقق الشرط التالي إضافة إلى الشروط الثلاثة أعلاه نقول أن الأحداث 

)()()()()4 CPBPAPCBAP   
)()()(( Ωمعرفين على فراغ العينة  ين مستقليندثاح Bو  Aإذا كان  خواص: BPAPBAP  (

)(: فإن BA و)( AB  و)( BA  دثين مستقلين.اهي أزواج من ح   

 A  وB ؟ دثان مستقلاناح  )()()( BPAPBAP   

  البرهان: 

  

  

  

  

  يتضح أن: من الشكل أعلاه

)()()()()()( BPAPAPBAPAPBAP   

         ين مستقليندثاح Bو  Aلأن   )()()(1)()( BPAPBPAPBAP   

)()()(ونكتب:  دثان مستقلاناح Bو  Aوعليه فإن:  BPAPBAP   

 B  وA ؟ دثان مستقلاناح )()()( APBPABP   

  يتضح أن: من الشكل أعلاه

 

                    

Ω 
A B 

A∩B   
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)()()()()()( BPAPBPBAPBPABP   

         ين مستقليندثاح Bو  Aلأن   )()()(1)()( APBPAPBPABP   

)()()( أي: دثان مستقلاناح Aو  Bوعليه فإن:      APBPABP   

 A  وB ؟ دثان مستقلاناح )()()( BPAPBAP   

  مورغان فإن: حسب قانون دي

 )()()(1)(1)()( BAPBPAPBAPBAPBAP 

)()()()(1)()()(1)( BPAPBPAPBAPBPAPBAP 

  ين مستقلينحدث Bو  Aلأن  

  )(1)(1)()()()(1)( BPAPBPAPBPAPBAP   

   )()()(1)(1)( BPAPBPAPBAP   
)()()( : أي دثان مستقلاناح Bو  Aوعليه فإن:      BPAPBAP    
  :31 رقم مثالال

دث الحصول على وجهين ابأنه ح A دثاعرف الحنفي تجربة إلقاء قطعة نقدية معدنية متزنة مرتين،  
ين، والح الحصول حادث  Cدث االح كما نعرفدث الحصول على صورة واحدة على الأقل،  اح Bدث امتشا

  على صورة في الرمية الأولى. 
  .صر فراغ العينة، ثم بينّ إذا كانت الأحداث مستقلة ثنائياحدد عنا المطلوب:

  : الحل
)(42 عدد عناصر فراغ العينة  2 n      :ّأي أن PPPFFPFF ,,,  

 
2
1

)(
)()(, 




n
AnAPPPFFA  

 
4
3

)(
)()(,, 




n
BnBPFFPFFPB  

 
2
1

)(
)()(, 




n
CnCPFFFPC  

 حتى يكون A و B ب أن تتحقق المساواة: يج دثان مستقلاناح)()()( BPAPBAP  

 
4
1)(  BAPFFBA  
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)(
4
1

8
3

4
3

2
1)()( BAPBPAP   

  .مستقلانغير دثان اح Bو A  ومنه 
 يكون A و C إذا تحققت المساواة:  دثان مستقلاناح)()()( CPAPCAP  

 
4
1)(  CAPFFCA  

)(
4
1

2
1

2
1)()( CAPCPAP   

  .مستقلاندثان اح Cو Aومنه  
 B وC شرط تحقق:  دثان مستقلاناح)()()( CPBPCBP  

 
2
1

4
2)(,  CBPFFFPCB   

)(
2
1

8
3

2
1

4
3)()( CBPCPBP   

  .مستقلانغير دثان اح Cو B  ومنه
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  تمارين محلولة:
  :التمرين الأول

موعة التالية:  لتكن ا 4,2,5,3,0,21  ولتكن ،A،BوC ثلاث مجموعات جزئية من 
 حيث: 2,3,0 A ، 4,2,5,21 B ، 4,21 C  

موعات التالية:  :المطلوب ,,,,,,,,إيجاد ا CBBABABABABABA   
  :لــالح

 4,5,21,2,3,0 BA   و 2BA و  4,5,21  AA  و 3,0 BB                        
و    )( BABA  و   4,5,3,0,212)(  BABA                                  

و 3,0 BABA     و   4,5,3,0,214,21)(  CBCB  
   :التمرين الثاني

  .9، .....،1، 0تحمل حقيبة قفل رقمي يتكون من ثلاث خانات متماثلة، كل خانة يمكن أن تحمل الأرقام 

  ) ا تكوين رقم سري  أعداد) إذا كان التكرار ممكن. 3كم طريقة يمكن 
  ) ا تكوين رقم سري   أعداد) إذا كان التكرار غير ممكن. 3كم طريقة يمكن 

  ل:ــالح

  أعداد) إذا كان التكرار ممكن. 3ا تكوين رقم سري ( عدد الطرق التي يمكن 

3k و 10nلدينا:  nk  ه عليداد (في الأعداد الترتيب مهم) و نه رقم سري يتكون من ثلاث أعأوبما

100010) وعليه فإنه يمكن تكوين: نستخدم ترتيبة مع التكرار ( 33
10  k

r nA .رقم سري  

  ) ا تكوين رقم سري أعداد) إذا كان التكرار غير ممكن.(هنا الترتيب مهم  3عدد الطرق التي يمكن 
 ).والتكرار غير ممكن وعليه نستخدم 

7208910يمكن تكوين: 
!7

!78910
)!310(

!103
10 





A .رقم سري  

   اراه في كرة القدم.أصدقاء على الذهاب إلى الملعب لمشاهدة مب 7 اتفق :التمرين الثالث
  مقاعد ؟ 7واحد به  صف : بكم طريقة يمكنهم الجلوس فيالمطلوب
  م لم يجدوا إلا   مقاعد، فبكم طريقة يمكنهم الجلوس ؟ 5نفرض أ



ت ولا ا    ا ا   
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  موعة المكونة من عا، فبكم طريقة تناول وجبة العشاء مبالمباراة أصدقاء بعد فوز فريقهم  7قررت هذه ا
ا  مائدة يمكنهم الجلوس حول   كراسي ؟  7مستديرة 

  :لــالح
  أصدقاء على الذهاب إلى الملعب لمشاهدة مباراه في كرة القدم، وعليه عدد الطرق التي يمكنهم  7اتفق

ا في صف واحد به  تم باختيار الكل من الكل  7الجلوس  مقاعد يمثل تبديلة مع عدم التكرار لأننا 
و دون إعادة أي أن الترتيب مهم والتكرار غير ممكن مقاعد ) والسحب على التوالي  7أشخاص و  7(

nPn!وبالتالي نستخدم تبديلة دون إعادة وعلاقتها هي:   

!7!567......50401طريقة              nPn 

  م لم يجدوا إلا تم باختيار الجزء من الكل مقاعد،  5نفرض أ ، )أشخاص 7 من بينأشخاص  5(فهنا 
السحب على التوالي و دون إعادة، أي أنالترتيب مهم والتكرار غير ممكن وبالتالي نستخدم ترتيبة  وبما أن

دون تكرار: 
)!(

!
kn

nAk
n 
 

252034567
!2

!234567
)!57(

!75
7 





A 

    موعة المكونة من أصدقاء بعد فوز فريقهم بالمباراة تناول وجبة العشاء معا، فعدد  7قررت هذه ا
ا الطرق التي يمك ا حول مائدة مستديرة  كراسي يمثل تبديلة دائرية علاقتها هي:   7نهم الجلوس 

)!1(  nPn 

72023456!6)!17(7 P 

  CADENASلتكن لدينا كلمة : التمرين الرابع 

  .بكم طريقة يمكن ترتيب هذه الأحرف 
  بكم طريقة يمكن ترتيب هذه الأحرف حيث يظهر الحرفان(A) ليان.متتا 

  

  

  



ت ولا ا    ا ا   
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   ل:ــالح

  طرق ترتيب أحرف كلمةCADENAS  أحرف (حيث أن  7: تتكون الكلمة من
يتكرر مرتان)، وعليه نكون بصدد تبديلة  A تتكرر مرة واحدة بينما الحرف S ;N,E,D,Cالأحرف:

  أحرف مع التكرار وذلك باستخدام العلاقة التالية:  7لـ 

2520
!2
!7

!1!1!1!1!2!1
71,1,1,1,2,1

7 


P  

 ن طرق ظهور الحرفا(A) متتاليان:  

AAAAAAAAAAAA  /////  
72012066فعدد الحالات:  وعليه 5  P ) أو نعتبر الحرفانA A(  :حرف واحد وعليه  

720123456!66 P  

  :التمرين الخامس

  أشخاص. 3نساء، نريد تشكيل لجنة من  3رجال و  9عضوا، من بينهم  12 يتكون مجلس إدارة من

 ن تحتوي اللجنة على امرأة واحدة فقط ؟ما احتمال أ 

 لمال، ا ، نائب و أمينتعيينهم حسب ترتيب القرعة: رئيس إذا افترضنا أن الأشخاص الثلاثة المنتخبون يتم
  أن تحتوي اللجنة على رجلين على الأقل ؟ فما احتمال

 :لــلحا

   احتمال أن تحتوي اللجنة على امرأة واحدة فقط: 

تم باختيار الجزء من الكل ( الملاحظ في هذه التجر  شخص) الاختيار أو  12أشخاص من بين  3بة أننا 
أفراد ولا يهم من تم اخياره  3السحب يتم في هذه الحالة مرة واحدة أي أن الاهتمام يكون في تكوين لجنة من 

والتكرار غير ممكن وبالتالي نستخدم علاقة توفيقة دون تكرار: أولا 
)!(!

!
knk

nC k
n 
  

220لجنة ممكنة   
!9)123(

!9101112
!9!3
!12

)!312(!3
!123

12 






C  
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  حادث احتواء اللجنة على امرأة واحدة فقط وعليه: Aنسمي الحادث 

49.0
220
108

)(
)()( 3

12

2
9

1
3 






C

CC
n

AnAP 

 لمال، ا إذا افترضنا أن الأشخاص الثلاثة المنتخبون يتم تعيينهم حسب ترتيب القرعة: رئيس، نائب و أمين
 هو: ى الأقلأن تحتوي اللجنة على رجلين عل فاحتمال

تم باختيار الجزء من الكل (  شخص)، الاختيار أو التعيين  12أشخاص من بين  3نلاحظ في هذه التجربة أننا 
في هذه الحالة يتم حسب ترتيب القرعة أي أن الترتيب مهم لكن التكرار غير ممكن وبالتالي نستخدم علاقة ترتيبة 

دون تكرار: 
)!(

!
kn

nAk
n 
  

1320
!9

!9101112
!9
!12

)!312(
!123

12 





A  

  حادث احتواء اللجنة على رجلين على الأقل وعليه: Bنسمي الحادث 

 

  : التمرين السادس

عند ظهور الكتابة،  Pعند ظهور الصورة و Fفي تجربة إلقاء قطعة نقدية معدنية متزنة ثلاث مرات،  نسجل
: ظهور C) مرة واحدة، F: ظهور الصورة (B) مرتين، F: ظهور الصورة (Aونعرف الأحداث كما يلي: 

  ) في الرمية الأولى.Fالصورة (

 . اغ العينةأرسم شجرة الحوادث الكلية، ثم استنتج فر  - 1
  .أوجد الأحداث السابقة وأحسب احتمال حدوثها - 2
 أوجد الأحداث التالية وأحسب احتمال حدوثها:  - 3

CBACBBCACCABABA  ,,,,,,  

  : لــالح

الكتابة، عند ظهور  Pعند ظهور الصورة و Fفي تجربة إلقاء قطعة نقدية معدنية متزنة ثلاث مرات،  نسجل
: ظهور C) مرة واحدة، F: ظهور الصورة (B) مرتين، F: ظهور الصورة (Aونعرف الأحداث كما يلي: 

  ) في الرمية الأولى.Fالصورة (

55.0
1320
720

)(
)()( 3

12

0
3

3
9

1
3

2
9 







A
AAAA

n
BnBP
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)(822: لدينا: جرة الحوادث الكلية و فراغ العينة/ ش1 3  nn 

  

  

  

  

  

  

  

 PPPPPFPFPPFFFPPFPFFFPFFF ,,,,,,,  

  :   احتمال حدوث الأحداث/ 2

 
8
3

)(
)()(,, 




n
AnAPPFFFPFFFPA                                                                                                

    
8
3

)(
)()(,, 




n
BnBPPPFPFPFPPB                          

     5,0
8
4

)(
)()(,,, 




n
CnCPFPPFPFFFPFFFC  

  :/ احتمال حدوث الأحداث3

  
4
3

8
6

)(
)()(,,,,, 





n

BAnBAPPPFPFPFPPPFFFPFFFPBA  

  0
)(

)()( 




n

BAnBAPBA  

 
8
5

)(
)()(,,,, 





n

CAnCAPFPPFFFPFFFPFFFPCA  

 
4
1

8
2

8
4)()()()(,  ACPCPACPACPFPPFFFACAC

 
8
3

8
1

8
4)()()()(,,  BCPCPBCPBCPFPFFFPFFFBCBC
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8
7

8
11)(1)()(  CBPCBPFPPCBCB

  0)(  CBAPCBA 

  : عالتمرين الساب

ا خمس نتائج ممكنة وهي:  Eلتكن  54321تجربة عشوائية  ,,,, eeeee :ولدينا الاحتمالات التالية  

   811 eP،  832 eP،  414 eP  ،  815 eP.  

أحسب  - 1 3eP        ليكن الحدثين:   -2         ؟ 31, eeA    و 42 , eeB  .  

أحسب ما يلي:- 3 AP ، BP ، BAP ؟  

  :  لــالح

/ حساب1  3eP  

  1)()()()()()(,,,, 5432154321  ePePePePePPeeeee

8/1)
8
1

4
1

8
3

8
1(1)( 3  eP  

ب/ حسا2 AP ، BP ، BAP   

  75,04/1
8
1

8
1)()()(, 3131  ePePAPeeA  

  625,08/5
4
1

8
3)()()(, 4242  ePePBPeeB  

  8/7)()()(,,, 4321  BPAPBAPeeeeBA  
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  : التمرين الثامن

حدثان كيفيان، فإذا كان: BوAليكن   83AP   ،  21BP  و  85 BAP   

  :أحسب ما يلي AP ، BP ،  BAP  ، BAP  ، ABP   ،
 BAP  ، BAP  ، BAP / ، ABP / ، BAP / ، BAP / 

   ل:ــالح

   8/5
8
31)(1  APAP  

   5,02/1
2
11)(1  BPBP  

 
 

75,08/2
8
5

2
1

8
3

)()()()()()()(



 BAPBPAPBAPBAPBPAPBAP

  8/1
4
1

8
3)()(  BAPAPBAP  

   5,02/1
4
1

2
1)()(  BAPBPABP  

   8/3
8
51)(1)(  BAPBAPBAP  

   4/3
4
11)(1)(  BAPBAPBAP  

   2/1
2/1
4/1

)(
)(/ 




BP
BAPBAP  

   3/2
8/3
4/1

)(
)(/ 




AP
BAPABP  

   4/3
2/1
8/3

)(
)(/ 




BP
BAPBAP  

   4/1
2/1
8/1

)(
)(/ 




BP
BAPBAP  
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  :التمرين التاسع

، وإذا Pو ظهور الكتابة بالحرف   F، فإذا رمزنا لظهور الصورة بالحرفرميت قطعة نقود ثلاث مرات
  ؟   F  ،Fيكون الوجهان الآخران  فما احتمال أن Fعلم أن الوجه في الرمية الأولى 

  :لــالح

فراغ العينة لهذه التجربة هو:   PPPPPFPFPPFFFPPFPFFFPFFF ,,,,,,,  

في الرمية الأولى وعليه:   (F)حادث ظهور الصورة A  :لنفرض أن FPPFPFFFPFFFA ,,,  

 
2
1

8
4

)(
)()(,,, 




n
AnAPFPPFPFFFPFFFA  

 في الرمية الثانية والثالثة وعليه: (F)حادث ظهور الصورة  Bولنفرض أن:  PFFFFFB ,  

   
4
1

8
2

)(
)()(, 




n
BnBPPFFFFFB  

 
8
1)(  BAPFFFBA  

أن يكون الوجهان وعليه فالاحتمال المطلوب حسابه هو  Aوهو الحدث  Fالمعلوم أن الوجه في الرمية الأولى 
  أي: Aشرط أو بمعلومية وقوع الحادث  Bأي احتمال وقوع الحادث  احتمال شرطيوهو  F  ،Fالآخران 

 
4
1

4
8

8
1

8/4
8/1

)(
)(/ 




AP
BAPABP  

  :التمرين العاشر

ا وطرحت جانبا ثم   9كرات حمراء و   3صندوق به  كرات بيضاء سحبت منه كرة واحدة ولوحظ لو
  سحبت منه كرة أخرى.

 . أوجد احتمال أن الكرة الأولى بيضاء الثانية حمراء  

  ل:ــالح 

  رة الثانية المسحوبة حمراء.يمثل الك B، وأن الحادث بيضاء المسحوبة يمثل الكرة الأولى Aنفرض أن الحادث 

)(إذن فالمطلوب هو حساب:  BAP   
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)()()(من قاعدة الضرب للاحتمالات الشرطية لدينا:  ABPAPBAP   

لذلك يكون  9كرة وعدد الكرات البيضاء   12بما أن العدد الاجمالي للكرات هو 
12
9)( AP  وأيضا

11
3)( ABP  إذا علم أن الكرة الأولى بيضاء وتم طرحها جانبا فإنه قد بقى في لأن احتمال الكرة الثانية حمراء

   كرات حمراء.  8كرات حمراء و   3الصندوق 

من قاعدة الضرب نجد:                   
44
9

132
27

11
3

12
9)()()(  ABPAPBAP  

  التمرين الحادي عشر:

) كريات سوداء ، 03) كريات بيضاء و (05( بهإذا كان لدينا ثلاث صناديق الصندوق الأول 
)  04( كرة بيضاء و  به) كريات سوداء  والصندوق الثالث 04) كريات بيضاء  و (04والصندوق الثاني به (

  .عشوائياار صندوق عشوائيا ونسحب منه كرية يختنقوم با كريات سوداء.

  ما احتمال أن تكون هذه الكرية سوداء ؟/ 1:  المطلوب

ا سحبت من الصندوق الأول ؟/ إذا علم2   نا أن الكرية سوداء فما احتمال أ

ا بيضاء ؟/ 3   ماهو إحتمال أن تكون هذه الكرية من الصندوق الثاني مع العلم أ

  :لــالح

ـــ   ــ ــــ (ل رمزون،   A3 ; A2 ; A1نسمي الصناديق الثلاثة ب سحب الكرة السوداء ل) و Bسحب الكرة البيضاء بــ
ــــ (      P(A1)=P(A2)=P(A3)=1/3وعليه فإن:  ،)Nبــ

  احتمال أن تكون هذه الكرية سوداء:/ 1

             هنا نقوم بتطبيق قاعدة الاحتمال الكلي:
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  سحب من الصندوق الأول إذا علمنا أنها سوداء:أن تكون الكرية / احتمال 2  

     نقوم بتطبيق قاعدة بايز:  هنا 
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  / احتمال أن تكون هذه الكرية من الصندوق الثاني مع العلم أنها بيضاء:3
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BAP  

  :التمرين الثاني عشر

% من الفواتير. يشغل المكتب عاملتين  20بع ) بمكتب للمحاسبة حيث تولت طA1وظفت أمينة مكتب (
. ترتكب الموظفة من الفواتير %50تقوم بطبع ) A3% من الفواتير والأخرى (30) تطبع A2أخريين إحداهما (

  %.A3 (1% ولدى الثالثة A2  (2)% من الفواتير، بينما نسبة الخطأ لدى الثانية (5الجديدة أخطاء في 

ا أخذت فاتورة بشكل عشوائي فتب ا أخطاء. استبعدت الأولى أن تكون هي من أنجزت الفاتورة بحجة أ ين أن 
  %).5% من الفواتير، وردت عليها العاملات الأخريات بأن نسبة الأخطاء لديها هي الأكبر(20لا تنجز إلا 

مصدر  ) هي التي حررت الفاتورة وقارن مع احتمال أن يكونA1أحسب احتمال أن تكون الموظفة الجديدة (/ 1
  .A3أو  A2الموظفتين الخطأ هو 

  أحسب مجموع الاحتمالات الثلاث./ 2

ا أخطاء.يمال أن تكون فاتورة مختارة عشوائأحسب احت/ 3   ا من مجموع المراسلات، أن تكون 
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  :لــالح

)(2.0من المعطيات لدينا:  1 AP        ،3.0)( 2 AP      ،5.0)( 3 AP  

 05.0)( 1 ABP    ،02.0)( 2 ABP    ،01.0)( 3 ABP  

ا أخطاء. Bنفرض أن الحادث    هو حادث تحرير فاتورة 

  :احتمال أن تكون/ حساب 1

 ) الموظفة الجديدةA1هي التي حررت الفاتورة (: 

476.0
021.0
01.0

)01.05.0()02.03.0()05.02.0(
05.02.0

)(
)/()()/( 11

1 








BP
ABPAPBAP 

 ) الموظفةA2 رة) هي التي حررت الفاتو: 

286.0
021.0
006.0

)01.05.0()02.03.0()05.02.0(
02.03.0

)(
)/()(

)/( 22
2 








BP

ABPAPBAP

  

 ) الموظفةA3هي التي حررت الفاتورة (: 

238.0
021.0
005.0

)01.05.0()02.03.0()05.02.0(
01.05.0

)(
)/()()/( 33

3 








BP
ABPAPBAP  

التي ) هي A1الموظفة الجديدة (تكون وعليه فإننا نرجح أن  0.476 الحساب أن الاحتمال الأكبر هويتبين من 
  حررت الفاتورة. 

   الثلاث: مجموع الاحتمالات/ حساب 2
P(A1/B) + P(A2/B) + P(A3/B) = 1    

ا تمثل احتمالات الأحداث المتنافية الثلاث.    لأ
  
  
  



ت ولا ا    ا ا   

 

49 
 

  احتمال وجود خطأ في مراسلة ما:/ 3

   يتعلق الأمر هنا بالاحتمال الكلي:



3

1
)/()()(

i
ii ABPAPBP  

)()()()()()()( 332211 ABPAPABPAPABPAPBP 

021.0)01.05.0()02.03.0()05.02.0()( BP  

  :التمرين الثالث عشر

ا لاصلاح أي منهما في حالة أي عطب أو خلل ، فإذا علمت يقوم عامل تقني بمراقبة آلتين بمصنع وهذ
  ).10/1) و الآلة الثانية هو (8/1أن إحتمال وقوع خلل في الآلة الأولى هو (

  ؟: ما إحتمال أن يتدخل العامل لإصلاح الآلة الثانية علما أنه لم يتدخل لإصلاح الأولىالمطلوب 

  : لــالح

ـــ نسمي وقوع التدخل لإصلاح الآلة الأو  - ــ ـــ  .Aلى بـ
ـــ  - ــ ـــ  .Bنسمي وقوع التدخل لإصلاح الآلة الأولى بـ

 و  Aمستقلان فإن  Bو  A( إذا كان يظهر أن الآلتين مستقلتين عن بعضهما البعض  المعطياتمن 
ن عدم التدخل إصلاح الآلة الأولى فإ وه Aومنه إذا كان الحادث مستقلان)   و  Bمستقلان،كما أن 

وبالتالي إحتمال أن يتدخل العامل  وحادث عدم التدخل لإصلاح الآلة الثانية هو  لإصلاح هذه الآلة هو 
  لإصلاح الآلة الثانية مع العلم أنه لم يتدخل لإصلاح الآلة الأولى هو :

10
1)(

)(
)()(

)(
)()( 





 BP

AP
APBP

AP
ABPABP  

  :التمرين الرابع عشر
افريق في ك  ً  P، أما احتمال الخسارة5/1باحتمال قدره  Nومتعادل 2/1باحتمال قدره  Vرة القدم يكون رابح

  ؟ حدد مجموعة إمكانات التجربة  -1، إذا لعب هذا الفريق مبارتين:    10/3فهو 
  ما احتمال حدوث فوز على الأقل ؟ -3مال حدوث خسارة واحدة على الأكثر؟         ما احت -2  
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  :لــالح

  :تحديد مجموعة إمكانات التجربة/ 1

  
  
  

  

 

  

  

  

)(93عدد عناصر فراغ العينة هو:  2 n       PPPNPVNPNNNVVPVNVV ,,,,,,,,  

  :احتمال حدوث خسارة واحدة على الأكثرحساب / 2

  على خسارتين هو حادث الحصول ، والحادث المعاكس حادث حصول خسارة واحدة على الأكثر A ليكن

 PNPVNPNNNVVPVNVVA ,,,,,,,   

  91.0)(1)(09.0
100

9
10
3

10
3)(  APAPAPPPA  

  حادث حصول فوز على الأقل. B ليكن :احتمال حدوث فوز على الأقلحساب / 3
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   تمهيد:

كثيرا ما تكون نتائج تجربة ما ، أي نقاط فراغ العينة قياسات وصفية أو نوعية مثل تجربة إلقاء قطعة نقدية 
، وهناك تجارب كثيرة تكون نقاط فراغ العينة فيها قياسات كمية  Pأو كتابة  Fمعدنية فإن النتيجة إما تكون صورة 

نتائج جميع  مع تسجيل الرقم الذي يظهر على الوجه العلوي، وتعتبر حدةأي قيما عددية مثل رمي حجر نرد مرة وا
ا لا تخرج عن مجال معينّ من القيم، إذ تختلف هذه النتائج  التجارب العشوائية غير معروفة بصورة مسبقة، غير أ

مكنة للتجربة العشوائية قد يكون من الذي يتضمن جميع النتائج الم باختلاف التجربة، ويتضح أن فراغ العينة 
لأن هذا الفراغ قد يكون محدود أو غير محدود، منفصل أو متصل، وقد يكون أعداد ( إلقاء  الصعب كتابة عناصره،

حجر نرد 6,5,4,3,2,1  أو خلاف ذلك ( إلقاء قطعة نقود معدنية ( PF , لهذا سنهتدي إلى طريقة (
وعلى دوال في تلك العناصر، هذه  Xبأعداد ولتكن  ا صياغة قاعدة تمكننا من تمثيل عناصر فراغ العينة يمكن 

  الدوال نطلق عليها تسمية متغير عشوائي.

قا اسم البيانات ا سابإن الصفة التي تتغير من حالة لأخرى أو من مفردة لأخرى توصف كما كان يطلق عليه
تسمى فضاء  X، إذ أن القيم التي يأخذها المتغير العشوائي والذي سيوصف ما يطلق عليه هنا اسم المتغير العشوائي

X موعات الجزئية لهذا الفضاء تسمى حوادث ولكن معبر عنها بدلالة   .X، و ا

دراسة دالة كتلة الاحتمال  نسعى خلال هذا الفصل لتحديد مفهوم شامل للمتغير العشوائي وأنواعه مع
وكذا دالة التوزيع التراكمي أو ما  تغير العشوائي المنفصل ودالة كثافة الاحتمال للمتغير العشوائي المتصلالخاصة بالم

    يسميها البعض بدالة تابع الاحتمال مع تحديد كيفيات حساب التوقع الرياضي وتباين المتغير العشوائي.
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  ر العشوائي: تعريف المتغي-أولا

  التعاريف التالية: العشوائية نحاول إيجازها من خلال هناك عدّة تعاريف للمتغيرات

ولها   Rمجموعة الأعداد الحقيقية وΩ تمثل العلاقة بين فضاء العينة  Functionهو دالة  المتغير العشوائي 
قيمة   Xيرمز له بالرمز صفات وخصائص معينة محدودة ولذلك يمكن القول بأن للمتغير العشوائي والذي

   . 1عددية لكل نتيجة من نتائج التجربة العشوائية

 هو مجموعة مقادير أو قيم لنتائج تجربة عشوائية، يكون تحققها مقترن باحتمالات معينة. Xالمتغير العشوائي  

عة جزئية من مجموعة الأعداد ومداه مجمو  هو اقتران مجال تعريفه فضاء العينة  Xالمتغير العشوائي  
 الحقيقية.

في تجربة عشوائية، إذ تنقل النتائج  هو دالة حقيقية معرفة على فراغ العينة  Xالمتغير العشوائي  
الأصلية w .إلى أعداد حقيقية 

 x  . ولقيم ذلك المتغير العشوائي بأحد الحروف:، .. X  ،Y  ،Zوعادة ما يرمز للمتغير العشوائي بأحد الحروف: 
 ،y  ،z ...، 

   :1 رقم مثالال

  عند إلقاء قطعة نقدية معدنية متزنة ثلاث مرات فإن فراغ العينة هو:

  PPPPPFPFPPFFFPPFPFFFPFFF ,,,,,,,      

النتائج وليس معرفة  ،التي ستظهر عند رمي هذه القطعة Pأو عدد الكتابات F(هنا قد يهمنا معرفة عدد الصور 
التي ستظهر ) F(عدد متغير عشوائي يمثل عدد الصور  Xالمؤلفة من متوالية من الصور والكتابات)، فإذا فرضنا أن 

  وسيكون اهتمامنا بالأحداث المصاحبة للفضاء:  3,2,1,0Xيأخذ القيم:  Xفي الرميات الثلاث، فإن 

 3,2,1,0/  XXR X   

            
                                                             

 .168، ص 2003داريين والاقتصاديين"، دار الحامد للنشر والتوزيع، الأردن، د البياتي: " الاحصاء للإ، محمو سهيلة عبداالله دلال القاضي، - 1
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من عناصر  احتمالات على هذه الأحداث، وفي هذا المثال لكل عنصر سوف يحدث X المتغير العشوائي

........;1,....,8أي منها يساوي أي أن احتمال حدوث نفس الفرصة في الحدوث  Ωفضاء العينة 
8
1)(  iwP i ،

    المقابلة لقيم هذا المتغير العشوائي كما يلي: وعليه تكون الاحتمالات

 :Xالاحتمالات المناظرة (المقابلة) لقيم المتغير 

  0Xدث افهذا يعني الحAدث الحصول على ولا صورة.ا: ح  

  )0(
8
1)(  XPAPPPPA  

  1X دث اأي الحBدث الحصول على صورة واحدة.ا: ح 

  )1(
8
3)(,,  XPBPPPFPFPFPPB  

PPP 

PPF 

PFP 

FPP 

PFF 

FPF 

FFP 

FFF 

0 

 

1 

 

2 

 

3 

 

0
8
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8
3
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1
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  2Xدث افهذا يعني الحCتيندث الحصول على صور ا: ح.  

  )2(
8
3)(,,  XPCPPFFFPFFFPC 

  3Xدث افهذا يعني الحDدث الحصول على ثلاث صور، أي:ا: ح 

   )3(
8
1)(  XPDPFFFD 

بينما الأحداث:  Ωمرتبطة بفضاء العينة  Dو  A  ،B   ،Cحيث أن الأحداث  0X  ، 1X ،
 2X   و 3X  مرتبطة بالفضاءRX حيث أن الفراغ الجديد في هذا المثال هو ،RR X   وإن جميع

ا، وبصفة عامة يمكن استخدام الرمز  الفئات الجزئية تمثل أحداث يمكن حساب احتمالا xXP   أو xPX 
  . Xعند حساب احتمال حدوث حادث في مدى المتغير العشوائي 

لق عليه تسمية جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير ويمكن تلخيص النتائج السابقة في الجدول التالي: والذي يط
  :Xالعشوائي 

3  2  1  0  X  
1/8  3/8  3/8  1/8  

)( ixXP   
  :ةالعشوائي اتأنواع المتغير -ثانيا

ربة رمي نتائج تجربة ما، أي نقاط فضاء العينة قياسات وصفية أو نوعية، مثل الفضاء العيني لتج كثيرا ما تكون
وهي قياسات نوعية ومثل ذلك رمي قطعة  Pأو كتابة  Fإما أن تكون صورة  النتيجة قطعة نقود مرة واحدة فإن

النقود مرتين، وهناك تجارب كثيرة تكون نقاط فضاء العينة فيها قياسات كمية أي قيم عددية مثل رمي زهرة النرد مرة 
في كل جميع هذه الأنواع من التجارب نقرن قيما عددية لتلك ، واحدة وتسجيل العدد الظاهر على الوجه العلوي

  يمكننا أن نميز بين نوعان من المتغيرات العشوائية: النقاط، وعليه

   : Discrete Random Variableالمتغير العشوائي المنفصل (المتقطع) -1
منته أو غير  على عدد أنه من النوع المنفصل إذا احتوى فراغ إمكانات التجربة Xنقول عن متغير عشوائي     

  قابل للعد) من قيم الفراغ.منته ولكنه معدود (
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  قانون التوزيع الاحتمالي:  -1-1
أو معادلة يعطي جميع القيم التي يمكن أن يأخذها متغير عشوائي منفصل مع احتمال كل قيمة  كل جدول    

المتغير العشوائي تسمى توزيعا منها يسمى توزيعا احتماليا منفصلا، وأي معادلة تحدد احتمال كل قيمة يأخذها 
  احتماليا منفصلا.

هو  Xالمتغير العشوائي المنفصل يأخذ قيما قابلة للعد، فإذا كان فراغ العينة للمتغير العشوائي المنفصل  إن    
 nwww ...,........., 21  :وكانت قيم هذا المتغير هيnxxx ....,,........., والاحتمالات المقابلة لهذه القيم هي  21

),()........,(,......)(على الترتيب:  21 nxXPxXPxXP  فإن قانون التوزيع الاحتمالي للمتغير ،X  يمكن
 عرضه في الجدول التالي:

  : Xجدول التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي    
  nx  .  .   .   .    .  .  .  

2x  1x  X  
1  )( nxXP   .   .   .    .    .    .  )( 2xXP   )( 1xXP   )( ixXP   

  
)(كما يطلق على الدالة  ixXP    حيثni ,......,2,1 المعرفة بالصيغة التالية:  و  

  



 


)(......................0

,......,2,1..).......(
)(

woOtherwise
nisixXP

xXP i
i  

  
 إذا وفقط إذا تحقق الشرطان التاليان:  X لمتغير العشوائيتسمية دالة كتلة الاحتمال لـ















n

i
i

i

xXP

xXPi

1

1)(/2

1)(0../1

  

  احتمال كل قيمة من قيمX غير سالب.  

 يأخذها  مجموع الاحتمالات للقيم التيX .تساوي الواحد الصحيح   

  : 2 رقم مثالال

إلى جدول التوزيع  هذا المثال)، حيث توصلنا من خلال 1رقم المثالسابق (لنأخذ معطيات المثال ال
  التالي: كما في الجدول  Xللمتغير العشوائي  الاحتمالي
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  3  2  1  0  X  
1  8/1  3/8  3/8  1/8  )( ixXP   

0)(1من خلال الجدول نلاحظ أن:    ixXP    1و)(  ixXP.  

  كما يلي: Xللمتغير العشوائي  حتمالكما يمكن كتابة دالة كتلة الا























).........(..............................0

3.................................8/1
2................................8/3
1.................................8/3
0..................................8/1

)(

wo

Xsi
Xsi
Xsi
Xsi

xXP i

 

)(نقول أن الدالة بما أن الشرطان متحققان،      ixXP   هي دالة كتلة احتمال للمتغير العشوائيX  :ّأي أن
  Xهو قانون توزيع احتمالي.  

  :Xالتمثيل البياني لدالة كتلة الاحتمال للمتغير العشوائي 

ونقوم بالتمثيل البياني لدالة كتلة  2للمثال رقم  Xللمتغير العشوائي  لنأخذ جدول التوزيع الاحتمالي  
  :التاليالاحتمال التي ستكون على الشكل 

  

  

  

      

  

  

P(X=x) 

2 3 
X 

8
1

 

1 0 

8
3

 

1
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والذي هو عبارة عن قطع  Xالاحتمال للمتغير العشوائي  يسمى الشكل البياني أعلاه بالتمثيل البياني لدالة كتلة
مستقيمة عمودية على المحور الأفقي ومنفصلة عن بعضها البعض لأن المتغير عشوائي منفصل، بينما يتناسب ارتفاعها 

  المقابل لكل قيمة من قيم المتغير العشوائي.  تمالحمع الا

  :  The Cumulative Distribution )تابع الاحتمالدالة دالة التوزيع التراكمي ( -1-2

ال XRهي دالة حقيقية نطاقها الخط الحقيقي Xدالة التوزيع التراكمي للمتغير العشوائي  ومداها ا 1,0 ويرمز
  :1وهي معرفة كما يليxFX)(لها بالرمز 

 



ixX

iiiX xXPxXPxF )()()(  

ا محددة بالكامل بتوزيع تكمن أهم ، كما أنه يمكن استخدامها لإيجاد  Xية دالة التوزيع التراكمي في أ
  ائي ولها الخواص التالية:و احتمالات الأحداث المعرفة بدلالة المتغير العش

 1)(0  xFX و       X  

 0)(.lim)( .   xFF XXX  

تلك القيم التي تكون أصغر من بالقيم الصغيرة  ي للقيم الصغيرة جدا تساوي صفر والمقصوددالة التوزيع التراكم
أصغر قيمة معطاةـ، كما أن دالة التوزيع التراكمي للقيم الكبيرة جدا تساوي الواحد والمقصود بالقيم الكبيرة جدا تلك 

  القيم التي تكون أكبر من أكبر قيمة معطاة.

 21الة غير متناقصة، أي أنه إذاكاندالة التوزيع التراكمي د XX   :فإن)()( 21 xFxF XX    

  دالة التوزيع التراكمي متصلة من اليمين أي أنه لجميع قيمX 0 وh :يكون 

  0)()(lim 0  xFhxF XXh  

  

                                                             
ل، جو شيلر و ألو سرييقاسان: " سلسلة شوم الاحتمالات والاحصاء" ترجمة محمود علي أبو النصر و مصطفى جلال مصطفى، مرجع موراي شبيج - 1

  .34سابق، ص 
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  عرف كما يلي: تانون التوزيع الاحتمالي حتمال لقتابع الادالة بصورة عامة فإن 


























nn

kkk
iiX

xXsiPPP

xXxsiPPP

xXxsiP
xXsi

xXPxF

......1.....

..............

................................
..................................0

)()(

21

121

211

1

  

  :3 رقم مثالال

  . X، ثم نقوم بإيجاد دالة التوزيع التراكمي للمتغير العشوائي 1 رقم المثالأخذ معطيات ن

  ا يلي:كمxFX)(، يمكن إيجاد دالة التوزيع التراكمي Xمن دالة كتلة احتمال المتغير العشوائي 
























3..................................1

32.............................8/7
21..............................8/4

10..............................8/1
0..................................0

)()(

Xsi
Xsi
Xsi
Xsi

Xsi

xXPxF iiX

  

  :Xللمتغير العشوائي  التوزيع التراكميالتمثيل البياني لدالة 

هي عبارة عن قطع مستقيمة منفصلة موازية  Xللمتغير العشوائي  xFX)(التمثيل البياني لدالة التوزيع التراكمي   
الاحتمالات ( خاصية تراكم الاحتمالات)، والشكل التالي  ومتصاعدة بتصاعد للمحور الأفقي ( محور السينات) 

  يوضح ذلك:
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  التوقع الرياضي، التباين والعزوم:  -1-3

 : Mathematical Expectation التوقع الرياضي (الأمل الرياضي) 

سط الحسابي هو عبارة عن الو  Xللمتغير العشوائي  )Expected Value(القيمة المتوقعة  التوقع الرياضي
  وهو معطى بالعلاقة التالية:  XE)(مثقل بالقيم الاحتمالية المتعلقة بقيم هذا المتغير العشوائي ويرمز له بالرمز 

)()(
1

i

n

i
i xXPxXE  


 

  : خواص التوقع الرياضي

CCE: هو C لمقدار الثابتمقدار ثابت فإن التوقع الرياضي لـ Cليكن  -1 )( 

CCxXPCxXPCCE
n

i
ii

n

i
 



1)()()(
11

 

bxaEbaxE:  عددان حقيقيان فإن bو  aكان  متغير عشوائي و Xإذا كان  -2  )()( 

FX(x) 

2 3 
X 

8
1

 

1 0 

8
7  

1  

2
1  
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bXaEbxXxPa

xXPbxXPxaxXPbxXPax

xXPbxXPaxxXPbaxbaxE

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
iii

n

i



















)()(

)()()()(

)()()()()(

1

1111

11

  

 فرق) توقعهما الرياضي: متغيرين عشوائيين يساوي مجموع (فرق) التوقع الرياضي لمجموع ( -3

)()(

)()()()()()(

YEXE

yYPyxXPxyYPxXPyxYXE
i j

jjiiji
i j

ji



    

 :Variance التباين 
، XV)(ويرمز له بالرمز Xعن توقعه الرياضي بتباين  Xعى التوقع الرياضي لمربع انحراف المتغير العشوائي يد 
، فإذا كانت قيمة التباين صغيرة فهي  X التباين هو مقياس لدرجة تشتت التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائيو 

، أما إذا كانت قيمته كبيرة فإن التوزيع XE)(القيمة المتوقعة  مؤشر على أن التوزيع الاحتمالي متمركز حول
 ، ويعطى التباين بالعلاقة التالية:الاحتمالي مشتت حول 

     )()()()(
2

1

2
i

n

i
i xXPXExXEXEXV  


أو          22 )()()( XEXEXV      

)()(حيث 
1

22
i

n

i
i xXPxXE 


  

  : خواص التباين
)(0:  يساوي صفر Cتباين العدد الثابت غير العشوائي  -1 CV   

        00)()( 22  ECCECECECV 
      

)()(           عددان حقيقيان فإن: bو  aمتغير عشوائي وكان  Xإذا كان  -2 2 XVabaXV  
        

      )()()(

)()()()()(
22222

222

XVaXEXEaXEXaE

XaEaXEbXaEbaXEbaXEbaXEbaXV





  
  يكون: Xلأي متغير عشوائي  -3 22 )()()( XEXEXV  

        
 2222222

222222

)()()(2)(

)(2)(2)()(

XEXEXEXE

XEXEXXEXEXEXEXV
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)()()( تباين مجموع متغيرين عشوائيين يساوي إلى مجموع تباينهما أي: -4 YVXVYXV  
     2)( YXEYXEYXV      أو    2)()()( YEYXEXEYXV  

    
      
    )()()()(

)()()(2)(

)()()(

22

22

2

YVXVYEYEXEXE

YEYEYEYXEXEXEXE

YEYXEXEYXV







 

   :4 رقم مثالال

  .1 رقم المثالراف المعياري لمعطيات التباين والانح، أحسب التوقع الرياضي

 ) القيمة المتوقعةالتوقع الرياضي( :

2
3

8
13

8
32

8
31

8
10

)3(3)2(2)1(1)0(0)()(
1

































XPXPXPXPxXPxXE i

n

i
i

 

2
3)(  XE 

  :التباين  22 )()()( XEXEXV    :حيث)()(
1

22
i

n

i
i xXPxXE 


 

2  لدينا:
3)(  XE  

3
8
19

8
34

8
31

8
10

)3(3)2(2)1(1)0(0)()( 2222

1

22

































XPXPXPXPxXPxXE i

n

i
i

  

 
4
3

4
912

4
93

2
33)()()(

2
22 









 XEXEXV  

  : Standard Deviationالانحراف المعياري

 87,075.0)(  XVX  
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 العزوم: 
الذي له دالة كتلة  Xهي القيم المتوقعة لدوال معينة بدلالة المتغير العشوائي  Xإن عزوم المتغير العشوائي 

)(احتمال  ixXP   أو دالة كثافة احتمال)(xf X ،لعزوم إلى عزوم لا مركزية وعزوم مركزية:وتنقسم ا   
 العزوم اللامركزية: 

هو التوقع  Xللمتغير العشوائي   rمتغير عشوائي منفصل فإن العزم اللامركزي من الدرجة  Xإذا كان  
  ويعطى بالعلاقة التالية: rXالرياضي للمتغير 

 )()(
1

i

n

i

r
i

r
r xXPxXEm  


 

ا:من تعريف العزوم ال    لامركزية نستنتج خاصيتين مرتبطتين 
1)1()(0 0

0  EXEmr  
  )()(1 1

1 XEXEmr      
                    )(2 2

2 XEmr   
  وعليه فإن: 

  2
12

22 )()()( mmXEXEXV                 
 العزوم المركزية : 

يدعى التوقع الرياضي لـ kXEX )(  إن وجد بالعزم المركزي من الرتبةr  للمتغير العشوائيX       
  و يعطى بالعلاقة التالية:

     )()()(
1

i

n

i

rr
r xXPXEXXEXEM  


 

ا:     من تعريف العزوم المركزية هناك ثلاثة خواص مرتبطة 
                                1)(0 0

0  XEXEMr  
  0)()()(1 1

1  XEXEXEXEMr  
      )()()(2 2

12
222

2 XVmmXEXEXEXEMr 
  :    نستنتج أنّ  كما

                  3
11233 23 mmmmM      
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  الدالة المولدة للعزوم والدالة المولدة للاحتمال: -1-4

 :La fonction génératrice des momentsالدالة المولدة للعزوم  
)(متغير عشوائي منفصل بدالة كتلة احتمال  Xإذا كان   xXP   فإن الدالة المولدة لعزوم هذا المتغير العشوائي

ا الأمل الرياضي للدالة  txe  ،تعرف بأ )()( tx
X eEtm  :وهي معطاة بالصيغة التالية ،  

 
x

txtx
X xXPeeEtm )()()( 

tm)(ف على عزوم التوزيع الاحتمالي الذي اشتقت منه الدالة إذا وجدت الدالة المولدة للعزوم فإنه يمكن التعر  X 
  .t = 0وذلك من خلال تفاضلها وتقييم النتيجة عندما 

  :La fonction génératrice de probabilitéالدالة المولدة للاحتمال  
متغير عشوائي منفصل بقيم صحيحة غير سالبة  Xإذا كان  0x  وبدالة كتلة احتمال معروفة)( xXP  ،

 فإنه لأي عدد حقيقي 0t :تعرف الدالة المولدة للاحتمال بالصيغة التالية 

1........).........()()(
0

 




txXPttEt
x

xx
X  

  :واصخ
    تحدد دالة كتلة احتماله: Xإن الدالة المولدة لاحتمال المتغير العشوائي : الخاصية الأولى

     )()0()(
1

xXPtXPt
x

x
X  





  

)0()0( وعليه فإن:   XPX   

)0.......(2,1.........,وإنّ: 
!

1)()(  k
k

xXPkXP k
x  

0حيث:   

)()0(



tk

x
k

k
x dt

td 
  

 فإن: y=ax+bعددان صحيحان موجبان، وكان  bو  aإذا كان : الخاصية الثانية
)(.)(.)()()()( a

X
baxbbaxbaxy

Y tttEtttEtEtEt   

  
 علاقة الدالة المولدة للعزوم بالدالة المولدة للاحتمال هي:: ةالخاصية الثالث

    t
X

xttx
X eeEeEtm  )()(  
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  : Continuous Random Variableالمتغير العشوائي المتصل (المستمر) -2
أنه من النوع المتصل إذا احتوى فراغ إمكانات التجربة على عدد غير معدود  Xنقول عن متغير عشوائي     

  يم الفراغ.وغير محدود من ق
  : (Probability Density Function)دالة كثافة الاحتمال  -2-1

ولذلك فإن توزيعه الاحتمالي  المتغير العشوائي المستمر أو المتصل يأخذ مجالا معينا من مجموعة الأعداد الحقيقة،
ال المع ين بحيث أن من سيمثل صيغة أو دالة مستمرة تسمى بدالة كثافة الاحتمال تعطي هيئة التوزيع لذلك ا

xf)(خصائص دالة الكثافة الاحتمالية والتي يرمز لها بالرمز  X
1:  









1)(

0)(

dxxf

xf

XR

X

  

ونعني بذلك أن دالة كثافة الاحتمال تكون دائما موجبة وأن المساحة تحت المنحنى تساوي واحد. أما عن 
ذا التوزيع فتكون باس   تخدام الصيغة التالية:إيجاد الاحتمالات الخاصة 

badxxfbxaP
b

a
X   ,......)()(    

  كما يمكن حساب هذا الاحتمال بدلالة دالة التوزيع التراكمي وذلك على النحو التالي:

)()()()()( aFbFdxxfdxxfbxaP XX

ab

X  


حيث  ba  ويمكن القول بأن هذه من الاحتمالات تمثل مساحات تحت المنحنى من النقطةa طة إلى النق
b  :كما هو موضح في الشكل التالي  

  
  
  
  
  
  
  
  

                                                             
  .173رجع سابق، ص دلال القاضي وآخرون، م -1

a b 

)( bxaP   
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xf)(توزيع متصل (مستمر) إذا وجدت دالة غير سالبة  Xيقال أن للمتغير العشوائي  X  معرفة على الخط
XRA، حيث أنه لأي فترةRxالحقيقي       :يكون  

  dxxfAXP
A

X .)()(  

يمكن حساب قيمة الاحتمال لأي مجال جزئيمتغير عشوائي متصل فإنه  Xإذا كان  21 , xx  ضمن المدى
ضمن Xالعام لتغير المتغير العشوائي  ba,    :  

    
2

1

).()( 21

x

x
X dxxfxXxP 

  ولا بد لكل دالة كثافة احتمال أن تفي بالشرطين التاليين:

                     
















1)(2

,.......0)(1

dxxf

RXxf

X

XX

  

  : ملاحظة

)(عند حساب الاحتمالات  21 xXxP ) فإن الرمزين و ) أو (و  يمكن استبدال أحدهما (
  .ة للاحتمالبالآخر لأن ذلك لا يغير القيمة العددي

  :5 رقم مثالال

لتكن الدالة  xf X  :المعرفة كما يلي    

   




 


)......(..........0

20..........
2

wo

xsix
xf X                                     

  المطلوب:

أثبت أنّ الدالة  xf X2/32/1(أحسبثم ، ومثلها بيانيا هي دالة كثافة احتمال(  XP             
)3/1(و  XP  
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  ل: ــالح

الدالة  Xلجميع قيم  -1 xf X هي دالة موجبة)  0,....  xfRX XX.(      

2

0

0 2

0 2

2

4
0

2
0)(   















xdxdxxdxdxxf X      

10
4
40

4
2

4
)(

22

0

2







 














xdxxf X  
) محققان فإن الدالة  2) و (1بما أن الشرطان ( xf X.هي دالة كثافة احتمال  

 التمثيل البياني لدالة كثافة الاحتمال xf X:  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  حساب الاحتمال: 

94,0
16
15

16
11

4
4/11

4
)2/1(

4
2

4
0

2
)()2/32/1(

22

2

2/1

2/3

2

22

2/1

2/3

2/1
























 

XdxdxXdxxfXP X

 

028,0
36
1

4
9/10

4
)3/1(

42
0)()3/1(

2

3/1

0

3/1

0

203/1

















 



xdxxdxdxxfXP X

  

fX(x) 

1 2 

X 

0 

1 

0.5 

+∞ -∞ 
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  :The Cumulative Distribution دالة التوزيع التراكمي  -2-2
متغير عشوائي متصل ومحدد بقانون التوزيع الاحتمالي Xإذا كان  xf X:فإن دالة توزيعه التراكمي معرفة كما يلي  





x

X dttfxXPxF )()()(  

   .xة أصغر أو يساوي قيم Xوهذا يعني احتمال أن يأخذ المتغير العشوائي 
إن دالة التوزيع التراكمي  xFX هي دالة مستمرة على الخط الحقيقيRx  ال ، [0,1]وتأخذ قيمها في ا

  فإن: )  a < b مععددان حقيقيان ( bو  aوهي دالة متزايدة، حيث إذا كان 

     )()()( aFbFbXaP XX   
  :6 قمر  مثالال
)2/32/1(، ثم أحسبومثلها بيانيا إيجاد دالة التوزيع التراكمي والمطلوب:  5لنأخذ معطيات المثال    XP  

  ل:  ــالح
  دالة التوزيع التراكمي xFX  : 

                                         



x

X dttfxXPxF )()()(  

00)()(0..  


xx

X dtdttfxFxsi  

442
0)()(20..

2

0

2

0

0 xtdttdtdttfxFxsi
xxx

X  


  

10
4

2
4

0
2

0).()(2..
22

0

2

2

2

0

0









 



tdtdttdtdttfxFxsi
xx

X

  
  وعليه نجد: 

  2

2.................1

0............
4

0.................0
2





















xsi

xsix
xsi

xF X
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 التمثيل البياني لدالة التوزيع التراكمي xFX: 
  
 
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  

94,0
16
15

16
11

4
4/11

4
)2/1(1)2/1()2/3()2/32/1(

2

















 XX FFXP

  

  التوقع الرياضي، التباين والعزوم:  -2-3

 : Mathematical Expectation لرياضي)التوقع الرياضي (الأمل ا 

متغير عشوائي متصل بدالة كثافة احتمال  Xليكن   xf X فإن التوقع الرياضي للمتغير العشوائي ،X  معطى
  بالعلاقة التالية:             

   




 dxxfxXE X )()(  

  

  

FX(x) 

2 
X 

4
1

 

1 0 

1

+ ∞ - ∞ 
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  : خواص التوقع الرياضي

CCE: هو C لمقدار الثابتالرياضي لـ مقدار ثابت فإن التوقع Cليكن  -1 )( 

لأن الدالة هي دالة كثافة احتمال xf X     CCdxxfCdxxfCCE XX  








1)()()( 

bxaEbaxE:  عددان حقيقيان فإن bو  aكان  متغير عشوائي و Xإذا كان  -2  )()( 

 

bXaE

dxxfbdxxfxadxxfbdxxfax

dxxfbdxxfaxdxxfbaxbaxE

XXXX

XXX


































)(

)()()()(

)()()()()(

  

  : Varianceالتباين 
 بالعلاقة التالية: XV)(والذي يرمز له بالرمز Xمتغير عشوائي متصل فإننا نعرف تباين المتغير  Xذا كان إ

     dxxfXEXXEXEXV X )()()()(
2

2 




     

  22 )()()( XEXEXV     
  حيث:         

    




 dxxfxXE X )(.)( 22
  

  : خواص التباين
)(0:  يساوي صفر Cتباين العدد الثابت غير العشوائي  -1 CV   

       0)()()()()(
22

2  








dxXfCCdxxfCECCECECV XX

  
      



ا ات ا  ا ا ا
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)()(           عددان حقيقيان فإن: bو  aمتغير عشوائي وكان  Xإذا كان  -2 2 XVabaXV  
     

         )()()()(

)()()()(
222222

22

XVaXEXEaXEXaEXaEaXE

bXaEbaXEbaXEbaXEbaXV





  :7 رقم مثالال
  .والانحراف المعياري التباين، لتوقع الرياضيإيجاد ا والمطلوب:  5 رقم لنأخذ معطيات المثال 

  ل:ــالح

  :التوقع الرياضي  

3
40

6
2

62

)0(
2

)0()()(

32

0

2

0

32

0 2

0 2






























  






xdxx

dxxdxxxdxxdxxfxXE X

  

  :التباين  

 22 )()()( XEXEXV    

حيث: 




 dxxfxXE X )(.)( 22  

20
8
2

82

)0(
2

)0()()(

42

0

2

0

43

0 2

0 2

22222






























  






xdxx

dxxdxxxdxxdxxfxXE X

  

  22.0
9
2

9
1618

3
42)()()(

2
22 





















 XEXEXV   

 47,022.0: الانحراف المعياري)(  XVX  



ا ات ا  ا ا ا
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الذي له  Xهي القيم المتوقعة لدوال معينة بدلالة المتغير العشوائي  Xم المتغير العشوائي إن عزو العزوم:  
xf)(دالة كثافة احتمال  X  

 العزوم اللامركزية: 
هو التوقع الرياضي  Xللمتغير العشوائي   rمتغير عشوائي متصل فإن العزم اللامركزي من الدرجة  Xإذا كان   
  ويعطى بالعلاقة التالية:   rXللمتغير 

                   




 dxxfxXEm X
rr

r )()(  
ا:    من تعريف العزوم اللامركزية نستنتج خاصيتين مرتبطتين 

1)1()(0 0
0  EXEmr  

 




 dxxfXXEXEmr X )()()(1 1
1      

              




 dxxfXXEmr X )()(2 22
2  

وعليه فإن:   2
12

22 )()()( mmXEXEXV                  
 يعرّف العزم المركزي من الدرجة العزوم المركزية :r  للمتغير العشوائي المتصلX   :كما يلي 

   




 dxxfXEXXEXEM X
rr

r )()()(  
ا:     من تعريف العزوم المركزية هناك ثلاثة خواص مرتبطة 

                                1)(0 0
0  XEXEMr  

  0)()()(1 1
1  XEXEXEXEMr  
      )()()(2 2

12
222

2 XVmmXEXEXEXEMr 
 :La fonction génératrice des momentsالدالة المولدة للعزوم  - 4- 2                

xf)(متغير عشوائي متصل بدالة كثافة احتمال  Xإذا كان   X   فإن الدالة المولدة لعزوم هذا المتغير العشوائي معرفة
   كما يلي:

dxxfeeEtm X
txtx

X )()()( 




  

  



ا ات ا  ا ا ا
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  :محلولة تمارين

طالبات، وكان المتغير  3طلاب و  3 بطريقة عشوائية من بين إذا كان المطلوب اختيار طالبين :التمرين الأول
  يمثل عدد الطلبة ذكور الذين سيتم اختيارهم. Xالعشوائي

  ودالة توزيعه التراكمي.ائيأوجد التوزيع الاحتمالي لهذا المتغير العشو ،  

 .أوجد التوقع الرياضي والانحراف المعياري لهذا المتغير  

  :لــالح

 التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي X:  

X طالبات ). 3طلاب و  3طلبة (  6: متغير عشوائي يمثل عدد الطلبة ذكور الذين سيتم اختيارهم من بين  

ا اختيار طالب 15طلبة هو:  6ين من بين عدد الطرق التي يمكن 
!412
!456

)!26(!2
!62

6 






C   ،حالة

نقطة ولكل عنصر نفس الفرصة في الظهور وذلك لأن المعاينة عشوائية ، وإن القيم  15فإن فضاء العينة يتضمن وعليه
  ، وعليه تكون الاحتمالات المقابلة لهذه القيم كما يلي: 2، و 1، 0هي:  Xالممكنة لهذا المتغير 

 X=0 ادث هو الحA عدم اختيار أي طالب ذكر:: حادث 

5
1

15
3)()0( 2

6

2
3

0
3 



C

CC
APXP 

 X=1  هو الحادثB:حادث اختيار طالب واحد ذكر : 

5
3

15
9

15
33)()1( 2

6

1
3

1
3 







C
CC

BPXP 

 X=2  هو الحادثC:حادث اختيار طالبين من الذكور : 

  

  التالي: دولالجموضح في  Xوعليه فإن التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي
5
1

15
3)()2( 2

6

0
3

2
3 



C

CCCPXP



ا ات ا  ا ا ا
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  :Xالعشوائي يع الاحتمالي للمتغير التوز  جدول

  2  1  0  X 
1  

5
1  

5
3  

5
1  P(X=x)  

  دالة التوزيع التراكمي للمتغير العشوائيX: 

  كما يلي:xFX)(يمكن إيجاد دالة التوزيع التراكمي 



















2..................................1
21..............................5/4

10..............................5/1
0..................................0

)()(

Xsi
Xsi

Xsi
Xsi

xXPxF iiX
  

 ) القيمة المتوقعةالتوقع الرياضي( : 

1
5

23
5
12

5
31

5
10

)2(2)1(1)0(0)()(
1





























XPXPXPxXPxXE i

n

i
i

 

1)(  XE 

  :التباين  22 )()()( XEXEXV    :حيث)()(
1

22
i

n

i
i xXPxXE 


 

)(1  لدينا:  XE  

5
7

5
43

5
4

5
3

5
14

5
31

5
10

)2(2)1(1)0(0)()( 222

1

22





























XPXPXPxXPxXE i

n

i
i

  

   
5
2

5
571

5
7)()()( 222 









 XEXEXV  

  



ا ات ا  ا ا ا
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)(63,04.0   عياري:الانحراف الم  XVX  

  : التمرين الثاني

 دون كرات على التوالي و  3كرات حمراء، نقوم بسحب   6كرات خضراء و   4ليكن لدينا وعاء يحتوي على 
  المتغير العشوائي الذي يمثل عدد الكرات الحمراء المسحوبة. Xإعادة من هذا الوعاء، نعرف 

ا ، Xالاحتمالي للمتغير العشوائي  أوجد التوزيع - 1 ً  .ومثله بياني
أوجد دالة التوزيع التراكمي  - 2 xFX ا ً  .ومثلها بياني

  :لــالح
 التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي X:  

X كرات   6رات خضراء و ك  4كرات) من بين   3: متغير عشوائي يمثل عدد الكرات الحمراء الممكن سحبها (سحب
  حمراء حيث أن السحب على التوالي و دون إعادة. 

ا سحب  ، في حيث السحب على التوالي و دون إعادة كرات   10كرات من بين   3عدد الطرق التي يمكن 

هو:هذه الحالة نكون بصدد ترتيبة دون إعادة وعليه عدد الطرق   720
!7

!78910
!310

!103
10 





A  حالة، 

  ، وعليه تكون الاحتمالات المقابلة لهذه القيم كما يلي:3و  2، 1، 0هي:  Xنة لهذا المتغير وإن القيم الممك

 X=0  هو الحادثA الحصول على أي كرة حمراء: حادث عدم: 

720
24)()0( 3

10

3
4

0
6 



A

AA
APXP 

 X=1  هو الحادثB الحصول على كرة حمراء واحدة: حادث: 

رة حمراء واحدة، إما أن تسحب الكرة الحمراء في لأن الترتيب مهم فهناك ثلاث حالات للحصول على ك
 .3السحب الأول أو الثاني أو الثالث لذلك قمنا بالضرب في القيمة 

720
216

720
12633)()1( 3

10

2
4

1
6 










 


A
AA

BPXP  

  X=2  هو الحادثC الحصول على كرتين حمراوين: حادث:  



ا ات ا  ا ا ا
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ية أو الأولى والثالثة أو الثانية لأن الترتيب مهم فهناك ثلاث حالات للحصول على كرتين حمراوين، إما الأولى والثان
 .3والثالثة لذلك قمنا بالضرب في القيمة 

720
360

720
43033)()2( 3

10

1
4

2
6 










 


A
AA

CPXP  

 X=3 الحادث هو D:حادث الحصول على ثلاث كرات حمراء : 

720
120)()3( 3

10

0
4

3
6 







 


A
AA

DPXP  

  موضح في الجدول التالي: Xوعليه فإن التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي

  :Xتمالي للمتغير العشوائي جدول التوزيع الاح

  3  2  1  0  X 
1  

720
120  

720
360  

720
216  

720
24  P(X=x)  

  :Xالتمثيل البياني لدالة كتلة احتمال المتغير العشوائي 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

P(X=x) 

2 3 
X 

1 0 

1 

0.5 

0.3 

0.17 

0.033 



ا ات ا  ا ا ا
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 تغير العشوائي دالة التوزيع التراكمي للمX: 

  كما يلي:xFX)(يمكن إيجاد دالة التوزيع التراكمي 






























3..................................1

32..............................
720
600

21..............................
720
240

10..............................
720
24

0..................................0

)()(

Xsi

Xsi

Xsi

Xsi

Xsi

xXPxF iiX

  

  :X التمثيل البياني لدالة التوزيع التراكمي للمتغير العشوائي

  

  

  
  

  

  

  

  

  

FX(x) 

2 3 
X 

1 0 

1 

0.83 

0.33 

0.033 



ا ات ا  ا ا ا
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يمثل عدد مرات الذي  X ئينعرف المتغير العشوا لتكن تجربة إلقاء قطعة نقد مرتين متتابعتين، حيث :ثالثالتمرين ال
  تجربة.ال هذهفي  (F) وجه الالحصول على 

  : المطلوب

  .ذه التجربةلهأوجد الحالات الكلية الممكنة  -

  .ا بيانيامومثله ، دالة التوزيع التراكميالة كتلة الاحتمالإستخرج د -

  .و الانحراف المعياري  التباين ،أحسب الأمل الرياضي   -

الأول و الثاني، ثم قارن بين العزم المركزي الثاني و  العزمين اللامركزيينكزيين الأول و الثاني، ثم أحسب العزمين المر  -
  التباين.

 أوجد الدالة المولدة للعزوم ، ثم إستخرج منها العزم الابتدائي الأول والثاني. -

  :لــالح

 يهللتجربة العشوائية الممكنة الكلية  الحالات:  

   PPPFFPFF ,,, 

  العشوائي تظهر من خلال الجدول التالي: قيم المتغير

PP  PF  FP  FF  العينة  
0  1  1  2  Xi 

  هي: Xو دالة كتلة الاحتمال للمتغير العشوائي    X={0 ; 1 ; 2}و منه قيم المتغير 
2  1  0  X=xi 

1/4  2/4  1/4  P(X=xi)  
  
  
  
  



ا ات ا  ا ا ا
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  ن كالتالي: التمثيل البياني لدالة الكتلة الاحتمالية فيكو  وفيما يخص
  
  
  
 

  

  

  

 

 دالة التوزيع التراكمي )(xFX  للمتغير العشوائيX  :  

  بالشكل التالي: دالة التوزيع التراكمي من دالة كتلة الاحتمال يمكن إيجاد

 
  

  

  

  

  

P(X=x) 

2 
X 

1 0 

1 

0.5 

0.25 



ا ات ا  ا ا ا
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  :xFX)(التمثيل البياني لدالة التوزيع التراكمي 

  

  

 

 

  

  

   

 ي: حساب الأمل الرياض 

1
4

22
4
12

4
21

4
10

)2(2)1(1)0(0)()(
1





























XPXPXPxXPxXE i

n

i
i

 

1)(  XE 

  :التباين  22 )()()( XEXEXV    :حيث)()(
1

22
i

n

i
i xXPxXE 


 

)(1  لدينا:  XE  

2
3

4
6

4
42

4
14

4
21

4
10

)2(2)1(1)0(0)()( 222

1

22





























XPXPXPxXPxXE i

n

i
i

  

   
2
1

2
231

2
3)()()( 222 









 XEXEXV  

)(71,05.0    الانحراف المعياري:  XVX  

FX(x) 

2 
X 

1 0 

1 

0.75 

0.25 



ا ات ا  ا ا ا
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 1 حساب العزوم المركزيةM  2وM:  

    )()()(
1

i

n

i

rr
r xXPXEXXEXEM  


  

 

0
4

11
4
11

4
20

4
1)1(

)2()12()1()11()0()10()()(
1

1
1





























XPXPXPxXPXEXM i

n

i

  
 

5.0
4

11
4
11

4
20

4
11

)2()12()1()11()0()10()()( 222

1

2
2





























XPXPXPxXPXEXM i

n

i

   

 1مركزية لاحساب العزوم الm  2وm:  

)()(
1

i

n

i

r
i

r
r xXPxXEm  


  

1
4

22
4
12

4
21

4
10

)2(2)1(1)0(0)()( 111

1

11
1


























 


XPXPXPxXPxXEm i

n

i
i

  

2
3

4
6

4
42

4
14

4
21

4
10

)2(2)1(1)0(0)()( 222

1

22
2


























 


XPXPXPxXPxXEm i

n

i
i

 

  

   
2
1

2
131

2
3)()()( 22

12
22 


 mmXEXEXV                

 للعزوم حساب الدالة المولدة : 

 
x

txtx
X xXPeeEtm )()()(  



ا ات ا  ا ا ا
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 tttt

ttt

x

txtx
X

eeeee

eeexXPeeEtm

220

210

2
4
1

4
1

4
1

4
2

4
1

4
1

4
2

4
1)()()(























 

  

اية المشتقة: t=0يكون بعد حساب المشتق الثاني و جعل من الدالة المولدة للعزوم،  2mإستخراج    في 

1
4
2

4
2

4
2

4
2

4
1

4
2)( 020

0

2

0

1

1

1 



 



eeee
t

tmm
t

tt

t

X  

2
3

4
6

4
4

4
2

4
4

4
2

4
2

4
2)( 020

0

2

0

2

2

2 



 



eeee
t

tmm
t

tt

t

X  

   ابع:ر التمرين ال

  مبينّ في الجدول التالي:معرفة كما هو Xودالة كتلة احتمال للمتغير العشوائي لدينا حجر نرد أوجهه غير متماثلة، 

6  5  4  3  2  1  X 

c3  c  51  31  c  c2   xXP   

 . cأوجد قيمة الثابت  - 1
أوجد دالة تابع الاحتمالات  - 2 xFX.  
 .ما احتمال الحصول على عدد زوجي - 3

  :لــالح
 :cقيمة الثابت  إيجاد -1

  بما أن الدالة هي دالة كتلة احتمال فالشرط الثاني محقق وعليه:

15
1

15
77

15
35157

5
1

3
117

13
5
1

3
121)(

1









cccc

ccccxXP
n

i
i

  



ا ات ا  ا ا ا
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  كما يلي:Xوعليه يكون جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي 

6  5  4  3  2  1  X 

5
1  15

1  5
1  3

1  15
1  15

2   xXP   

دالة تابع الاحتمالات  -2 xFX:  
حتمال الادالة تابع  xFXي للمتغير العشوائX :هي   

 





























6.................1
65..........1512
54..........1511

43..........158
32............153
21.............152

1..................0

xsi
xsi
xsi

xsi
xsi
xsi

xsi

xF X
 

 :احتمال الحصول على عدد زوجي  -3
  حادث الحصول على عدد زوجي:Aليكن 

47.0
15
7

15
331

5
1

5
1

15
1)6()4()2()( 


 XPXPXPAP

   :سامخالتمرين ال
المعرف بدالة تابع احتماله  Xليكن المتغير العشوائي xFX :كما يلي  

 
























2................1
20..........1513

03............157
35.............152

5..................0

xsi
xsi

xsi
xsi

xsi

xF X  

  . Xأوجد دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  - 1
أحسب الاحتمالات التالية:  - 2 23  XP  ، 0XP ، 3XP.   



ا ات ا  ا ا ا
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   .Xثانية، ثم استنتج تباين المتغير العشوائيأوجد العزم اللامركزي من الدرجة الأولى وال  - 3
  :لــالح

  :Xدالة التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  إيجاد -1
من دالة التوزيع التراكمي يمكن إيجاد دالة التوزيع الاحتمالي أو دالة كتلة الاحتمال وذلك بإجراء الفروقات، حيث أن 

2,0,3,5م المتغير العشوائي في هذا المثال هي: قي X  
  كما يلي:Xوعليه يكون جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي 

  2  0  3 -  5 -  X 

1  
15
2  5

2  3
1  15

2   xXP   

  

أحسب الاحتمالات التالية:  - 2 23  XP  ، 0XP ، 3XP.   
   

 
15
8

15
2

5
2)2()0(23  XPXPXP 

 
15
7

3
1

15
2)3()5(0  XPXPXP  

 
15
13

15
2

5
2

3
1)2()0()3(3  XPXPXPXP  

  :Xج تباين المتغير العشوائيا العزم اللامركزي من الدرجة الأولى والثانية، ثم استنت جادإي -3

)()(
1

i

n

i

r
i

r
r xXPxXEm  


  

   

   
15

21
15

41510
15
22

5
20

3
13

15
25)2(2

)0(0)3(3)5(5)()(

1

111

1

11
1



































 


XP

XPXPXPxXPxXEm i

n

i
i

   

15
42

15
8925

15
24

5
20

3
19

15
225)2(2

)0(0)3(3)5(5)()(

2

222

1

22
2

































 


XP

XPXPXPxXPxXEm i

n

i
i



ا ات ا  ا ا ا
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  84.0
225
189

225
441630

15
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  mmXEXEXV

  : التمرين السادس      

  ذو الدالة التالية : Xليكن المتغير العشوائي 
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  :المطلوب

xf)(أثبت أن   -1 X.دالة كثافة إحتمالية و مثلها بيانيا 

 أوجد دالة التوزيع التراكمي ومثلها بيانيا. -2

  : لــالح

xf)(حتى تكون الدالة  -1 X  التاليان شرطانالدالة كثافة إحتمالية لابد من تحقق :  
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)(0فإن:  Xقيم  تكنمن البيانات أنه مهما : الملاحظ الشرط الأول xf X  0)(;  xfx X.  

: الشرط الثاني
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xf)(لةبما أن الشرطان محققان فإن الدا إذن X  تيو تمثيلها البياني يكون كالآدالة كثافة إحتمالية:  
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التمثيل البياني لدالة التوزيع التراكمي -3 xFX: 

 
   :التمرين السابع

  التالية : لتكن دالة كثافة الاحتمال
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 .أوجد التوقع الرياضي و التباين - 1
 .المركزي الثاني ثم تحقق من قيمته مع التباينم أوجد العز  - 2
 .أوجد الدالة المولدة للعزوم - 3
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ــل   :الحـــــ

 حساب التوقع الرياضي:  -1
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  :التباين  
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                    : 2M عزم المركزي الثانيحساب ال-2

   قمنا في السؤال الأول بحساب التباين حيث وجدنا: 
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        العلاقة: من2Mكما يمكن حساب العزم المركزي الثاني     
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  حساب الدالة المولدة للعزوم: 

   معرفة كما يلي: X  الدالة المولدة لعزوم المتغير العشوائي  
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  كالآتي:  التكامل نستخدم التكامل بالتجزئة من أجل البحث عن

  : فنحصل على ما يأتي (ex=u) ونسمي (x=v)نسمي 
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  إذن: 
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  لتكن الدالة التالية: :التمرين الثامن
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  : المطلوب

xf)( التي تجعل الدالة kأوجد قيمة  - 1 X15.0( مل كدالة كثافة احتمال، ثم أوجد:تع( XP . 
)15.0(ثم تأكد من حساب  xFX)(أوجد دالة التوزيع التراكمي  - 2 XP. 

  :لــالح
xf)( التي تجعل الدالة kقيمة  -1 X:تعمل كدالة كثافة احتمال 
xf)( تكون الدالةحتى  X:تعمل كدالة كثافة احتمال يجب تحقق الشرطان  
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)(0فإن:  Xقيم  تكنمن البيانات أنه مهما : الملاحظ الشرط الأول xf X 
 0)(;  xfx X. يبقى فقط التأكد من قيمةk.  

: الشرط الثاني
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 :حساب الاحتمال  
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  وعليه نجد: 
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  تمهيد:
يرات العشوائية و ركزنا على أنواعها التي تنقسم إلى متغيرات عشوائية منفصلة تطرقنا في الفصل السابق إلى المتغ      

وأخرى متغيرات عشوائية متصلة وتعرفنا على بعض خصائصها كدالة كتلة الاحتمال، دالة كثافة الاحتمال، التوقع 
  الرياضي والتباين والدالة المولدة للعزوم و غيرها.

مختلفة اتفق على استخدام توزيعات احتمالية متعددة تخدم يقات متعددة لكون المتغيرات العشوائية لها تطبو 
هذه التطبيقات، لذلك سنناقش خلال هذا الفصل بعض التوزيعات الاحتمالية الخاصة بالمتغير العشوائي المنفصل 

لمنتظم، والتي تستخدم بشكل واسع في التطبيقات الاحصائية والاحتمالات ومن هذه التطبيقات تجارب التوزيع ا
نولي وتجارب ذي الحدين، تجارب التوزيع فوق الهندسي والتوزيع الهندسي وكذا توزيع بواسون وسوف نقوم بير  تجارب

بوصف جل هذه التوزيعات الاحتمالية المنفصلة بشكل موجز نتعرض من خلاله لتحديد دالة كتلة الاحتمال، دالة 
اين والدالة المولدة للعزوم إن وجدت لهذه التوزيعات الاحتمالة التوزيع التراكمي مع تحديد التوقع الرياضي والتب

    المنفصلة.  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



ت ا ا ز ا ا  ا ا 
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  :Discrete Uniform Distribution التوزيع المنتظم المنفصل -أولا

 التجارب التي تتضمن نتائجها فيمن أبسط التوزيعات المنفصلة، حيث يستخدم يعد التوزيع المنتظم المنفصل        
بأنه عدد النقاط التي X   عند إلقاء زهرة نرد مرة واحدة وتعريف المتغير العشوائيمثلاف ،الحدوث الفرصة فيس نف

  .تظهر على الوجه العلوي، فإن هذا المتغير العشوائي يتوزع وفق التوزيع المنتظم المنفصل

  المنفصل:منتظم ال لتوزيعدالة كتلة الاحتمال ل -1

  :1كما يلي  احتمال معرفة ل بدالةمنفص متغير عشوائي Xإذا كان 

  

  

  

  عدد صحيح موجب. Nحيث 

)( الدالةتكون و حتى  ixXP   انالتالي انتحقق الشرط يجبدالة كتلة إحتمال:  
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 :يظهر أن الدالة الشرط الأول )( ixXP هي دالة غير سالبة لجميع قيم  X.    

 111 الثاني: الشرط)(
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)(نقول أن الدالة  وعليه ixXP للمتغير العشوائي  هي دالة كتلة احتمال للتوزيع المنتظم المنفصلX  ونكتب
)1....,(: اختصارا  NUX   

  
                                                             

  .309علي عبد السلام العماري، علي حسين العجيلي، مرجع سابق، ص  - 1
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96 
 

 :للتوزيع المنتظم المنفصلدالة التوزيع التراكمي   -2

  يع المنتظم المنفصل تكتب كما يلي:دالة التوزيع التراكمي للتوز 
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  :1كما يمكن كتابتها على الشكل
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  :صلالمنتظم المن التوقع الرياضي، التباين والدالة المولدة للعزوم للتوزيع  -3

  :التوقع الرياضي -3-1

فإن:  Nفصل بمعلمة يتوزع وفق التوزيع المنتظم المن متغير عشوائي Xإذا كان 
2

1)( 


NXE   

2
1

2
)1(111)()(

111





 



NNN
N

X
NN

XxXPXXE
N

X

N

X

N

X
  

إذن:                                                                                        
2

1)( 


NXE   

 :التباين -3-2

 كمايلي:  نفصلتوزيع المنتظم الميتبع الالذي  Xالعشوائي لمتغير التباين تعطى الصياغة الرياضية 

12
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NXV  

 22 )()()( XEXEXV   

                                                             
  .310ص بق، اعلي عبد السلام العماري، علي حسين العجيلي، مرجع س -  1



ت ا ا ز ا ا  ا ا 
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ومنه:                                                                                    
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NXV   

  :ة للعزومالدالة المولد  -3-3

)(متغير عشوائي منفصل بدالة كتلة احتمال  Xإذا كان   xXP   فإن الدالة المولدة لعزوم هذا المتغير العشوائي
ا الأمل الرياضي للدالة  txe  ،تعرف بأ )()( tx

X eEtm ة: ، وهي معطاة بالصيغة التالي  

 
x

txtx
X xXPeeEtm )()()( 

  :1كمايلي نفصليتبع التوزيع المنتظم المالذي  Xالعشوائي لمتغير ا لعزومللدالة المولدة تعطى الصياغة الرياضية 
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  .312، 311ص ص ، سابقعلي عبد السلام العماري، علي حسين العجيلي، مرجع  -1



ت ا ا ز ا ا  ا ا 
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  :1رقم  مثالال

  طلاب ؟ 06تم إختيارها من  04لعينات عشوائية حجمها  المنفصلوجد التوزيع المنتظم أ

  ة للعزوم ؟ثم أوجد دالة التوزيع التراكمي و التوقع الرياضي ، ثم الدالة المولد

  ل:ــالح

15 :يالحالات الكلية الممكنة من هذا السحب ه
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  هي: نفصلللتوزيع المنتظم الم كتلة الاحتمالإذن دالة  
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   :حساب الأمل الرياضي
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  :حساب التباين
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  :حساب الدالة المولدة للعزوم
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   :Bernouli Distrubution توزيع بيرنولي -ثانيا

  ،المنفصلة في التجارب التي تكون لها نتيجتان ممكنتان فقط ومتنافيتانيعتبر توزيع بيرنولي من أبسط التوزيعات 
، أو عند سحب كرة من صندوق Pأو رقم  Fفإن النتيجة قد تكون وجه  ية معدنيةمثل نتائج تجربة إلقاء قطعة نقد

م الجراحية ناجحة   nكرة حمراء و   mبه  كرة بيضاء، أو تجربة إختيار مريض من بين الأشخاص الذين كانت عمليا
ــــ    . q=(1-P)إحتمال فشلها هو فإن  Pأو فاشلة، فإذا رمزنا لإحتمال نجاح التجربة ب

إذا فشلت هذه 0Xالقيمة يمثل نجاح التجربة أو فشلها، بحيث يأخذ الذي  Xويكون المتغير العشوائي 
 .هاحانج عند 1X و  التجربة 

 :بيرنوليتوزيع حتمال دالة كتلة ا -1

  :1تب على الصيغة التاليةتكحتمال توزيع بيرنولي اإن دالة كتلة 
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1 - DRESS . F : « Les Probabilités et La Statistique » , Edition DUNOD, Paris,2012 , P 18.  



ت ا ا ز ا ا  ا ا 
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1حيث:  qp  

)(دالة كتلة احتمال لتوزيع بيرنولي تكتب اختصارا :  PBerX   

  :توزيع بيرنوليزيع التراكمي لدالة التو -2

    توزيع بيرنولي كما يلي:تراكمي لالتوزيع التكتب دالة     
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  :التوقع الرياضي، التباين والدالة المولدة للعزوم -3

  :التوقع الرياضي -3-1

pXEفإن:  Pيتوزع وفق توزيع بيرنولي بمعلمة  Xإذا كان المتغير العشوائي   )(  
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  :التباين - 3-2

pqXV : :معطى بالعلاقة التاليةيتبع توزيع بيرنولي  الذي Xالعشوائي  لمتغيراتباين  )(  
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  :الدالة المولدة للعزوم - 3-3

  ي:هيرنولي بع توزيع بالذي يت X العشوائي لمتغيرالعزوم لدالة المولدة ا

t

x

txtx
X peqxXPeeEtm   )()()( 

  :يلي كمابيرنولي   يتبع توزيع الذي  Xالعشوائي لمتغير ا للدالة المولدة لعزومتعطى الصياغة الرياضية 

ttt
X

X

XXtX

X

tXtx
X

peqqpeqpetm

qpexXPeeEtm














11110100

1

0

1
1

0

)(

)()()(
  

t
X peqtm )(  

  :2رقم  مثالال

  .0.4إذا كان احتمال أن يتخرج طالب من جامعة ما بعد الدراسة هو 

، ثم أحسب كل من التوقع الرياضي والتباين، ثم  Xالتوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  قانونأوجد : وبالمطل
 .أوجد الدالة المولدة للعزوم 

  ل: ــالح

( إما التخرج من الجامعة ونيل الشهادة أو عدم التخرج وعدم  بما أن للطالب حالتين هما إما النجاح أو الفشل
وهي تمثل نجاح الطالب (تخرجه) وإما  1Xيمكن أن يأخذ قيمتين هما  Xير العشوائي ، فالمتغنيل الشهادة )

0X  وهي فشل الطالب (رسوبه)، و من هذه المعطيات يمكن تطبيق قانون التوزيع الاحتمالي لبرنولي وهو الموافق
  لهذه التجربة وقانوه يكتب كمايلي:
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  ومنه يمكن حساب التوقع الرياضي و التباين و الدالة المولدة للعزوم إنطلاقا من العلاقات السابقة، حيث:

4.0)(  pXE  

24.06.04.0)(  pqXV  
tt

X epeqtm 4.06.0)(  

  :Binomial Distributionالثنائي)التوزيع توزيع ذي الحدين (  -ثالثا

لبساطة علاقته الرياضية وسهولة إستخدامه، نفصلة من أهم التوزيعات الاحتمالية المتوزيع ذي الحدين يعتبر     
  :1ويستعمل أساسا في التجربة العشوائية التي لها الخواص التالية 

 والذي يمثل حجم العينة. n تتألف من عدد من المحاولات ونفرضه التجربة -
  .البعضأن المحاولات مستقلة عن بعضها  -
 .النجاح أو الفشلهما فقط هما  ينكل محاولة نتيجتل -
وبذلك فإن   Pنجاح المحاولة ن إحتمالسيتم افتراض أ، و تاولاالمح لجميعثابت متساوي و إحتمال النجاح  -

 .q=1-pاحتمال فشلها سيكون 

على قيم لهذا متغير عشوائي يمثل عدد حالات النجاح لمثل تلك التجارب فإننا نحصل  Xافتراض أن على  و
  احتمالات مناسبة له بالشكل الذي يشير إلى أن هذا المتغير هو من النوع المنفصل. و Xالمتغير العشوائي 

  nفإن التجربة تسمى تجربة بيرنولي، أما عندما يكون  1nمساوي للواحد  nعندما يكون عدد المحاولات 

فإن التجربة تدعى بتجربة ذي الحدين ويرمز لهذا التوزيع بالرمز: 1nأكبر من الواحد  pnBX ,  

10وأن:  يمثل حجم العينة أو عدد المحاولات.1nحيث أن:    p.يمثل احتمال نجاح المحاولة  

   من بين تجارب توزيع ذي الحدين نذكر:

الممكن  Pأو عدد الأرقام  Fيمثل عدد الصور  Xمرة و المتغير العشوائي  n ية معدنيةعة نقدإلقاء قط -
 الحصول عليها.

                                                             
  .181ص بق، ا، مرجع سدلال القاضي وآخرون -  1
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يمثل عدد العناصر  Xعنصر سليم مع  m2عنصر تالف و  m1عناصر في صندوق به الإختيار عدد من  -
 السليمة المستخرجة.

يمثل  Xداء، حيث المتغير العشوائي كرة سو   mكرة بيضاء و  n كرة مع الاعادة من صندوق به  kسحب  -
 عدد الكرات البيضاء الممكن سحبها. 

  :ذي الحدين حتمال توزيعدالة كتلة ا -1

  :1 الذي يتوزع وفق توزيع ذي الحدين تأخذ الصيغة التالية Xدالة كتلة الاحتمال للمتغير العشوائي 
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الثنائي) لابد من التوزيع وزيع ذي الحدين (تلعشوائي اللمتغير لتمال حتى تكون الدالة السابقة دالة كتلة إح
  تحقق الشرطان التاليان:
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 :يظهر أن الدالة الشرط الأول )( ixXP هي دالة غير سالبة لجميع قيم  X أي أن الشرط الأول محقق ،
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1 - CANTONI . E  et autres : « Maitriser l’aléatoire : exercices résolus de probabilités et statistique », 
Springer , France , 20 06 , P 23. 
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  :1الصياغة التالية على  منشور نيوتن يكتب
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  ليصبح: ذي الحدين توزيعنا تطبيق هذا المنشور على قانون وبالتالي نلاحظ أنه يمكن

  XnX
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X
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n qpCqp 
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1لدينا  qp بالتالي يصبح: و  1
0

 


 XnX
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X
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n qpCqp  

  .كذلك  الشرط الثاني محقق عليه يكونو 

  :ذي الحدين( التوزيع الثنائي) لتوزيعتابع الاحتمال لة دا-2

يتبع توزيع ذي الحدين الذي  Xعشوائي اللمتغير ل )تراكميالتوزيع ال تابع الاحتمال ( دالة تكتب دالة
  :2(الثنائي) كما يلي

XnX
X

X

X
niX qpCxXPxF 




0

)()(  

  كتابتها وفق العلاقة التالية: أيضاكما يمكننا 

                                                             
1 - CHAMOUN Chamoun : «  Eléments des Statistiques et de Probabilités »,  OPU , Algérie , 2010 , 
P129. 

  .36، ص  2004، الجزء الثاني، دار الكتب الأكاديمية ،مصر ،  " نظرية الاحتمالات : "عبد الحميد ربيع غيطان - 2
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  :توقع الرياضي، التباين، الدالة المولدة للعزومال - 3

  :التوقع الرياضي -3-1

npXEفإن:  pو  nمتغير عشوائي يتوزع وفق توزيع ذي الحدين بمعلمتين  Xإذا كان   )(  
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  :التباين - 3-2

npqXVفإن:  pو  nمتغير عشوائي يتوزع وفق توزيع ذي الحدين بمعلمتين  Xإذا كان  )(  

 22 )()()( XEXEXV  

   )(1)( 2 XEXXEXE   
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  :الدالة المولدة للعزوم -3- 3

  فإن الدالة المولدة لعزوم هذا المتغير هي:  pو  nمتغير عشوائي يتوزع وفق توزيع ذي الحدين بمعلمتين  Xإذا كان 

 nt

x

txtx
X peqxXPeeEtm   )()()( 

  :يلي كماذي الحدين  يتبع توزيع الذي  Xالعشوائي غير لمتا للدالة المولدة لعزومتعطى الصياغة الرياضية 
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  :3رقم  مثالال

أشخاص يعانون  06من  عشوائية يتم شفائهم، فإذا تم إختيار عينة كورونامن المصابين بمرض   %40إذا كان 
  ثل عدد الأشخاص الذين يتم شفائهم من هذا المرض.يم Xعتبرنا أن المتغير العشوائي ا، فإذا من هذا المرض

 .أوجد دالة هذا التوزيع -
)1( أوجد - XP  31(و(  XP. 



ت ا ا ز ا ا  ا ا 
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 التوقع الرياضي والتباين.أوجد -
 .أوجد الدالة المولدة للعزوم -

  ل:ــالح

أو عدم شفائه باحتمال   4.0p( شفاء المريض باحتمال بما أن التجربة تحتمل نتيجتين فقط  
6.01  pq  (موعة عناصر فإننا نستخدم و الاختيار يك   :، حيثذي الحدين توزيعون 

  4.0,6BX   

  :وعليه تكون دالة كتلة الاحتمال كما يلي
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   :  1Xمن أجل إيجاد مثلا 

    187.06.04.0)1( 1611
6  CXP  

        498.0311.0187.06.04.06.04.0

)2()1()31(
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  :التوقع الرياضيحساب 

 4.24.06)(  npXE  

  :التباين حساب

44.16.04.06)(  npqXV 

 : حساب الدالة المولدة للعزوم

 64.06.0)( t
X etm   
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  :The Hypergeometric Distribution التوزيع فوق الهندسي - ارابع

تمعات الصغيرة، حيث يأخذ فقط بعمليات السحب التي لا يمكننا فيها الإ يستخدم    رجاعهذا التوزيع مع ا
ويطبق على مجتمع محدود يتضمن نوعين من العناصر فقط، حيث أنه يأخذ عينة ثابتة يتم إختيارها بشكل  أو الإعادة

التي تم د عناصر أحد النوعين بالعينة الهدف من وراء هذه التجربة هو معرفة عديكون متتال و بدون إعادة و 
  .اختيارها

  حتمال التوزيع فوق الهندسي:دالة كتلة ا -1

 من الوحدات المسحوبة من مجموعة n بة في عينة عشوائية مؤلفة منإيجاد عدد الوحدات المعي لو افترضنا أننا نود  
MNوبة من الوحدات المعي Mمن الوحدات المنتجة من بينها  Nمن   فإن العينة من الوحدات الصالحة

سيكون لها نفس احتمال سيتم سحبها بطريقة حيث أن أي من محاولات السحب المتتابعة للوحدات المتبقية 
  السحب.

وبذلك فإن احتمال أن القطعة الأولى المسحوبة ستكون معيبة هو   
N
M  أما في السحبة الثانية فهو ،

1
1




N
M     أو

1N
M  .معتمدا على ما تم الحصول عليه في السحبة الأولى  

لذلك فإن المحاولات في هذه الحالة ستكون غير مستقلة عن بعضها، كما كان الحال بالنسبة لتوزيع ذي الحدين   
اع، أما لحل حالات السحب دون إرجاع علاوة على أن توزيع ذي الحدين يستخدم في حالة السحب بالارج

  فسيكون كما يلي:

تمع بعدد   Mسيتم اختيارها من الوحدات المعيبة xعدد حالات النجاح (الحصول على قطع معيبة)    من ا
x من الطرق مساوي إلى

MC  أما الفشل فهوxn  ختيارها من الوحدات ويمثل القطع غير المعيبة فسيتم ا

MNغير المعيبة   تمع بعدد الطرق مساوي إلى xnمن ا
MNC 

.  



ت ا ا ز ا ا  ا ا 
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ولذلك فإن كل الطرق الممكنة للسحب سواء كانت الوحدات معيبة أو صالحة فسيتم بعدد من الطرق مساوي   

xn إلى:
MN

x
M CC 

لية وسينسب إلى عدد الطرق الكn
NC لتوزيع لللسحب ليصبح لدينا الشكل العام

  وفقا إلى: 1فوق الهندسي
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  اختصارا:  وتكتبهذه الدالة يطلق عليها تسمية دالة كتلة احتمال التوزيع فوق الهندسي، 

 );;( NMnHX      

  :فوق الهندسيتوزيع ال التوقع الرياضي وتباين -2

  : لتوقع الرياضيا -2-1

  فإن:  Nو  n  ،Mمتغير عشوائي يتوزع وفق التوزيع فوق الهندسي بمعلمات  Xإذا كان 
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 .187،  186دلال القاضي وآخرون، مرجع سابق، ص ص  - 1
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  : التباين-2-2

  فإن:  Nو  n  ،Mمتغير عشوائي يتوزع وفق التوزيع فوق الهندسي بمعلمات  Xإذا كان 
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  ومنها يتضح أن:
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  : 4رقم  مثالال

طلبة ذكور والباقي طالبات، أرادت الإدارة  8طالب من الجنسين ذكور وإناث، منهم  20سم به لدينا ق
متغير عشوائي يمثل عدد الطلبة ذكور في  Xطلبة مكونة بذلك لجنة لتمثيل هذا القسم، فإذا كان  3تكوين عينة من 

ذا المتغير  -هذه اللجنة.     .أوجد دالة التوزيع الخاصة 

 .ن يكون في اللجنة طالبين من جنس ذكرأوجد إحتمال أ-
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  ل:ــالح

ق يطبنقوم بتأنثى وبالتالي طالبة  ر أوو ذكاختيار طالب من النتيجتين إما الو  عادةلدينا السحب بدون إ   
  التوزيع فوق الهندسي.قانون 
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 إحتمال أن يكون في اللجنة طالبين من جنس ذكر: 
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CCXP  

  :بتوزيع ذي الحدين توزيع فوق الهندسيتقريب ال -3

وفي الواقع إذا كانت  ،فإنه لايوجد فرق بين المعاينة بدون إعادة أو بالاعادة nكبيرة مقارنة   Nإذا كانت   

N  وM حيث p
N
M

1فإن:   

xnxx
nn

N

xn
MN

x
M qpC

C
CC 


   

0بشرط
N
n       :وعليه فإنnpXE )(    و)1()( pnpXV   

1.0و     50Nوقد وجد أن هذا التقريب جيد عندما يكون: 
N
n  

                                                             
 .332،  331، مرجع سابق، ص ص علي حسين العجيليلعماري و علي عبد السلام ا - 1
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Nومتى كان 
n :1(ليس صغيرا فإن(

1
)( pnp

N
nNXV 










  

  :5 رقم مثالال

أي  غير صالحة للاستخدامذه القطع ه من % 10 قطعة، 100 على قطع الغيارلتخزين  مستودعيحتوي   
  .من هذا المستودع قطع عشوائيا 10، نقوم بسحب بعد عملية فحصها معيبة

  المطلوب: 

ذ التوزيع قانونما  -      عيبةهتمام سحبنا هو عدد القطع المن إمع العلم أالتجربة العشوائية  الاحتمالي الخاص 
  (غير الصالحة للاستخدام) ؟

  الاحتمالي؟توزيع لأي توزيع يمكننا تقريب هذا ال -

  ؟معيبةقطع غيار  05إذا كانت شروط التقريب متوفرة طبق هذا التقارب من خلال حساب إحتمال سحب  -

  : لــالح

 لك السحب بدون إرجاع وكذطع معيبة وأخرى صالحة) ( قمن خلال المعطيات لدينا صنفين من قطع الغيار   
عدد القطع غير الصالحة الاجمالية  أن توزيع فوق الهندسي، حيثالاحتمالي الملائم هو قانون التوزيع قانون و بالتالي 

101.0100هو   NPM :ونكتب  
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  .ذي الحدين توزيعزيع إلى تو يمكننا تقريب هذا الوعليه  Nو  نلاحظ أن: 

  قطع غير صالحة: 05إحتمال سحب  -
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 لتوزيع فوق الهندسي: ا  

  

 ذي الحدين توزيع:  

    0014.09.01.0)5( 555
10  CXP  

  :Geometric Distribution التوزيع الهندسي - ساخام     

 خاص فيبشكل حيث يستخدم ، يعد التوزيع الهندسي من التوزيعات المهمة في التطبيقات الاحصائية       
  ...إلخ.والولادة  معدلات الوفيات ،معدلات النموالدراسات المتعلقة بالاحصاء السكاني، 

يخص هذا التوزيع الحالات التي نود فيها الحصول على عدد من المحاولات للوصول إلى أول نجاح للمحاولة، بمعنى   
، بينما في هذا التوزيع سيكون غير محدد وبذلك فإن أو نجاح سيتم تأن عدد المحاولات في تجربة توزيع ذي الحدين ثاب

يبقى ثابت في   p، حيث أن احتمال النجاح1x 1مسبوقا بعدد من المحاولات الفاشلة بالعدد  xفي المحاولة 
ثابت)، وكان المتغير nمتغير عشوائي بينما في تجربة ذي الحدين عدد المحاولات  nكل محاولة ( هنا عدد المحاولات

يتوزع وفق التوزيع الهندسي. ومن الأمثلة على  Xيمثل عدد المحاولات المطلوبة لوقوع أول حالة نجاح فإن  Xالعشوائي 
تكرارا حتى ظهور أول صورة، سحب عناصر من صندوق به قطع معيبة وأخرى ية هذا التوزيع: إلقاء قطعة نقدية معدن

  صالحة بشكل متتالي ومع الإعادة حتى الحصول على أول قطعة صالحة ...إلخ.

  التوزيع الهندسي:دالة كتلة احتمال -1

ة من المحاولات متغير عشوائي يمثل عدد المحاولات المطلوبة للحصول على أول حالة نجاح في متوالي Xذا كان إ
دالة كتلة يتوزع وفق التوزيع الهندسي بX ثابت من محاولة لأخرى، فإن  pالمستقلة لتجربة ما وكان احتمال النجاح

  معرفة بالصيغة التالية: حتمالا
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10 مع  p  

  :لهندسيالتوزيع ا التوقع الرياضي وتباين -2

  : التوقع الرياضي -2-1

  فإن:  pيتوزع وفق التوزيع الهندسي بمعلمة  Xإذا كان المتغير العشوائي 

p
XE 1)(    
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  : التباين 2-2

2فإن:  pوزع وفق التوزيع الهندسي بمعلمة متغير عشوائي يت Xإذا كان 
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qXV    

  22 )()()( XEXEXV  
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 لدينا العلاقة التالية: 
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  :6رقم  مثالال

هذا كرة واحدة مع الإعادة من سحب  نقوم ب، كرات حمراء 5و خضراء كرات   3على  صندوقيحتوي 
  .خضراءسحب كرة المحاولات ليمثل عدد الذي  Xصندوق. فإذا عرفنا المتغير العشوائي ال

  .Xلمتغير العشوائي حدد قانون التوزيع الاحتمالي ل -:  المطلوب

  .أوجد كل من التوقع الرياضي و التباين ذا المتغير، إنطلاقا من تحديد قانون التوزيع الخاص -           

  :لــالح

خضراء أم حمراء وهذه التجربة تشبه تجربة من شروط التجربة هو سحب كرة واحدة مع تسجيل إن كانت    
خضراء ( هنا عدد سحب كرة المحاولات ليمثل عدد ئي متغير عشوا Xوبما أن التجربة تتكرر عدة مرات و ، بيرنولي

واحتمال نجاح التجربة ثابت أي احتمال الحصول على كرة خضراء المحاولات غير معلوم
8
3)( VP  بينما

احتمال الفشل هو احتمال الحصول على كرة حمراء 
8
5)( RP وعليه فإن (X دسي، التوزيع الهن يتوزع وفق

  حيث:
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حساب التوقع الرياضي:     -
3
8

8
3
11)( 

p
XE     

حساب التباين:    - 
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   :Poisson Distribution توزيع بواسون -ادسسا

حد أعلى وكذلك للحالات التي تظهر فيها الحاجة  يعتبر من التوزيعات المناسبة للمحاولات التي لا يكون لها
كما قد ، قد تكون هذه الفترة الزمنية ثانية، دقيقة، ... إلخ،  1لتحديد عدد المرات أو الحالات لفترة زمنية محددة 

، هذه المناطق قد تكون مثلا صفحة في كتاب أو تعلق بحدوث ظواهر في مناطق محددةيستعمل في المسائل التي قد ت
. ومن الأمثلة عن تجارب توزيع بواسون مثلا عدد المكالمات الهاتفية التي تتلقاها وحدة .إلخ.مربع في مساحة. متر

الحماية المدنية خلال ساعة، عدد حوادث السيارات على طريق معين في يوم ما، أو عدد الأخطاء المطبعية في كتاب 
  يحتوي على عدد من الصفحات ... إلخ.

دم لوصف سلوك الأحداث النادرة بمعنى الأحداث التي تكون فيها فرصة نجاح الحدث صغيرة توزيع بواسون يستخ
  جدا.

  توزيع بواسون: دالة كتلة احتمال -1

) إذا كانت دالة كتلته الاحتمالية تكتب  0حيث ( توزيع بواسون بمعلمة  Xنقول أن للمتغير العشوائي 
  :2كمايلي

                                                             
 .185دلال القاضي وآخرون، مرجع سابق، ص  - 1

لنشر والتوزيع، القاهرة، مطابع الشرطة للطباعة وا "،التطبيقات)-الطرق-الاقتصاد القياسي وتحليل السلاسل الزمنية (النظرية : "غزال عبد العزيز عامر  - 2
  .257ص ، 2015
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PX)( :ااختصار  ونكتب      

 :توزيع بواسون  التوقع الرياضي وتباين -2

  : التوقع الرياضي -2-1

فإن:       يتوزع وفق توزيع بواسون بمعلمة  Xإذا كان المتغير العشوائي  )( XE  

 




















 





1

1

0 1

1

0 )!1()!1(!
)()(

X

x

X X

xx

X x
e

x
e

x
eXxXPXXE  



 لدينا العلاقة التالية:
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  : التباين -2-2

فإن:  متغير عشوائي يتوزع وفق توزيع بواسون بمعلمة  Xإذا كان    2)( XV  
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2بوضع   xy:يكون  
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    2222 )()()( XEXEXV  

  : الدالة الموادة للعزوم -2-3

  يتبع توزيع بواسون كما يلي: الذي Xالعشوائي  لمتغيرالعزوم لصياغة الرياضية للدالة المولدة تعطى ا  
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  :7رقم  مثالال

  مكالمة هاتفية خلال ساعة.  300قى مركز الحجز في شركة الخطوط الجوية الجزائرية في المتوسط يتل    

  : المطلوب   

  .الذي يعبر عن عدد المكالمات Xقانون سيتبعه المتغير العشوائي أي  -

 إحتمال أن يتلقى المركز خلال دقيقتين ما يلي: ما -
 ثلاث مكالمات.  - أ

 على الأكثر مكالمتين.  -  ب

  :لــالح

عدد المكالمات خلال ساعة) فإننا سنعتمد على قانون بواسون، لأن هذا القانون ( خلال المعطيات المتوفرةمن 
  يستعمل في المسائل التي تتعلق بحدوث الظواهر في الفترات الزمنية المحددة.

  و قانونه يكتب كما يلي:
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 كالمات:إحتمال أن يتلقى المركز خلال دقيقتين ثلاث م -
ــــ  300                                     ـــ ـــ ــ ــ ـــ ــ ــ ـــ ــ ـــ ــ ــ ـــ ــ ـــ ــ ــ ـــ ــ ــ ـــ ــ ـــ ــ ــ ـــ ــ ـــ ــ ــ ـــ ــ ــ ـــ ــ ـــ   د 60ـ
                                     λ    ــ ــ ـــ ــ ــ ـــ ــ ـــ ــ ــ ـــ ــ ــ ـــ ـــت ــ ـــ ــ ـــ ــ ــ ـــ ــ ــ ـــ ــ ـــ ـــــ  ــ ــ ـــ ــ ــ ـــ ــ   د 2ـــ
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 تين:إحتمال أن يتلقى المركز خلال دقيقتين على الأكثر مكالم -
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 إلى توزيع بواسون:ذي الحدين   توزيعتقريب  -3

ح صغير جدا وذلك عندما يكون إحتمال النجا  ذي الحدين توزيع منعتبر توزيع بواسون حالة خاصة ي  
 0p  وعدد المحاولاتn  كبير جدا n :حيث npثابتة.  

  :1 توفرت الشروط التالية و ذي الحدين توزيعمتغير عشوائي يتوزع وفق   Xإذا كانف   

 جدا كبير nعدد المحاولات  - 50n. 
صغير جدا pنجاح إحتمال ال - 1.0p.  
أي أن:   5 أقل من npحاصل الضرب  - 5np. 
  توزيعا قريبا من توزيع بواسون ونكتب: Xالشروط السابقة يمكن أن يتوزع  ذا تحققتإ

!
)(

x
eqpCxXP

x
xnxx

n


     وnp  

  
                                                             

  .348 صبق، اعلي عبد السلام العماري، علي حسين العجيلي، مرجع س -  1
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  :8رقم  مثالال

نتاج لإا من % 10 منها نسبة معينة من قطع الغيار فاسدة تبلغ نسبتها نع معين قطع غيارتنتج آلة في مص  
  الكلي للآلة.

إلى  ذي الحدينرب التوزيعين فاسدة وهذا بالاعتماد على تقا 10منتجة  ةقطع 50إحتمال أن تكون من بين  ما -
  .بواسونتوزيع 

  : لــالح

 ذي الحدين توزيع:  

    0151.09.01.0)10( 401010
50  CXP  

  :توزيع بواسون  

  شروط تقريب توزيع ذي الحدين إلى توزيع بواسون محققة وعليه يكون:   

  51.050  np  

0181.0
!10

5
!

)10(
105


 e

x
eXP

x

  

نلاحظ أن قيم الاحتمال متقاربة، لكن كلما كان إحتمال النجاح صغير جدا  0p   وعدد المحاولات
كبير جدا  n   لاتتقارب في قيم الاحتماهناك كان.  
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  تمارين مقترحة:
 Xنقوم برمي قطعة نقدية معدنية متجانسة مرة واحدة في تجربة عشوائية، ونعرف المتغير العشوائي  :التمرين الأول

  :والمطلوب. Fالذي يتمثل في ظهور الصورة 
 .Xحتمالي للمتغير تحديد قانون التوزيع الا -
  حساب التوقع الرياضي و التباين. -

نقوم بإلقاء قطعة نقدية معدنية غير متناظرة ثلاث مرات، حيث احتمال ظهور  في تجربة عشوائية :الثانيالتمرين 

هو:  Fالصورة
4
1)( FP.  
  لحصول عليها.بعدد الصور التي يمكن ا Xنعرف المتغير العشوائي 

 .Xحدد قانون التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  -
 أحسب التوقع الرياضي والتباين. -
  ما احتمال الحصول على صورتين على الأكثر ؟ -
ا خلل، فإذا اشترى أحد معارض بيع  :ثالثالتمرين ال إذا علمت أن عشر السيارات التي ينتجها مصنع ما 
  سيارات فأوجد: 4السيارات 

ا خلل.التو  -   زيع الاحتمالي لعدد السيارات التي 
دينار جزائري عن كل سيارة سليمة وخسارة مقدارها  20.000بفرض أن المعرض يحقق ربح مقداره  -

ا خلل، فما هي القيمة المتوقعة للربح أو الخسارة ؟ 10.000   دينار جزائري عن كل سيارة 
قطع غيار صالحة للاستعمال (سليمة)، إذا قمنا  7بة و قطع غيار معي 3يحتوي صندوق على  :رابعالتمرين ال 

يمثل عدد قطع الغيار المعيبة بالعينة التي  Xقطع غيار من الصندوق وبدون إعادة ، وكان المتغير العشوائي  3باختيار 
  ام اختيارها.
 . Xحدد قانون التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  -
)20(أوجد الاحتمالات التالية:  -  XP ،)1( XP. 
  أحسب التوقع الرياضي والتباين.   -
  مرة. nية معدنية متزنة نرمي قطعة نقد :خامسالتمرين ال

 بالوجه الذي نحصل عليه. X، نعرف المتغير العشوائي 1nإذا كان  -1

)(ب ثم أحس Xما قانون التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  2XE.  
 .10nإذا كان التي يمكن الحصول عليها  Pالذي يمثل عدد الكتابات Yالمتغير العشوائي  نعتبر  -2

)2(ثم أحسب:  Yحدد قانون التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  YP ،)(YE  و)(YV  
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 .الذي يمثل عدد المحاولات المطلوبة لظهور الصورة لأول مرة Zالمتغير العشوائي  نعتبر -3
ظهور  . ثم احسب التوقع الرياضي والتباين مع حساب الاحتمال Zما قانون التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي 

  الصورة في الرمية العاشرة.
   :سسادالتمرين ال

خلال تدريبات الطيران العسكري، صرح قائد القوات الجوية أن طائراته العسكرية تصيب النقاط المستهدفة 
  أهداف يوميا. 5بمعدل 

  نفرض أن عدد النقاط المستهدفة يوميا تتبع توزيع بواسون ، وإذا صح تصريح القائد العسكري أجب على ما يلي:
 م ما ؟  ما احتمال إصابة هدفين على الأكثر خلال يو  -
  ما احتمال إصابة ثلاثة أهداف على الأقل خلال يومين ؟    -
  :ابعالتمرين الس

  عدة مرات حتى الحصول علة وجه معين. في تجربة عشوائية نقوم بإلقاء حجر نرد متوازن

  :المطلوب

 .Xحدد قانون التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  -

 .5لظهور وجه علوي لحجر النرد يحمل الرقم  محاولات على الأقل 4ما احتمال أن تحتاج إلى  -

   ما هو توقع عدد المحاولات وتباينها. -

  :ثامنالتمرين ال

  .0.001إذا كان احتمال أن يعاني شخص معين كرد فعل سيئ لإعطائه حقنة من دواء معين هو:   

  شخص: 2000: أحسب احتمال أنه من بين المطلوب

 ء.يعانون من حقنة هذا الدوا 3يوجد بالضبط  -

ذا الدواء. 2أكثر من  -   يعانون من الحقن 

  



 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

: ا   ا ا

ت ا ا ا ز

  ا 



ت ا ا ز ا ا ا   ا ا

 

124 
 

    تمهيد:

المتغير العشوائي المتصل هو متغير عشوائي مجموعة القيم الممكنة له عبارة عن فترة أو إتحاد عدد من الفترات، 
وائي المتصل حيث أننا لا نستطيع عد تلك القيم لكن يمكن قياسها بشكل تقريبي، والاحتمال في حالة المتغير العش

ن المساحة فوق نقطة واحدة تساوي أعبارة عن مساحة تحت منحنى التوزيع الاحتمالي بين أي نقطتين، و المعروف 
ا يكون صفر،  الصفر، وهذا يعني أن من صفات المتغير العشوائي المتصل أن احتمال مساواته لأي قيمة معينة بحد ذا

  المعادلة وليس بجمع النقاط لأن احتمال كل نقطة يساوي صفر. ويكون الاحتمال عبارة عن مساحة تحت منحنى

خلال هذا الفصل والخاص بالتوزيعات الاحتمالية المتصلة سنركز على أهم التوزيعات المستخدمة في التحليل 
وكل من وهو من التوزيعات الهامة في مجال الاحصاء الاستدلالي، الاحصائي كالتوزيع المنتظم المتصل، التوزيع الطبيعي 

مربع وتوزيع فيشر و توزيع  -دوال بيتا وقاما الهامتين واللتان تستخدمان في مجموعة من التوزيعات مثل توزيع كاي
، وسنقوم بتوضيح كيفية استخراج كل من التوقع الرياضي وتباين كل توزيع من التوزيعات السابقة والدالة ستيودنت

    المولدة للعزوم إن وجدت.
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   :التوزيع المنتظم المتصل (المستمر) -أولا

 صل:ظم المتدالة كتلة احتمال التوزيع المنت -1

ال Xإذا كان  متغير عشوائي معرف على ا ba   :1على الصيغة التاليةإن دالة كثافته الاحتمالية تكون ف,
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ويرمز لذلك اختصارا بالرمز:  bو  aق التوزيع المنتظم بمعلمتين يتوزع وف Xعليه نقول أن المتغير العشوائي و 
 baUX ,  

  :دالة التوزيع التراكمي للتوزيع المنتظم المتصل -2

  :2تصل كمايليالم المنتظم توزيعاليتبع  الذي Xالعشوائي  لمتغيرلتعطى دالة التوزيع التراكمي 
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  :لتوزيع المنتظم المتصلا والدالة المولدة لعزوم التباين، التوقع الرياضي -3

  :التوقع الرياضي -3-1

2فإن:  bو  aيمعلمتين متغير عشوائي يتبع التوزيع المنتظم المتصل  Xإذا كان 
)( baXE 
  

                                                             
  .279بق، صاغزال عبد العزيز عامر ، مرجع س - 1

 .279بق، صاغزال عبد العزيز عامر، مرجع س - 2
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  :التباين - 3-2

  فإن: bو  a بمعلمتين المنتظم المتصل توزيعاليتوزع وفق  متغير عشوائي Xإذا كان 
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  :الدالة المولدة للعزوم -3-3

  تصل كمايلي:المنتظم المتوزيع اليتبع العشوائي الذي  لمتغير المولدة لعزوم ا تستخرج الصياغة الرياضية للدالة
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  : 1 رقم مثالال

22 يتبع التوزيع المنتظم المتصل، حيث:الذي  Xليكن المتغير العشوائي     x  

  المطلوب: 

  .ومالدالة المولدة للعز مع تحديد التباين ، التوقع الرياضيأكتب دالة كتلة الاحتمال، ثم أحسب  - 

)1(حساب الاحتمال التالي:  - XP ؟  

  : لــالح

  صل:ظم المتدالة كتلة احتمال التوزيع المنت
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XdxXP  

   : The Normal Distributionالتوزيع الطبيعي -ثانيا

التوزيع الطبيعي هو من أهم التوزيعات الاحتمالية، فهو يمثل أغلب الظواهر الطبيعية والاقتصادية وغيرها ويرجع   
  :1ذلك للأسباب التالية

 .العديد من الظواهر التي تظهر في التجارب العملية تتوزع توزيعا طبيعيا -

 ن التوزيع الطبيعي.تتقارب التوزيعات سواء كانت منفصلة أو متصلة م -

 :دالة كتلة احتمال التوزيع الطبيعي -1

  :2يتوزع وفق التوزيع الطبيعي فإن دالة كثافة احتماله لها الصيغة التالية متغير عشوائي  Xإذا كان   
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x

X exf  

متغير عشوائي حقيقي  Xحيث :  X 

        e 718.2لطبيعي هو الأساس اللوغارتمي اe 

           1416.3هو مقدار ثابت  

         .هو الانحراف المعياري و هو قيمة موجبة  

الخاضع للتوزيع الطبيعي على أساس  Xلمتغير العشوائي ا و منه نقول أن الدالة السابقة هي دالة كثافة احتمال  
يمتين الق  );(  : اختصارا نكتبو  ; 2NX     

  

 
                                                             

 .359علي عبد السلام العماري، علي حسين العجيلي، مرجع سابق، ص  - 1
  .65، ص 2011 القاهرة، الدار الدولية للنشر والتوزيع، ، ترجمة سعدية حافظ منتصر،"و الاقتصاد القياسي  الإحصاء : "ومينيك سالفاتورد -2
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   لتوزيع الطبيعي:حتمال اكثافة االتمثيل البياني لدالة  

اية من الجانبين دون أن منحنى التوزيع الطبيعي ناقوس الشكل ومتماثل    حول المتوسط ويمتد طرفاه إلى مالا 
)(متماثل حول الاحتمال كثافةحديد إن تمثيل دالة  ، وبالتيلامسا المحور الأفقي X أي أن :  

)()( XfXf    

)(وهذا يعني أن المتوسط يساوي المنوال ونقطتي الانقلاب في منحنى الدالة هما   1  X 
)(و 2  X  ما يقعان على بعد ثابت على يمين و   يسار المنوال.وأ

 
 :التوزيع الطبيعيالتوقع الرياضي، التباين والدالة المولدة لعزوم -2

  :التوقع الرياضي -2-1

)(فإن:  2و  متغير عشوائي يتبع التوزيع الطبيعي بمعلمتين  Xإذا كان  XE  
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بوضع: 
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 :التباين -2-2

)(2فإن:  2و  متغير عشوائي يتبع التوزيع الطبيعي بمعلمتين  Xا كان إذ XV  
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بوضع: 



XY  :نجد  

                                                             
  . 162، ص 2011، دار المسيرة للنشر والتوزيع، عمان الأردن، "مقدمة في نظرية الاحتمالات : "جبار عبد مضحي - 1
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  ومنها نجد: 
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  وعليه فإن: 

  222222 )()()(   XEXEXV  

  

  

  



ت ا ا ز ا ا ا   ا ا

 

132 
 

  :الدالة المولدة للعزوم -2-3

  تستخرج الصياغة الرياضية للدالة المولدة لعزوم المتغير العشوائي الذي يتبع التوزيع الطبيعي كما يلي:   
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  بإكمال المربع داخل القوس نحصل على:  

 
2

22222

2
)(

22
)(





 txttxtx 




  

2 وعليه فإن:
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)(1ومن الحقيقة أن: 




dxxf X  

  لها الصيغة التالية: وعليه فإن الدالة المولدة للعزوم للتوزيع الطبيعي  
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  :التوزيع الطبيعي المعياري -ثالثا

 صلية للدالةإن إيجاد الدالة الأ  
2

2 )(
2

1

2
1)(









x

X exf    صعب جدا ولذلك غالبا ما

 ، ولأجل ذلك تم وضع جداول خاصة بقيملسلة تايلور في جوار نقط متتاليةيتم الاعتماد على النشر المحدود لس
، وهذا شبه اللذان يختلفان ويتغيران من متغير عشوائي لآخر و بعد معرفة قيم المعلمتين التوزيع الطبيعي

اية من الجداول حسب قيم مستحيل      ، ولهذا أختيرت قيمتين وحيدتين و لأنه يجب علينا تكوين ما لا
ــــ لتعويض جميع المتغيرات العشوائية إلى متغير عشوائي واحد ذو  1و 0 يثح و :لـ

وبالتالي يمكن تلخيص كل الجداول في جدول واحد للتوزيع  1و إنحراف معياري  0متوسط 
  ه حساب جميع الاحتمالات الممكنة.الطبيعي والذي يتم من خلال

  :لتوزيع الطبيعي المعياريدالة كثافة احتمال ا -1

عندما يكون متوسط التوزيع الطبيعي يساوي الصفر وتباينه يساوي الواحد فإنه يسمى التوزيع الطبيعي   
  .1ولدالة التوزيع التراكمي بالرمز المعياري، وعادة يرمز لدالة كثافة احتمال التوزيع الطبيعي المعياري بالرمز

اZتعرف القيمة المعيارية والتي يرمز لها بالرمز    :2على أ



XZ  

أي أن 2والتباين بيعيا بالوسطتوزيعا ط يتوزع Xتتوزع توزيعا طبيعيا معياريا، إذا كان  Zوبذلك فإن  
NZ)1,0(ونكتب عندئذ:  الانحراف المعياري   

  :تعطى كما يليعياري المطبيعي العشوائي التغير ن دالة كثافة احتمال المإفوعليه      
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 .366علي حسين العجيلي، مرجع سابق، ص علي عبد السلام العماري،  - 1
 .192دلال القاضي وآخرون، مرجع سابق، ص  -2
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 :التوزيع الطبيعي المعياري التوقع الرياضي وتباين -2

  :التوقع الرياضي -2-1

  يتبع التوزيع الطبيعي المعياري كما يلي: العشوائي الذي لمتغيرلتستخرج الصياغة الرياضية للتوقع الرياضي 

  لدينا  



XZ  :إذن  

   

  01

)(11)(









 












 XEXEXEZE

  

  :تباينال -2-2

  تستخرج الصياغة الرياضية للتوقع الرياضي للمتغير العشوائي الذي يتبع التوزيع الطبيعي المعياري كما يلي:

  لدينا  



XZ  :إذن  

   

  11

)(11)(

2
2

22









 










 XVXVXVZV

  

  : 2رقم  مثالال

و إنحراف معياري  سنة 12ط وستيخضع لتوزيع طبيعي بم الحاسوبجهاز  إذا علمت أن فترة حياة  
4,2 .سنوات  

 سنة ؟ 16إحتمال أن يصل عمر الجهاز مدة  ما -
 سنة ؟ 17و  14إحتمال أن تكون مدة حياة هذا الجهاز مابين  ما -
 سنوات ؟ 8و  6إحتمال أن تكون مدة حياة هذا الجهاز مابين  ما  -
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  ل:ــالح

  :سنة 16ل عمر الجهاز إحتمال أن يص  

)67.1()67.1(

)
4,2
1216()16()16(
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ZPXPXP







  

  جدول التوزيع الطبيعي المعياري وفق الجدول التالي: من  )67.1(إستخراج بعدها نقوم ب  

  
)16()67.1()67.1(9525.0إذن:    ZPXP  

  سنة: 17و  14حتمال أن يتراوح عمر الجهاز ما بين إ

1845,07967,09812,0)83,0()08,2(

)08,283,0()
4,2
1217

4,2
1214(

)1714()1714(
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  سنوات: 8و  6بين  ن يتراوح عمر الجهاز ماإحتمال أ

    0413,09938.019525,01)5,2()67,1(

)67,15,2()
4,2
128

4,2
126(

)86()86(




















ZPZP

XPXP









)1(1)1(: لأن     

  :التوزيع الطبيعي باستخدام ذي الحدين توزيعتقريب -3

كبير نجد أن حساب   nأنه عندما يكون عدد المحاولات  ذي الحدين أشرنا إلى خلال عرضنا لقانون توزيع
إستخدام التوزيع  وغير عملي، ولتفادي هذه الصعوبة يمكن كثافة الاحتمال يكون معقدالة  استخدام دالاحتمال ب

       20n عندما يكون م تقريبية لتلك الاحتمالات، حيث يكون هذا التقريب جيدالطبيعي للحصول على قي
قريبة من الصفر أو الواحد فإن هذا التقريب  Pغير أنه كلما كانت قيمة ، 5np1وبالتالي  5npو 

 .n يكون غير جيد مهما كانت قيمة 

 :قاعدة التقريب  

  5np و 20n، حيث  pو  nعلمتين ذي الحدين بم لتوزيعيخضع  Xإذا كان المتغير العشوائي 
 npq2وتباين npط بالتوزيع الطبيعي بمتوسزيع تو ال تقريب هذا فيمكننا

) أن Yatesوجد العالم ياتس ( توزيع ذي الحدين توزيع منفصلو  ا أن التوزيع الطبيعي توزيع متصللكن بم
) وتسمى 0.5مة (القي من خلال إضافة أو طرح Xواقعية إذا أجري تصحيح للقيمة  ثر دقة وكالتقريب يكون أ

  :2هذه القيمة بمعامل التصحيح ونكتب

  فإن: bو   aإذا كان لدينا العددان 

                                                             
  . 379، 378ص صبق، اعلي عبد السلام العماري، علي حسين العجيلي، مرجع س  -  1
 .237ص ، 2000: " مبادئ الاحصاء"،دار اليازوري، الأردن، محمد صبحي أبو صالح - 2
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bYaPbXaP

)5.0()5.0(

)5.05.0(

)5.05.0()(

  

  :3رقم  مثالال 

يمثل عدد الذي   X نعرف المتغير العشوائيمرات،  10 متكاملة التوازن ية معدنيةفي تجربة إلقاء قطعة نقد
  الصور في هذه التجربة.

، وتقريبه بالتوزيع ور وهذا بإستخدام التوزيع ذي الحدينص 8و  6ما بين  ىإحتمال الحصول عل: ما طلوبالم
  الطبيعي؟

  ل: ــالح

 86(حساب الاحتمال(  XP  ذي الحدين توزيعبواسطة: 

366.0044.0117.0205.0
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  86(حساب الاحتمال(  XP توزيع الطبيعي:بواسطة التقريب إلى ال 
ا تقرب بالاحتمال  8.5و حتى  5.5يجب أن نبدأ من  بالتوزيع الطبيعي عند التقريب أي أ

)5.85.5(  XP حيثX  هنا يخضع للتوزيع الطبيعي بمتوسط

5
2
110  np  5.2و تباين

2
1

2
1102  npq وعليه

  يكون:
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3651.06217.09868.0
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تقريبا، وهذا يعني مطابقة المنحنى الطبيعي على المدرج  0.001الفرق بين الإجابتين هو:  نلاحظ أن
كبيرة وكانت قيمة   nالاحتمالي لذي الحدين كان جيدا، كما أن الدقة تزداد في المطابقة كلما كانت 

  . 0.5قريبة من  p الاحتمال 

   :(Gamma)وقاما   )Bettaدوال التوزيعات بيتا ( - رابعا

الباقية  المتصلةدور كبير في التعريف بالتوزيعات الاحتمالية  انتبر الدالتان بيتا و قاما دالتان هامتان، حيث تلعبتع  
  .Fو توزيع فيشر   tو توزيع ستودنت 2مثل توزيع كاي مربع

  : دالة بيتا الرياضية -1

  : 1فق الصياغة الرياضية التاليةتعرف دالة بيتا الرياضية و   

  dxXXba ba  
1

0

11 1);(  

);(هذه الدالة معرفة بالوسطين   baهذه الدالة تقاربي حيث وتكامل);( ba.عددان موجبان  

  :خواص دالة بيتا الرياضية -1-1

  الدالة بيتا متناظرة بالنسبة للوسطين);( ba : وبالتالي );();( abba        

   







2
1;

2
1
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 :علاقة الدالة بيتا بالدالة قاما هي )(
)()();(

ba
baba




    

 : دالة توزيع بيتا -1-2

  :1الشكل التاليأنه متغير عشوائي يخضع لتوزيع بيتا إذا كانت دالة كثافة الاحتماله تكتب ب Xنقول عن   

 




 




)...(........................................0

1;0.............)1(
);(

1
)(

11

wo

XsiXX
baxf

ba


  

 :التوقع الرياضي وتباين توزيع بيتا -1-3

 التوقع الرياضي:  

  تستخرج الصياغة الرياضية للتوقع الرياضي للمتغير العشوائي الذي يتبع توزيع بيتا كما يلي:

dxXX
ba

dxXX
ba

X

dxXX
ba

XdxxXfXE

baba

ba
X

1
1

0

1

0

11

11

)1(
);(

1)1(
);(

1

)1(
);(

1)()(
























  

لدينا:   
1

0

11 )1();( dxXXba ba  

 و لدينا: 
1

0

1)1();1( dxXXba ba  

);(
);1();1(

);(
1)(

ba
baba

ba
XE
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  ومن خواص دالتي قاما وبيتا وهي:  

 )(
)()();(

ba
baba




           1()(و( nnn   

    : نجد   

ba
a

baba
baa

ba
ba

ba
ba

ba
baXE






















)()(
)()(

)()(
)(

)1(
)()1(

)()(
)()(

  

 التباين:  

  لي:تستخرج الصياغة الرياضية لتباين المتغير العشوائي الذي يتبع توزيع بيتا كما ي

 22 )()()( XEXEXV   
2

11
1

0

2 )1(
);(

1)( 








  ba

adxxX
ba

XXV ba

  

  أن التباين هو:إلى نصل في الأخير لطريقة حساب التوقع الرياضي نتبع نفس   

)1()(
)( 2 


baba
abXV  

  : دالة قاما الرياضية -2

    :1تعرف دالة قاما الرياضية وفق الصياغة الرياضية التالية  

0..............)(
0

1  


 netdxeXn Xn
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  وهو عدد موجب. nوسيط هذه الدالة هو حيث 

  : خواص دالة قاما الرياضية -2-1

 1إذا كانn  :فإن  

- )1()1()(  nnn       
-  !)1( nn   

 







2
1

 

  : دالة توزيع قاما -2-2

  :1معطاة بالشكل التالي إذا كانت دالة كثافة احتماله أنه متغير عشوائي يخضع لتوزيع Xنقول عن   
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Xsi

XsiXe
nnGxf
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 :توزيع قاما التوقع الرياضي، التباين والدالة المولدة لعزوم -2-3

 التوقع الرياضي:  

  ا يلي:يتبع توزيع قاما كمالعشوائي الذي  لمتغير لتستخرج الصياغة الرياضية للتوقع الرياضي 
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XdxxXfXE nXnX
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  :  لدينا    
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  إذن:   

n
n
nnn

n
XE 








)(
)()1(

)(
1)(  

nXE )(  

 التباين:  

  يتبع توزيع قاما كما يلي: العشوائي الذي لمتغيراتباين ياغة الرياضية لتستخرج الص

 222 )()()()(  EXEXEXV   

  2

0
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1)( ndxXe

n
ndxXeX

n
XV nXnX 





 






  ونواصل في العمليات الحسابية لنصل إلى:     

nXV )(  

 الدالة المولدة للعزوم:  

  : ولدة للعزوم وفق الطريقة التاليةتستخرج الدالة الم

dxeX
n

dxXee
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eEtm tXnnXtXtX
X

)1(

0

1

0

1

)(
1

)(
1)()( 





  






t     : نضع    
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  :)2( (Ch2)ع كاي مربع توزي - خامسا

تطبيقات  في هم التوزيعات الاحتمالية المتصلة، والتي تستعمل بشكل خاصأ بين من يعد توزيع كاي مربع  
  .1مجال الاحصاء الاستنتاجي، كاختبارات جودة المطابقة والتجانس والاستقلالية والتباين وغيرها

  ):2توزيع كاي مربع ( احتمالكثافة دالة   -1

  :2كمايلي   Xذو المتغير العشوائي  2كثافة احتمال توزيع كاي مربعالة  تعطى د  
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XsiXe
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  عدد صحيح موجب يمثل عدد درجات الحرية.  nحيث : 

           e  2.7182هو مقدار ثابت يمثل أساس اللوغاريتم الطبيعي و هو يقارب  

          لرياضيةهو دالة قاما ا.  
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  ):2لتوزيع كاي مربع (التوزيع التراكمي دالة  -2

  كمايلي: 2تعرف دالة التوزيع التراكمي لتوزيع كاي مربع   

dxXe
n

dxxfxXPxF
X nXX

nX 
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1)()()(

ومحور الفواصل، من  ة المتواجدة بين خط منحنى دالة كثافة الاحتمالويعكس هذا الاحتمال المسافة الإجمالي  
  وفق الشكل التالي: Xإلى غاية القيمة  0xالنقطة 

  
 :توزيع كاي مربع التوقع الرياضي، التباين والدالة المولدة لعزوم -3

 التوقع الرياضي:  

  مربع  كما يلي: -يتبع توزيع كاي العشوائي الذي لمتغيرلتستخرج الصياغة الرياضية للتوقع الرياضي 
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1)()( dxXe
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XdxxXfXE
nX
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  إلى أن التوقع الرياضي يكتب بالصياغة التالية:نتبع نفس الخطوات المستخدمة في توزيع قاما لنصل   

0)( XE  
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 التباين:   

  مربع  كما يلي: - يتبع توزيع كاي العشوائي الذي لمتغيرالتباين تستخرج الصياغة الرياضية 

 22 )()()( XEXEXV   

2

0

1
222

2

2
2

1)( ndxXeX
n

XV
nX

n 









 




 

  إلى أن التباين يكتب بالصياغة التالية:ونتبع نفس الخطوات المستخدمة في توزيع قاما لنصل   

nXV 2)(   

 :الدالة المولدة للعزوم  

  مربع  كما يلي: -يتبع توزيع كاي العشوائي الذي لمتغيرالعزوم لصياغة الرياضية للدالة المولدة تستخرج ا
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  إلى أن الدالة المولدة للعزوم تكتب بالصياغة التالية:نتبع نفس الخطوات المستخدمة في توزيع قاما لنصل 

  

  : كاي إلى التوزيع الطبيعي المعياري-تقريب توزيع مربع -4

اية  nعندما تؤول   كاي وفق متغيره الجديد-أو تقريب توزيع مربعفإنه يمكن تحويل  nإلى مالا

n
nn

2

2 
، ونكتب أن دالة التوزيع الاحتمالي للتوزيعين متساوية N)0;1(إلى التوزيع الطبيعي المعياري 

  : 1ونكتبها كمايلي 
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n
nXFXF n

n 2
)(2  

  : 4رقم  مثالال

  مربع بالدرجة الحرية المعطاة. -وزيع كاييتبع ت متغير عشوائي Xإذا كان 

أوجد  - 
2

5;01.0  . 

أوجد   -  926.92
13 P . 

 أوجد    -  102
28 P . 

أوجد   -  240.132
21 P . 

  مربع المبين كالآتي نقوم بإستخراج القيم: -من جدول توزيع كاي

  

-   086.152
5;01.0   

-      3.07.01926.91926.9 2
)13(

2
13   PP

-      ;00102
28 XP   

-    9.0240.132
21 P  
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  :توزيع ستودنت -سادسا

الطبيعي، حيث إذا كان لدينا متغيرين عشوائيين  التوزيع مربع و -من التوزيعين كاي t أشتق توزيع ستودنت
X  وY مستقلين، حيث  X0;1(ع الطبيعي المعياريمتغير عشوائي يتبع التوزي(N  وY  متغير عشوائي يتبع

2مربع –توزيع كاي
)( n ،فإن المتغير العشوائيT :الممثل لهذين المتغيرين هو  

n
Y

XT    يتبع هذا المتغير

  ونكتب: nتوزيع ستودنت بدرجة حرية 

)( nt

n
Y

XT   

  كثافة احتمال توزيع ستودنت:دالة   - 1

  :1يلي كما   Tذو المتغير العشوائي   ستودنتكثافة احتمال توزيع تعطى دالة  

























 







T
n
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nn

n
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n
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2

2
1

)(
2

1
2

  

  قيمة ثابتة   هي حيث : 

n  عدد صحيح موجب.  

  توزيع قاما.دالة  

)(ونكتب:  ntT    
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  كثافة احتمال توزيع ستودنت:خواص دالة   -2

)()(: دالة كثافة توزيع ستودنت متماثلة أي أن إن - tftf  ولهما شكل يشبه شكل التوزيع
 الطبيعي.

)(0إن دالة كثافة توزيع ستودنت تقترب من الصفر - Tf نت إذا كاT  تقترب من 
 T  وعندما تكونn  ) كبيرة فإن توزيع ستودنتtيقترب من التوزيع الطبيعي (. 

    :حتمال توزيع ستودنتكثافة ادالة  لالتمثيل البياني  -3

 
  أما حساب الاحتمال فيتم بالطريقة التالية:  

   
 





nt

n dtTftTP
;

)( ;



  

مستوى المعنوية وهو السطر الأفقي، وفق tها من جدول توزيع ستيودنتحيث هذه القيمة يتم إستخراج  
   :1 مع أخذ بعين الاعتبار أن )03العمودي الموجودين في جدول الملحق (مستوى المعنوية الموجودة في السطر   nو

   nn tt ;1;           
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  :توزيع ستيودنت التوقع الرياضي وتباين  -4

 0  يعطى كما يلي : التوقع الرياضي)( TE    

 2( يعطى كما يلي : التباين()(  nnTV      

   تقريب توزيع ستودنت إلى التوزيع الطبيعي المعياري: -5

اية  nعندما تؤول  إلى مالا n  فإنه يمكن تحويل أو تقريب توزيع ستودنت إلى التوزيع الطبيعي
  . N 1)0;1(المعياري

  :5رقم  مثالال

أوجد القيمتين:  03بالاعتماد على الملحق رقم  20;05.0t   و 20;95.0t .  

  ل:ــالح

  أن: 03نلاحظ من جدول الملحق 

  725.120;05.0 t 

  غير موجودة ي الجدول و بالتالي نستخدم القاعدة:   95.0القيمة

       nnnn tttt ;1;;1;     

      725.120;05.020;95.0120;95.0   ttt  
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  :توزيع فيشر - سابعا

 التوزيعات الإحصائية الهامة، حيث يستخدم في الإحصاء الاستنتاجي لإجراء بين من Fفيشر  يعتبر توزيع
العديد من اختبارات الفروض المتعلقة بتحليل التباين وتصميم التجارب وإختبار معنوية معادلة الانحدار وغيرها من 

  :1يلي الاختبارات ويعرف هذا التوزيع كما

مربع بدرجة حرية  -يتبع توزيع كاي عشوائي متغير Xمتغيرين عشوائيين مستقلين، وكان  Y و  Xإذا كان 

m  2
)( m  وY يتبع نفس التوزيع بدرجة حرية n  2

)( n  فإنF متغير عشوائي









nY
mXF 

نكتب :  و nو  mبدرجة حرية  F له توزيع  nmfF ;  

  كثافة احتمال توزيع فيشر:دالة   -1

  فيشر  كمايلي:توزيع  حتمالتعطى دالة كثافة ا
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       nأو المقام  mيعتبر هذا التوزيع ملتويا إلتواء موجب وتقل درجة الالتواء كلما زادت درجات حرية البسط
  أو كليهما معا.

  توزيع فيشر:خواص دالة كثافة احتمال  -2

اية إلى مالا fكلما إقترب - f  فإن دالة الكثافة تقترب إلى

الصفر  0Fh f. 
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وكلما كانت  2mإذا كانت - 0f فإن دالة الكثافة تقترب إلى الصفر
  0Fh f. 

-    
1

;;1;;

 mnnm FF   

  :توزيع فيشردالة كثافة احتمال التمثيل البياني ل -3

 

بالرمز  Fنرمز للطرف الأعلى من توزيع  nmF ;; :وهذا يعني أن  

      
 




  


dfFhfFP
nmf

fnmnm

;;

;;;  

موقي nmF ;;  يتم إستخراجها من جدول توزيع فيشر وفق مستوى المعنوية و درجتي الحرية  m  و
n  05.0  خاص بمستوى معنوية هو  04، حيث أن الملحق و درجة الحرية ،m ـــ  ممثلة في الجدول بــ

1Vو درجة الحرية ـ ،n ــ ــ  . 2Vممثلة بــ

  :توزيع فيشر التوقع الرياضي وتباين - 4

 2 يعطى كما يلي: التوقع الرياضيn و 
2


n

nfE    

 يعطى كما يلي: التباين              
)4()2(

)2(2
2

2





nnm

nmnfV     
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 :6رقم مثال ال

أوجد القيمتين :  04بالاعتماد على الملحق رقم  10;2;05.0F   و  10;2;95.0F 

  :لــالح

  :أن 03الملحق  نلاحظ من جدول

  10.410;2;05.0 F 

  غير موجودة في الجدول و بالتالي نستخدم القاعدة :   95.0القيمة

        24.0
10.4
11

10;2;05.010;2;95.0
1

;;1;;  
 FFFF mnnm 
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  :مقترحة تمارين

  :ولالتمرين الأ

  غ.2.5ري غ وانحراف معيا85تخضع أوزان عبوات إحدى أنواع الحلوى للتوزيع الطبيعي بمتوسط

  :المطلوب

 غ ؟90ما احتمال أن يكون وزن إحدى العبوات المختارة عشوائيا تزيد عن  -

  غ ؟82ما احتمال أن وزن إحدى العبوات المختارة عشوائيا تقل عن  -

  :الثانيالتمرين 

إذا كانت العلامات النهائية للطلبة في إحدى الوحدات الخاصة بمجموعة مقاييس تخضع للتوزيع الطبيعي 
  .12وانحراف معياري  68وسط بمت

  من الطلبة يحصلون على تقدير ممتاز ، فماهي أقل علامة تحصل على تقدير ممتاز ؟ %15وإذا كان أعلى 

  :الثالثالتمرين 

  سم.5سم وانحراف معياري 170إذا كانت أطوال الجنود في أحد الجيوش موزعة حسب التوزيع الطبيعي بمتوسط 

  :المطلوب

 سم ؟176طول جندي أختير عشوائيا عن ما احتمال أن يزيد  -

 سم ؟173ما نسبة عدد الجنود الذي تزيد أطوالهم على  -

  سم ؟162ما نسبة عدد الجنود الذين تقل أطوالهم عن  -

    :رابعال التمرين

غير ثابت   uيتغير عشوائياً بمتوسط ، حيث طول المسمارتنتج مسامير ذات أطوال محتلفة المسامير ةعاآلة لصن  
  سم. 0.5و إنحراف معياري ثابت هو 

 ؟ 5,6X لما  7uما احتمال الحصول على مسمار ذو طول - : المطلوب



ت ا ا ز ا ا ا   ا ا
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ا  5,7uلما  سم 8عدد المسامير التي يمكن الحصول عليها ذات طول أكبر من هو كم  -  2000في عينة 
  ار؟مسم

  :خامسال التمرين

هو  X)  ، وأن 0.4مرة هو ( 15 ية معدنيةإذا علمت أن إحتمال ظهور صورة في تجربة إلقاء قطعة نقد
  عدد الصور التي يمكن الحصول عليها .

  :المطلوب

أحسب احتمال  - 4XP   و 97  XP ي الحدين ثم بإستخدام التقريب بإستخدام توزيع ذ
  بالتوزيع  الطبيعي ؟

  :سادسالتمرين ال

  مرات: 10من رمي قطعة نقدية معدنية متكاملة التوازن  6و  3أحسب احتمال الحصول على عدد الصور بين 

 باستخدام توزيع ذي الحدين. -

 باستخدام التوزيع الطبيعي. -

  :السابع التمرين

، وحدة نقدية 5,0وفق إنحراف معياري  وحدات نقدية 04عمومية  جر عمال مؤسسةإذا كان متوسط أ   
في الساعة علما أن الأجور تتوزع  وحدات نقدية 3و  2.5فما هي نسبة العمال الذين يتقاضون أجرا يتراوح ما بين 

  توزيعا طبيعيا ؟

  :الثامن التمرين

   :أثبت  مايلي

1/ 
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  :عسالتا التمرين

  احتمال: دالة كثافةهي أثبت أن الدالة التالية 

dxXe
n

nX

n

1
2

0

2

2

2
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  :عاشرال التمرين

  إنطلاقا من جداول التوزيعات المتوفرة في الملاحق أوجد ما يلي:  

 15;05,0t  ;   30;95,0t  ;  8;99,0t  ;  120;01,0t  ;  10;01,0t  ;  15;95,0t  

 14;2;05,0F  ;   20;3;95,0F  ;  10;7;95,0F  ;  5;8;99,0F  ;  8;5;01,0F  

 150;05,0
2  ;   150;95,0

2  ;  6;05,0
2  ;  15;01,0

2  ;  15;99,0
2  

  :عشر حاديال التمرين

  2في توزيع أوجد: 15ذي درجات حرية  

  488.27262.6 2 P  229.52 P ;  261.72 P ;  

   في توزيعt أوجد 12على درجات حرية: 

 681.2tP  ;   055.3tP  ;  179.2179.2  tP  ; 

 782.1782.1  tP  
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، هذه المطبوعة موجهة خصيصا لطلبة السنة الأولى جذع 2حصاء تم بعون االله إتمام مطبوعة محاضرات في الا
في العلوم الاقتصادية والتجارية وعلوم التسيير، وتحتوي هذه الأخيرة على أربعة فصول وفق (LMD 1) مشترك 

 دف من خلالها إلى مساعدة الطالب على التحكمة التعليم العالي والبحث العلمي. البرنامج المقرر من طرف وزار 
أكثر في استخدام بعض القوانين والمؤشرات الاحصائية المستعملة في تحليل البيانات الخاصة بالظواهر الاقتصادية 

لأن الإحصاء الرياضي هو فرع من فروع علم الإحصاء الذي يرتكز على نظرية الاحتمال التي بدأت مع  والاجتماعية
تخدامها لأساليب رياضية وعلمية في بناء نماذج رياضية  ظهور ألعاب الحظ وتطورت وفق مناهج علمية من خلال اس

  كتفسيرات لظواهر اقتصادية، اجتماعية و غيرها.
من فروع الفصل والتركيز أحيانا على براهين اعتمدنا في كل فصل على سرد الجانب النظري الخاص بكل فرع 

ذلك بأمثلة تطبيقية تساعد الطالب  مع تطعيم، بعض المؤشرات الاحصائيةالقوانين الخاصة بالاحتمالات وحساب 
خاصة منها التي يحتاجها الطالب في مساره  وتزيد من مهاراته واستيعابه للقوانين والتطبيقات الفهم أكثر على

لولة نتطرق فيها لتمارين وطرق حل أخرى تختلف عن تلك المحتمارين من ال ، كما ختمنا كل فصل بمجموعةالدراسي
اختبار نسبة الاستيعاب للطالب من خلال اطلاعه تطبيقية أو تمارين مقترحة للحل من أجل الموجودة في الأمثلة ال

  على المحاضرات والأمثلة التطبيقية.
وفي الأخير نتمنى أن تكون هذه المطبوعة إضافة للرصيد المكتبي للجامعة، كما يسعدنا أن نتلقى ملاحظاتكم 

    واقتراحاتكم البناءة من أجل إثراء هذا العمل.
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