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Résumé

L’objectif de ce mémoire est de présenter la méthode de Monté Carlo et la résolution du systeme
d’équation linéaire algébrique Ax=Db avec cette méthode.

Afin d’atteindre cet objectif nous avons abordé dans un premier temps les lois des probabilité
usuelles, ensuite nous avons défini la méthode de Monté Carlo avec une application sur simple
exemple. Par la suite on a présenté le probleme Ax=b et quelque méthode de résolution.

A cet effet 4 la fin nous avons traité le probléeme on utilise la méthode de Monté Carlo.

Abstract

The objective of this thesis is to present the Monte Carlo method and resolution of systems of
linear algebraic equations Ax=Db with this method.
In order to achieve this objective, we first approached the usual probability laws, then we defined
the Monte Carlo method with an application on a simple example. Thereafter we presented the
problem Ax=Db and some methods of resolution.
For this purpose at the end we treated the problem we used the Monte Carlo method.
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Introduction générale :

La méthode de Monté Carlo a vu son essor a partir de la fin de la seconde guerre mondiale,

essentiellement dans le carde du projet américaine "Manhathan” concernant le développement de
I’arme nucleaire. Cette époque correspond également a la construction des premiers “ordinateurs”.
Le terme méthode de Monte Carlo désigne une famille de méthodes algorithmiques visant a calcu-
ler une valeur numérique approchée en utilisant des procédés aléatoires, c’est-a-dire des techniques
probabilistes. Une méthode de Monte Carlo peut servir au calcul d’intégrales (simples ou mul-
tiples) et a la résolution d’équations aux dérivées partielles, de systemes linéaires et de problemes
d’optimisation. D’une maniere plus globale, elle permet d’avancer toutes les possibilités liées a
une observation, en quantifiant le risque associé (ou l'incertitude statistique). Pratiquement, ces
techniques sont couramment utilisées dans divers domaines (physique, ingénierie, finance...).
La résolution des systemes d équations linéaires appartient aux problemes les plus anciens dans
les mathématiques et ceux-ci apparaissent dans beaucoup de domaines, comme en traitement
numérique du signal, en optimisation linéaire, ou dans I’approximation de probléeme non linéaire
en analyse numérique. Dans ce mémoire, les méthodes de Monté Carlo peuvent étre vues comme
des méthodes d’approximation, nous avons utilisé pour résoudre le systeme d’équation linéaire
algébrique (sous la forme Ax=b).

Notre travail est organisé en quatre chapitre :
Chapitre 1 : représenter des lois des probabilités usuelles et quelque notions probabilistes générales
qu’on va utilisa.
Chapitre 2 : La méthode de Monte Carlo.
Chapitre 3 : le systeme d’équation Ax=Db et quelque méthodes de résolution.
Chapitre 4 : application de la méthode de Monte Carlo pour résoudre le systeme d’équation Ax=b.

En fin, notre travail ce termine par une conclusion.



Chapitre

Rappel sur les probabilités

1.1 Introduction

Les probabilistes ont besoin dans leurs domines a les modeles probabilistes et des langages
statistiques, a cet effet nous allons présenter les lois de probabilité les plus utilisées dans les
diverses application. Nous avons fait les lois des variables aléatoires discretes et celles des va-
riables continues. Les deux théoremes mathématiques qu’ont une place particuliere en théorie
des probabilités et en statistiques : la loi des grands nombres et le théoreme centrale limite. Ils
interviennent dans 1’étude des phénomenes aléatoires comparant un grand nombres de variables
aléatoires indépendantes de méme loi.

1.2 Variables aléatoires

Lorsqu’on envisage d’observer une expérience aléatoire et lui associer un espace de probabilité
(Q, F, P), il arrive que 'on s’intéresse plutot a une fonction numérique du résultat attendu qu’au
résultat lui-méme, mais l'objectif reste de pouvoir assigner des probabilité a des événements
concernant cette fonction du résultat. La fonction étudiée doit donc satisfaire certaines conditions
de mesurabilité : si X(.) est une telle fonction définie sur 2 a valeurs réelles, des événements
concernant X(.), comme {w € Q: X(w) = a},{w € Q: X(w) > a} a € R, doivent étre dans F
pour qu’on puisse leurs assigner des probabilités parc que P n’est pas définie pour des événements
n’appartenant pas a F. Cependant la quasi-totalité des événements concernant X(.), que 'on
puisse formuler peuvent s’exprimer par des opérations ensemblistes élémentaires des événements
{weQ: X(w)<a},aeR et donc il suffit d’exiger que ceux-ci soient membres de F pour tout
a € R, une fonction vérifiant une telle condition est dite définie sur (2, F, P).

1.2.1 Définitions

Définition 1 :(Variable aléatoire)
Soit (€2, F, P) un espace de probabilié. une fonction X(.) définie sur Q a valeurs dans R est dite
variable aléatoire sur (2, F, P) si {w € Q: X(w) < a} € F pour tout a € R.
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Définition 3 :(Tribu engendrée par une variable aléatoire)
La tribu F(X) engendrée par une variable aléatoire X définie sur un espace de probabilité (Q2, F, P)
est la plus petite tribu contenant les événements de la forme {w € Q : X (w) < a}, a € R.

Définition 2 : (Probabilité)
Soit X une variable aléatoire sur (€2, F, P), on appelle distribution de probabilité de X. La fonction
ensembliste Px(.) définie sur B(R) a valeur dans [0, 1] par :

Px(.): B(R) = [0,1]
B Px() = PweQ: X(w) e B) = P("}(B))

1.2.2 Fonction de répartition

La fonction de répartition de la variable alétoire réelle X est définie par
Fx(r)=P(X<z), z€R

Propriétés

. 0< Fy <1.

. limg s y00 F(X) =1, lim,,_ o F(X)=0.

iii. Fx est croissante, V(z,y) € R*,z <y = Fx(z) < Fx(y)

iv. Fx est continue & droite.

v. Pla < X <b)=F(b)— F(a) .

1.2.3 Caractéristiques des variables aléatoires

L’espérance
Espérance d’une variable aléatoire E(X) correspond a la moyenne des valeurs possibles de X pon-
dérées par les probabilités associées a ces valeurs, c¢’est un parametre de position qui correspond
au moment d’ordre 1 de la variable aléatoire X.

e Si X est une variable aléatoire discrete de loi de probabilité (x;, p;);, définie sur un nombre
fini (n) d’évenements élémentaires alors

E(X> = Z Tipi
i=1

e Si X est une variable aléatoire de densité f,, on appelle espérance de X, le réel E(X) définie
par

B(X) = /_ et (e)da
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Propriétés
i. L’espérance est linéaire : pour tout a,b € R, et pour toutes variable aléatoire réelle X et Y

E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y)

ii. Si X est une variable aléatoire réelle constante a € R c’est-a-dire pour tout w € 2, X (w) = a
alors
P(X=a)=1 e EX)=a

iii. L’espérance d’une variable aléatoire réelle positive est positive. En particulier, si X > Y
ce qui signifie que pour tout w € Q, X(w) > Y (w), alors E(X —Y) > 0donc E(X) > E(Y).

La variance
La variance d’une variable aléatoire V(X) est I’espérance mathématique de carré de I’écart a l'es-
pérance mathématique. C’est un parametre de dispersion qui correspond a un moment centré
d’ordre 2 de la variable aléatoire X.

e Si X est une variable aléatoire ayant une espérance E(X), on a

V(X) = E(X - E(X)]")

e Si X est une variable aléatoire discrete de la loi de probabilité (x;, p;);, définie sur un nombre
fini (n) d’évenements élementaires alors la variance est égale a

n

V(X) = Z(%‘ — B(X))*p; = Z%QPZ - B(X)?

i=1
e Si X est une variable aléatoire continue donnée par sa densité fx alors la variance de X est
le nombre réel positif tel que

Ve = [ - BeOR S = [ a )i - B
Propriétés

i V(X) = E(X?) - [E(X)]?

ii. V(aX +b) = a?V(X) pou tout a,b € R. En particulier, V(X + b) = V(X)

L’écart type
La racine carrée de V(X), notée o, est appelée écart type de X

o(z) =+V(X)

Définition (Moments) :
Soit X est une variable aléatoire et p € N* telle que F(|X|?) < oo
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¢ Le moment d’ordre p de X est F(X?) < oo .
¢ Le moment factoriel d’ordre p de X est F(X(z —1)...(X —p+1))
¢ Le moment centré d’ordre p de X est le moment d’ordre p de X — E(X)

1.2.4 Variables aléatoires réelles discretes

Définition :
Une variable aléatoire réelle X a valeurs dans un ensemble X fini ou dénombrable est appe-
lée variable aléatoire réelle discrete. Dans ce cas, la loi de X est déterminée par ’ensemble des
probabilités
P.=PX=2z), z€X
Ainsi, pour tout partie A de X', on a alors

P(A)=P(X€A)=) P(X=x) et P(X)=> P(X=ux)=1

€A TEX

Exemples de variable discrete

Soit X une variable aléatoire réelle discréte prenant ses valeurs dans un ensemble {x1, xo, ..., z,, },
éventuellement infini. Alors la loi de X est caractérisée par I’ensemble des probabilités P; tels que

P(X=x)=P, avec 0< P, <1 et sz‘zl
i=1

— Loi de Bernoulli
On dit qu’'une variable aléatoire réelle X a valeurs dans {0, 1} suit une loi de Bernoulli de

parametre p € [0, 1], notée B(p), si

*son espérance est F(X) =p
*son variance est V(X) = p(1 —p)

— Loi binomiale
On dit qu’une variable aléatoire réelle X a valeurs dans {0,1,2,...,n} suit une loi de bino-
miale de parameétre (n,p), notée 3(n,p) si

P(X =k)=Ckp"(1 —p)"™* 0<Ek<n

*son espérance est F(X) = np
(

*son variance est V(X)) = np(1 — p)
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— Loi géométrique
On dit qu’une variable aléatoire réelle X a valeurs dans N* suit une loi géométrique de
parametre p € [0, 1] notée G(p) si

P(X=k)=pl—-p* " keN

*son espérance est E(X) =

*son variance est V(X) = P

— Loi de poisson
On dit qu’une variable aléatoire réelle X a valeurs dans N suit une loi de poisson de parametre

A > 0, notée P(\) si
k

P(X:k):e—k% keN

*son espérance et variance sont : E(X) =V(X) =\

1.2.5 Variables aléatoires réelles continues

Définition 1
Soit X une variable aléatoire réelle qui prend un nombre infini non dénombrable de valeurs, si Fx
est une fonction continue, on dit que X est une variable aléatoire réelle continue. Dans ce cas, la
loi de X est déterminée par 1’ensemble des probabilités P(a < X < b) pour tout a < b.

Définition 2
Si 'on peut écrire la fonction de répartition d’un variable continue sous la forme

Fy(t) = /_ ; Fr(@)da

ou f, est une fonction de R dans R, alors on dit que fx est la densité de probabilité de variable

aléatoire réelle X.

Ceci implique que 'on a pour tout a < b

Pla< X <b) = Fy(b) — Fu(a) = / Fr(@)da

Ce intégrale étant positive pour tout a < b, il en résulte que f, > 0, de plus puisque

lim, , o F(X)=1o0na
+oo
fx(x)dx =1

—00
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Une densité de probabilité est donc une fonction positive ou nulle, d’intégrale 1 et qui carac-
térise la loi d’une variable aléatoire réelle continue.

De plus, en tout point zy € R ot Fx est dérivable, on a
fx (o) = F (o)
Exemples de variable continue

Soit X une variable aléatoire réelle continue, alors la loi de X est caractérisé par I’ensemble des
probabilités

b
Pla< X <b) = / fx(z)dz
ou fx est la densité de probabilité de X et a et b sont deux nombres réelles éventuellement infinis.
— Loi uniforme

On dit que la variable aléatoire X suit une loi uniforme, lorsque sa densité de probabilité
est une fonction constante sur [a, b], (@ < b sont deux réels) .

Propriété 1
la fonction de densité de probabilité de la loi uniforme sur l'intervalle [a, b] est définie par

1
f(z) = ;T bour tout x € [a, b

Propriété 2
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur Uintervalle I = [a,b] , alors pour
tout intervalle J = [¢, d] contenu dans I on a :

P(X €)= Plc< X < d) = 1=¢ _ longueur de J

b—a longueur de I

*son espérance est F(X) = 42

*son variance est V(X) = “—=+

— Loi exponentielle
On dit que X une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parametre A > 0, notée
g(A) si la loi de X a pour densité

) Aexp(—Az) si x>0
fx(@) = { 0 si x<0
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*son espérance est F(X) = +
1

*son variance est V(X) = 33

— Loi Gamma
Soient a > 0, A > 0, on dit que X une variable aléatoire qui suit la loi Gamma de parametre
{a, A}, notée y(a, \) si la loi de X a pour densité

A 291 exp(—Az) .
frwy=1 e w20
0 six <0

La loi Gamma généralisé la loi exponentielle.

Remarque : on rappelle que la fonction Gamma est définie par

“+oo
I'(a) = / 2" Vexp(—x) pour tout a >0
0

— Loi normale centrée réduite
Loi normale centrée réduite est une loi continue d’une variable aléatoire X a valeurs dans
X(€2) = R tout entier, notée N (0, 1) définie & partir de la densité
1 22

fX(f) = \/%6_7

Il existe par contre pas l'expression simple de sa fonction de répartition autre que la formule
intégrale

VaeR Fla / f(t)

— Loi normale de parameétre (u,0)
Soient € R et ¢ > 0, on dit que X une variable aléatoire qui suit la loi normale de
parametre (i, o), notée N (p, o) si la loi de X a pour densité

fx(z) = Wl_exp{( Cilnd i G

*son espérance est E(X) = u
2

*son variance est V(X) = o

Théoreme
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale N (i, o) et variable aléatoire définie par
X —p

o

7 =
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Alors Z suit une loi normale centrée réduite A (0, 1).

— Loi de x?
On dit que X une variable aléatoire qui suit la loi x? ("Khi-deux”) a k degré(s) de liberté si
1 o
fr(z) = — 22e”3  pour tout x> 0
21 (E)

1.2.6 Variable aléatoire indépendantes

Définition

Deux variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes si et seulement si :
P(XeAYeB)=P(Xe€APYeB), ABeR
on peut montrer que I'indépendance est équivalemente a
P(X <a,Y <b)=P(X <a)P(Y <b), (a,b)cR?
ou encore en termes de fonction de répartition :

Fxy(X <a,Y <b)=Fx(X<a)Fy(Y <b) (a,b) €R?

1.2.7 inégalité de Markov

Si X est une variable aléatoire, non négative alors a > 0 :

E(x)

Pz >a) <

Démonstration
soit I : [0,00) — {0, 1} fonction indicatrice de [a, 00),c’est a dire :

1 siX >a
KI)Z{O X <a

Rappel : B(I(2)) = [," I(2)f(z)dz = [ f(z)dx = P(X > a)

puisque X >0, I(X) < %

P(X > a) = E(I(z)) < B(>

)=

a a
1.2.8 inégalité de Chebyshev

Soit X variable aléatoire, avec une moyenne finie x et une variance o2, alors Vk > 0
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Démonstration :

X —p[> K <= |X — pf’> K?
En utilisant I'inégalité de Markov avec a = k% et X = |X — u/*. on obtient :

BX —pP) o
P(X = |2 k) = P(X P> K?) < =0 21 = 2

Exemple

Supposons qu’'un bateau de péche, totalisé 50 poison chaque semaine (en moyenne).

Question : Quelle est la probabilité qu’il péche plus de 15 poisson pour une semaine donnée.

Solution : X= nombre de poisons péchés.
Ona E(X)=0
E(X) 50

2
PIX>15) =< —"F=—=-
(X2 15) == 75 ™3

1.3 Les lois des grandes nombres

Les méthodes de Monté Carlo sont basées sur les lois des grands nombres
— La loi faible des grands nombres.
— La loi forte des grands nombres.

1.3.1 Loi faible des grands nombres

Soient X1, .....X> des variables aléatoires indépendantes, de méme loi, et admettant une va-
riance.On note u = E(X;) Alors pour tout

. Dans ce cas, on dit que la moyenne arithmétique %

converge en probabilité vers ’espérance
mathématique lorsque n tend vers +o00. [5 |
1.3.2 Loi forte des grands nombres

Soit (X;,7 > 1) une suite de réalisations de la variable aléatoire X.On suppose que E(]X|) <

+00.Alors ,pour presque tout w(3 N € Q avec p(N) =0et w ¢ N)

(B(X) = lim ~(X1(@) + . + Xo(w)

n—+oo N

5]

10
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1.3.3 Théoréeme de limite central

Le théoreme de limite central (aussi appelé théoreme limite central) établit la convergence en
loi de la somme d’une suite de variables aléatoires vers la loi normale. Intuitivement, ce résultat
affirme qu’une somme de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées tend

vers une variable aléatoire gaussienne. [5 |

Théoreme :
Soit X7, X, ..., X,, une suit de variables aléatoires indépendantes, avec E(X;) = u; et V(X;) = o?
pour i = 1,2, ..., n.

Alors la variable aléatoire .
21:1(Xi - Ni)
Z?:l 01'2

suit approximativement une loi normale N (0, 1) si n est grand.

7 =

1.3.4 Intervalle de confiance

En mathématique, un intervalle de confiance encadre une valeur réelle que 'on cherche a
estimer a ’aide de mesures prises par un procédé aléatoire.

Les intervalles de confiance sont souvent élaborés a partir d’un échantillon, c’est-a-dire une
série de mesures indépendantes sur une population, notamment pour estimer des indicateurs
statistiques comme la moyenne, la médiane ou la variance.

Un intervalle de confiance est modélisé par un couple de variables aléatoires qui encadrent un

parametre réel.
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Chapitre

La méthode de Monte Carlo

2.1 Introduction

Lorsque le résolution mathématique d’un probleme donnée n’est pas possible, on fait appel a
des méthodes d’approximation. La méthode de Monte Carlo I'une des ces méthodes. L utilisation
de cette méthode recouvre presque tous les domaines. On distingue deux grands domaines ou la
méthode de Monte Carlo peut étre utilisé :

Probléme déterministes : ce sont des probleme de nature déterministe faisant appel aux
calculs numériques, on cite comme exemple :

— Estimation des surfaces

— Calcule des intégrales multiples.

— Résolution des équations différentielles.

— Résolution des des systemes des équations algébriques.

— Résolution des problemes d’optimisation combinatoire.

Phénomenes et processus aléatoire : on cite comme des exemples a ces problemes :

— Mouvements des particules.

— Systemes stochastiques de la gestion ou de la production.

— Reconnaissances de forme (analyse d’image, parole,...).

Dans ce chapitre, nous allons présenté la méthode Monte Carlo.

2.2 Historique

Le nom de la méthode provient de la ville Monte Carlo dans la principauté de Monaco. La ville
est associée aux roulettes de chance, un simple générateur de nombres aléatoires.c’est en 1949
que le physicien gréco-américain Nicholas Metropolis et le mathématicien américain d’origine
polonaise Stanislaw Ulam publient ’article fondeur de cette méthode de calcul et lui donnent son
nom.

Parmi les problemes efficacement traités par la méthode de Monte Carlo, il y a les calculs
d’intégrales et les problemes de diffusion de collision et de mouvement de particules dans un milieu
matériel. Ceci est rendu possible par la propriété essentielle de pouvoir simuler une grande variété
de fonction de distribution. L’idée de procéder a des tirages aléatoires pour évaluer des intégrales
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Chapitre2 La méthode de Monte Carlo

compliquées était dans ’air du temps parmi la communauté des physiciens, mais 'apport majeur
de Metropolis et Ulam fut de proposer la technique d’échantillonnage préférentiel,qui améliore
largement ['efficacité de la méthode. Pour ’anecdote, c¢’est dans le cadre des recherche du projet
Manhattan sur le développement de la bombe atomique que ces chercheurs avaient commencé a
développer leur idées.

Des développements important des méthodes de Monte Carlo furent 1’algorithme de Metropolis-
Hastings pour la simulation de certaines variables aléatoires en physique statistique, algorithme
qui a son tour fut la base dela méthode du recuit simulé 1983 pour trouver des extrema globaux
de fonctions définies sur des espaces de grande dimension. [3 |

2.3 Définition de la méthode de Monte carlo

Le terme méthode de Monte carlo ,désigne toute méthode visant a calculer une valeur numé-
rique en utilisant des procédés aléatoires,c’est-a-dire des techniques probabilistes .le nom de ces
méthodes fait allusion aux jeux de hasard pratiqués a Monte-Carlo. Les méthode de Monte-Carlo
sont particulierement utilisées pour calculer des intégrales en dimensions plus grandes que 1 .Elles
sont également couramment utilisées en physique des particules,ou des simulations probabilistes
permettent d’estimer la forme d’un signal ou la sensibilité d’un détecteur. la comparaison des
données mesurées a ces simulations peut permettre de mettre en évidence des caractéristiques
inattendues.

2.4 Principe de la méthode de Monte Carlo

Pour utiliser une méthode de Monte Carlo on doit tout d’abord mettre sous la forme d’une
espérance,a 'issu de cette étape il reste & calculer cette quantité par une espérance E(X) de la
variable aléatoire X. Pour ce calcul ,il convient de savoir simuler une variable aléatoire selon la
loi de X on dispose alors d'une suite (X;)1<i<y de N réalisations de la variable aléatoire X.On

approxime alors E(X )par :
1

B(X) ~ 1

X1+ .+ X)
[4]

2.5 Calcul d’intégrale par la méthode de Monte carlo

Les méthodes de Monte carlo reposent sur une approximation probabiliste et non déterministe.
En ce sens on ne résout pas I'objet mathématique mais on cherche a ’approcher moyennant la loi
forte des grands nombres. Nous traiterons les intégrale se la forme :

g / ' Ha)d

et fune fonction intégrable sur [a,b].
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Chapitre2 La méthode de Monte Carlo

La méthode de monte carlo pour I'intégration consiste a trouver une variable aléatoire Z telle
que : I=E(Z). Ce que permet d’estimer I en utilisant la loi forte des grands nombre. L’erreur
commise est controlé par le théoreme centrale limite dés que Z est de carré intégrable. Si au-
cune primitive de f(x) n’est connue ,l'intégrale ne peut pas étre calculée analytiquement .mais si
f(z) peut étre facilement calculée en tout point de I'intervalle [a,b], on peut obtenir une bonne
approximation de la valeur de cette intégrale par les méthodes numériques.

Il existe de nombreuses méthodes d’intégration numérique. La plus simple consiste a diviser
I'intervalle par N rectangles adjacent.la haute de chaque rectangle est égale a la valeur de f(X)
pour X pris au milieu de la base du rectangle. La somme des aires de ces rectangles est une
approximation de I'aire sous la courbe représentant f (X), c’est & dire l'intégrale I recherchée :

[:th(xi) :hZf(xz) = b]_VaZf<xi)

si f(x;) a un comportement suffisamment régulier, et si les rectangles sont suffisamment

étroits,alors 'aire ainsi calculée sera une bonne approximation de la valeur de 'intégrale.

2.5.1 Exemples

Calcul d’une surface

Les méthodes de Monte Carlo permettent d’estimer une surface. De maniére équivalente, on
peut estimer un volume, en considérant un espace a trois dimensions au lieu de deux. Le domaine
bidimensionnel S considér est supposé étre borné, c¢’est-a-dire qu’il existe des réels a, b, c,d tels
que S C [a,b] x[c,d] . Comment estimer sa surface |S|? On échantillonne deux variables aléatoires
indépendantes Y; et Ys, selon des lois uniformes sur respectivement [a, b] et [c,d]. Le point Y =
(Y1, Y5) est donc un point suivant une loi uniforme sur [a, b] X [c, d].
On définit alors X = 1(Y € ) la variable aléatoire valant 1 si le point Y est dans la surface et 0
sinon.
L’algorithme d’estimation consiste donc a considérer un échantillon de n valeurs X; indépendantes.
La proposition de points dans la surface S,
X, = Zn:TlX est un estimateur sans biais.

b d
E[X] :/ / 1((54,Y5)es)ddibdi = (b_‘a)s(c'l_c)

E[X] est donc le rapport entre la surface de S et la surface du domaine d’échantillonnage considéré

[a,b] % [c,d]. Un estimateur de la surface est donc

(b—a)(d— )X, = (b—a)(d— @%

Exemple :

Considérons 'estimation de 7 via la surface d’un cercle de rayon R = 1 (dont on rappelle que la
surface est 7 R? quand le rayon est R). Ce cercle est compris dans le carré [—1, 1], La figure (2.1)
décrit le domaine d’échantillonnage et quelques points échantillonnage
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FIGURE 2.1 — Calcul de la surface du cercle unité en 'englobant dans le carré [—1,1]2 et en calculant la proportion
de points tombant a l'intérieur du cercle

Le tableau 2.1 décrit des résultats de simulation obtenus pour différentes tailles d’échantillons.
On remarque qu’il faut une taille importante pour avoir une estimation correcte, mais que la
précision est meilleure que pour l'estimateur. Il est intéressant de noter que m n’est pas inclus
dans l'intervalle de confiance pour 10? points. Cela peut se produire dans 5% des cas, selon les
statistiques de la loi normale. L’intervalle n’est qu’une garantie statistique

N | Estimation | Intervalle de confiance

102 | 27200 [23524;30876]
105 | 31720 [30715 ;32725]
107 | 31520 [31200 ;31840]
105 [ 31406 [31374;31439]

TABLE 2.1 — Estimation de la surfacer d’un cercle de rayon 1 et intervalle de confiance & 95% pour différentes
tailles n d’échantillon

Estimation d’une valeur d’intégrale
Nous présentons dans ce paragraphe une application de la méthode de Monte Carlo, au cas du
calcul d’une intégral.
Imaginons que 'on cherche a calculer une intégrale de la forme :
I = fug, ooy ug) dug.....dug
[0,1]

i. Mise sous forme d’espérance : on pose X = f(U;....Uy), ou Uj....U; sont des réalisations de
la loi uniforme sur l'intervalle [0, 1], alors

E(z) = E(f(U,...Uy)) = fug, ooy ug) duy.....dug
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ii. Simulation de la variable aléatoire : on suppose que l'on dispose d'une suite (U;,i > 1)
sont des réalisations de la loi uniforme sur [0, 1]. On pose alors X; = f(U;...Uy), Xy =
f(Ugs1....Uzq) sete. Alors la suite (X;,7 > 1) sont des réalisations de la loi X et une bonne
approximation de I est donnée par :

1
—(X;+...+ X,
N( 1+ ...+ )

Remarque
Cette méthode est facilement programmable, et ne dépend pas de la régularité de f (on lui
demande juste d’étre mesurable). Souvent on cherche a évaluer une intégrale plus générale :

I:/Rdg(x)f(x)dxz/Rdg(xl....xd)f(xl....xd)dxl ..... dag

Avec {(x) positive, et [ f(z)dz = 1. Alors I = E(g(X)) ou X est une variable aléatoire & valeur
dans R? de loi f(x)dz .

2.6 Génération de nombres aléatoire :

La méthode Monte Carlo est basée sur 'utilisation des nombres aléatoires, ’outil de base de
la génération de nombre aléatoires en général consiste en une séquence de nombres aléatoires
indépendants et distribués selon une fonction de distribution. Plusieurs méthodes numériques
sont utilisées pour générer ces nombres aléatoires.

2.6.1 méthode de congruence

Une des formules les plus utilisées pour engendrer une suite de nombres pseudo-aléatoires a
distribution uniforme est la méthode de congruence. Elle est basée sur la séquence itérative :

x; = azx;—1 + c[modulo m)|

Ceci signifie que le nombre z; est égale au reste de la division par m de a.x;_1 + ¢, ou m, a,
et ¢ sont des constantes.La séquence de nombres générés par cette relation a une période égale
a m sous certaines conditions vérifiées par les constantes. On a donc intérét a ce que la période
soit la plus longue possible. La plupart des calculateurs utilisent cet algorithme pour donner des
séquence de nombres pseudo-aléatoires a distribution uniforme [0, 1].

2.6.2 Meéthode d’inversion

Elle est utilisée pour générer des distribution pour des densités non uniforme dont I'inverse de
la fonction de répartition est connue. Soit F une fonction de répartition définie sur un intervalle
[a, b]

F~t=inf {t: F(t) > u}Pour tout p €]0, 1|

Etant donné une variable aléatoire, notée U, qui suit la loi uniforme sur I'intervalle [0, 1] alors
la variable aléatoire X = F~!(U) suit une distribution donnée par la fonction de répartition F.
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Normal Distribution
Cumulative Probability

Uniform 10 - Prohability Density
distribution

x «U(0,1)"
06

8

0,4

0,2 /|

Xx«N(m,s) Normal distribution

FIGURE 2.2 — Méthode d’inversion pour une distribution normale(fonction gaussienne)

Ainsi, a partir de nombres pseudo-aléatoires uyq, ..., u, simulés suivant une loi uniforme sur
I'intervalle [0, 1], nous obtenons, en posant z; = F~!(u;), des nombres pseudo-aléatoires x......x,
simulant les réalisations d’une variable aléatoire de fonction de répartition F(z).

2.6.3 Meéthode de rejet

Lorsque I'on dispose d'une méthode pour simuler une variable aléatoire de fonction de densité
g(x), on peut a partir de la simuler une variable aléatoire continue d’une autre fonction de densité
f(x). La méthode consiste a simuler d’abord la variable y ayant la densité g puis ou accepte cette

valeur générée avec une probabilité proportionnelle a % .
Soit un constante ¢ > 1 telle que :% < ¢ pour tout x et soit a(r) = CJ;((?) € [0,1].

Soit Yjune variable aléatoire de densité g et U; une variable aléatoire de loi uniforme indépen-
dant de Y;. Si U; < (Y1), on pose X = Y;. Si non,on rejette X; et on simule une autre variable
aléatoire Yy de méme densité g :

Départ
Générer Générer un nombre A-t-on Oui
y~g > — PoserX =Y

Aléatoi i
éatoire {"*:f("')*lc

-
Non

FIGURE 2.3 — l'algorithme de la méthode de rejet

17



Chapitre

La résolution de systeme linéaire de
I’équation Ax=Db

3.1 introduction

dans ce chapitre, nous avons présente les systemes d’équations linéaires et quelque méthode de

résolution.

3.2 position de probleme
Le probleme consiste a trouver la solution du systeme d’équations :

ai11 + a12%2 T a1 nTp = bl
a21T2 + A2 22 —+ ..+ A2 nTn = b2

 Un 11+ Ap T2 + oo Ay Ty = by,

En notation matricielle le probléeme s’énonce comme suit : On cherche a résoudre le systeme Az =
b avec :

- A matrice a coefficients réels de taille n x n et supposée inversible (i.e.det(A) # 0) ;

- b vecteur de R";

- x inconnue a chercher de R".

Si b =0 le systeme est dit homogene, donc il admet au moins une solution x = 0 qui est la
solution nulle ou triviale .

L’hypothese d’inversibilité de A assure I'existence et I'unicité de la solution du systeme.

3.3 L’idée générale de résolution :

Pour résoudre un systeme d’équations linéaires on cherche a remplacer le systeme initial par
un autre, plus simple, ayant la méme solution, sachant que la résolution de systeme Ax = b est
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tres simple lorsque :
- A diagonale;
- A orthogonale ;
- A tridiagonale ;
- A triangulaire supérieure ou inférieure ;

3.4 les méthodes de résolution :

Il existe deux grandes familles de méthode e résolution :

3.4.1 Les méthodes directes :

Qui permettent d’obtenir la solution en un nombre fini d’opérations soit par triangularisation
ou soit par décomposition de la matrice A. [1 ]

Les principales méthodes sont :

- L’élimination de Gauss,

- La décomposition LU,

- La décomposition de Cholesky,

-La décomposition QR.

Ces méthodes sont utilisées pour les matrices pleines et les petits systemes .

3.4.2 Les méthodes itératives :

Qui consistent a construire une suite (2,), qui converge vers la solution.

Les principales méthodes sont :

- Méthode de Jacobi,

- Méthode de Gauss-Seidel

- Méthode du gradient conjugué.

- Méthode de Monte-Carlo

Ces méthodes sont utilisées pour les matrices creuses et les grands systemes.

Remarque Le choix entre les méthodes directes et les méthodes itératives dépend du type (ou
forme) de la matrice du systéme.

La méthode de Jacobi

On remarque que si les éléments diagonaux da A sont non nuls, le systeme linéaire Ax=Db est
équivalent a :
1 n
zi = —(bi — > ayay)
“ J=L#i
g=1...,n

k-+1)

Pour une donnée initiale X (@ choisie, on calcule X par

n

kot 1 k
E = — (b= Y ayal)

x,
Q5 T
" J=Lj#i
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1=1,.....,n.
Cela permet d’identifier le scission suivant pour A :
A=D—-FE—-F
D :diagonale de A
E :triangulaire inférieure avec des 0 sur la diagonale
F :triangulaire supérieure avec des 0 sur la diagonale
La matrice d’itération de la méthode de Jacobi est donnée par :

Bj=D NE+F)=1-D"'A
()

(k+1)
j .

L’algorithme de Jacobi nécessite le stockage des deux vecteurs x; etz;

la méthode de Gauss-Seidel

Pour cette méthode on a

1—1 n
1
k+1 k+1 k
5175 = ;(bi - E aiﬂ; - E az‘jf; ))
v j=1 j=i+1

Li=1..n.
Il s’écrire aussi
X*D — (D — E) (b + Fa®)

Dans ce cas ,le scission de A est
P=D—-FEN=F,
et la matrice d’itération associée est

Bgs = (D — E)'U

L’algorithme de Gauss-Seidel ne nécessite qu'un vecteur de stockage , X® étant remplacé par
X E+1) au cours de Uitération .11 est en général plus rapide que I’algorithme de Jacobi.

3.5 la méthode de Monte Calo

On considere le systeme d’équations algébriques linéaires :
Az =b (3.1)

ou A = (a;;)i;—; € R™ est une matrice inversible donnée et b € R™ est un vecteur donné,
b= (by,...,b,)" On s’intéresse a estimer la solution x = (1, ...,2,)" € R™ du systéme (3.1), en
utilisant les méthodes de Monte Carlo. Pour cela, nous écrivons le systeme dans le formulaire

suivante :
r=Tx+c (3.2)

ot T = (ty)}j=; € R™", ¢ = (c1,...,cn)" et I-T est une matrice inversible.
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Série de Neumann
Une série de Neumann est une série d’opération de la forme

>
k=0

ol N est une opérateur et N* désigne une itération de N répétée k fois. Elle étend I'idée de série
géométrique.

La solution x admet la représentation en série de Neumann :

z=c+Tc+T?c+Tc+.. (3.3)

On suppose que Z?Zl |tij| < 1,i=1,...,n qui est une condition suffisante pour la convergence
des séries de Neumann vers la solution.

La premiere méthode de Monte Carlo pour résoudre des systemes d’équations linéaires a été
proposé par von Neumann et Ulam, et étendu par Forsythe et Leibler. La méthode est efficace
quand on s’intéresse a estimer une composante de la solution.

3.5.1 La méthode de Monte Carlo pour estimer la solution du systeme

Il existe également une méthode de Monte Carlo pour résoudre des systemes d’équations li-
néaires, qui permet d’estimer la solution entiere, en construisant des estimateurs sans biais pour
les composants de la solution. [2 ]

n+1

Pour résoudre le systeme (3.2), soit P = (P;);/Z; € R"+D+(+1) yne matrice, dont les éléments

satisfont les conditions :
i. Pj >0 tel que t;; #0 = P;; #0;
ii. Z?Zl P;>1,1=1,2,..,n;
ii. Py =1-— Z;‘:l P, i=1,2,...,n;
iv. Poy1;=0,7<n+1;
V. Poiiny1 = 1;

On utilise aussi la notation pi pour pi,n+1. De plus, définissons les points :

ti;
Wij:{ o PaF0 i n
0 pi; =0

La matrice P décrit une chaine de Markov d’états {1,...,n+ 1} ot n+1 est un état absorbant
et pij, 1,7 = 1,...,n+ 1 est la probabilité de transition en une étape de I'état i a I’état j. Une telle
chaine de Markov est aussi appelée marche aléatoire, car elle est homogene et fini.
Soit v = (ig, 1, ...,9x,n + 1) une trajectoire qui commence a l’état initial 49 < n + 1 et passe
avec avec succes par la séquence d’états (iq,...,1), pour finalement passer a 1'état absorbant
irr1 = n+ 1 Considérons un vecteur o« = (v, ..., ) olt i, 4 = 1,...,n est 1 a probabilité qu'une
trajectoire commence a | ’état i, c’est-a-dire
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Chapitre3

n

P(iozi):ai, OéZ'ZO,Z':L...,n, Z:Oézzl
i=1
La probabilité de suivre la trajectoire v est P(y) = Qi Pigiy ---Piy_ iy, Piy -

Définir les estimateurs 6; et \;, i = 1,...,n sur l'espace de trajectoires comme suit. Pour une
trajectoire v = (ig, 1, ..., i, m + 1), les valeurs de ces les estimateurs sont définis comme suite :

Si . n
wo; > 0,i=1,...,n, Z%’Il
Piy i=1

0i(7) = Wi(7)

ou W,,, m =0,..., k sont des variables aléatoires dont les valeurs sont :
_ %o
0 7R

Ciy
W, (V) =W, (M Wi iy = —Wigiy Wirig - Wiy, iy 1= L.k
io

Les valeurs ci-dessus sont prises avec probabilité P(v) ( d;; est le symbole de Kronecker, c¢’est-

a-dire 0;; =1 si i=j et 0 sinon)
On peut trouver que 6; et 9; sont des estimateurs sans biais de z;, ¢’est-a-dire

L’algorithme de Monte Carlo pour estimer la solution du systeme (3.2) est le suivant :

Algorithme : Algorithme de Monte Carlo pour estimer la solution x :

i. Données d’entrée : la matrice T et P, les vecteurs c et «a, I'entier n.

ii. Générer N trajectoires vi, ..., Vp.
iii. Calculez 'estimation de Monte Carlo de la solutions :
ey N )

A

4= [61(71) + oo+ 01(7n)

N

ou, l'estimation :
A EDWERNE

A7) + o+ A(m)
i

i-| -
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Chapitre 4

Application de méthode de Monté Carlo
pour résouder le systeme Ax—=Db

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons aborder une application numérique afin d’étayer les différents
aspects théoriques de notre travail.

4.2 La résolution

Considérons un systeme linéaire de n équations a n inconnues

X1 bl
. X . . by

X1, X5, ..., X, soit MX = B avec X = matrice colonne des inconnues, B =
XN bN

matrice colonne de constantes b;, M étant la matrice N x /N du systeme avec des coefficients donnés
réels. En prenant M = Id — A, le systéme peut toujours se réécrire :

X = AX + B, A étant une matrice de dimensions N * N de coeflicients a;;.

Par exemple, pour N = 2, le systeme

équivaut au systeme :
1 = 0.1z +0.229 + 0.7
To = 021’1 - 031’2 +1.1

A 0.1 0.2 ot B— 0.7
0.3 -0.3 1.1

C’est sous la forme X = AX + B que nous écrirons dorénavant le systeme, avec une contrainte :

ou

pour que la méthode de Monte Carlo fonctionne, on doit prendre la norme de A inférieure a 1
(JJAl]< 1) (tel que [|A||l= D21 Al ), ce qui signifie que la somme des coefficients en valeur
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absolue sur chaque ligne de A doit étre inférieure a 1. A partir de la, on construit une matrice P
de dimensions (N 4 1) % (N + 1) avec comme coefficients :

* P = va;; (pour ietjdelaN)ouwv; = =1 selon que a;; est positif o négatif, de fagon
que tous les p;; soient positifs (ils sont aussi inférieurs a 1)
* pine1 = 1— Z?:1 P;; pouride 1 aN, et sur la derniere ligne N+1, des 0 sauf un 1 en dernier.

Dans I’exemple de la matrice A précédente,cela donne :

0.1 0.2 0.7
P=102 03 05
0o 0 1

avec V11 = V12 = V21 = 1et Voo = —1

Ainsi construite, la matrice P va pouvoir étre vue comme une matrice de probabilités. Pour cela
considérons une particule circulant sur un graphe orienté. Celui-ci possede N+1 nceuds numérotés
de 1 a N+1, et tous reliés entre eux deux a deux par des fleches, sauf le noeud N+1 qui n’est
relié qu’a lui-méme (il constitue une frontiere absorbante, la particule qui y arrive y reste). La
probabilité de passer du nceud i au noeud j est justement le coefficient P;; de la matrice P. Comme
la somme des coefficients de chaque ligne vaut 1, cela signifie que le passage du nceud i a n’importe
quel noeud est un évenement sir, de probabilité 1. La derniere ligne de la matrice P indique que
le noeud N—+1 constitue bien une fin de trajectoire pour la particule.

0,1 0.3 1
02 0.5
lu/Ng/‘\AQ

Prenons un exemple de trajectoire avec la matrice P (N = 2) précédente : 1223. Cela signifie
que la particule part du n?ud 1 pour aller vers le noeud 2, puis elle revient en 2, et enfin elle va
vers 3, et c¢’est fini. La probabilité d’avoir cette trajectoire est PioPosPos = 0.2 % 0.3 x 0.5 = 0.03.

Prenons une trajectoire T démarrant au noeud i (i de 1 a N) et se terminant au noeud N + 1,
et associons-lui une variable aléatoire X (77). Si la trajectoire s’écrit sous forme de succession des
noeuds i j k 1 m, ou i est le n?ud de départ, et m le dernier n 7ud absorbant N + 1, on prend :

X(T) = bz + Uijbj + Uij'l}jkbk + vijvjkvklbl

ou les coefficients du type b sont ceux du systéme linéaire initial. La probabilité associée a X (T")
est P;; Pjx Py P, Cette définition de X (7') se généralise a toute trajectoire T, quelle que soit sa
longueur.

Plus précisément, appelons X (T;), ou X;, la variable aléatoire associée & une trajectoire T}
quand celle-ci part du n?ud i (i de 1 a N). On a alors la propriété suivante :
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Chapitres Application de méthode de Monté Carlo pour résouder le systéme Ax=>b

Les valeurs moyennes (espérances) des X; sont égales aux solutions x; du systéme
initial : £(X;) = x;.

On admettra ici que l'existence de ces espérances est assurée des que la norme de la matrice
A est inférieure a 1, comme on I’a supposé au début.

Démonstration de la propriété

Pour simplifier I’écriture, nous allons supposer queN = 2, et prendre ¢ = 1, ce qui signifie que
la particule part du n 7ud 1.

Par définition, E(X;) = >, X(11)P(T1) , la sommation étant étendue a toutes les trajectoires
T1 démarrant au n 7ud 1. Apres son départ en 1, la particule va vers le n 7ud suivant qui peut étre
1, 2 ou 3. Maintenant regroupons les trajectoires en trois catégories 111, 112, T13, selon le numéro
du n?ud qui suit le nceud de départ. S’il y a une infinité de chemins 77; et T, il n’y a qu'un
chemin 773, On a alors :

E(X)) =Y X(Tn)P(Tia) + Y _ X(Ti2) P(T12) + X (T13) + P(T13)

T1 1 Tl 2

Pour un chemin 77, par exemple 11213, on a :
X (T11) = by + v1101 + v11v12b9 + V1101209101 = by + v11(b1 + V12by + V12021b1)

= bl + U11X<T1)

ou T7 est est le reste de la trajectoire Tj; a partir du deuxieme n ?ud, avec P(T1;) = Py1 P(Ty).Ainsi :

E(Xy) =Y (b +ouX(T0)PuP(Th) + > (b + 012X (T2)) Pia P(T3) + by Pis

T1 T2
= Z v PnX(T)P(Th) + Z 012 P X (T2) P(Ty) + b1(z P P(Th) + Z Py P(Ty + Pi3
Ty Ty T Ts
= v P Z X(T)p(T1) + vi2Pra Z X(T)p(1z) + bi(pna ZP(Tl) + P12 ZP(TQ) + p13)
T T T T
Mais
ZX(T1)]9(T1) = E(X1), ZX(Tz)p(Tz) = E(Xy)
T1 T2
et
ZP(E) =1, ZP(T2) =1
T Ts
Finalement :

E(X1) =vnpnE(Xy) + viap12E(X2) + b1 (p11 + pia + p13)
Et comme pi;; +pi2+piz =1

E(X1) =vupii E(X1) + viap12 E(X2) + by

E(Xl) = allE(X1) + CL12E(X2) + bl
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ce qui prouve que les espérances E(X;) et E(X5) vérifient la premiere équation du systeme initial,
et on ferait de méme pour les autres équations. On vient de trouver la solution du systeme, a
savoir F(X), F(X>).

4.3 Traitement expérimental

Conditions initiales, avec la fonction init()

On commence par se donner la matrice P de probabilités, en prenant les p;; au hasard, pour i
et jde 1 a N, mais dans les limites d’une somme inférieure a 1 sur chaque ligne, puis en complétant
chaque ligne par la probabilité complémentaire p; N + 1. Remarquons que la derniere ligne N+41
n’est pas utile. Ensuite, on prend au hasard les v;; (i et j de 1 a N) égaux a %1, ce qui permet
d’obtenir la matrice A du systéme que I'on veut résoudre. Enfin, on se donne les b; (i de 1 a N)
au hasard. On a alors toutes les données correspondant au systeme a résoudre.

Il reste a préparer le mouvement aléatoire de la particule. On sait qu’a partir de chaque n 7ud
(de 1 a N) il y a des jonctions vers les nceuds de 1 & N+1, chacune avec sa propre probabilité p;;
(de i vers j). Pour chaque noeud i, on prend 'intervalle[01] et on le découpe en intervalles successifs
de longueur p;; avec j de 1 & N+1. Les graduations obtenues sont appelées seuil [i][j] avec j allant
de 0 & N+1.

2 P11 P12 Pi3  Pl4
P e
s0 sl s2 s3 s4
4

Sur le dessin ci-joint, ou N = 3, on a pris I’exemple du nceud 1, avec le découpage de 'intervalle
[0, 1] et ses graduations de sq a s4 (il s’agit des seuils).

Pourquoi fait-on cela ? Pour pouvoir obtenir les trajectoires aléatoires de la particule. Il suffira
de tirer un nombre au hasard entre 0 et 1, et de déterminer dans quel intervalle il se trouve. Par
exemple, §'il se trouve dans 'intervalle [sq, s3] pour le neeud 1, la particule ira du neeud 1 vers le
noeud 3.
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void init(void) /* toutes les variables ont été déclarées en global */
{ srand(time(NULL));
for(i=1;i<=N;i++) /*la matrice P %/
{do
{ somme=0.;
for(j=1;j<=N;j++)
{ plill[jl=(float)rand ()/((float) RAND_MAX+1.); somme-+=p[i] [j]; }

while (somme=>0.9);
plil[IN+1]=1.-somme;
}

/* la matrice A */

for(i=1;i<=N;i++) for(j=1;j<=N;j++) vlil[jl=2* (rand () %62)-1;
for(i=1;i<=N;i++) for(j=1;j<=N;j++) alil[jI=vIil[jI*plil[j];
/*les by ¥/

for(i=1;i<=N;i++) b[i]=(rand()%10 )*(2* (rand()%2)-1);
afficher

for(i=1;i<=N;i++) /* calcul des seuils de probabilité*/
{ cumul=0.; seuil[i][0]=0.;
for(j=1;j<=N+1;j++) { cumul+=pl[i][j]; seuil[i][j]l=cumul; }

Programme principal

Maintenant, a partir de chaque nceud de 1 a N, pris a tour de role, on lance des trajectoires,
au nombre de NBEXP. Chaque trajectoire est placée dans un tableau t[], indexé de 0 a lastin-
dex. Pour déterminer le passage d’un noeud au suivant sur la trajectoire, on prend un nombre
au hasard h01 sur [01[, et l'on cherche le numéro du seuil situé juste apres lui, ce qui donnera
le numéro du noeud suivant. La trajectoire se poursuit jusqu’a ce que l'on arrive au n 7ud final
N + 1. Pour chaque trajectoire obtenue, on calcule la variable aléatoire correspondante X, puis on
cumule les résultats obtenus pour les X de chaque trajectoire. Il suffira de diviser le cumul des X,
noté cumulX, par le nombre des trajectoires NBEXP, pour avoir la valeur moyenne de X, E(X),
ce qui donne, comme on I’a vu, les solutions du systeme d’équations. Enfin, pour tester la validité
des résultats, on calcule les seconds membres de chaque équation (AX + B), avec les solutions
expérimentales trouvées, ce qui redonne dans le membre de gauche les valeurs des solutions. La
comparaison des deux valeurs obtenues pour chaque solution indique le degré de précision des
résultats.
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#define N 8

#define NBEXP 5000 /* nombre de trajectoires a partir de chaque neeud */
void init(void);

float p| N+2][N+2].v[ N+1][N+1], seuil[N+1][N+2].cumul b[N+1];

int t[10000] lastindex ,i j .k ,traj;:

float sum[N+1],a[N+1][N+1], h01 X, cumulv,cumul X, x[N+1] somme;

int main()

{

init();
or(i=1;i<=N;:l++)

{ srand(time(NULL));

cumulX=0.;
for(traj=1;traj<=NBEXP:; traj++)
{ t[0])=1; k=0;
do

{ hO1=(float)rand ()/((float) RAND_MAX+1.);
j=0; while(seuil[t[k]][jl<hO1) j++;
k++; tk]=j:
}
while (t[k]!=N+1);
lastindex=Kk:
X=blil; cumulv=1.;
for(j=1;j<lastindex;j++) { cumulv*=v[t[j-1]][t[jl]; X+=cumulv*b[t{j]]; }
cumulX+=X;
}
x[i]=cumulX/(float) NBEXP:
}
/* affichage */
for(i=1;i<=N;i++)
{ sumli]=0; for(j=1;j<=Nij++) suml[i]+=ali][jI*x[jl: suml[i]+=b[i]; }
for(i=1;i<=N;i++) printf("\n%6.2f %6.21" x[i] sumli]);
getch(); return 0;
1
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Un exemple de résultats,ici pour N=8
La matrice de probabilités P, sans sa derniere ligne, avec ses N+1 colonnes

B
B
B
H

L] " L] L] L] L] L] L]

DEagHEEES
ERCAAARICE )
DENODNEE S
DEDEDEE®
RIS
DRSS
FaEEEeE®
SaeEEeS
L] L] L] L] L] L] L] L]

55 S EN W
LA 00 00 sl =k [ =]
LEEEEEE®E
EEREEEE D
L] [ ] L] L] L] [] L] L]

g b Dol Dol i e D) =t
DO TE= 0

La matrice A avec ses N lignes et N colonne N+1 les b;(en ne gardant qu'un chiffre derriere
la virgule) : L solution pour les N=8 inconnues,avec les deux valeurs approchées obtenues pour

oD
=TEEEEaE=
B ek L) i ek B ek
SESSFaa®
R~~~ ]y
SEFEIEE®
R R
I

IR
HNHEOOHOO
SEIIasE®
TEIEEaeaEd
by e ek ek B3
TEIZEIaE®E
bl i i g

chacune
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Chapitre

Conclusion

Les systemes d’équations algébriques jouent un role tres important dans la modélisation des
différents problemes en mathématiques et ses applications. A cet effet, plusieurs méthodes et
approches notamment itératives ont été présenté dans la littérature afin de résoudre ces systemes.
Dans ce mémoire, nous avons abordé tout particulierement la résolution de I’ équation Ax=Db par la
méthode de Monte Carlo, cette méthode est une classe de techniques d’approximation stochastique
basées sur l'utilisation de procédés aléatoires. Ainsi dans le premier chapitre, nous avons exposé
les différents concepts et définitions élémentaires sur la théorie des probabilité nécessaires pour
I'introduction de notre travail. Le deuxieme chapitre a été consacré a la présentation de la méthode
de Monte Carlo. La résolution du systeme linéaire a été introduite au troisieme chapitre. Et afin
d’étayer les différent aspects théoriques de notre travail, une application a été présente dans le
quatrieme et dernier chapitre. Ce travail se termine par une conclusion générale.
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