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Introduction generale

La théorie du controole est une branche interdisciplinaire de 'ingénierie
et des mathématiques.
La théorie du controle analyse les propriétés des systéemes commandés, c’est-
a-dire les systemes dynamiques sur lesquels on peut agir au moyen d’un
controle [1]. L’objectif alors est de déterminer un controle qui permet de
transférer le systeme d’un état initial 4 un état final. Cet objectif doit étre
rééalisé en optimisant une certaine fonction cout, appelée critere, tout en
satisfaisant un certain nombre de contraintes, ce qu’on appelle probleme de
controle optimal.
Les différentes approches proposées dans la littérature pour la résolution
d’un probleme de controle optimal peuvent étre scindées en deux classes. La
premiere, dite approche directe,consiste a discrétiser le probleme de controle
optimal tel qu’il est posé et de le convertir en un probleme d’optimisation
statique [7, 8, 14, 16] qu’on peut résoudre par des méthodes d’optimisation
déterministe ou stochastique [3, 6, 9]. La deuxieme approche, dite approche
indirecte ou apres optimisation consiste a transformer le probleme de controle
optimal en un probleme aux limites qu’on resout par les méthodes appliquées
a la résolution des systemes d’équations différentielles. Ce probléme aux li-
mites qui est une condition d’optimalité est obtenu soit en utilisant le principe
de Bellman ou en utilisant le principe du minimum de Pontryagin.
Le principe de Bellman [5] fournit une condition suffisante d’optimalité donnée
par une équation aux dérivées partielles, appelée équation de Hamilton-
Jacobi-Bellman. Tandis que le principe du minimum de Pontryagin [13] donne
une condition nécessaire d’optimalité de la loi du controle optimal. Cette
condition nécessaire est donnée par un systeme d’équations différentielles
appelé équations de Hamilton-Pontryagin. L’équation de Hamilton-Jacobi-
Bellman ou les équations de Hamilton-Pontryagin soumises aux conditions
initiales/ terminales ou de transversalité du problé me considéré forment un



probleme aux limites.

Généralement, les problémes de controle optimal sont fortement non linéaires,
et l'obtention d'une solution analytique des conditions d’optimalité est quasi-
ment impossible. Pour surmonter cette difficulté, plusieurs méthodes numériques
ont été développées pour obtenir une solution approchée que se soit pour
I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman ou pour les équations de Hamilton-
Pontryagin. Pour I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman, on peut citer la
méthode d’approximation de Galerkin [4], les méthodes de collocation |2,
10,11]. Pour la solution numérique des équations de Hamilton-Pontryagin, en
trouve la méthode de tir [12], la méthode de tir multiple [15] et les méthodes
de collocation indirectes.

Dans ce manuscrit pour déterminer la solution d'un probleme de controle
optimal, on utilise ’approche indirecte basée sur le principe du minimum de
Pontryagin, et la méthode de tir pour la résolution du probléeme aux limites
ainsi obtenu.

Ce manuscrit de mémoire de master est organisé de la maniere suivante :
Le premier chapitre porte sur la description générale du probleme de controle
optimal, telle que la formulation générale du probleme et ses différents types,
les différents types de controle optimal, les différentes sortes du critere a op-
timiser, les diverses contraintes & satisfaire. La notion de controlabilité des
systemes linéaires et non linéaires.

Le second chapitre présente les conditions d’existence d'une solution optimale
ainsi que les différents principes utilisés da la théorie du controle optimal pour
dériver les conditions nécessaires d’optimalité et les conditions suffisantes, a
savoir le principe du minimum de Pontryagin et le principe de Bellman.

Le troisieme chapitre est scindé en deux parties. La premiere partie est dédiée
a la description de différentes méthodes numériques utilisées pour approcher
la solution du probleme de Cauchy et d’autres utilisees pour approcher la
solution de problemes aux limites. La deuxieme partie est consacrée pour ex-
pliquer les diverses méthodes utilisées pour résoudre un probleme de controle
optimal, a savoir les méthodes directes et les méthodes indirectes.



Chapitre 1

Résolution numerique des
équations différentielles

Introduction :
Il existe plusieurs méthodes pour la résolution des équations différentielles :
les méthodes analytiques et les méthodes numériques.
La résolution numérique des équations différentielles est probablement le do-
maine de I'analyse numérique ou les applications sont les plus nombreuses.
Parmi leurs avantages, les méthodes numériques permettent d’étudier les
probléemes complexes pour lesquels on ne connait pas de solution analytique,
mais qui sont d'un grand intérét pratique. Parmi ces méthodes on citera : La
méthode d’Euler,la méthode de Runge Kutta, La méthode de tir ( probleme
aux limites).

1.1 (énéralisation sur les équations différentielles

1.1.1 Définitions fondamentales

Définition 1.1.1. Une équation différentielle, en mathématique, est une re-
lation entre une ou plusieurs fonctions inconnues et leurs dérivées. L’ordre
d’une équation différentielle correspond au degré maximal de différenciation
auquel une des fonctions inconnues a été soumise.

Définition 1.1.2. Soit X = ¢(¢) une fonction réelle d’'une variable réelle
définie sur un intervalle I C R . Supposons qu’elle soit dérivable jusqu’a
I'ordre n au moins et que, en tout point ¢ de I , il existe entre = et ses n



premieres dérivées une relation de la forme :

ox ox
¢<t,$,a,...,%) (11)

Cette équation, dans laquelle la fonction = (t)est considérée comme
indéterminée est appelée ”équation différentielle d’ordre n 7.

Définition 1.1.3. Toute fonction z = ¢(t) , t € I qui vérifie I'équation (1.1)
en tout point de l'intervalle I est appelée "solution” ou "intégrale” de cette
équation.

1.2 Types d’équations différentielles

1.2.1 Equation différentielle a variables séparées :

Une équation différentielle est dite a variables séparées si elle peut s’écrire
sous la forme :

@ = g(z)f(t)

Pour la résoudre, on integre les deux membres séparément, sans oublier les
constantes d’intégration.

b= = g(a) f(t) = 5 = f(t)de

g9(x)
Par intégration, on obtient :

e = ] Syt

1.2.2 ED linéaire d’ordrel a coefficients constants,homogenes

Forme de 1’équation :
Ce sont des équations différentielles du type :

ay +by =0
ou a et b sont des réels.
Exemple 1.2.1. L’équation 2y + 4y = 0, est une équation différentielle

linéaire d’ordre 1 a coefficients constants, homogene. Les coefficients sont 2
et 4.



1.2.3 ED linéaire d’ordrel a coefficients constants, avec
second membre

Forme de 1’équation :
Il s’agit d’équations linéaires de type :

ay' + by = g(t)

ol a, b sont des réels et g est une fonction de la variable réelle t, parfois
définie seulement sur certains intervalles.

Exemple 1.2.2. L’équation :

6y + 8y =tan t

est linéaire d’ordrel a coefficients constants, avec second membre. Les coef-
ficients sont 6 et 8 et g(t) = tan t,t € R.

1.2.4 ED linéaire d’ordre2 a coefficients constants, ho-
mogenes

Forme de 1’équation :
Ce sont les équations du type :

ay” +by +cy=0

ol a, b, ¢ sont des réels. On suppose que a # 0, sinon I’équation est en fait de
degré 1.

Exemple 1.2.3. L’équation 33"+ 2y 46y = 0, est une équation différentielle
linéaire d’ordre 2 a coefficients constants, homogenes .Les coefficients sont 3,
2 et 6.

1.2.5 ED linéaire d’ordre2 a coefficients constants,avec
second membre :

Forme de I’équation :
Le cas général est celui d’une équation :



ay” + by +cy = g(t)

ou a,b et ¢ sont des réels,et g est une fonction de la variable réelle t,définie
sur une partie de R.

Exemple 1.2.4. y” + 2y + 12y =t exp t, est linéaire d’ordre 2 a coefficients
constants, avec second membre. Les coefficients sont 1 et 2 et 12
et g(t) =te';t € R.

1.3 Probléeme de Cauchy :

1.3.1 Préliminaires :

Cadre général :
Soit I un intervalle ouvert , d’intérieur non vide , et 5 € I .Soit D un sous
ensemble de R" .On considere une application

f:IxD—D

et un point yop € D .

Définition 1.3.1. On appelle probleme de Cauchy la recherche d'un inter-
valle J tel que tg € J C I et d’une application y : J — D telle que y soit
dérivable et satisfait pour tout t € J ,

y(O) = Yo

Définition 1.3.2. (solution locale)
Le couple (J,y) est appelé solution locale si to € J C I,y € C'(J) ,J un
voisinage de to dans I , et (1.1) est satisfaite pour tout ¢ € J

Solutions maximales
Nous introduisons d’abord le concept de prolongement d’une solution .I'ex-
pression solution maximale est alors entendue implicitement au sens de la
relation d’ordre fournie par le prolongement des solutions.



Définition 1.3.3. Soity: J — R, §: J — R, solutions de (1.1).On dit
que 7 est un prolongement de y si J O J et gl; = y.

Définition 1.3.4. On dit qu'une solution y : / — R est maximale si y n’a
pas de prolongement y : J — R avec J 2 J .

Solution globale

Définition 1.3.5. Une solution globale est une solution définie sur l'inter-
valle I tout entier.

Attention : toute solution globale est maximale , mais la réciproque est
fausse.

Exemple 1.3.1. Soit ¢/(t) = 3 (edo) sur G = R x R .Cherchons la solution
t — y(t).
- On a d’une part la solution y(t) = 0.

v _
v2(0)

- Si y ne s’annule pas ,(edo) s’écrit : 1, d’ou par intégration :

1 1
—ym =t Cult) = —&-
cette formule définit en fait deux solutions , définies respectivement sur

] —o00,—C] et ] = C,00]. Ces solutions sont maximales mais non globales
.Dans cet exemple y(t) = 0 est la seul solution globale de (edo).

Exemple 1.3.2. 1)Le probleme :

admet une unique solution globale (R, =4 ).
2)Le probleme :
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y'(t) = 2ty3 (1),
y( L,
I

~—

=R

admet une solution maximal (] — 1, 1[, =).
3)Le probleme :

avec I = R* | le probleme admet une solution globale y(t) = 175
avec I = R, le probleme admet une solution maximale (] — 1, 00, 117) qui
est non globale.

3)Le probleme :

Le probleme admet une solution maximale (] —oo, 1[, 1) qui est non globale .

Régularité des solutions
Rappelons qu'une fonction de plusieurs variable est dites de classe C* si elle
admet des dérivés partielles continues jusqu’a 'ordre k.

Theoreme 1.3.1. Si f : Rx R D G — R est de classe C* , toute solution
de (E) y/(t) = f(t,y(t)) est de classe C**1.

Définition 1.3.6. :

|z —yl|

1 (x) = f ()l
FII < Lz =yl

1f(x) = f(y)

On désigne par N.(xg) , une boule ouverte de rayon € , i.e .,

&~ ™~

<
<

Ne(zo) = {z € R"||x — xo| < €}.

11



1.3.2 Conditions d’existence de solution :

Les conditions d’existence et d’unicité d’une solution a tel probleme a
valeurs initiale sont données par le théoreme fondamental suivant :

Theoreme 1.3.2. (Picard - Lindelof)
Soit G € R" un domaine et soit f : G — R™ une fonction continue
satisfaisant a la condition de Lipschitz

|f(z,u) = f(z,0)] < Lju — vl (1.3)

Pour tout(x,u),(x,v) € G.Alors pour toute paire de données initiales
(20, up) € G il existe un intervalle|xy—a, xo+a] avec a > 0 tel que le probléeme
a valeur initiale possede une solution unique dans cet intervalle .

1.3.3 Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Considérons le probleme de Cauchy :

y = ft;y(t));
{ y(to) (1.4)

= y()?t € [t()?tf]

xf est continue sur [ x RP

x f est lipschitzienne en y, uniformisent en t: 3L > 0 tq :

Vt €l Yy, y2 € Veel| f(t, 1) — f(E y2)l] < [lyn — w2]l.

Alors le probleme de Cauchy possede une unique solution. Cette solution est
définie sur un intervalle contenant t.

1.4 Méthode d’Euler explicite

[16] La méthode d’Euler explicite est de loin la méthode la plus simple
de résolution numérique d’équations différentielles ordinaires. Elle possede
une belle interprétation géométrique et son emploi est facile. Toutefois, elle
est relativement peu utilisée en raison de sa faible précision. On la quali-
fie d’explicite car elle ne nécessite pas de résolution d’équation non linéaire
contrairement a la méthode d’ Euler dite implicite.

Reprenons ’équation différentielle (1.4) et considérons plus attentivement la
condition initiale y(ty) = yo. Le but est maintenant d’obtenir une approxi-
mation de la solution en t = t; = ty + h. Avant d’effectuer la premiere
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itération, il faut déterminer dans quelle direction on doit avancer a partir
du point (%o, yo) pour obtenir le point (¢1,y;), qui est une approximation du
point (t1,y(t1)). Nous n’avons pas I’équation de la courbe y(¢), mais nous en
connaissons la pente yo(t) en ¢ = to. En effet, I'’équation différentielle assure
que : yo(to) = f(t0),y(to) = f(to, o)

On peut donc suivre la droite passant par (to,yo) et de pente f(to, o).
L’équation de cette droite, notée dy(t), est : do(t) = yo + f(to,yo)(t — to)et
est illustrée a la figure (1.1). En ¢ =¢; on a :

do(t1) = yo + f(to, o) (t1 — to) = yo + hf(to, v0) = w1

En d’autres termes,dy(t1) est proche de la solution analytique y(t1), c’est-a-
dire :

y(t1) =y = do(t1) = yo + hf(to,yo) il est important de noter que, le plus
souvent y; # y(t1).

w(t) (inconnue)

FIGURE 1.1 — Méthode d’Euler explicite

Cette inégalité n’a rien pour étonner, mais elle a des conséquences sur la
suite de raisonnement.
En effet, si 'on souhaite faire une deuxieme itération et obtenir une approxi-
mation de y(t2), on peut refaire ’analyse précédente a partir de point (¢1,y1).
On remarque cependant que la pente de la solution analytique en ¢t = ¢; est :
Yo(t1) = f(t1,y(t1))
On ne connait pas exactement y(t;), mais on possede I'approximation y; de
y(t1). On doit alors utiliser 'expression : yo(t1) = f(t1,y(t1)) = f(t1,11) et
construire la droite (Figure 1.1) : dy(t) = y1 + f(t1,y1)(t — 1), qui permettra
d’estimer y(t3). On constate que l'erreur commise a la premiére itération est
réintroduite dans les calculs de la deuxieme itération. On a alors :

y(ta) = yo = di(t2) = y1 = hf(t1, 1)

13



Remarque 1.4.1. Le développement qui précede met en évidence une pro-
priété importante de méthodes numériques de résolution d’équations différentielles.
En effet, 'erreur introduite a la premiere itération a des répercussions sur

les calculs de la deuxieme itération, ce qui signifie que les erreurs se pro-
pagent d'une itération a l'autre. Il en résulte de fagon générale, que 1'er-
reur :|y(t,) — y,| augmente largement avec n

On en arrive donc a ’algorithme suivant :
Algorithme de la méthode d’Euler explicite
1.Etant donné un pas de temps h,une condition initiale (¢y, yo), et un nombre
maximale d’itérations N.
2.pour 0 <n < N :
Ynt1 = Yn + 1 f (tns yn)
tns1 =tn+ h
Ecrire tnr1 €t Ynt1
3.Arrét.

Exemple 1.4.1 (17). Soit 'équation différentielle yo(t) = —y(t) +t + 1, et
la condition initiale y(0) = 1 .On a donc t; = 0 et yo = 1, et 'on prend un
pas de temps h = 0.1. De plus on a :

fity)=—y+t+1

On peut donc appliquer la méthode d’Euler explicite et obtenir successive-
ment des approximations de y(0, 1), y(0,2), (0, 3)...,notées yi, Y2, ys...,le pre-
mier pas de temps produit :

y1 =yo+ hf(to,v0) =1+0.1f(0.1) =1+0.1(-14+0+1) =1

< Le deuxieme pas de temps fonctionne de maniere similaire :

yo =y1 +hf(ti,y1) =1+0.1f(0.1,1) =1+0.1(-1+0.1+1) =1.01

En parvient ensuite a :

ys = Yo + hf(ta, y2) = 1.01 +0.1(0.2,1.01) = 1.01 + 0.1(—1.01 + 0.2 + 1) =
1.029

Le tableau suivant rassemble les résultats des dix premiers pas de temps.
La solution analytique de cette équation différentielle est :

y(t) = exp(—t) + t,ce qui permet de comparer les solutions numérique et
analytique et de constater la croissance de l’erreur. On peut aussi comparer
les résultats a la figure (1.1)
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ti y(t:) Yu ly(ti) — il
0.0 | 1.000000 | 1.000000 | 0.000000
0.1 | 1.004837 | 1.000000 | 0.004837
0.2 | 1.018731 | 1.010000 | 0.008731
0.3 | 1.040818 | 1.029000 | 0.011818
0.4 | 1.070302 | 1.056100 | 0.014220
0.5 | 1.106531 | 1.090490 | 0.016041
0.6 | 1.148812 | 1.131441 0.17371

0.7 | 1.196585 | 1.178297 | 0.018288
0.8 | 1.249329 | 1.230467 | 0.018862
0.9 | 1.306570 | 1.287420 | 0.019150
1.0 | 1.367879 | 1.348678 | 0.019201

TABLE 1.1 — Méthode d’Euler explicite :y’(t)=-y(t)+t+1,pour y(0)=1

Les résultats précédents nous amenent a parler de précision et donc d’erreur.
La figure(1.1) montre une légere différence entre la solution numérique et la
solution analytique.

On peut se demander comment se comporte cette erreur en fonction de temps
h. La définition qui suit aidera a apporter une réponse. Elle s’applique a la
plupart des méthodes étudiées dans ce chapitre.

Définition 1.4.1. Une méthode de résolution d’équations différentielles est
dite & un pas si elle est de la forme :

Ynt+1 = Yn + ¢h(tnv yn) (1'5)

Ou ¢ est une fonction quelconque. Une telle relation est appelée équation aux
différentes. La méthode est a un pas si, pour obtenir la solution en ¢t = ¢,,, 1, on
doit utiliser la solution numérique au temps seulement. On désigne méthodes
a pas multiples les méthodes qui exigent également la solution numérique et
aux temps t,_1,tn—9,tp_3, -.....

La méthode d’Euler explicite est bien sur une méthode a un pas ou

o(t,y) = f(t,y). Dans cette section I'attention est principalement portée sur
les méthodes a un pas. Nous pouvons maintenant définir I’ordre de conver-
gence de ces méthodes.
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1,40

Solution analytique —
1,35

Solution numérique (h =0,1) ----

1,30 [

1,25 |

1,20 |~

1,15 |

1,10

1,05 |

1,00 =2 . . .
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

FIGURE 1.2 — Méthode d’Euler explicite :y’(t)=-y(t)+t+1 , pour y(0)=1

Définition 1.4.2. On dira qu'un schéma a un pas converge a l'ordre p si :

maz1<n<n (Y(tn) = yn) = O(R”) (1.6)

L’ordre de convergence d’'une méthode a un pas dépend de I'erreur commise
a chaque pas de temps via ’erreur de troncature locale que nous allons main-
tenant définir

Définition 1.4.3. L’erreur de troncature locale au pointt = t,, est définie
par :

Lo (h) = (y(tnsr) —y(tn))/(h) = (&(tn, y(tn)) (1.7)

L’erreur de troncature locale mesure la précision avec laquelle la solution
analytique vérifie ’équation aux différentielle (1.5)
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1.5 La méthode de Runge Kutta

1.5.1 Principe général de la méthode

On considere le probleme de Cauchy :
{ y = [t y(t)),
y(O) =Y, l € [tOvtf]'

L’idée est de calculer par récurrence les points (t,, y,) en utilisant des points
intermédiaires (¢,,;, Yn,i) avec :
bni =ty +Cihn7 1< < q,c; € [07 1]
A chacun de ces points, on associe la pente correspondante :
Pni = f(tn,ia yn,i)

Soit y une solutlon exacte de I’équation , on a :

Y(tni) = +ft“ 0)dt = y(tn) + hn [y f(tn + why, y(tn + uhy))du
Ce01 grace au changement de variable t = t,, + uh,,.

De méme ,y(t,i1) = y(tn) + hn fol ft, + uhy,, y(t, + uhy,))du

On se donne alors pour chaque 7 = 1,2, ..., ¢ une méthode d’intégration ap-
prochée :

[ ot Y aate) (1.8)

to 1<j<i
On donne également une méthode d’intégration approchée sur [0, 1] :
1
to 1<j<q

En appliquant ces méthodes a g(u) = f(t, + why, y(t, + uhy,))du

Y(tns) = y(tn) + hn Z1< —j<= zawf( ngs Y(tnj)),

y(tn+i) %y< )+h Zl< =j<= qb f( njs Y ( ,j))a
La méthode de Runge -Kutta correspondante est définie par I’algorithme :

tn,i = tn + Cihn;
Yni = Yn + hn D ijpnj, 1 <=1 <=g¢;
Pni = f(tn,i7 yn,z)a
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(Ml) Cilan -+ 0

(M—q) Cylap ...0
QN . [ b .. b

TABLE 1.2 — Représentation de la méthode de RK

0 0
1

TABLE 1.3 — Méthode de RK
{ tn+1 - tn + hn7
Ynt1 = Yn + Zl<:j<:q bjpn»j

On la représente traditionnellement par le tableau (1.2) :
Ou les méthodes d’intégration approchées correspondent aux lignes. On pose
par convention

a;; = 0 pour j > 1.

Exemple 1.5.1. Pour q=1, le seul choix possible est (voir le tableau (1.2)) :
On aici: ¢; = 03a1; = 0; by = 1.L’algorithme est donné par :

Pn1 = f(tna yn>
toet =t + ho: (1.10)

Ynt1 = Yn + hnpn,l
Il s’agit de la méthode d’Euler

Exemple 1.5.2. Pour q=2; On considere les tableaux de la forme (voir
tableau 1.4) :

L’algorithme s’écrit ici :
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0 0 0
a a 0
1 1

1-5%

TABLE 1.4 — Méthode de RK d’ordre 2

0 00 0 0
AR
I 0 L 0 0
i 00 1 0
Iz 2 1
6 6 6 2

TABLE 1.5 — Méthode de RK d’ordre 4

Pn1 = f(tna yn)

tn,2 =t, + Oéhn,

Yn,2 = Yn + ahnpn,h

Pn2 = f(tn727 yn,Q)a

tn—i—l =t, + hn7

\ Yn+1 = Yn + hn<1 - i)pn,l + ipn,Q

Ou encore, sous forme condensée :

yn+1 = yn + hn((l - %f(tna yn + %f(tn + Oéh,n, yn + Oéhnf(tn,yn)))

Exemple 1.5.3. Méthode de Runge-Kutta ”classique” (q = 4) :
Il s’agit de la méthode définie par le tableau (1.5) :
L’algorithme correspondent s’écrit :
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Pn1 = f(trwyn)

tn,2 =1+ %hny

Yn,2 = Yn + %hnpn,la

pn,2 i f(tn,217 yn,2>7 (112)
yn,3 =Un + §hnpn,27

Pn3 = f(tn,2yn,3)7 nOterquetnﬁ - tn,Qa

tn-‘,—l = tn + hn7 nOterquetnA =t+ ]-7 Yna = Yn + hnpn,?n

L Yn+1 = Yn + éhn(pn,l + 2pn,2 + 2pn,5 + pn,4)a

Exemple 1.5.4. Soit de nouveau ’equation différentielle :

y'(t) = —y(t) +t+ 1;5(y(0)=1)

il suffit maintenent d’évaluer les différentes constantes k; A la premiere
itération (h=0.1), on a :

ky =0.1£(0.1) =0.1(—=14+0+1)=0

ko = 0.1f(0+0.05,1+0) = 0.1(—1 4 0.05 + 1) = 0.005

ks = 0.1£(0 + 0.05, 1 + 0.0025) = 0.1(—1.0025 + 0.05 + 1) = 0.00475
(

ky=0.1f(0+0.1,1+40.00475) = 0.1(—1.00475 + 0.1 + 1) = 0.009525

ce qui entraine que :

y1 = 1+ 10+ 2(0.005) 4 2(0.0045) + 0.009525) = 1.0048375

Une deuxieme itération produit :
k1 = 0.1f(0.1,1.0048375) = 0.1(—1.0048375 + 0.1 + 1) = 0.00951625
ks = 0.1£(0.15,1.009595625) = 0.1(—1.009595625 + 0.15 + 1) = 0.014040438
ks = 0.1f(0.15,1.011857719) = 0.1(—1.011857719+0.15+1) = 0.0138142281
ky =0.1f(0.2,1.018651728) = 0.1(—1.018651728 + 0.2 4+ 1) = 0.0181348272
ce qui entraine que :

y2 = 1.0048375 + %(kl + 2ky + 2K3 + ky) = 1.0187309014

Le tableau qui suit compare la solution numérique et la solution exacte, et
donne l'erreur absolue.
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ti y(t:) Yi ly(t:) — il

0.0 1.0 1.0 0.0

0.1 | 1.0048374180 | 1.0048375000 | 0.819 x 107
0.2 | 1.0187307798 | 1.0187309014 | 0.148 x107°
0.3 | 1.0408182207 | 1.0408184220 | 0.210x10~°
0.4 | 1.0703200460 | 1.0703202889 | 0.242x10°©
0.5 | 1.1065306597 | 1.1065309344 | 0.274x10C
0.6 | 1.1488116361 | 1.1488119343 | 0.298x107C
0.7 | 1.1965853034 | 1.1965856186 | 0.314 x10~°
0.8 | 1.2493289641 | 1.2493282897 | 0.325x107°
0.9 | 1.3065696598 | 1.3065699912 | 0.331x107°
1.0 | 1.3678794412 | 1.3678797744 | 0.333x10°F

On constate que lerreur se situe autour de 107! | ce qui se compare
avantageusement avec les erreurs obtenues a ’aide de méthodes d’ordre moins
élevé. On remarque également une légere croissance de l'erreur au fil des
itérations, ce qui indique encore une fois une propagation de l'erreur d’une
itération a une autre

1.6 Les problemes aux limites :

Introduction :
En analyse ,un probleme aux limites est constitué d'une équation différentielle
donc on cherche une solution prenant de plus des valeurs imposées en des
limites du domaine de résolution .
Condition d’existence d’une solution :
Le théoreme suivant nous donne une condition d’existence d’une solution
unique pour le probleme aux limites suivant :

{ y' = f(t,y.y).t € [a,b]
y(a) = a,y(b) = B

Theoreme 1.6.1. [18] Supposons que la fonction dans le probléme auz li-
mites : y" = f(z(t),y,y") pour a <t < b avec y(a) = « et y(b) = [ est
continue sur ensemble

D ={(t,y,y)|poura <t < b avec—oo <y < 00 et—o0 <y < o0}
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et que les dérwées partielles F, et F; sont aussi continues sur D si :
i) Fy(t,y,y') , pour tout (t,y,y') € D

ii) une constante M existe ,|Fy(t,y,y')| < M pour tout (t,y,y') € D.
alors le probleme aux limites a une solution unique .

Probléme aux limites linéaire :

L’équation différentielle y” = f(t,y,7’) est linéaire lorsque les fonctions
p(t),q(t), r(t) existent avec

&y, y) =p)y +a)y +r(t)

Des problemes de ce type suivent fréquemment et dans cette situation théoreme
1 peut étre simplifiée .

corollaire : supposons que le probléeme aux limites linéaire satisfait

y" = f(t,y,y') pour a <t < bavec y(a) =aet ylb) =4

)p(t), q(t) et r(t) sont continue sur [a, b]

ii) q(t) > 0 sur [a,b]

pour approximer la solution unique de ce probleme linéaire ne concéderons
d’abord le probleme de valeur

y" =pt)y + q(t)y + r(t)aveca < t < baveca <t < b,y(a) = aety'(a) =0
(1.13)

ety” = p(t)y' + q(t)yaveca <t < b,y(a) = Oety'(a) = 1.
(1.14)

soit y1(t) la solution de (1.13)et soit ya(t) la solution (1.14)
supposons que ya(b) # O (que y2(b)) soit en conflit avec les hypothese de
corollaire précédent défini

B — yl(b)
y2(0)

est y(t) alors la solution de la frontiere linéaire (1.9) pour le voir notez d’abord
que

y(t) = w(t) Yo(t) (1.15)

—y1(b
v(6) = vi(0) + SR
et
v'(0) = yi(0) + ()
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la substitution de y{(¢) et y4(t) dans cette équation donne :

y" = p()y + a)ys + () + ZBE (p(t)yh + a(t)ys) =

p() (2 Oy () (WO ) (k) = p(t)y' (1) + q(t)y (1) + r(2)

en autre

V() = ) + Ge(e) = o+ S50 =
[§
y(b) = yi(a) + Z2ys(a) = a+ By, (b) = 4 (b) + 8 — 0 () = B

Méthode de tir linéaire :

la méthode de tir pour les équations linéaires sont basées sur le remplace-
ment de la frontiere linéaire , le probleme de valeur par les deux problemes
de valeurs initiales (1.13) et (1.14). De nombreuses méthodes sont dispo-
nibles approximer les solutions y; et 75 , et une fois ces approximations sont
disponible , la solution au probleme des valeurs limites sont approchées est
utiliser I’équation (1.14) graphiquement , la méthode & I’apparence montées
a la figure

—
'ﬂ hl I'I'-I:l.':l

Y =y +
FE = Tk I'I':lb:l oI

=]
it
S

I’algorithme 1 utilise la technique de Runge Kutta du quatrieme ordre
pour trouver les approximations y;(t) et yo(t) mais d’autres techniques pour
approximer les solutions a la valeur initial probleme peuvent étre remplacés
a I’étape 4.

I’algorithme a la caractéristique supplémentaire d’obtenir des approxima-
tions pour la dérivée de la solution du probléme aux limites ainsi que la
solution de probleme lui-méme 1'utilisation de ’algorithme n’est pas limitée
aux problemes pour lesquels les hypotheses du corollaire peut étre vérifiée ,
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cela fonctionnera pour de nombreux problemes qui ne satisfont par ces hy-
potheses .

approcher la solution du probleme aux limites

—y" +pt)y +r(t) =0

pour a <t < b avec y(a) = a et y(a) = f

Algorithme 1

étape 1 : définir

h=(b—a)/N;
Ui = @5
ugo = 0;
v10 = 0;

Vo = 1. étape 2 : pour ¢ =0, ..., N — 1 faire les étapes 3 et 4 .

(la méthode Runge-Kutta pour les systemes est utilisée aux étapes 3 et 4)
étape 3 : pour t = a + ih.

étape 4 : pour ki1 = hus;

k1o = hip(t )U2z +q(t)ur; + ()]

k?zl—h[UQZ—F ]{'12]

koo = [p(t+h/2)(u21—i—1/2k12)+q(t+h/2)(u11+ ski1) +r(t+h/2)];
kgl—h[ljgl‘i‘ kzg]

sz = hlp(t + h/2) (v + 5Ko2) + q(t +h/2)(ur; + 5kan) +r(t +h/2));
k41—h[U21+k332]

kio = [(t+h)(uQ,+k32+q(t+h)(u1,+k31)+r(t+h)]

Urisr = Urg + glki1 + 2ko 4+ 2K31 4 kaal;
U1 = Ui + %Vﬁ.z + 2ko o + 2K35 + kyol;

kﬂ,l = hvy;
ki 2= h[p(t )UQI + q(t)vral;
2.1 — h[UQZ +3 k ]7
/fzz = hip(t + h/2)(v + 3k12) + gt +h/2)(vii + 5k10));
k1 = hlvaq + 3k o);
[

kgzzzhgmt4—h/2 (va.q + 2k5 ) 4+ q(t + h/2) (v1; + 1K5 )]
ki1 = hlvai + k3 o;

Kio = hp(t + h)(vai + k5o + q(t + h) (v + k34)];
Viigr = v + 6[1{5,1.1 + 2Ky 1 + 2k5 4 + Ky i

Vgig1 = V2 + 5[kl + 2%.2 + kol

étape 5 Définir

W10 = O]

Wo.g = B— u1 N

(%1

SORTIE (a w1 0, Wa. 0)
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étape 6 pour i=1,....N
Définir
Wi = w1 + waov14;

Wo = ug; + wogv24;
t=a-+ih;
SORTIE (t, Wy, Ws) . (la sortie est z;, wy ;, wa;.)
étape 7 arrét .(Le processus est terminé).
La méthode de tir pour probléme non linéaire :
La technique de tir pour le probléme non linéaire aux limites de second ordre

Yy = f(t,y,y") (1.16)

Pour a <t <bavec y(a) = a et y(b) =0

Est similaire a la technique linéaire , sauf que la solution d’un probleme
non linéaire ne peut pas étre exprimé comme une combinaison linéaire des
solution a deux problemes de valeur initiale. A la place , nous approchons la
solution du probleme aux limites en utilisant les solutions d’un seqeance de
probleme de valeur initiale impliquant un parametre 1 ces probléemes on la
forme :

Yy’ = f(t,y,y) pour a <t <b,avec y(0) = a et

Y(a) =t (1.17)

pour ce faire , nous choisissons les parametres de maniere a garanti que

lim y(bt) =y(b) =B
k——+o0
ou y(x,t) désigne la solution du probleme de valeur initiale (1.14) avec t = t;,
et y(x) désigne la solution du probleme aux limite (1.13).
cette technique est appelée méthode de tir par analogie a la procédure de tir
objets sur une cible fixe .
Nous commengons avec un parametre a qui déterminer 1’élévation initiale a
laquelle 'objet est tiré depuis le point (a, a) et le long de la courbe décrit par
la solution du probleme de la valeur initiale :
v’ = f(t,y,y) , pour a <t < b avec
yla) = a et y'(a) = to

Si y(b, ty) n’est pas suffisamment proche de nous corrigeons notre approxi-
mation on choisissant élévations , et ainsi de suite jusqu’a ce que y(b, tx) soit

25



=
oo B
=

suffisamment proche de frapper (voir figure) pour déterminer la parametre ¢y,
supposons un probléme aux limite (1.19), satisfait les hypotheses du théoreme
1 ,si y(z,t) désigne la solution de la valeur initiale probleme(1.20),nous
déterminons ensuite avec y(b,t) — =0

Il s’agit d'une équation non linéaire dans la variable ¢ , des problemes de ce
type ont été , et un ortain nombre de méthodes sont disponible pour utiliser
la méthode de la sécante pour résoudre le probleme nous devons choisir des
approximations initiales ¢ et t1,puis générer les termes restants de la suite
en :

_ _ ybte—1)=B 7. _
tk — tk_l %(b7tk71) ,k 2.3, e

Itération de Newton :

Pour utiliser la méthode de Newton plus puissant pour générer la séquence

{tx} , une seule initiale ¢,

Z/(b, tkfl) - 5

(1.18)
%(ba tk*l)

by = tp—1 —

et cela nécessite la connaissance (%)(b,#;_1) cela présente une difficulté car
un représentation explicite pour y(b, t) n’est pas connue,nous ne connaissons
que les valeurs y(b, to) , y(b,t1),...,y(b, tp_1).

Supposons que nous récrivions le probleme de valeur initial (1.18), en signant
que la solution dépend a la fois de x et de parametre ¢

Y (2,1) = F(ty(, ),y (2, 1)), poura < ¢ < b, avecy(a, t) = aety(a, t) =t
(1.19)
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Nous avons retenu la notation prime pour indiquer la différenciation par
rapport a t , nous avons besoin pour déterminer %(b, t) quand t = t;_;,0n
prend d’abord la dérivée partielle de (1.19) .En ce qui concerne ,cela implique

que

W (2, t) = U (x, y(w, 0.9/(@ 1) = % (z,y(x, 1),y (a,t
§—§<x,y<x,t>y<x )%z, t>+8f<x y(x, 1),y (2, 4) % (. 1).

Puisque x et t sont indépendants , nous avons - 6”" = 0 et I’équation se simplifie
en par

85;( 1) = gi(t y(z,t),y'(z, 1)) + gfl (t,y(z,t),y (l‘,t))aa—i/(aj’t) (1.20)

poura < t < b les conditions initiales donnent

0 oy
(a,t) =0et Zr(a,t) = 1.
Si nous simplifions la notation en utilisant z(z,t) pour dénoter (a—?t’)( t)et
supposons que l'ordre de différenciation de x et t peut étre inversé (1.20)
avec les conditions initiales devient le probleme de la valeur initial

27 (z,t) = g(t,y, y)z(z,t) + §(t,y, v (x,t), poura <t <b (1.21)

avec z(a,t) = 0 et z(a,t) = 1 la méthode de Newton nécessite donc que deux
probleme de valeurs initiale (1.19) et (1.21),étre résolu a chaque itération ,
puis a partir de I’équation (1.17) nous avons :

y(b7 tk—l - /8)

tr =tg_1 — 1.22
=t = S (1.22)

Bien sur ,aucun de ces probleme de valeurs initiale ne sont pas résolus exac-
tement les solution sont approximation

méthode de tir non linéaire avec la méthode de Newton :
approcher la solution du probleme de valeur aux limites non linéaire y” =
f(t,y,y") pour a <t < b, avec y(a) = a et y(b) = P entrée points limites
a,b; condition aux limites «, [ ; nombre de sous-intervalles N > 2 tolérer-
ance tel ; nombre maximum détermination M.

Sortie approximation wy; & y(x;); we,; a y'(x;) pour chaque i =0,1,..., N ou
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un message que le nombre maximum d’itération a été dépassé .

étape 1
Définir h = (b —a)/N;
k=1;
TK = (8 —a)/(b—a). (Remarque : TK peut également étre saisi )
étape 2 :pendent que (k < M) effectuez les étapes 3 a 10
étape 3
Définir wq o =
wyo =TK;
Uy = 0
U9y = 1
étape 4 :
pour i=1, ...,N do steps 5 and 6.
(la méthode Runge -kutta pour les systemes est utilisé aux étapes 5 et 6)
étape 5 :
Définir z = a+ (i — 1)h .
étape 6 :
Définir klAl = h’wg_z;l 3
k12 = h(wa;—1 + %k1.2);
koo =hf(x+ h/2, w1 + %/ﬁ.h Wy i—1 + %k‘m);
kg1 = h(wa;—1 + %k‘m);
kso = hf(x+ h/2, w1 + %k’z.l, Wy -1 + %1@.2);
ki1 = h(wai—1 + k3.2);
kio=hf(z+ h, w1+ kg1, woi1 + ks2);
wy; = w1 + (k11 + 2koq + 2k31 + k1) /6;
Wo; = Wai—1 + (k12 + 2koo + 2kso + ky2)/6;
kll.l = hUQ;
kll,g = h[fy(xawl.ifla w2,i71u1)u1 + fy’ (913, W1.i—15 w2,z>1’d1)uz];
kyq = hlus + %kiz]
koo = hfy(x+h/2), w1, wai1) (ur 5k 1)+ fy (wHh/2,w1m0) (ue+ 5K 5)] 5
kgq = h(uz) + %Kéa) )
ko = hlfy(x4h/2, wii1, waio1)(ua+5ky )R] fy (24h/2, w151, wa 1) (us+
%ké.z)];
ki1 = hluz + k3 o];
kio = hfy(z+h, wii1, wai1(ui+ks )+ fy (2 +h, w1, wa i1 (ua+k5,5));
ur = ur + gk + 2Ky, + 25, + K );
Up = Uz + 6[%.2 + 2ky 5 + 2k5 5 + K o).
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étape 7 : si |wyy — B| < puis effectuez les étape 8 et 9

étape 8 : pour i =0,1,.... N

posé x = a + ih;

SORTIE (z,w;;, wa;).

étape 9 :(La procédure est terminée )

arret

étape 10 :TK = TK — 2.0,

(la méthode de Newton est utilisée pour calculer TK.)

k=k+1.

étape 11 :SORTIE(nombre maximum d’étération dépassé);

(la procédure & échoué)

ARRET

La valeur ty = t; sélectionnée a 1’étape 1 est la pente de la droite passant par
(a,a) et (b, 3) si le probleme satisfait les hypothese de la théoreme 1 tout
choix de convergent , mais un bon choix de t, améliorer a la convergence et
la procédure méme travailler pour de nombreux problemes qui ne satisfont
pas ces hypotheses .

Exemple 1.6.1. Application de la méthode du tir au probleme modele
y'=y+1
a) On commence par résoudre I’équation linéaire homogene du seconde ordre

y' =y
La solution est une combinaison linéaire d’exponentielles :
y = Ae® + Be™".

y=-1 est une solution particuliere de 1’équation avec seconde membre .La
solution complete de I’ équation différentielle s’écrit donc

y=—1+ Ae* + Be™!

Les valeurs des constantes A et B sont imposées par les conditions aux li-
mites :

y(0)=A+B-1=1,
y(l) =Ae+ B/e—1=2,

un systeme linéaire dont la solution vaut

A= 223¢ ~(0,96334:B = e3=%¢ ~ 1,036658.

1—e 1—e2
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b)On associe au probleme avec conditions aux limites le probleme a condi-
tions initiales :

2" =2z+1;2(0) =1;2/(0) = A
La solution générale de I'équation différentielle a la méme forme qu’en (a) :
z=—14Ce" + De™™

mais elle doit maintenant vérifier les conditions initiales
200=C+D-1=1.
Z0)=C—-D=A\

On tir

A2 _2=)
C=22 p=22

On impose ensuite que z(z; A) respecte la condition en x=1 :

L e A

C’est une équation linéaire en A dont la solution est

__ 93e—e%+1
A= 2550

En reportant cette valeur dans les expressions de C et D,on s’apercoit que
C=A et D=B

c)L’équation différentielle reste la méme ,seules les conditions aux limites
changent .On trouve facilement

u:—1+6x+e_x,v:—1+%ex+%e_9”.

La fonction w est une combinaison linéaire de solution d’une équation elle-
méme linéaire : elle satisfait donc aussi cette équation .On sait que u(0) =
v(0) = 1; on a donc w(0) = u(0) = 1.Pour que w(1) vérifie la deuxieme
condition aux limites , il faut que

u(1) + Ao(l) —u()]=-1+e+3+3(e—-1)=2

e

Cette équation admet la solution
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y'(0)  y(1)
03 1978
04 2.081

__ 93e—e?+1
A =220

d)La méthode d’Euler appliquée avec h=0,3333 donne

On peut ,a partir de ces données, pratiquer une interpolation linéaire pour
trouver la ”"bonne” valeur de 3/(0) .On calcule y'(0) ~ 0.321 ce qui conduit
ay(l) =1.999

Exemple 1.6.2. soit I’équation différentielle suivante :
y'(z) = =2y (x) +
avec les conditions aux limites y(1) = Oet y(2) = 0,693147. On a dans ce

cas :

az(z) = =2 ,a1(z) =0 et ap(z) = =
Le tableau qui suit présente la solution de cette équation différentielle . On
peut démontrer facilement que la solution analytique de cette équation est
y(x) = Inx , ce qui permet de calculer 'erreur absolue qui figure dans la
derniere colonne du tableau :
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X | yi(x) =w(z) | yo(x) = v1(2) y(x) Erreur

1.0 | 0.00000000 0.00000000 | 0.00000000 | 0.0000 x 1076
1.1 | 0.00440251 0.09090702 | 0.09530975 | 0.4299 x 10~°
1.2 | 0.01565698 0.16666359 | 0.18232096 | 0.5997 x 10°
1.3 ] 0.03159742 0.23076568 | 0.26236363 | 0.6324 x 107°
1.4 | 0.05076044 0.28571054 | 0.33647164 | 0.5924 x 107°
1.5 | 0.07213427 0.33332955 | 0.40546459 | 0.5143 x 107°
1.6 | 0.09500609 0.37499626 | 0.47000321 | 0.4173 x 1076
1.7 0.11886594 0.41176106 | 0.53062794 | 0.3123 x 107°
1.8 | 0.14334454 0.44444091 | 0.58778646 | 0.2057 x 107°
1.9 0.16817191 0.47368079 | 0.64185379 | 0.1008 x 10~°
2.0 | 0.19314933 0.49999670 | 0.69314718 | 0.4400 x 107°

On a employé la méthode de Runge-kutta d’ordre 4 pour le calcul de

y1(z)et de y»(z). On note que :

1 (b) = y1(2,0) = 0,19314933 et y(b) = y2(2,0) = 0,49999670

Ce qui permet le calcul de y(x) a I'aide de I’équation

Conclusion :

La modélisation des problemes de controle se fait généralement par des
équations différentielles. Ceci procure aux équations différentielles un role
moyen dans la théorie du controle. La résolution numérique des équations
différentielles est le domaine de I’analyse numérique ou les applications sont

les plus nombreuses.
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Chapitre 2

Introduction au controle
optimal :

Introduction :
Ce chapitre est structuré de la maniere suivante : la section 1.1 est dédiée a
la description d’un modele général du probleme de controle optimal.Dans la
section 1.2 nous allons étudier les differents types de controle optimal .Dans
la section 1.3 nous traitons la controlabilité des systemes linéaires et non
linéaires, et dans la deriere section 1.4 nous abordons la notion d’existence
de trajectoires optimales.

2.1 Formulation générale d’un probleme de
controle optimal

Les étapes principales pour la formulation d’un probleme de controle op-
timal sont : la modélisation du systeme a controler , la spécification du critere
a optimiser et les contraintes a satisfaire .

Notre discussion sera limité a I’étude des systemes décrits par des équations
différentielles ordinaires.Ainsi,si

X1, Ty ey T (1) (2.1)

Sont les variables caractérisant 1’état du systeme a 'instant ¢ , et

iy us(t), i () (2.2)
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Sont les variables du controle qui agissent sur 1’évolution du processus au
temps t , alors le systeme a controler peut étre décrit par les n équations
différentielles du premier ordre suivantes :

Z1(t) = fi(z1(t), z2(t), ..., Tp, ur (t), ua(t), ..., upm(t), 1)
xZ(t) = f2($1<t), $2(t)7 vy Ly ul(t)a u?(t)7 aS) um(t>7 t)

() = Fa(z1(8), 22(t)s s s s (£), (£, o U (), 1)

On définit alors :

x(t) = (21(t), 2(t), ..., x,(t)) € R™

comme le vecteur d’état du systeme ,et

u(t) = (ur(t), uz(t), ..., un(t)) € R™

comme le vecteur de controle . Le systeme différentiel peut s’écrire alors :

#(t) = fx(t), ult), 1), t € [to, 1] (2.3)

ou f: R"x R™"x R— R".

Mesure de performance ou critére a optimiser :

A fin d’évaluer quantitativement la performance du systeme , on sélectionne
une mesure de performance .Un controle optimal est défini comme celui
qui minimise (ou maximise) la mesure de performance .Dans certains cas ,
I’énonce du probleme peut clairement indiquer ce qu’il faut sélectionner pour
une mesure de performance , alors que dans d’autres problemes la sélection
est une question subjective.

— Par exemple , l'instruction ” transférer le systeme du point A au point
B aussi rapidement possible” indique clairement que le temps écoulé est la
mesure de performance a minimiser .

— D’autre part , 'affirmation ” maintenir la position et la vitesse du systeme
pres de zéro avec une petite dépense d’énergie” ne suggere pas une mesure
de performance unique . Dans tels probleme ,le concepteur peut étre ame-
ner a essayer plusieurs mesures de performance avant d’en choisir celle qu’il
considére comme performance optimale.

Dans ce qui suit , on supposera que la performance d’un systéme est évaluée
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par une mesure de performance de la forme :

Hut) = blattystn) + [ gla(o)u) (2.4)

to

Cette formule comporte deux parties : h(x(ts,tf)) est le cout terminal (partie
terminale), c’est une sorte de pénalité liée a la fin dévolution du systeme au
temps final ¢ = t; .Autrement dit , cette partie exprime I'objectif a optimiser
a l'instant final . La seconde partie,

S g(a(t), u(t), t)dt

exprime les objectifs a optimiser sur ’horizon du controle , elle dépend
de I’état et de controle , et aussi du temps .

miny g h(z(ty), t) + [ g(x(t), u(t), t)dt
(t) = f(z(t),u(t),t),t € [to, tf]
l’(to) =x9 € My C R",
x(ty) =, € My C R”,
u(t) e U C R™.

Les criteres de performance les plus utilisés
Controle en temps-minimum
Le but est de conduire le systeme d’'un état initial 2y a un état final x¢ en
minimisant le temps . Le critere s’écrit :

tr
mintf:/ dt (2.5)
to

Poursuite

1l s’agit de maintenir I'état z(¢) trés proche d'un état désiré z¢(¢) dans I'in-
tervalle de temps [to, tf] .

Le critere correspondant est :
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Régulation
La régulation est un cas particulier de la poursuite , dans ce cas on a x4(t) =
0, Vt € [to,tf] et le critere est donné comme suit :

J(u(t)) =/f[x(t)Q(t)l’(t)+utf(t)R(t)U(t)]dt (2.7)

Controle en nergie minimale

Le controle en énergie minimale consiste a conduire le systeme d'un état
initial £y a un état final z; en minimisant I'effort du contrdle . Le critere
utilisé se formule de la fagon suivante :

J(u(t)) = / (Rt (2.8)

to

En somme , la problématique générale du controle optimal est la suivante :
soit M un sous ensemble de R™ .
Considérons le systeme de controle général donné par :

{r’v(t) = fla(t),u(t),t),t € [to, 1] (2.9)

ZL’(to) = Xy

avec z(t) € M u(t) € U , et f est une application définie sur M x U x [to, t¢]
a valeur dans R".

Soit f° une fonction de classe C* sur M x U X [tg,ts] , et g une fonction
continue sur M .Notons par U,; ’ensemble des controles admissibles , alors
pour tout controle u € Uyq, on définit le cout de la trajectoire associée x(t)
sur U'intervalle [to, ] par :

J(u) = / " @), ult), D)t + glty, w(t)) (2.10)

Soient My et M; deux ensembles de M ,alors le probleme de controle optimal
est de déterminer les trajectoires x(t) solution de &(t) = f(z(t), u(t),t) telle
que z(ty) € My ,x(ts) € M; et minimisant le cout J(u).

Dans certains probléemes de controle optimal des contraintes sur les variables
d’état et de controle sont a prendre en considération .En général, on dis-
tingue deux types de contraintes : instantanées et intégrales . Notons aussi
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que les conditions terminales (initiales et finales ) représentent réellement
des contraintes définies aux bornes de ’horizon de contrdle .Les contraintes
instantanées sont données comme suit :

V€ [to, t], ci(a(t), u(t),t) > 0,¢, € R (2.11)

Les contraintes intégrales prennent la forme suivante :

tr
vVt e [to,tf],/ ci(x(r),u(r),7)dr > 0,¢; € R" (2.12)

to

Elles sont le plus souvent liées a une limitation des ressources (par exemple
un réservoir contient une quantité limitée de produit & utiliser Jou a une
limitation des résultats de nos actions : le méme réservoir ne peut pas étre
rempli au-dela de sa contenance ou il y a risque de débordement .

2.1.1 Classe des commandes admissibles :

U est 'ensemble des controles admissibles qui peut étre borné ou de type
Bang-Bang.

U=u(t),t €=ty t] (2.13)

Commande bornée :
Dans beaucoup de problemes de controles, on peut minorer et majorer les
u;(t) par des constantes. Dans la suite, nous considérons ce type de probleme
avec Q; S Uj S bj .
Notons que 'on peut remplacer u; par v; on posant :
uj = 5(a; +b;) + 5(a; — bj)v;

et ainsi v; est aussi intégrable et I'on a — 1 < v; < 1. Donc lorsque U est
borné, il est toujours pratique de se ramener a des commandes entre -1 et 1.

Commande Bang-bang :

On suppose que U est un polyedre (cube) [—1,1]™ dans R™ .un controle
u € U est appelé controles Bang-bang si pour chaque instant t et chaque
indice i = 1,...,m on a |u;(t)] = 1. En d’autres termes, une commande
Bang-bang est une commande qui possede au moins un switch.
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2.2 Différents types de probleme de controle
optimal :

On distingue trois formes de problemes importante :

2.2.1 Probleme de Lagrange

C’est le probleme dont le critere a minimiser est donné par la fonctionnelle
suivante :

min, J(u(t)) = [ g(x(t), u(t), t)dt

to

c-a-d :

h(x(ty), () =0

2.2.2 Probleme de Mayer

Lorsque fy = 0 dans 'expression de la fonctionnelle .J, on parlera d'un
probleme de Mayer.On aura donc I’expression

J(u) = F(to, x(to), ty, 2(ty))

F:RxR"Xx Rx R"— R étant une fonction réelle. Egalement, il sera
supposé que J(u) = F(to, z(to),tr, x(tf)) et ses dérivées partielles par rapport
a x,existent et sont continues surR x R" x R x R — R.

2.2.3 Probleme de Mayer-Lagrange

Le probleme est dit de Mayer-Lagrange si la fonctionnelle cout est donnée
par

J(u(t)) = [u7 g(a(t), ult), t)dt + h((z(ts), (tr) = 0

2.3 Controlabilité :

Définition 2.3.1. Le systéme controlé & = f(z(t), u(t),t,z(ty) = xo) est dit
controlable si pour tous points zg € My et x; € M; ,il existe un controle u(.)
telle que la trajectoire associée relie xy a x; en temps fini.
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2.3.1 Ensemble accessible

considérons le systeme dynamique suivant :

{ $<t) = f(x(t),u(t),t),t < [to’tf] (2.14)

ZL‘(to) = Xy

Définition 2.3.2. L’ensemble des points accessibles a partir de xg en temps
Ly est:

Acc(xo, ty) = x(ty),uec U

ou z(.) est la solution du systeme (2.14) associée au controle u . Autrement
dit ,Acc(zo, ts) est 'ensemble des extrémités des solutions du systeme (2.14)
, en temps t; ,lorsque le controle u varie .

Définition 2.3.3. Le systeme (2.14) est dit controlable en temps tq si :
Acc(xg, ty) = R™
Il est dit controlable en temps quelconque depuis z si

R" = UthOAcc(xo, tf)

2.3.2 Cas des systemes linéaires

Considérons le systeme
(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), t € I = [to, ts], z(to) = xo (2.15)
la solution du systeme (2.15) en temps ¢ est
z(t) = R(y)zo + ftif R(t)R™(s)B(s)u(s)ds,t € I = [to, ts],z(to) = xo
ou R(.) est la résolvante , solution du systeme :

{R(t) = AQ)R(t),
R(O0) = Id,

ou Id est la matrice identité .
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Theoreme 2.3.1. Le systéme (2.15) est controlable en temps T si et seule-
ment si la matrice

= [7 R7Y(t)B(t)B(t) R(t)Vdt

est inversible .D est appelé matrice de controlabilité.
ot B’ est la transposée de B.

Systéme linéaire autonome
Le systeme linéaire autonome est un systeme invariant dans le temps décrit
par

T = f(x,u)

Autrement dit le systeme @ (t) = A(t)x(t)+ B(t)u(t) est dit autonome lorsque
les matrices A et B ne dépendent pas de t.

Dans ce cas , la matrice R(t) = e .Et la solution = du systéme associé au
controle u s’écrit :

Vt € I,x(t) = eM(zo + B [)) e*(u(s)ds))
Theoreme 2.3.2. Le systeme autonome :

(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t),t € I = [to,ty]
est dit controlable si la matrice

K = [B,AB, A?B, ..., A" B]

-~

0

FIGURE 2.1 — Controlabilité

-------

systemes linéaires de la forme & = Az 4+ Bu.Pour les systemes non linéaires,
le probleme mathématique de controlabilité est beaucoup plus compliqué.ll
constitue un domaine de recherche actif.
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2.3.3 Controlabilité des systemes liniaires autonomes

Le théoréme suivant nous donne une condition néccessaire et suffisante
de controlabilité dans le cas ou A et B ne dépendent pas de t.

Theoreme 2.3.3. On suppose que Q = R™ le systéme &(t) = Az(t) + Bu(t)
est controlable en temps ty si et seulement si la matrice :

C = (B,AB,...,A" 'B) est de rang n

L’essentiel de la preuve est continue de lemme suivant

¢ L>([to, t], R™) — R™
u— ﬂ;f elr=DABy(t)dt
est surjective .

Exemple 2.3.1. Considerons le systeme dynamique lineaire autonome sui-
vant :
ou

=(34)0-(2)

Pour vérifier la controlabilité de ce systéme, il suffit de calculer le déterminant
de la matrice de Kalman.
Par conséquent, la matrice de Kalman est donnée par :

Kz(B,AB)z(? (1))

Le déterminant de K est égal a :det(K) = —1 # 0, donc le rang(K) = 2,
d’ou le systeme est controlable.
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2.3.4 Controlabilité des systemes liniaires non auto-
nomes

Theoreme 2.3.4. Le systeme & = Axz(t) + Bu(t) est contrélable en temps
ty si et seulement si la matrice : C(t) = ﬁif M(s)'B(t)B(t)!M(t)~dt dit
matrice de controlabilité et inversible.

Remarque 2.3.1. La matrice C est appelée matrice de controlabilité elle ne
dépend pas de la condition initiale zy mais elle dépend de temps final ;.

2.3.5 Controlabilité des systémes non linéaires

Considérons le systeme de controle non linéaire suivant :

{a'c(t) = fa(t),ult),t),t € [to, t] (2.16)

l’(to) = X

ou z(t) € R , u(t) € R™ sont respectivement la variable d’état d’état et la
variable de contrdle , (x(t),u(t)) € O , ou O est un sous-ensemble ouvert de
R™ x R™.

La controlabilité des systéemes non linéaires est une généralisation de la
controlabilité des systemes de controle optimal linéaires .Mais , on ne dispose
pas de condition nécessaire et suffisante de controlabilité pour un systeme non
linéaire . On a une condition suffisante de controlabilité locale qu’on peut ob-
tenir par linéarisation .

Définition 2.3.4. On dit que le systéme (2.17) est localement controlable
au point xq s’il existe un voisinage v de xy tel que pour tout x; € v , il
existe un temps fini ¢; et un controle admissible u(.) : [to,tf] — U tel que

x1 = x(ty, xo,u(.)).
Définition 2.3.5. Une trajectoire du systeme de controle (2.17) est une
fonction (Z(t),u(t)) : [to,t;] — O tel que ty > 0, z(t) € C°([to,ts]; R")

u(t) € L=([to, ts]; R™),3 un ensemble compact K C O tel que (z(¢), u(t)) €
K pour presque tout ¢ € [to,ts] , on ait :

Z(ts) = 7(t) + /t : F(E(), a(t), t)dt, Y(ty, ts) C [to, ] (2.17)
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Définissons maintenant la notion de controlabilité le long d'une trajec-
toire.

Définition 2.3.6. Soit (Z(t),w)) : [to, tf] — O une trajectoire du systeéme
de controle #(t) = f(x(t),u(t),t) est localement controlable le long de la
trajectoire (z,u(t)) si pour tout € > 0 , il existe n > 0 tel que pour tout
(a,b) € R" x R™ avec |a — z(0)] < n et |b — Z(tf)| < n , il existe une
trajectoire (x,u) : [to,tf] = O tel que :

z(ty) = a,x(ty) = b,
u(t) —a(t)] < et € fto, 1],

Introduisons maintenant la notion de systeme de controle linéarisé le long
d’une trajectoire .

Définition 2.3.7. Le systeme de controle linéarisé le long d’une trajectoire
(Z(t),u(t)) : [to,ty] = O est le systeme de controle linéaire donné par

(1) = a0, aD)a(t) + S (@0, aD)ue), L € torty]  (219)

En utilisant les définitions (2.4)-(2.7), on introduit le résultat suivant qui
donne une condition sur la controlabilité locale des systemes non linéaires.

Theoreme 2.3.5. Soit (z(t),u(t)) :— O wune trajectoire du systéme de
contréle non linéaire ©(t) = f(x(t),u(t),t) .Supposons que le systéme de
contréle linéarisé le long de la trajectoire (z(t),u(t)) est contrdlable ,alors
le systéme de contréle non linéaire ©(t) = f(x(t),u(t),t) est localement
controlable le long de la trajectoire (Z(t),u))

2.4 condition d’existence d’une solution
[1]Dans cette section , on donne des résultats généraux d’existence de

controles optimaux pour les probléme de controle optimal non linéaires. Ces
résultats sont donnés par les théoremes suivants.
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2.4.1 Pour des systemes généraux

Theoreme 2.4.1. Considérons le systéme de controle

T = f(t, ZE(t), U(t)),

ot f est C' de R'™™™ dans R", les contréles u sont a valeurs dans un
compact 0 C R™, et ou éventuellement on a des contraintes sur l’état

() <0,...¢.(x) <0

ol €y, ..., ¢, sont des fonctions continues surR™.Soit My et Mideux com-
pacts de R™ tels que M est accessible depuis My .Soit U [’ensemble des
contréles a valeurs dans Q joignant My a Mi.Soient f° une fonction de
classe C' sur RY™™™ et g une fonction continue sur R™ . On considére le
cout

Clu) = [ FO(a(t), ut))dt + g(t(u), x(t()),

Ou t(u) > 0 est tel que x(t(u)) € My On suppose que
-il existe un réel positif b tel que toute trajectoire associée a un controle
u € U est uniformément bornée par b sur [0,t(u)], i.e.

3b > 0|Vu € U,Vt € [0,t(u)], ||z (t)]| < b (2.19)
-pour tout (t,z) € R'™ | Pensemble des vecteurs vitesses augmentées
V(t2) = L/t 2 w) f(t, 7, 0)))|u € Q) (2.20)

est convexe.

Alors il existe un controle optimal u sur [0, t(u)] tel que la trajectoire associée
joint M, & M; en temps t(u) et en cout minimal.

Bien entendu pour un probleme de controle optimal a temps final fixé on
impose t(u) = T (et en particulier on suppose que la cible M; est accessible
depuis My en temps ty).

Remarque 2.4.1. On peut montrer un résultat plus général ou ’ensemble
de départ My et la cible M; dépend du temps ¢, ainsi que le domaine des
contraintes n sur le controle
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2.4.2 Pour des systemes affines :

On a pour les systemes affines le résultat suivant.
Proposition : Considérons le systeme affiné dans R"

= fo(z) + Zuluzfz(x), z(ty) = o, x(ty) = 24 (2.21)
i=1
avec le cotlit
Cy,(u) = / tf Xm:u?(t)dt (2.22)
to =0

ou ty > 0 est fixé et la classe U des controles admissibles est le sous-
ensemble de L*([to, ts], R™) tel que
-Vu € U z, est bien définie sur [ty ty].
-3By,|Vu € U Vt € [to, ty] ||zu(t)|] < By,
Si 1 est accessible depuis x¢ en temps ¢y, alors il existe un controle optimal
reliant zg a x7.
Preuve :Considérons une suite de controles (u})(t)ye, transférant z en x;
telle que leur cout tend vers la borne inférieure des couts des controles reliant
To & 21 Soit (™ la trajectoire associée au controle u(™ . i.e.

2™ () = o + [ (fola™ () + Ty ul™ () (fia™ (1)) dt
(n)

Les w;" sont bornés dans L*([to, ts], R™), et par compacité faible,

I(np)ken|ui* — z € H

Or H' < C° | donc z(™») converge uniformement vers z sur [to,t¢] .On
conclut alors aisément par passage a la limite que
x(ty) = 1.
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Chapitre 3

Condition d’optimalité

Introduction :

Pour dériver les conditions d’optimisation d’optimalité d'un probleme de
controle optimal on utilise soit le principe de Bellman basé sur la program-
mation dynamique ou bien le principe du minimum de pontryagin basé sur
la théorie de calcul des variations.

Le pricipe de Bellman conduit a une équation aux dérivées partielles connues
sous le nom équation de Hamiltonien-Jacobi-Bellman .

Le principe du minimum de Pontryagin conduit a un systeme d’équations
différentielles d’ordre 1, connu sous le nom : systeme de Hamilton-Pontryagin.

3.1 Principe du minimum de Pontryagin

Le principe du minimum de Pontryagin représente le résultat central de la
théorie du controle optimal qui est une généralisation du calcul des variations.
On considere le systeme controlé dans R™ :

#(t) = f(t, x(t), u(t)) (3.1)

Ou f: RxR"x R™ — R"™ est de classe C"! et le controle est une applications
mesurables définies sur un intervalle [0, t.(u)] de R a valeurs dans U C R™
(U l'ensemble des controles admissibles u)

On définit la fonctionnelle de cott :

J(tu) = [i7 fols,x(s),u(s))ds + g(t, x(t))
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fO:RXR"x R™ — R" et g: R x R — R sont de classe C! z(.) est la
trajectoire solution de (3.1) associée au controle u.

On considere de probleme de controle optimal suivant : déterminer une tra-
jectoire reliant My a M; et minimisant le cout .Le temps final peut étre fixé
ou non.

Si le controle u € U associé a la trajectoire x(.) est optimal sur [to, ;] , alors
il existe une application p(.) : [to,tf] —> R"™ absolument continue appelée
vecteur adjoint , et un réel p° < 0 , tels que le couple (p(.),p°) est non tous
nul , et tels que , pour presque tout t € [to, ty],

(t,z(t), p(t), po, u(t))
(t,2(t), p(t), po, u(t)) (3.2)

—N
=
N

|
SIS

) = —
Le Hamiltonien H est la fonction définie comme suit :

H(t>$(t)7pap07u) =< p,f(t,.I,U) > +p0f0(t,33,u>

On a la condition de maximisation presque partout sur [to,t¢]

H(t, 2(t), p(t), o u(t)) = max H(t, 2(0), p(t).po,v), (33)

Si de plus le temps final pour joindre la cible M; n’est pas fixé, on a la
condition au temps final ¢.

e (1, 2(1),p(1). 2, v) = —po (1. 2(1) (3.4

Si de plus My et M; (ou juste I'un des deux ensembles) sont des variétés de
R™ ayant des espaces tangents en z(tg) € My et z(ty) € M .

alors le vecteur adjoint peut étre construit de maniere a varier les conditions
de transversalité aux deux extrémités (ou juste I'une des deux).

po L ToeyMo (3.5)

et

g
plty) — poa(tfa 2(ty)) L Tuge,) M (3.6)
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Remarque 3.1.1. Si le controle u est continu au temps t; , la condition
(3.3) peut s’écrire :

Jg
H(tg,x(ty),p(ty), p%, ulty)) = —poa(tf,x(tf)) (3.7)
Remarque 3.1.2. Si la variété M; s’écrit sous la forme

ol les F; sont des fonctions de classe C! sur R" (indépendantes puisque M
est une variété),alors la condition (3.1) se met sous la forme

A, A € RYp(ty) = Z)\i v Fi(x(tr)) +p0%(tf>$(tf)) (3.8)

Remarque 3.1.3. Dans les conditions du théoreme, on a de plus pour
presque tout ¢ € [to, ty] :

(), p(t), . u(t)) (3.9)

dt
En particulier si le systéeme augmenté est autonome;i.e. si f et f ne dépendent
pas de t, alors H ne dépend pas de t , et on a :

V € [to, ty], max,eq H(t, z(t), p(t),p°,v) = cst

Notons que cette égalité est alors valable par tout sur [to,t] (en effet
cette fonction de ¢ est lipschitzienne).

Remarque 3.1.4. La convention p° < 0 conduit au principe du maxi-
mum.La convention p° > 0 conduirait au principe du minimum,i.e; la condi-
tion (3.3) serait une condition de minimum.

Définition 3.1.1. Une extrémale du probleme de controle optimal est un
quadruple (z(.),p(.),p°(.),u(.)) solution des équations (3.19) et (3.20). Si
p(.)® = 0, On dit que extrémale est anormale, et si p°(.) # 0 I'extrémale est
dite normale.
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Cas sans contraintes sur le controle :

Dans le cas ou l'ensemble des fonctions de controles admissible u(t) ne
contient pas des fonctions discontinues i.e u(t) : [to, tf] — R™ est continue
Alors on retrouve le principe du minimum faible , la condition de maximum
devient :

Theoreme 3.1.1. Si le controle u € R™ associé a la trajectoire x(.) est
optimal sur [to,ts] Alors il existe une fonction p(.) : [to,tf] —> R™ continue
et non nulle appelée vecteur adjoint , tq :

Pt) = =GVt € [to, ]

%—Ij = 0,Vt € [to,tf],(Le principe de minimum faible)

Définition 3.1.2. Les conditions (3.5) et (3.6) sont appelées conditions de
transversalité sur les vecteurs adjoints. La condition (3.3) est appelée condi-
tion de transversalitée sue le Hamiltonien. Elles sont ici écrites de maniere
tres génerale, et dans les deux paragraphes suivants nous allons les réécrire
dans des cas plus simples.

Theoreme 3.1.2. Le probleme important du temps minimal correspond a
fO=1¢etg=0, oubien a f© = 0 et g(t,x) = t. Dans les deuz cas les
conditions de transversalité obtenues sont bien les mémes.

Remarque 3.1.5. Il existe des versions plus générales du principe du maxi-
mum, pour des dynamiques non lisses ou hybrides.

Condition de transversalité
x Conditions de transversalité sur le vecteur adjoint :
Dans ce paragraphe le temps final pour atteindre la cible peut étre fixé ou
non.
Réécrivons les conditions (3.5) et (3.6) dans les deux cas importants suivants.
Probleme de Lagrange :Dans ce cas le cott s’écrit

J(tu) = [ £O(s, 2(s), u(s))ds
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ie g = 0 .les conditions de transversalité (3.9)et (3.10) sur le vecteur adjoint
s’écrivent alors

p(0) L Tyo)Mo.p(ty) L Toepy M

Remarque 3.1.6. Si par exemple M, = z; , la condition (3.5) devient vide
.Si au contraire My = R™ | i.e si le point initial n’est pas fixé , on obtient
p(0)=0.

De méme ,si M; = R" , on obtient p(T") = 0 .Autrement dit si le point final
est libre alors le vecteur adjoint au temps final est nul.

probleme de Mayer :Dans ce cas le cott s’écrit

J(t,u) = g(t, x(t)),

i.e f =0 .Les conditions de transversalité (3.5) et (3.6)ne se simplifient pas
a priori.

Mais dans le cas particulier important ou M; = R", autrement dit le point
final x(t) est libre , la condition (3.6) devient

p(t) = PP gt z(t)).

Si de plus g ne dépend pas du temps , on a coutume d’écrire p(t) = p°® A
g(x(t)), autrement dit le vecteur adjoint au temps final est égal , a la constante
p° pres, au gradient de ¢ pris au point final .

x condition de transversalité sur le Hamiltonien :

La condition (3.4) n’est valable que si le temps final pour atteindre la cible
n’est pas fixé .Dans ce paragraphe nous nous plagons donc dans ce cas.

La seule simplification notable de cette condition est le cas ou la fonction ¢
ne dépend pas du temps t (ce qui est vrai par exemple pour un probleme de
Lagrange ), et la condition de transversalité (3.4)sur le Hamiltonien devient
alors

max,eq H(t, z(t),p(t),p°,v) =0

ou encore , si © est continu au temps ¢,

H(t,2(t),p(t), p°, u(t)) = 0.

Autrement dit le Hamiltonien s’annule au temps final.
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Remarque 3.1.7. Si le systeme augmenté est de plus autonome , alors on
a le long d’une extrémale

Vt € [t07tf]vmaxveﬂ H(tf,l‘(tf),p(tf),po,’l)) =0

Généralisation des conditions de transversalité :
Pour écrire les conditions de transversalité associées a un probleme de controle
plus général, il faut écrire les relations adéquates en termes de multiplicateurs
de Lagrange .
Par exemple considérons un probleme de Lagrange avec des conditions aux
limites mélangées , i.e on cherche une trajectoire solution de

&= f(t,z(t),u(t)),
minimisant le cout
J(tu) = [ fO(t, 2 (0), u(t))dt
et vérifiant les conditions aux limites
(z(to), z(ty)) € M,

Ou M est une sous-variété de R™ x R".
On peut alors montrer que dans ce cas les conditions de transversalité (3.5)et
(3.6) sur le vecteur adjoint s’écrivent

(=p(to), p(ts)) L Togro)aenM

Un cas important de conditions mélangées est le cas des trajectoires périodiques
, i.e z(ty) = x(ty) non fixé .Dans ce cas on a

M = (z,x)|z € R™.
Exemples :

Exemple 3.1.1. :

J(T,u) = —2(2) —y(2) + 5 f02 udt — min,,
r=1yY

y=1u

z(0) = 1,y(0) =2

weUtel=]|0,2]
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L’Hamiltonien de ce systeme est :

H(xuuapmapyvt) :p$y+pyu+p0 * %uz

ou p, et p, sont les composantes du vecteur adjoint .Elles sont solutions du
systeme

Dy _Ty:_pz

ce systeme est équivalent a
{ px(t) = cst = ¢y,

py(t) = —Clt + C2

Avec ¢; et ¢y deux réels.
Reprenons 'expression de I’Hamiltonien.
On pose p° = —1
H= C Ly
DY + Pyt — 53U

Conditions de transversalité :

En remplacant dans le systeme

px<2) = (= 17
py(2> = —24c=1=c=3.

Donc on a

{pz(2) = 1,

py(2) = —t+3.

Condition de maximisation

%—Ij = py(t) —u(t) = 0= py(t)

De la , le controle optimal est

52



ux(t) =—t+ 3.
calculons les trajectoires associées au controle u*
y(t) =u(t) = -t +3=y(t) = —5t* + 3t + c3.
i =y(t) = =3t + 3t +c3 = a(t) = =¢34+ 32 + st + cu.

condition initiale z(0) =1, y(0) = 2

y(0)=c3=2ectz(0)=c, =1

De la , la solution du systeme est

u*(t) = —t+3,
a*(t) = —gt*+ 3242641
yrt) = —3t*+3t+2

J(T,u) = f02(—2x(t) + 4u(t))dt — min,
= xz(t) + u(t),t € [0,2]

,x(2)libre.

ue0,2],t el =]0,2]

L’Hamiltonien associée au probleme est :

H(x(t), u(t),p(t)) = —2x(t) + 4u(t) + p(t)z(t) + p(t)u(t)
On appliquons le principe de minimum de pontryagin , on aura

minyeo,2) H (¢, 2(t), p(t), w) = min,epg —22(t) + 4u(t) + p(t)z(t) + p(t)u(t)
= —2x(t) + p(t)x(t) + minyep 2 u(t)(4 + p(t))

Alors 'expression du controle optimal est

2, si(4 + p(t)) < 0
u(t)={ 0,si(4+4p(t)) >0
?,si(4+ p(t)) =0
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Les équations d’état et d’ état adjoint :

{ w(t) = Gl =a(t)+u),

p(t) = =55 =2-p(t).

x(t;) = x(2) est libre alors p(2) = 0 donc on résout I'équation d’état adjoint :
la solution homogene :

() = —p(t) & 53 = =1 = Inp(t) = —t + ¢ = p(t) = ce™

variation de la constante
plt) = clt)e!

p(t) = é(t)e ™ — e(t)e ™ ...(*)
on remplace p(t) sur (*) :

é(t)e ™ —c(t)e™t =2 — c(t)el —t)

nous donne
c(t) =2=c(t) =2¢" + ¢

p(t) =2+ cre?

déterminons ¢y :
p(2) =02+ ce?=0= ¢ = —2¢?
Ainsi :p(t) = 2 — 22
soit :
o(t)=p(t)+4=6—2e*"
le signe de ¢ sur [0,2] :
© < 0sit € [0,2 — (n3]
> 0sit €]2 — In3, 2]
d’ou
. 2,sit € 10,2 —In3
w ()= { 0, sit E][2 — [n3, 2]]

La fonction ¢(t) = p(t) +4 s’annule en un seul point ¢t = 2 —[n3 .ce point
n’influe pas sur 'expression du controle optimal.
Déterminons z* :
sur [0,2 — [n3] :
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= a*=Te —2

sur |2 — [n3, 2]

L { i(t) = z(t)

2(2 —In3) = 7e27"3 — 2

= x*(t) = (Te? — 6)e' 2

3.2 Principe de Bellman

3.2.1 La programmation dynamique

Le principe de programmation dynamique pour les problemes de controle
optimal a été introduit par Bellman en 1952 et conduit a une équation au
dérivées partielles, connue sou le nom, équation Hamilton-Jacobi-Bellman(HJB)
qui est une condition suffisante pour 'optimalité du controle optimal. Le prin-
cipe s’annonce comme suit :

Si un controle u(t) est optimal entre ¢y et ty pour la condition initial x(ty),
alors il est aussi optimal entre ¢ et ¢y ;¢ > 0 avec la condition initiale au
temps t.

Enoncé du probleme

Dans ce mémoire, nous considérons le probleme suivant de la forme :

min o) J(@(8), ult) = gltr,a(t)) + [ F(t,2(8), u(t))dt
sujet a
#(t) = g(t, 2(0), u(t)),
x(ty) = .

Ou z(t) € R™, u(t) € R™ sont respectivement I’état et le vecteur de controle.
fR"XR"XR— Retg: R" x R™ x R —> R est un champ de vecteur
non linéaire continuellement différentiable avec tous ses arguments.
Equation du Hamilton-Jacobi Bellman

Selon le principe de la programmation dynamique, soit V' (x,t) fonction de
valeur définie comme suit :
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V(z,t) = min {/t fg(x(T),u(T),T)dT + h(ty, x(ty))} (3.10)

u(T)t<T<ty

En subdivisant l'intervalle [¢,¢/], on obtient :

V(z,t) = min {/t g(:v(7‘),u(7),7‘)d7‘+/f g(x(7),u(r), 7)dr + h(ts, x(tys))}

u(7),t <<ty t+At
(3.11)

Selon le principe d’optimalité nous avons :

t+AL
Vx,t) = u(r)r,?élggtf{/t g(x(7),u(r), 7)dr + V(x(t + At), t + At)}
(3.12)

ou V(z(t+At), t+ At) est le cout minimum du processus pour l'intervalle
de temps t + At <t < t; avec I'état initial x(t + At).

en utilisant la série de Taylor (d’ordre 1) pour V(xz(t + At), t + At) a
propose du point V(x(t),t) on obtient :

Vi) =minf [ gdr+ (G a(t)) + (a0, ol + A0} + o(a),

(3.13)

Pour At petit, équation (3. 17) devient :

V(1) = mlnu{ftMth pal 5 (@ (t)ﬂf))Jr%V(x(t),t))T(a(ﬁﬁ(t),U(t),t))}<:>
Vi(z(t),t) — V(z(t),t) — + mmu{gAt + 5 ( (x(t),u(t), t)At + o(At)}

en divisant par At et en prenant la 11m1te comme At — 0 on obtient
I’équation différentielle partielle non linéaire suivante appelée d’équation Hamilton-
Jacobi-Bellman.

0=—2 + min,{g(z(t), u(®),t) + a(z(t),u(t),t)}
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présentation de la fonction Hamiltonien :

ov ov

H(a(t), u(t), 5 -,t) = g9(2(t), ult), t) + Z—(a(z(t), u(t), 1)) (3.14)

La minimisation de la fonction Hamiltonien conduit a I’expression de loi de
controle u, en fonction de x(t),%—‘; et t défini par :

(3.15)

En substituant I’expression de la loi de controle optimale dans la fonction
Hamiltonien (3.19), donnée :

oV
H(x(t),ult),t) = H(x(t), ¥(z(t), 5 1), 1) (3.16)
Et I'équation HJB devient :
v ov

pour trouver la condition aux limites de cette équation différentielle partielle,
définissez t = t; dans la fonction de valeur (3.12) on obtient :

Vi(x(ty), ty) = h(x(ty), ts) (3.18)

3.2.2 L’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman

Dans notre exposition initiale a la programmation dynamique, nous avons
approximé des systemes fonctionnant en continu par des systemes discrets.
Cette approche conduit a une relation de récurrence qui convient parfai-
tement a une solution informatique numérique. Dans cette section, nous
considérerons une approche alternative qui conduit a une équation différentielle
partielle non linéaire.

Le processus décrit par ’équation d’état

#(t) = f(x(t), ult),?) (3.19)



doit étre controlé pour minimiser la mesure de la performance

ty

I =haltn).t) + [ galn)uryar @320)
to

Ou h et g sont des fonctions spécifiées, o et t; sont fixes, et 7 est une variable

muette d’intégration.

Ly
J(x(t)7tvu(7))t§7§tf = h(x(tf)>tf) + / g(l’(T),u(T),T)dT, (3'21)
to

Ou t peut étre n’importe quelle valeur inférieure ou égale a tf, et x(t) peut
étre n'importe quelle valeur d’état admissible. Notez que la mesure de per-
formance dépendra des valeurs numériques pour x(t) et ¢, et de I’historique
de controle optimal dans U'intervalle [t,y].
Essayons maintenant de déterminer le controle qui minimise (3.22) pour tout
x(t) admissible, et pour tout ¢t < ¢, . la fonction de coit minimum est alors

J(x(t),) = min {/ (), )dr + Wt b)), (3.22)

u(T) t<r<ty

En subdivisant 'intervalle, on obtient

t+AL tf
J*(xz(t),t) = min {/ gd7'+/ gdt + h(z(ty, tr)}, (3.23)

u(T)tSTStf t t+AL

Le principe d’optimalité exige que

t+At
J(x(t),) = min {/ gdr+ (@t + At + ADY,  (3.24)

U(T)tSTStf t

Ou J*(z(t + At), t + At) est le cout minimum du processus pour l'intervalle
de temps t + A <7 <t avec la statistique ”initiale” z(t + At).

En supposant que les dérivées partielles secondes de J* existent et sont
bornées , nous pouvons développer J*(z(t + At),t + At)dans une série de
Taylor autour du point (z(t),t) pour obtenir

J*((t), 1) = miny(r),_ ., { [ gdr + T (@ (1), 1) + [22 (x(t), )] AL +
[agt* (x(t), )] [x(t + At) — x(t)]}, +termes d’ordre supérieur
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Maintenant pour les petits At
J*(z(t),t) = I}}él)l{g(:b(t), u(t), ) At + J*(x(t),t) + J; (z(t), t) At + J;tf(a:(t), la(z(t),u(t), t)|At + ¢
(3.25)

Ou o(At) désigne les termes contenant [At]*> et les ordres supérieurs de
At qui résultent de I'approximation de l'intégrale et de la troncature du
développement en série de Taylor .Ensuite, en supprimant les termes impli-
quant J*(z(t),t), et J:(z(t),t)

Jr= O [QLN01 01ty of Jx = O

r — Oz = LOx1 Oxo """ Oxn - Oz

A partir de la minimisation (puisqu’ils ne dépendent pas de u(t)), on ob-
tient

(AO ; T (2(t), ) Attming g {g(e(t), u(t), ) At+JT (@ (t), ) [a(z(t), u(t), )] At+
o(At
Diviser par At et prendre la limite comme At — 0 donne

0= Jy(2(t), 1) + minyp {g(x(t), u(t), 1) + J; (2(t), 1) [alz(t), u(t), t)]}.

pour trouver la valeur limite de cette équation aux dérivées partielles , poser
t =ty ; de I'équation (3.24) dont

Ji (x(t), 1) = h(x(ty), ty) (3.26)
Nous définissons ’hamiltonien H comme
H(x(t),u(t), J:t) = g(x(t),u(t),t) + o (x(t),t)[a(z(t),u(t),t)] (3.27)
et
H(z(t),u*(t), J5,t), J;,t) = min H(z(t), u(t), J., t) (3.28)

yYx) yYa u(t) yYx)

Puisque le controle de minimisation dépendra de x, J et t. En utilisant ces
définitions, nous avons obtenu ’équation de Hamilton-Jacobi

0= Jr(2(t),t) + H(z(t), w (z(t), J5, ), J5 1) (3.29)

yYa yYx

Cette équation est ’analogue en temps continu de 1’équation de récurrence
de Bellmen .
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Exemple 3.2.1. Systeme du premier ordre est décrit par I’équation différentielle

T =x(t) + u(t) (3.30)

lim|%| tel que At — 0
On cherche a trouver la loi de commande qui minimise la mesure de perfor-
mance

1 tr
J = =2*(ty) +/ —u?(t)dt. (3.31)
2 4

Le temps final ¢ est spécifié, et les valeurs d’état et de controle admissibles
ne sont contraintes par aucune frontiere

Remplacer g = $u?(t) et a = z(t) + u(t) par I'équation (3.27) on trouve que
I’hamiltonien est(en omettant les arguments de J})

H(x(t), u(t), J5, 1) = %uQ(t) + () + u(t)] (3.32)

et puisque le controle est sans contrainte, une condition nécessaire que le
controle optimal doit satisfaire est

oOH 1 .
Observe ceci
0’H 1
S — 3 0 (3.34)

Ainsi , le controle qui satisfait I’équation (3.33)minimise H .Depuis (3.34)
u*(t) = =2J; (x(t),t) (3.35)

qui, lorsqu’il est substitué dans 1’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman ,
donne

0=J; + =27 + [J]a(t) — 2[ ;]
=J; = [P+ [ (t) (3.36)
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la valeur limite est de (3.35)

T (alty) ) = 1(ty) (3.37)

Une facon de résoudre 1’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman est de
deviner a partir de pour voir s’il peut étre fait pour satisfaire ’équation
différentielle et les conditions aux limites. Supposons une solution de la forme

T (@(t),1) = %k(t)xQ(t) (3.38)

O k(t) représente une fonction scalaire inconnue de ¢ qui doit étre déterminée.
Notez que :

J*(x(t),t) = k(t)x(t) (3.39)
Ce qui, avec I'équation (3.35) , implique que
u*(t) = —2k(t)x(t) (3.40)

Si une fonction k(t) peut étre trouvée telle que (3.36) et (3.37) est satisfaite
, le controle optimal est une rétroaction linéaire de 1’état - en effet , c’était
la motivation pour choisir la forme (3.28)

En faisant k£(T) = 1/2 , la solution supposée correspond a la condition aux
limites spécifiée par 1’équation (3.37).

En remplagant (3.39) par J; et

Ti(x(t).t) = 3k(t)2’(t)
En équation (3.36) donne
0— %k(t)ﬁ(t) _R2(022(1) + k(0)22(0) (3.41)
Puisque cette équation doit étre satisfaite pour tout z(t),
S~ K(6) + k(1) = 0 (3.42)

k(t) est une fonction scalaire de t; donc , la solution peut étre obtenue
par séparation des variables avec le résultat

E(tfft)

E(tf_t) + 6_(tf_t)

k(t) = (3.43)
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La loi de commande optimale est alors
u*(t) = =205 (x(t),t) = —2k(t)x(t) (3.44)

Notez que lorsque t — oo , la rétroaction linéaire variant dans le temps
se rapproche de la rétroaction constante (k(t) — oo , et que le systeme
controlé

() = 2(t) — 22(t) = —a(t) (3.45)

est stable. Si ce n’était pas le cas, la mesure de la performance serait infinie

3.3 Méthodes de résolution de problemes de
controle optimal

Introduction :
On distingue deux types de méthodes numériques en controle optimal : les
méthodes directes et les méthodes indirectes.
Les méthodes directes consistent a discrétiser I’état et le controle, et réduisent
le probléme a un probléme d’optimisation non linéaire (programmation non
linéaire, ou "non linear programming”).
Les méthodes indirectes consistent a résoudre numériquement, par une méthode
de tir ("shooting method”), un probléme aux valeurs limites obtenu par ap-
plication du principe du maximum.
Dans ce chapitre, on s’intéresse d’abord aux méthodes indirectes, puis aux
méthodes directes. Dans une derniere section, on compare les méthodes, et
on décrit les méthodes hybrides qui sont un mélange des deux approches.

3.3.1 Meéthodes indirectes :
Méthode de tir simple :

Considérons le controle optimal suivant :
t
v folt, z, u)dt,

:‘C = f<t7x7 u)?
l‘(to) =T € Mo,l’(tf) =ZyC My,
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u € U On suppose que t¢ (temps final)est fixé
Le principe du maximum donne une condition nécessaire d’optimalité et af-
firme que toute trajectoire optimale est la projection d’une extrémale.
Si I'on est capable, a partir de la condition de maximum, d’exprimer le
controle extrémal en fonction de (z(t),p(t)), alors le systéme extrémal est
un systeme différentiel de la forme 2(t) = F'(t, 2(t)), ou z(t) = (x(t), p(t)), et
les conditions initiales, finales, et les conditions de transversalité, se mettent
sous la forme R(2(0), 2(ts)) = 0.
Finalement, on obtient le probleme aux valeurs limites

2(t) = F(t, (1)),
{ R(2(0), 2(ts)) = 0. (3.46)

Notons z(t, zg) la solution du probleme de cauchy
H(t) = F(t, (1)), 2(0) = 2
et posons
G(z0) = R(20, 2(t¢, 20))-(c’est la méthode de tir)

Le probleme (3.46) aux valeurs limites est alors équivalent a G(zp) = 0,i.e. il
s’agit de déterminer un zéro de la fonction G. Ceci peut se résoudre par une
méthode de Newton.

Remarque 3.3.1. Si le temps final ¢; est libre, on peut se ramener a la
formulation précédente en considérant ¢t; comme une inconnue auxiliaire. On
augmente alors la dimension de I'état en considérant 1’équation supplémentaire
CZ—{ = 0. On peut utiliser le méme artifice si le controle est bang-bang, pour
déterminer les temps de commutation.Il peut cependant s’avérer préférable,
lorsque le temps final est libre, d’utiliser la condition de transversalité sur le

Hamiltonien.

Les avantages de la méthode de tir simple :
Méthode rapide de haute précision .
Ne requiert pas d’hypothese sur la structure de controle . Une grande précision
et une bonne rapidité de convergence.
Inconvénient de la méthode de tir simple :
La nécessité de disposer d'un point initial correct permettant la convergence
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de I'algorithme.
Méthode de tir multiple :

Par rapport a la méthode de tir simple, la méthode de tir multiple découpe
I'intervalle [0,%f] en N intervalles [t;, ;+1], et se donne comme inconnu les va-
leurs z(t;) au début de chaque sous-intervalle. Il faut prendre en compte les
conditions de recollement en chaque temps ¢; (conditions de continuité).
L’intéréet est d’améliorer la stabilité de la méthode. De maniere plus précise,
considérons un probleme de controle optimal général. L’application du prin-
cipe du maximum réduit le probleme a un probleme aux valeurs limites du

type.

Folt, 2(t))sito <t < t
s(t) = Bt 2(1) = { Tib=E)siti <t < 5 (3.47)
F5<t,2(t))8’its S t S tf

Ou z = (z,p) € R (p est le vecteur adjoint), et t1,tq,....,ts € [to, /]
peuvent étre des temps de commutation , dans le cas ou le probleme in-
clut des contraintes sur 1’état, se peut étre des temps de jonction avec un
arc frontiere, ou bien des temps de contact avec la frontiere . On a en plus
des conditions de continuité sur 1’état et le vecteur adjoint aux points de
commutation. Dans le cas de contraintes sur ’état, on a des conditions de
saut sur le vecteur adjoint, et des conditions sur la contrainte ¢ en des points
de jonction ou de contact. De plus on a des conditions aux limites sur ’état,
le vecteur adjoint (conditions de transversalité), et sur le Hamiltonien si le
temps final est libre.

Remarque 3.3.2. A priori le temps final ¢; est inconnue. Par ailleurs dans
la méthode de tir multiple le nombre s de commutations doit étre fixé; on le
détermine lorsque c’est possible par une analyse géométrique du probleme.
La méthode de tir multiple consiste a subdiviser l'intervalle [ty,t;] en N
sous-intervalles, la valeur de z(t) au début de chaque sous-intervalle étant
inconnue. Plus précisément, soit ¢y < o1 < ... < 0} <t une subdivision fixée
de intervalle [to,tf]. En tout point o; la fonction z est continue. On peut
considere o; comme un point de commutation fixé. en lequel on a

(oo

o;, =of fixe.
J J

(3.48)
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On définit maintenant les noeuds

{Tl, ..... ,Tm}:{to,tf}U{O'l, ..... ,O'k}U{t17....
Finalement on est conduit au probleme des valeurs limitées

Fl(t; Z(t))SiTl <t< T2
Ey(t,2(1))sita <t < 73

H(t) = F(t, 2(t) =

Fm—l(t7 Z(t))SiTs <t< Tf

ovje{2,....m—1}r(r,2(7; ), 2(77)) = 0

o7 (Tm, 2(11), 2(75)) = 0

(3.49)

(3.50)

ol 1 = tg est fixé, 7,,, =ty , et les ; représentent les conditions intérieures

ou limites précédentes.
T (T 2(11), 2(7)) = 0

ol 11 = tg est fixé, 7,,, = ty , et les r; représentent les conditions intérieures

ou limites précédentes.

Remarque 3.3.3. On améliore la stabilité de la méthode en augmentant le
nombre de noeuds .C’est 1a en effet le principe de la méthode de tir multiple,
par opposition a la méthode de tir simple ou les erreurs par rapport a la
condition initiale évoluent exponentiellement en fonction de ¢y —t, .Bien str
dans la méthode de tir multiple il y a beaucoup plus d’inconnues que dans la
méthode de tir simple, mais éventuellement I'intégration du systéeme (3.57)

peut se paralléliser.

+
J

2(t) = F(t,2(1)), 2(7j-1) = 2,

On a

Z(Tji) = Z(Tji7 Tj—15 Z;—l)

Les conditions intérieures et frontieres s’écrivent
Vi€d{2,...,m—1},r(r,2(7;, 71, 2;7_1), z;r) =0,
T2, Tons 283 Ty oy 28 Tine1) T € RGPHD(M-)
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(Ou z € R*). Alors les conditions (3.49) sont vérifiées si

rm(Tm7Zi~_v Z(Tava—thr;—l)
ro(To, 25, 2(T1 71, 7Y)

G(z) = | =0 (3.51)

Tm—l(Tma Z;rw Z(Tr;—Qv Tm—2, Tn—t—l)

On est donc ramené a déterminer un zéro de la fonction G. qui est définie
sur un espace vectoriel dont la dimension est proportionnelle au nombre de
points de commutation et de points de subdivision. L’équation G=0 peut
alors etre résolue Herativement par une méthode de type Newton (voir la
sous section suivante).

Rappels sur les méthode de Newton|[19]
Il s’agit de résoudre numériquement G(z) = 0, ou G : R — RP est une
fonction de classe C!. L’idée de base est la suivante. Si z; est proche d'un
zéro z de G, alors

0=G(z) = G(z) + dG(zx).(z — z1) + o(z — z).

On est alors amené a considérer la suite définie par récurrence

2kl = Zk — (dG(Zk))ilG(Zk)

Un point initial zy € RP étant choisi, et on espere que z, converge vers le
zéro z. Ceci suppose donc le calcul de l'inverse de la matrice jacobienne de
G, ce qui doit étre évité numériquement. Il s’agit alors, a chaque étape, de
résoudre ’équation :

Ou dk est appelé direction de descente, et on pose 2,11 = 2, +dk. 1l existe de

nombreuses variantes de la méthode Newton : méthode de descente, de quasi-
Newton, de Newton quadratique, de Broyden, ... Cette méthode permet, en
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général, une détermination tres précise d’un zéro. Son inconvénient principal
est la petitesse du domaine de convergence. Pour faire converger la méthode,
il faut que le point initial zy soit suffisamment proche de la solution recherchée
z. Ceci suppose donc que pour déterminer le zéro z il faut avoir au préalable
une idée approximative de la valeur de z.

Du point de vue du controle optimal, cela signifie que, pour appliquer une
méthode de tir, il faut avoir une idée a priori de la trajectoire optimale
cherchée.

Ceci peut sembler paradoxal, mais il existe des moyens de se donner une
approximation, méme grossiere, de cette trajectoire optimale. Il s’agit la en
tout cas d’'une caractéristique majeure des méthodes de tir : elles sont tres
précises mais requiérent une connaissance a priori (plus ou moins grossiere)
de la trajectoire optimale cherchée.

3.3.2 Méthode directes

Les méthodes directes sont les méthodes les plus évidente lorsqu’on aborde
un probleme de commande optimale. En discrétisant I’état et la commande
dans le probleme donné, on se ramene a un probleme d’optimisation non-
linéaire en dimension finie (N variables). La forme :

Tip1 = T + hy x f(ti, @i, u;)

représente la version discrete de I'équation d’état @ = f(¢,u(t)), discrétisée
en utilisant par exemple la méthode d’Euler explicite. Pour résoudre ce
probleme, on suppose que le temps est subdivisé de maniere égale, tel que :
to < 11 < .. <1ty = ty, le pas de discrétisation étant noté h = t;41 — t; .
On suppose que la commande reste constante par morceau durant le pas de
temps h, les contraintes sur la commande ou sur I'état sont appliquées sur
les valeurs discrétisées.

Les méthodes directes consistent a transformer le probleme de controle
optimal en un probleme d’optimisation non linéaire en dimension finie.
Discrétisation totale : tir direct
C’est la méthode la plus évidente lorsqu’on aborde un probléeme de controle
optimal. En discrétisant 1’état et le controle, on se ramene a un un probleme
d’optimisation non linéaire en dimension finie (ou probléme de programma-
tion non linéaire) de la forme :

min, (3.52)
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ou
Z = (21, ey TN, Uy oy Up)

, et

C ={Zgi(Z) =0,ir,...r,9;(Z) <0,j €r+1,..,m} (3.53)

Plus précisément, la méthode consiste a choisir les controles dans un es-
pace de dimension fini, et a utiliser une méthode d’intégration numérique des
équations différentielles. Considérons donc une subdivision t5 < t; < ... <
tn =ty de l'intervalle [to, t;] .Réduisons I'espace des controles en considérant
(par exemple) les controles constants par morceaux selon cette subdivision.
Par ailleurs, choisissons une discrétisation de 1’équation différentielle, par
exemple choisissons ici (pour simplifier) la méthode d’Euler explicite. On ob-
tient alors, en posant h; = t; 11 — t;,

Tiv1 = T + hi f (s, T4, u;).

Remarque 3.3.4. Il existe une infinité de variantes. D’une part, on peut
discrétiser I’ensemble des controles admissibles par des controles constants
par morceaux, ou affines par morceaux, ou des splines, etc. D’autre part, il
existe de nombreuses méthodes pour discrétiser une équation différentielle or-
dinaire : méthode d’Euler (explicite ou implicite), point milieu, Heun, Runge-
Kutta, Adams-Moulton, etc.De plus 'introduction d’éventuelles contraintes
sur 1’état ne pose aucun probleme

La discrétisation précédente conduit donc au probleme de programmation
non linéaire
Tit1 = T; + hlf(tlv mivui)’i = 07 ERRT) N -1
minC’(mo, Tiyeeery TN, UQ, ULy nny UN)7
u; € 21=0,..... N —1

Remarque 3.3.5. Cette méthode est tres simple a mettre en ceuvre. De plus
I'introduction d’éventuelles contraintes sur 1’état ne pose aucun probleme.
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3.3.3

les caractéristiques des méthodes directes et in-
directes :

méthode directe

méthode indirecte

mise en ouvre simple, sans
connaissance a a priori

connaissance a priori de la
structure de la trajectoire
optimale

peu sensible au choix de la
condition initiale

trés sensible au choix de la
condition initiale

facilité de la prise en compte
de contraintes sur 1'état

difficulté  théorique  de
la prise en compte de
contraintes sur l'état

controles globalement opti-
maux en boucles fermés

controles (localement) opti-
maux en boucles ouvertes

précision numérique basse
ou movenne

trés grande précision numé-
rique

eflicace en basse dimension

efficace en toute dimension

gourmandise en mémoire

calculs parallélisable

probléme de minima locaux

petit domaine de conver-
gence

Conclusion :
*x En conclusion , on utilisera plutot une méthode direct si
e on n’a pas besoin d'une grande précision de calcul.
e La dimension d’espace est assez petite .

e On n’a aucune idée a priori de la trajectoire optimale recherchée .Par
exemple on ne soit rien sur la structure des commutations .

*x On utilisera plutot une méthode indirect .

e Si la dimension d’espace est assez grande .

e Si on a besoin de calculer la trajectoire optimal de maniere tres précise.

e Dans un deuxieme temps ,apres avoir appliqué une méthode direct qui a
donnée une premiere approximation de la solution optimal
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Chapitre 4

Application de la méthode de
Tir pour la résolution de
problemes de controle optimal

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on utilise la méthode de tir pour obtenir une solu-
tion approchée d’un probleme de controle optimal non linéaire. Le probleme
s’agit de controler la propagation d’une épidémie dans une population, et
I'objectif est de déterminer la meilleure stratégie pour éradiquer cette ma-
ladie infectieuse. Les stratégies sont la vaccination et vaccination-traitement
de la population. Pour ce faire, on introduit d’abord le principe du minimum
de Pontryagin pour dériver les conditions d’optimalité qui sont données par
un probleme aux limites non linéaire, ensuite on apllique la méthode de tir
pour avoir la solution de ce dernier.

4.2 Modele épidémique de type Susceptible-
Infected-Recovred (SIR)

Considérons une population touchée par une épidémie que ’on cherche a
enrayer. On note au temps ¢ par :

— 21(t) : le nombre d’individus susceptibles d’étre infectés.

— x5(t) : le nombre d’individus infectieux, qui peuvent contaminer les
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autres.
— z3(t) : le nombre d’individus guéris.
Supposons qu’il y ait un taux de contact constant entre les susceptibles et
les infectieux et qu'une proportion constante de ces contacts entraine une
transmission. Le modele mathématique est donné comme suit :

iy (t) = =B a1 (t) 22(1),
do(t) = Bai(t) w2(t) — yaa(t), (4.1)
a3(t) = v x2(1),

avec les conditions initiales :

Pour les résultats numériques du systeme 4.1, nous utilisons les valeurs ini-
tiales et la valeur des parametres du modele qui sont données dans la Table
4.1, et les résultats obtenus sont représentés sur la Figure 4.1, qui montre
qu’il y a peu d’individus qui sont guéris, et le nombre d’individus suscep-
tibles diminue mais le nombre d’individus infectieux augmente.

N; =20 | Population initiale de z(t), qui sont susceptible

Ny =15 | Population initiale de z5(t), qui sont infectieux

N3 =10 | Population initiale de x3(t), qui sont guéris

£ =0.01 | Taux de changement de la population des susceptibles aux infectieux

v = 0.02 | Taux de changement de la population infectieuse a la population immunitaire

TABLE 4.1 — Conditions initiales et les valeurs des parametres du modele

Dans la section suivante, on introduit le probleme de controle afin d’es-
sayer d’éradiquer 1’épidémie dans la population.

4.3 Probleme de controle optimal

Dans cette section, nous proposons de développer une stratégie efficace
pour controler la propagation de la maladie infectieuse dans une population.
Nous cherchons a réduire le nombre d’individus susceptibles et infectieux et
a augmenter le nombre d’individus guéris. Premierement, nous controlons les
individus susceptibles en développant une stratégie de vaccination optimale,
et la deuxieme stratégie consiste a controler a la fois les individus susceptibles
et infectieux en utilisant la vaccination et le traitement.
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FIGURE 4.1 — Graphe du modele SIR sans controle

4.3.1 La stratégie de vaccination optimale

Pour formuler le probleme de controle optimal qui décrit la stratégie de
vaccination, nous introduisons dans le modele (4.1) une variable de controle
u(t) € Uyg qui est la fraction d’individus susceptibles d’étre vaccinés pour
se protéger contre une éventuelle infection par unité de temps. L’objectif
est de minimiser le nombre d’individus susceptibles et infectieux et le cout
d’application du contrdle u(t). Ainsi, le probleme de controle optimal peut
s’écrire comme suit :

min J(u(t) /0 f( (1) + 2a(t) + u?(t))dt, 4.3

nit ) = (
() = =B ar(t) wo(t) — 21(2) u(d), (4.
o(t) = Bar(t) wa(t) — 7 22(t), (4.
3(t) = v wa(t) + 21(2) ul?), (4.

ot Uy = {utel queu(t) est mesurable, 0 <wu(t) <1, t €0, tf]} est Ien-
semble des controle admissible, et soit X ’ensemble des états atteignables.
Le probleme de controle optimal est de déterminer la fonction vectorielle
x = (z7, x3, x3) € X associée au controle admissible u*(t) € U,y sur inter-
valle du temps [0, ?f], en minimisant la function cout (4.3), i.e

)
)
)
)

i
o Gt

I @ ®) =, min (), u(b). (4.7)
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Existence de controle optimal

En se référant a , on donne les conditions qui assure I'existence de la so-
lution du probleme de controle (4.3)—(4.6). Posons les hypotheses suivantes :
— H1. L’ensemble des controles et les états correspondant est non vide.
— H2. L’ensemble des controles admissibles U,y est fermé et convexe.
— H3. Chaque second membre des équations (4.4)-(4.6) est continument
différentiable.
— Ha4. 1l existe une constante p > 1, wl > 0 and wy > 0 telle que la
fonction objectif est convexe par rapport au controle u et satisfait :

T(u(t)) > wy +wy (| u(t) )" (4.8)

Sous ces hypotheses, on a le théoreme suivant :

Théorme 4.3.1. Si les hypotheses H1- H4 sont satisfaites, alors il existe un
controle optimal u*(t) tel que :

J(u*(t)) = i J (u(t)), (4.9)

sujet au systeme de controle (4.3)-(4.6) avec les conditions initiales (4.2).

Conditions nécessaires d’optimalité

En appliquant le principe du minimum de Pontruagin pour le probleme
de controle optimal (4.3) — (4.6), on dérive les conditions d’optimalité. Soit
H(x(t), p(t), u(t)) la fonction Hamiltonienne définie par :

H(w1 (1), m2(t), 23(t), pr(t), p2(t), p3(t), u(t)) = z1(t) + @2(t) + u’(t)

) x
+ po(t) (Bxq(t) xa(t) — v a2
+ ps(t) U
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oup(t) = (pi(t), p2(t), ps(t)) est le vecteur adjoint, et les conditions nécessaires
d’optimalité sont :

#1(t) = =B a1 (t) 22(t) — 0.521(1)* (p1(t) — pa(1)), (4.11)
To(t) = Bwi(t) 2a(t) — v 22(1), (4.12)
3(t) = yaa(t) + 0.521(t)* (pa(t) — ps(t)), (4.13)
pr(t) = =1+ Bxa(t) pr(t) + 0.521(2) (1) — p3(t)) pr(t) — B2(t) p2(t)

— 0.5z1(¢) (p1(t) — pa(t)) p3(t), (4.14)
Pa(t) = =14 Ba1(t) pa(t) — Boi(t) p2(t) +vp2(t) — vps(t), (4.15)
p3(t) = 0. (4.16)

avec les conditions aux limites :
z(0) =zo, plty) =0, (4.17)

et le controle optimal u(t) est donné comme suit :

u(t) = max {0, min {1, () (pl(? —ps(t)) }} , (4.18)

Ainsi, le probleme aux limites a résoudre est équivalent a :

y(t) = fy(t), 1),
y(0> - (1’1(0), 132(0), 133(0),])1<0), p2(0)7 p3(0>>T7 (419)
y(tr) = (w1(ty), xaty), ws(ty), pa(ty), pa(ty), palts)"

Le probleme de Cauchy associé est :

y(t) = f(y(t), 1),
y(0) = yo = (21(0), 22(0), z3(0), p1(0), p2(0), p3(0))”.

et on définit la fonction de tir suit :

G(yo) = y(ts, yo) — ylty). (4.20)

Résoudre le probléeme aux limites (4.19), est équivalent a déterminer un zéro
de la fonction de tir G(yo).
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Simulation numérique et interprétation des résultats

Pour obtenir la solution du systeme (4.11)—(4.16), on applique la méthode
de tir, et les résultats obtenus sont représentés sur les Figures 4.2-4.5. Sur les
Figure.4.2-Figure.4.4, on a tracé les courbes solutions des susceptibles, des
infectieux et des guéris des deux systemes (4.1) et (4.11)-(4.16), respective-
ment sans et avec controle.

En utilisant la stratégie de vaccination des individus susceptibles, nous
voyons sur la Figure.4.2 que le nombre d’individus susceptibles diminue si-
gnificativement des la premiere application du vaccin. Sur la Figure.4.4, on
observe que la population des guéris augmente. Tandis que sur la Figure.
4.3, les individus infectieux déclinent rapidement. Dans la Figure.4.5, nous
avons tracé le controle optimal qui représente le taux de la vaccination des
individus susceptibles.

= = = avec controle
—*— sans control

Individus Susceptibles

~
-----

Temps (mois)
FIGURE 4.2 — Individus susceptibles avec et sans controle

Dans la premiere stratégie, nous n’avons utilisé qu'une seule variable de
controle, qui représente la vaccination des individus susceptibles. Cependant,
utiliser uniquement la vaccination des individus susceptibles peut étre diffi-
cile pour éradiquer l'infection avec succes, nous adoptons donc une nouvelle
stratégie en prenant en compte une autre variable de controle qui est le trai-
tement des individus infectés, et le probleme de controle optimal peut étre
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FIGURE 4.3 — Individus infectieux avec et sans controle
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FIGURE 4.4 — Individus guéris avec et sans controle

formulé comme suit :

min J(u() = [ (@0)+ vl + RO+ 0N (421)

B1(t) = =B a1 () 22(t) — 21 (t) wa (), (4.22)

o (t) = Ban(t) wa(t) — v wa(t) — 22(F) ua(t), (4.23)

a3(t) =y 2(t) + x1(t) wa(t) + z2(t) uz(?), (4.24)

Ici Upg = { (u1(t), ua(t)), tel que uq(t) and uy(t) sont mesurables avec 0 <
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FIGURE 4.5 — Controle optimal (Vaccination)

up(t) <1and 0 < wuy(t) <1fortel0, tf] } est 'ensemble des controles.

Conditions d’optimalité

En appliquant le principe du minimum de Pontryagin, les conditions d’op-
timalité sont données comme suit :

i1 (t) = —Bai(t) m2(t) — 0.521()* (pr(t) — p3(t)), (4.25)
o(t) = By (t) wa(t) — v aa(t) — 0.525(1)? (pa(t) — ps(t)), (4.26)
3(t) = ya2(t) +0.521 (1) (p1(t) — ps(t)) +0.525(t)* (pa(t) — ps(t)), (4.27)
pi(t) = =1+ Baa(t) pi(t) + 0.521(t) (p1(t) — p3(t)) pi(t) — B x2(t) p2(t)
—0.521(¢) (p1(t) — p3(t)) p3(t), (4.28)
Po(t) = =1+ Bai(t) pi(t) — Boi(t) pa(t) +vp2(t) — v ps(t) (4.29)
+ 0.5 25(t) pa(t) (p2(t) — pa(t)) — 0.522(¢) ps(t) (p2(t) — p3(t)), (4.30)
p3(t) =0 (4.31)

et les controles optimaux sont :

ui(t) = max {0, min {1, () (pl(;) m10) }} , (4.32)

us(t) = max {o, min {1, 2a() (pz(’;) —ps(t)) }} . (4.33)
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Simulation numérique et interprétation des résultats

Les résultats de simulation obtenus pour le probleme de contréle op-
timal (4.21)—(4.24) sont représentés sur les Figure.4.6-Figure.4.9. Dans la
Figure.4.6, nous comparons les courbes de solution pour les individus sus-
ceptibles pour différentes stratégies, sans controle, avec un controle et le cas
avec deux controles. De méme, dans la Figure.4.7, nous comparons 1’évolution
de la population infectée dans le cas sans controle, avec un seul controle et
en présence de deux controles. On constate que lorsque la vaccination et le
traitement sont appliqués a la méme période, le nombre d’individus suscep-
tibles et infectieux diminue fortement des la premiere fois. Ainsi, nous voyons
que la derniere stratégie donne plus de nombre de guéris que 'autre stratégie
comme le montre la Figure.4.8.

Les controles optimaux, vaccination et traitement, sont représentés sur la
Figure.4.9, qui montre que la vaccination et le traitement sont donnés a forte
dose dans les 40 premiers jours pour éradiquer la maladie infectieuse.

= = =2 controles
—©— 1 controle
— * — sans controle

Individus susceptibles

Temps (mois)

FIGURE 4.6 — Individus susceptibles sans et avec contole
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FIGURE 4.7 — Individus infectieux sans et avec contodle
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FIGURE 4.8 — Individus guéris sans et avec contole
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FIGURE 4.9 — Contoles optimaux (vaccination et Traitment)
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Conclusion générale

La problématique traitée dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre du
controle optimal des systemes d’écrits par les équations différentielles. Le
travail est principalement axé sur le principe du minimum de Pontryagin et
la méthode de tir.

Ainsi, apres avoir présenté une synthese sur la théorie du controle optimal des
systemes d’écrits par les équations differentielles, la controlabilité, les condi-
tions d’existence de solutions, les différents principes pour la dérivation des
conditions d’optimalité, a savoir le principe du minimum de Pontryagin et le
principe de Bellman basé sur la programmation dynamique, un état de I'art
sur les méthodes numériques pour la résolution des équations différentielles
que se soit les problemes a valeurs initiales et les problemes aux limites a été
présenté. Puis, 'étude est axée sur les différentes méthodes de résolutions des
problémes de controle optimal a savoir les méthodes directes et les méthodes
indirectes.

Dans ce mémoire, pour obtenir la solution du probleme de controle optimal,
nous avons appliqué la technique indirecte basée sur le principe du minimum
de Pontryagin et la méthode de tir. Le principe du minimum de Pontryagin
donne un systeme d’équations différentielles d’ordre un soumises a des condi-
tions aux limite qui constitue un probleme aux limites a deux bouts, et la
methode de tir pour déterminer la solution du probléme ainsi obtenu.

Pour montrer 'applicabilité de la méthode pour la résolution de probleme de
controle optimal, nous avons traité un probleme de controle optimal d’une
épidémie de type SIR (Susceptible-Infected-Recovered), oi 'objectif est de
déterminer la meilleur stratégie pour stopper la propagation de la maladie
en utilisation la stratégie de vaccination et puis de 1’éradiquer en utilisant la
stratégie de vaccination-traitement avec un cout minimum.

Les résultats de simulation obtenus révelent clairement l'efficacité de cette
méthode pour le traitement de ce type de problemes de controle optimal.
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En perspective, Il est intéressant d’appliquer la méthode de tir pour des
problemes plus compliqués, tel que les problemes de controle optimal avec
des contraintes sur 1’état.
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