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Introduction générale

L’homme a toujours voulu comprendre les phénoménes qui I'entourent,
notamment les phénomeénes physiques, et connaitre les lois suivant les quelles
ces phénomeénes se manifestent. D’autre part ils ne peut pas observer tous les
phénomeénes, le plus grand nombre a été s’échappé naturellement & ses sens,
et I'observation simple ne lui suffit pas pour étendre ses connaissances, pour
cela il est évident d’expliquer les résultats et les faits expérimentaux qui sont
a sa disposition de la fagon la plus correcte, la plus élégante et la plus rapide.

Dés le début du dernier siécle, la physique a subi des révolutions sur le
plan expérimental, qui nécessite un progrés notable pour le développement
théorique de cette nouvelle branche de la physique. Apreés cela avec le début
du X Xe siécle, la mécanique quantique a été élaborée a travers plusieurs
débats entre les physiciens, surtout & cause de son aspect probabiliste. Ce-
pondant, ’excellent accord entre les résultats théoriques et expérimentaux,
la capacité croissante a étudier des systémes quantiques pour étudier, tester
et comprendre plus profondément les phénoménes qui se passent & 1’échelle
atomique et nucléaire.

Parmi les nombreux systemes quantiques nous allons porter notre atten-
tion aux systémes quantiques avec une masse variable qui trouvent notam-
ment des applications intéressantes en physique de la matiére condensée [1].
En particulier, cette situation peut se présenter lors de I’étude des propriétés
électroniques des semi-conducteurs [2], des liquides quantiques [3], des points
quantiques [4]. Suite & I'inclusion d’une masse variable il est important de sou-
ligner que le systéme devient ambigu au niveau quantique et par contre pour
une équation de Schrodinger unidimensionnelle & masse constante, on peut
facilement utiliser I’analogue classique de I’énergie cinétique pour quantifier
le systéme. Cela ne peut pas étre fait pour les systémes dont la masse ou les

opérateurs de masse et d’impulsion ne commutent pas. En effet, le probleme



du choix de l'ordre correcte a été mis en compte.

Dans ce memoire, les systémes de masse variable sont étudiés dans le
contexte de leur quantification, recherche des solutions, et obtenir les fonctions
d’onde et les énergies exactes.

Dans le premiére chapitre, nous essayons de contourner le probléme d’am-
biguité d’ordre en utilisant la forme générale d’Hamiltonien suggéré par Old-
wig Von Roos [5] qui porte des parameétres d’ambinguité, ensuite nous passons
a discutés les différents choix de ces parameétre dans la littératur [6],[7],[8] et
[9] de sorte que ’hamiltonien résultant soit hermtique. Une fois que nous avons
terminé la quantification du systéme, notre tache est d’obtenir une forme tra-
ditionnelle de ’équation de Schrodinger et qui ne dépend pas des parameétres
d’ambiguité, et avant de terminer ce chapitre une discussion s’impose sur le
probléme d’ordre en représentation position et en représentation impulssion.

Dans le deuxiéme chapitre, notre principal intérét est la résolution de
I’équation de Schrodinger généralisé en appliquant la méthode de Nikoforov
Uvarov. Avec deux exemple qui sont ensuite traités dans ce chapitre.

Dans le derniér chapitre, nous considérons quelque concepts essentiels de
la mécanique quantique supersymétrique, en particulier on fait une générali-

sation pour des systémes a mass variable.



Chapitre 1

Hamiltonien généralisé

1.1 Introduction

L’énergie d’un systéeme est décrite par un hamiltonien qui correspond & la somme des
énergies cinétiques et des énérgies potentielles de sorte que I’hamiltonien, dans le cas clas-
sique, prend la forme H(r,p) = T(r,p) + V(r), ou T'(r,p) = #?r) est I'énergie cinétique
avec r et p sont les varaible canonique de position et impulsion. La quantification de cet
Hamiltonien se base sur le principe de correspondance qui stipule que le passage de la
mécanique classique & la mécanique quantique se fait en remplacant les varaibles cano-
niques r et p par les opérateurs position 7 et les opérateurs impulsion p, qui satisfaisant
la relation de commutation [, p| = ¢h .Un point important dans ce cadre concernant la
quantification du systéme dont la masse est variable et la transition du terme cinétique
classique T'(r,p) au termes quantique 7'(7,p), lorsque la masse m(r) dépend de la po-
sition, elle ne commute plus avec 'impulsion, donc il existe de nombreuses fagons pour

généraliser la forme habituelle de 1’énergie cinétique de 'operateur hamiltonien, nous

adopterons la forme générale proposée a l'origine par "Oldwig Von Roos" [5],

Hyn =+ [m® (7) pm” (7) pm (7) + m? (F) pm” (7) pm®™ (F)] + V (7),  (1.1)

W



ol «,f et v sont des parameétres appelés parameétres d’ambiguité de Von Roos, gé-
néralement sont choisis de maniére arbitraire, ils sont liés par la contrainte suivante
a + B+ v = —1. Dans ce contexte, on adoptera differents ensembles des valeurs des
parameétres d’ambiguité suggérés par : Ben Daniel et Duke [6], Li et Kuhn [7],Gora et
Williams [8] et Zhu et Kroemer [9] .

Dans la section suivante, nous allons récapituler les résultats de la Ref [10], et pour
prendre en considération la possibilité d’inclure le cas de Weyl [11] d’une maniére plus

évidente, nous allons utiliser un Hamiltonien effective avec quatre termes donnés par

1
H = m{@ [m=1(7) §° + p*m ™ (D)) +m® (F) pm” (7) pm” (F) + m? (7) pm” (7) pm
+V (1),
Dans ce cas, il existe toujours la contrainte sur les parametres : a«+ (5 +v = —1, et quand

on choisit a = 1, = v = 0 'ordre de Weyl est récupérée, un hamiltonien similaire a été
utilis¢ par Levinger et collaborators [12],[13] .

Maintenant, en utilisant la relation de commutation suivante :

[p, m®] = —iham'm®™! (1.3)

ou m’ (r) désigne la dérivée premiére de la distribution de la masse m () par rapport a
la varible 7.

Nous obtenons les résultats suivants :

(>, m™ =p[m~" p| + [p,m™'] p=ihm™?p, (1.4)
ensuite en mettant les opérateurs d’impulsion p (7) = —ih% sur la droite, nous obtenons
o A B (A A — 2« (9 B a —
i (7) p® (7) p? (7) = o (7) 50 (7) =" (7)
r r

“ (M)}

(1.2)



= Wm"(7) % [vm’” (7 m’ (7 mP (7) + mP (7) m™ (7) %
= h'm® () % {fym’ (7) mP = (F) + mP Y (7) %]

— K2 (F) [,ym// (7;») mbPtr—1 (7;»> + m'2 (F) 5 (’7 - 1) mBHI—2 (F)

(7 S (5 ) 04t ) ()

or

et

= i @) 3 [amt (Yt O 094 0 1)

= B*m’ (7) % [am' (F) mP o (F) + mP e (7) %]
= B*m’ () [am” (7) mP o (F) + m2 (F) a (a + B — 1) mPTe72 (7)
0 0?

+am/ (7) mPTo=t (7) g +m/ (7) (B + a) m? o7 (7) + mPTe (7) ﬁ} . (1.6)

En utilisant la relation «+ S +7 = —1 , puis en éliminant le paramétre § = —(a+vy+1)

nous obtenons :

2 ! 2 "
a A A p
m® (7 pm (7)o (7) = & — by g =y (@ +2) T~ (a k1) T, (L)
2 / 2 "
m? (7) pm” (7) pm® (7) = — —iha—p—a(y+2) — — (y+1) —;,  (L8)

et en remplacant dans (1.2) et aprés les simplification nous obtenons :

1 5 ihm/ (r)
om? 2 m?

H = D+ Uspya (1) +V (1), (1.9)



avec Uypyq (1) est un potentiel effectif qui s’écrit :

h2

Uapra (7“) = —m

[(a+vy—a)mm”+2(a—ay—a—~)m”]. (1.10)

Dans ce cas, ’équation de Schrodinger correspondante peut étre écrite comme suit :

_h_Qd_2\Ij+%2<ﬁ)i\Il+(V(r)+Uaﬁ,m (T‘) —E)lIJIO. (1.11)

2m dr? m?2’ dr
On voit bien qu’une dérivé au premier ordre apparait, dans ce qui suit nous essayons
de trouver la forme habituelle de I’équation de Schrodinger en effectuant le changement

suivant sur la fonction W (r) :

U (r) :m%go(r), (1.12)

d 1 1 m’ d
Su =t 300+ o), (113)
d? 1 [1m” 1m' m' d d?
0 =t [ 0) - e )+ B0+ e ()] ()
en substituant (1.12),(1.13) et (1.14) dans 'équation (1.11) nous obtenons :
h? > R (3.m., m'
~5 2 1)+ o (5(5) - E) @ (r) + (V(r) + Usgya (1) — E)p (r) =0, (1.15)
avec le nouveau potentiel effectif défini par :
R (3.m ., m
= o L2y ) 1.1
Uigs = V() + U 1)+ 1 (50 = ) (1.16)

L’éqution devient :



h? 2
—%ﬁsﬂ(r)ﬂL(Ueff—E)‘P(r) =0, (1.17)

Dans les chapitres suivants, nous nous intéressons & I’obtentions des solutions exactes de

I’équation résultante pour certains potentiels particuliers.

1.2 Equivalence entre les Hamiltonien

Nous avons déja vu que différentes formes de ’hamiltonien sont employées dans la
littérature selon les choix de I’ensemble de paramétres d’ambiguité, nous les presentons

dans le tableau suivant :

a o B Y
Gora et Williams | 0 -1 0
Ben Daniel et Duke | 0 0 -1 0
Zhu et Kroemer |0 | —(1/2) 0 —(1/2)
Li et Kuhn 0 0 —(1/2) | —(1/2)
Weyl 1 0 -1 0

Nous trouvons donc les différentes formes de 1'opérateur hamiltonien correspondants
au différentes propositions résumés dans le tableau précédant.

Le premier cas c’est le choix de T.Gora et F.Williams [8] ont étudies les semi-
conducteurs lentement gradués dont les masses effectives dépendent de la position. Ce
dernier est sous une forme hermétique.

171 1
How = - | —P?+ P?2— . 1.1
av = [P+ P 4V @ (119

Le deusiéme cas c’est celui de D.J.Bendeniel et C.B.Duke [6], ou ils ont étudiés la

pénétration a travers une barriére dans le cadre du modéle de Bethe -Sommerfeld pour



I’effet tunnel d’un électron. la forme adéquate de 'hamiltonien est

17.1.
Hpp = 2 {pap} +V(2) (1.19)
1[.1 1
= Z|p—p+p—p . 1.2
1 {pmerpmp} +V(2) (1.20)

En utilisant la relation de commutation (1.3), nous obtenons :

11 /
p— = —p+ih—. (1.21)
m m m
et
1 1 /
—p = p— — ih, (1.22)
m m m

.1, Lm\
p=—p>+ <zh—2) P, (1.23)
m m

1 m

p=it i (). (1.24)
m m

en poursuivant le méme procédé pour arranger les termes en p de telle maniere a avoir

p a droite, nous partons de

!
—p (m%) = —ih[pm/]m 2
= —ih(m'p—ihm"m' ") m™?
= —ih(m' [pm~%] —ihm"m'~'m?)

1 2

= —ihm' (m™p + 2ihm'm™=°) — B>’m"m'~'m~

!/
= — <z’hﬂ2ﬁ> + 17 (2mPm= — m"m/ " m7?) (1.25)
m

10



en mettant (1.25) dans (1.24) nous obtenons
m/
_ <Zhﬁ) p+ 1 (2mPm= — m"m' " 'm™?) (1.26)

de 1, en inserrant (1.23) et (1.24) dans (1.20) nous trouvons enfin le terme d’hamiltonien

suivant :

=~ N~

1 1
|:_p2 +]52_:| + h2 (2m/2m73 . m//m/—1m72) +V (l’) ’ (1‘27)
m m

qui est équivalent a celui de Gora et Williams, finalement.

111 1
Hpp =~ |=p*+p"—| + Ve 1.28
BD = 7 [mp +p m] + Veff(BD)s ( )
avec
Verpepy = B2 (2m”m™ —m"m~'m™?) + V (z). (1.29)

Q.G.Zhu et H.Kroemer ont étudié dans l'article [9], les régles de connexion d’interface
pour les fonctions d’onde de masse effective & une hétérojonction abrupte entre deux semi-

conducteurs différents.en suivant le tableau précédant la forme de I’hamiltonien s’écrit :

Hzx = %:%ﬁ%}*J/(@
171 ,1 1 ,1
= 1_\/mp\/E+\/ﬁp\/ﬁ]+v(x)
171 1 1 1
- 1| \/er\/mppm}JrV(l’)
11 .1 1 1
= L[ ] Y@, (30

car, toujours par 'utilisation de la relation de commutation (1.3) et par le méme procédé,

11



nous avons les opérations suivantes :

1 1 ih m'
o = ——— P ——— 1.31
VNI (131)

1 1 ih m/
- _am (1.32)

\/mp p\/m 2 ms
en multipliant les deux termes par p, a gauche et a droite respectivement, ensuite par

-L 4 droite et & gauche respectivement nous obtenons :
vm

e M (1.33)
m

= h—H— — 1.34
m? meJmt 2 me (1.34)
par combinaison, nous avons,
1 5, 51 1 1 . 1 .1 thm'  ih . om/
— = Pt PP — P+ =P, 1.35
ptp m mp\/mpﬂ’ mlJm  2m2l T 2 Pme (1.35)

donc :

N e

- ] +V(x), (1.36)

12



il est evidemment qu’il faut arrangé les terme en p, en prenant,

ihAm’ ih A —2
2" m 2
Zh ! A ", 1—1 —2
= —3 [mp—@hm m ]m
R h?
_ _%m/ [ﬁm_z] _’_3m//m/ 1,-2
h ! h2
= () s = B, )
m

en inserrant (1.35) dans (1.36), nous obtenons :

1 1 h?
Hyw = — |:_]32 +]32—] T {hzm/zm:; _ —m//m/1m2} +V(2), (1.38)
m m 4 2

qui est aussi équivalent a celui de Gora et Williams, d’ou

111, o1
Hzx = 1 {Elﬂ +p2g} + Vers(zk), (1.39)
avec
1 2, 12 —3 h2 n_1—1,_ -2
Verrzr) = 1 “m m™ — S mmTm +V(x). (1.40)

Le quatriéme cas c’est celui de T.L.Li et J.Kuhn [7] ou ils suggére un schéma de permu-
tation simple pour construire 'opérateur hamiltonien hermétique utilisé dans I’équation
de masse effectif pour (¢ = 0,8 = v = —(1/2)et @ = 0, et introduit un profil lissé
pour modéliser plus précisément les hétérojonctions et illustre la dépendance du rapport
bande-décalage d’un puits quantique du GaAs — Al,Ga,_,As, opérateur hamiltonien

hermétique particulier utilisé par Li et Kuhn dans le calcul est,

11 1 1 1 1
Hyyg =~ |—P—P+P—P
LK =3\t vm T m Jm

+V(z), (1.41)

13



ol encore, en utilisant (1.35), il vient :

11 ., 51 1[éhm' . dh. m
Hpig=~|—p +p"—| +~ 5 3P~ 5P
m m 2°m

: H | +vi,

de la méme maniére que le cas précédent, nous avons :

1 h?

1(1 1
HLiK — _]32 +p 4z thIQm—?) . _ml/m/—lm—2 + V (37) ’
m m 4 2

4

qui s’écrit

111 1
Hpix = - | =P+ 0°— | + Vesswi
LiK = 7 {mp +D m} + Vesf(rLik),

ou
2
5 N

— —m"m’lmQ] +V(x),

1

on voit que Hy;x est aussi équivalent a celui de Gora et Williams.

Enfin, pour Weyl nous avons :(a = l,a =y =0et § = —1)

111, o1 1
HWeyl = g |:Ep2 +p2E + ZPEP} + V($)7

nous avons déja vu dans (1.27) que

1 1 11 1
- ﬁ_ﬁ — _]52 +ﬁ2_ T hQ (zm/2m—3 o m/lm/—lm—2)
21"m 4 |m m

de 1a, nous déduisons,

HWeyl

1 1
9 {—ﬁ +]52_} 1 4R2 (2m’2m_3 _ m"m'_lm_Q)} +V (2)
m m
2

1 1 I
Eﬁ +]§2E} + 5 (2m’2m_3 _ m"m'_lm_2) +V (),

| H— ool Co|Hr
T 1T 1T 1

1

1 R 51
Hyey = 1 [EPQ +p2g] + Verf(weyl)s

14

(1.42)

(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)

1 1 1 1
Eﬁ + A2E + [Eﬁ + 152E} + 4% (2m”m™ — m"m'_lm_z)] +V (2)

(1.48)

(1.49)



ou
Ver flweyl) = ; (2m’2m_3 — m”m'_lm_z) +V(x), (1.50)
qui est aussi équivalent a celui de Gora et Williams.

Par conséquent, nous avons montré I’équivalence entre les différentes formes de 'opé-
rateur Hamiltonien et qui ont tous la méme forme pour I’énergie cinétique. Les différents
choix des paramétres d’ambiguités engendre donc des termes suplémentaire qui s’ajoutent
a I’énergie potentiel, les potentiels résultants sont généralement appelés potentiels effec-

tifs.

1.3 Probléme d’ordre en représentation (x) et (p)

Considérant un systéme quantique dont la masse de la particule est variable, et comme
il a été déja mentionné dans la partie précédente, un probléme d’ordre sort de fagon
naturel, et selon les différents choix possibles des paramétres d’ambiguités «;, 3 et vy, nous
pouvons avoir différentes formes pour 'opérateur hamiltonien. La question majeur que
nous allons poser dans cette partie c’est : y-a-t il une représentation qui permet d’évité
Pambiguité ? En particulier entre la représentation des coordonnées et la représentation

des impulsion.

1.3.1 Choix d’une représentation

Pour répondre a la question précédante, nous considérons la famille des fonctions
classiques f(z)p,dans la représentation des coordonnées la quantification hermétique peut
étre donné comme suit :

fo @) pfe (&) + 17 (2) pf* ()
2

f@)p— Ja+ B =1, (1.51)

15



en utilisant les résultats de (1.7) et (1.8), on peut voir que 'on obtient :

1 @5s @) = 1 @) p - i, (1.52)
17 #)pf° @) = £ ()5 iha LD, (1.53)
ou encore
FE)DF )+ P @)D E) i (3)
5 =f@)p— 5= (1.54)

ol « + 8 = 1. Le résultat (1.54) montre qu’il n’ya pas d’ambiguité d’ordre dans cette
représentation.

rappelez vous que I'on peut échanger le role de x et de p, pour tomber sur la forme
de la fonction classique g(p)x dans la représentation d’impulsion. Et par analogie avec la

méme procédure,on peut voir que la forme hermitienne de cette fonction ressemble a

9* (6) 29° (§) + 9° (b) 29° () ., Ghdg (p)
5 g(p) i+ 3 dp (1.55)
En effet, considérons I'opérateur
.\ ., ihidg ()
H— 1.

ce dernier peut étre considéré comme un Hamiltonien usuel si nous choisissons la fonctios
g (p) égale a un polynome de second ordre en p, dans ce cas nous aurons un systéme avec
une masse dépendante des coordonnées spatiales m (z) ~ % ceci est un exemple d’'Ha-
miltonien ambigu dans la représentation des coordonnées et non dans la représentation
d’impulsion.

Il serais donc plus util de calculer la fonction d’onde dans la représentation d’impulsion

puis la transformer dans la représentation de coordonnées si nécessaire.

16



1.3.2 Représentation d’impulsion

L’équation de la fonction d’onde indépendante du temps dans la représentation d’im-
pulsion est,

HVY (p) = EY (p), (1.57)

en partant de l'opérateur (1.56) et en prenant en considération que g (p) = p?, nous

aurromns,

=k

. ihdp? R A
— = BV

(p°2 +ihp) W (p) = EV(p), (1.58)

sachant que dans la représentation d’impulsion = = ihdip, il vient que

dv . -
mﬁ# +ihp¥ (p) = EV (p), (1.59)
p
on arrangeant les termes et en intégrant sur les p nous obtenons

¥ (p) = Nexp <% — lnp) : (1.60)

ou encore

s

¥ (p) = N— 22, (1.61)
p

ou N est une constante d’intégration, on voit bien que la fonction d’onde résultant est
non ambigué dans la représentation d’impulsion.

Voyons maintenant comment établir un lien entre la représentation de coordonnées

et la représentation d’impulsion, d’abord, on détermine la fonction au valeurs propres en

représentation impulsion :

PV, (7) = p¥, (2), (1.62)
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on sait bien que

s_hd
P=
Donc
d p
T, (1) = 0, (1),

on obtient donc ¥, () sous la forme,

U, (z) = Cexp (%x) :

La constante C' doit étre déterminée par normalisation

[e.9]

—00

en utilisant la fonction delta de Dirac,

[e.9]

[ e (i (p=r') ) e =28 (p—r)

—0o0

nous obtenons,
[o¢]

/q/;, (2) U, (z) dz = |C|* 2whé (p - p’) ,

ou
1
C = ,
\V2mh
finalement

/\If;, (2) W, (z) dz = |C|? 7exp (2@) dx,

(1.63)

(1.64)

(1.65)

(1.66)

(1.67)



represente la foction d’onde dans la représentation des impulsion, en injectant la relation

de fermeture dans la représentation des coordonées

/ |z) (x| dx =1, (1.68)

il vient,

¥ ) = @) = [0lo) (el o = o (< La) w@dp (1)

la transformation inverse est

¥ (o) = ¥ @) = [ 61— = oo (L) E@a 0

ceci est connu comme la transformation de Fourier et son inverse.
Maintenant nous pouvons calculer sa transformée de Fourier, afin d’obtenir la fonction
d’onde de représentation de coordonnées correspondante.

Pour ¢a nous remplagons (1.61) dans (1.70) :

N todp i (E )
U(x)= —exp— | —+px|, 1.71
) \/ﬁ/m p Pal\p P (L7)

et pour effectuer cette intégration nous séparons l'intégrale en deux section, donc nous

avons par la suite :

N O dp Z(E ) oo dp Z(E )}
U (r) = / —exp—— | —+px +/ —exp—- | —+px |, 1.72
(@) 27rh{ o P AR o P Pa\p P (1.72)

on sait que

exp (i0) = cos (0) + isin (6), (1.73)
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donc l'intégrale de Fourier s’ecrit :

S (s B TC)
LG C o) G )] o

nous avons la fonction f(x) = % est impaire, c’est & dire f(—x) = —f (z) il est alors

évident que 'intégrale de la partie cos (x) est nuls, ils reste juste celle de sin (z) et est

o B[ BGES) e

apres avoir utilisé les identités trigonométriques

données par :

sin (a + b) = sin (a) cos (b) + cos (a) sin (), (1.76)
et

/0+Oo%u {sin (au) cos (S)} = /OJ”’O%u [sin (%) cos (au)] = gjo (2 (a2b2)i> . (L7)

ol Jy est la fonction de Bessel du premier type.

Considérons le chengement de variable suivante :

p = wu,dp=du (1.78)
E
b = % (1.80)

on obtient finalement,

U (2) = 2;];% { /0 m%“ {Sm (au) cos (%) + cos (au) sin <§)} } | (1.81)
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d’ou
U (2) = \/%iNJO (%\/u—Ey) , (1.82)

nous remarquons que la fonction d’onde non ambigué dans la représentation des coor-

données.

1.3.3 Représentation des coordonnées

Dans la représentation des coordonnées, I’équation de la fonction d’onde a résoudre

est,

<mp2dip + z’hﬁ) U (z) = BV (2), (1.83)

en multipiant ’équation (1.83)par (Z)

(@ﬁ%hdi + z’hiﬁ) U (1) = 2BV (z), (1.84)
p

ot nous avons l'ordre de 'opérateur & p? venant d’utiliser

1
0, = 3 (2°papa” + 27palpa”) = &p® — ihp + ayd !, (1.85)
et on sait que T = ihd% et que p = —ih%, donc on obtient
d*V () dV () E
~92 N . N
& — +a s ayV¥(x) = — = TV (x), (1.86)

avec a + 3 + v = 1. On peut noter que si nous faisons la transformation de variable

h? h?
lz] = Ew,dx = Edw, (1.87)
dz h?
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d? d (d d dw d dw
S Y (i (ol I (i 1.
dx? dx (dx) (dw da:') (dw d:z:) (1.89)

_ 4E d (4Ed>_16E2 >

TR dw \ R? dw M dw?

L’équation (1.86) peut étre exprimée sous la forme

2 \” [16E%\ &*¥ h2 4B\ di E\ [ h?
o PENCE (R (VY v (2 (2u) e (L
(4E”) ( A ) a2t (4E”) (fﬂ) dw (h?) (4E“) - (1.90)

PV dy 1
P fw— 4 | - —w | U= 1.91
wdw2+ww+<0fy—|—4w> , (1.91)
PV dy 1
2 SE— —_— —_— 2 —_— p——
T e —|—4(w doy) ¥ =0, (1.92)

’ LN . . A~ Y .
ol w = % |z|, et la deuxiéme parties disparait parceque N' = 0 donc on obtient

U (z) = N, (%\/M) : (1.93)

une fois que E est positif, la compatibilité des solutions issues des deux représenta-
tions nécessite de fixer 'un des parameétres figurant dans 'index de la fonction de Bessel
(v =0 ou v = 0) dans la représentation de coordonnées.

A ce stade, nous devrions dire que 1’on pourrait travailler avec un modéle un peu plus

général, ou 2m (z) = (az +b) .

W (x) = NJy (% ’E GHS)D (1.94)

en choisissant de faire v = 0 , nous concluons que § = 1 — a et on termine avec une
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sous-classe d’opérateurs, compatibles dans les deux représentations.

On = 5 (2°p2'~p + p&'pi) . (1.95)

DN | —

Nous allons montrer ci-dessous qu’en réalité, il ne reste aucune ambiguité car tous les

choix de «a sont équivalents. Pour cela, on notons que,

1
Pt = VapVip +ih (a — 5) P, (1.96)

1
Pt opi = pVapVa — ih <a —~ 5) P, (1.97)

1
O =3 (ﬁﬁ 5+ p i:ﬁ\/§> = Owey. (1.98)

Dans ce cas, nous avons réussi a éviter 'ambiguité des ordres en travaillant dans la
représentation d’impulsion, qui reste toujours vraie si on incluons une énergie potentielle
de liaison dans ’hamiltonien d’origine. De plus nous avons montré que cette quantifi-
cation sans ambiguité correspond & ce que 'on appelle 'ordre de Weyl. Pour illustrer
cet argument en étudiant un exemple particulier ot ’hamiltonien classique & prendre en
considération est :

H = (az +b)p* +V (2), (1.99)

qui est dans la représentation des coordonnées, en utilisant (v = 0 ot v = 0) rend Iéqua-

tion indépendante du temps

PV (r) 2 dV (z)

—h? (ax +b) e T

FV (2)V (2) = BV (2), (1.100)

ouV(zx) = ﬁ + Bx , avec A et B sont des constants.

Noter que nous avons fixé les parameétres d’ambiguité, car nous déduisons que la
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forme du potentiel ne doit pas modifier le choix des paramétres d’ambiguité, et que
ces parameétres ont été fixés lors du traitement du cas libre. En faisant une translation
(z=y-2%) -y =242 donc dv = dy. On peut réécrire 'équation (1.100) sous la

forme

(o D) LA ( — ) @)~ Zuw), oy

a r+2 a

PV (y) hd¥(y) 1[A b E
32 _ (ZaeB(ly=2 /] =_U 1.102
hy i — +a(y+ (y a)) (y) - (y), (1.102)

divisions 1’équation sur h? on obtient

PU(y) 1d¥(y) (A1 B B b E
Vo dy T\ ey TR T Wea) YW Tt W (1109)
_ _ _ bB
noterqueAE?;;;a,BE%,EE (E;;a“)
AV (y) 147 (y) A -
VTR dy , by (y) = EV (y), (1.104)

L’équation ci-dessus présente la solution suivante qui n’est pas singuliére a ’origine

5 1 E 1 -
U(y) = Nygel/EyFi {5 - ﬁ + E\/(a — 1)2 +4Aa? + 1,

1 _ =

—\/(a— 1)2+4Aa2+1;2\/5y], (1.105)
a

ol nous avons défini
_ 1 2 n 2
g:%\/(a—l) +4Aa? + (a - 1), (1.106)

et N est une constante de normalisation.

L’exigence que la fonction hypergéométrique confluente devienne un polynéme impose
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la limitation qui détermine la quantification des énergies propres, de sorte que

; (—% oyfla -1+ 4de 1 1) ——n, (1.107)

Cela nous améne au spectre des énergies suivant

E, = h\/g <(2n +1)a+ \/(a —1)° + 4%) — %. (1.108)

1.4 conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considérer une forme approprieé de 'opérateur Hamil-
tonien, encore plus generale que celle proposer par Oldwig von Roos, c’est une forme
avec quatre termes qui permet d’inclure le cas de Weyl, ot nous avons montrer que les
differents choix possibles des parramétres d’ambiguités nous permetent d’avoir des Ha-
miltoniens équivalents en terme de parties cinétique mais qui différent par rapport au
potentiel dit effectif et qui sera absorbé dans le terme du potentiel.

finalement, un choix possible pour eviter le probléme d’ambguité d’ordre est de faire
I’étude dans la représentation d’impulsion puis la transformer dans la représentation de
coordonnées si nécessaire. Si non, le choix de représentation de coordonnées nécissite de
fixer 'un des parameétres figurant dans la fonction d’onde, ot on peut travailler avec un
modele un peu plus général 2m (z) = (az + b)~", de plus nous avons montré que cette

quantification sans ambiguité correspond & ce que 1'on appelle 'ordre de Weyl.
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Chapitre 2

Résoulution de I’équation de
schrodinger pour une particule non
relativiste a masse variable par la

méthode de Nikoforov Uvarov

2.1 introduction

Diverses techniques ont été employer pour obtenir les énergies propres et les fonc-
tions d’onde correspondantes et qui sont solution de I’équation de Schrodinger. Le choix
d’une méthode particuliére repose généralement sur la forme du potentiel et sur celle
de la fonction d’onde recherché, ou la résolution de cette équation nous fournis toutes
les informations sur le systéme étudié. En effet il est bien connu que toute équation de
Schrodinger unidimensionnelle ou radiale peut étre écrite comme une équation différen-
tielle linéaire du second ordre par rapport aux variables spatiaux, dans ce chapitre, nous
essayons de trouver les solutions exactes de ’équation de Schrodinger résultante pour les
systémes physiques de masse variable dépendante de la position & une dimmension. A

l’aide de la méthode de Nikoforov Uvarov nous essayons de construire les solutions de ces
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équations différentielles avec des fonctions orthogonales spéciales [22]. Dans ce chapitre
nous expliquerons en détail le formalisme mathématique de cette méthode et la maniére

d’utilisation pour traiter ce type particulier de problémes physique.

2.2 la méthode Nikoforov Uvarov

Dans cette section, nous décrivons brievement la méthode Nikoforov Uvarov [23] qui
est proposée pour résoudre I’équation différentielle de second ordre de type hypergéomé-

trique de la forme

HOPNEC
o) Y+ () =0, (2.1)

U (s) +
ou o (s) et &(s) sont des polyndmes au plus du second degré et 7(s) est un polynéme du
premier degré.

Afin de trouver une solution particuliére pour I’équation (2.1), on fait le changement

de fonction suivant :

Vn(s) = Puls)yn(s), (2:2)

partant de I’équation (2.2) on a :
V' (s) = ®(s)yn(s) + Pnls)ys(s), (2:3)
U7 (s) = @ (s)yn(s) + ()90 (s) + D (5)y(5) + Pu(s)yn(s), (2:4)

en insérant les équations (2.3) et (2.4) dans I’équation (2.1) on obtient :

B(s) | F) s (B) T 20

B,(s) | o(s) B,(5) | 7(s) Buls)

nous choisissons la fonction ®,,(s) qui nous permet d’écrire le coefficient de v/, (s) sous

la forme %01‘1 7(s) est un polynome au plus de premier degré. et que ®,, (s) # 0, nous

y'(s) + (2 Jyn(s) =0, (2.5)
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avons :

2"+ _ Tl) (2.6)

=¥ (2.7)

m(s) =5 [7(s) = 7(s)], (2.8)

donc nous savons a partir de (2.8), le nouveau parameétre 7(s) est un polynéme de premier

degré, de la derniére équation nous écrivons

7(s) =7(s) + 2m(s), (2.9)

ou 7(s) doit vérifier la condition (7/(s)(0), qui nous donne les solutions physiquement
acceptables.

Afin de simplifié I’équation (2.5) et le coefficient de y,(s) dans (2.6), calculons tout
) o))
d’abord (%(8)) 2
/ / " /
®,(s) ©.(s)  \Puls)
a partir de (2.7) et (2.10) nous écrivons

- () G)

dans ce cas le coefficient de y,(s) s’écrit en forme plus appropriée en prenant 1'égalité

donné dans (2.7)

n n\5) - (2.12)



ou

G (s) =6 (s) +m(s) + m(s) [F(s) — o’ (s)] + 7' (s)a(s), (2.13)

donc (2.5) s’écrit de la méme forme de (2.1)

" 7(s) 7 (s) _
V) + () + () =0, (2.14)
par la suite nous avons :
g (s) = Aa(s), (2.15)

ol A\ est une constante.

L’équation (2.13) devient de type hypergéométrique

o (8)yn(s) + 7(5)yn(s) + Aya(s) = 0, (2.16)
7(s) = 7(s) + 27 (s), 7' (s)(0, (2.17)

ol le nombre premier indique la différenciation par rapport a s.

Ensuite on cherche une famille de solutions qui correspondant &

1
A=\, = —n7'(s) — §n(n +1)o"(s),n=0,1,2,....., (2.18)

le y,(s) peut étre exprimé en termes de la relation de Rodrigues

B, d’

Yn(s) = o(s) ds" [0"(s)p(s)] (2.19)

ol B,, est la constante de normalisation et la fonction de pondération p(s) représente la

fonction résolvante (fonction poids), qui a été trouvé a partir de I’équation suivante

0 (5) Y () +7(8) Y = —Ayn (5) = () [o(s) o () yn (s)], (2.20)

et p (s) est une dérivé logarithmique dont la soulution est obtenue & partir de I’expréssion
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o) e 220
En définissant
k=X—1(s), (2.22)
on obtient le polyndéme
1., - L., 0 e 2
7(s) = 3 [0'(s) —T(s)] £ 1 [0/ (s) =T(s)]" — 7 (s) + ka| . (2.23)

Comme on a vu précédemment, le polynome 7 (s) est un polyndéme au plus de degré
1, ceci est vrais si et seulement si ’expression sous la racine carrée dans 1’équation pré-
cedente doit étre carré d’'un polynome au plus de degré 1 aussi, et pour cela il faut que
le discriminant de ’expression quadratique sous la racine est nulle, donc les valeurs de &

sont déterminées cela nous permet aussi de déterminé le polyndme 7(s) et puis 7(s)et A.

2.3 Applications

2.4 cas 01

Comme premier exemple, nous considérons une particule a une dimensions dont la
masse décroit ou augmente de fagcon exponentielle, en présence d’un potentiel de com-

portement similaire [10] :

m(x) = mee™,V (z) = Vpe™. (2.24)

Avec c : constante

Hyo = FEo,
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Partant de (2.24) et en insérant dans I’équation (1.15) et (1.16) nous obtenons

E h? e d? h2 e [( N ) 2 2a + ) 2}
= {——eF—-———¢ a —a)c a+vya—a—7y)c
4 2my dz?  4dmg(a+1) 7 7 7
h2
—1—8—%67“02 + Voecx} ©, (2.25)

en multipliant par e“* pour que I’équation ci-dessus devient

h? d? h? c? c? :
Eep={-——————|——(a—2va—a — — Ve 2.26
=1 2mo dz? my {4(@4—1)(@ ya—a=a)+ 8 + Vo™ e, (2.26)
nous définissons € = Z—z (q — %) ,sachant que ¢ = ﬁ(a — 2ya — o — 7). L’équation

(2.26) devient

h 2cx cx
_2_7%@(’0 + (Voe™™® — Ee™)p = ep, (2.27)
Notons que cette derniére équation correspond a une équation de Schrodinger pour une
particule de masse constante sous I'influence du potentiel de Morse [24]. Cependant, nous
ferons une autre modification qui convient pour la mettre sous une forme plus familiére,
celle d'un oscillateur harmonique & barriére centripéte. Ceci est fait en utilisant une

transformation de coordonnées et une redéfinition de la fonction d’onde définie comme

[25]

o= (), () = (df (“))2 (), (2.28)

d’ot, nous trouvons

dx df (u)  du df (u)

dp(r) dp(x) do(z) du <ﬁ)_1 dy (2) (2.29)
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oo () ) e (3 e o

Po(r)  (df\ 7P & Va3 (df\"F 3 (Bf\ (df\7?
o= () lem () 1) () ]X“‘)’ (230

On remplacant (2.31) dans (2.27) nous obtenons

[res <%> 2—z<d—ué> (1) ]xwl

+(%€2cf(u) _ E€cf(u)) <dfd_$b)> : X (u), (2.32)

N

en divisant par (%)7

(59 v = 22 [ [BL(4) -3 (1) (&) o]

<dfd(u )> (%62Cf(U) _ Eecf(“))x (u) (2.33)

et aussi en multipliant par mg, nous obtenons :

o _ P WA AN 3 (N (df
=S T |aw (m) ‘§<W> <du)

N (dfdiu)) (Vomoe® ™ — Emoe?@ — &)}y (u) (2.34)

on pose
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(5 w223 ()

= WT (u) — ET, (235)

ou

(—h—Qd—Q + W (u) — ET) X (u) =0. (2.36)

f(u)=In (u%) , (2.37)
et cela nous amene a
)2
o g ()1
g g(23)-4
W (u) = Vomoe? ™ — Emge™ = Vomou* — Emou?, (2.41)

nous remplacons dans (2.33) et par définision de

demg  h? Emg 2Vomg
= + — Er=——;w =14/ 2.42
g 2 g T 2’ c (242)
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finalement nousobtenons

R
2 du?

+ ("";zﬂ - %) X (u) = Erx (u), (2.43)

sachant que Er est une constante qui prend le role de "I’énergie" dans la nouvelle équation
qui est une équation du type hypergéométrique, donc on peut appliquer la méthode de
Nikoforov Uvarov.

d2 w2 29 2ET

2 _
WX—F —ﬁu + =N + F x =0, (2.44)

en prenant une nouvelle variable s = u?on obtient

£ d . d. dsd . dsd d P
& _dody _dsddsd, ,d & 9.4
a2~ a'a) T s deds) T Yas T e (2.45)

d? d w? 29 2E7
X gt {—ﬁs Tt h_} x=0 (2:46)
d? 1d 1 w? , 2Er 2g
X T aas T e TR e SR X0 (247)
1 1 w? 2Er 29
XX Gy [_ﬁ82 T T ﬁ} x=0 (2:48)

Maintenant, si nous comparons ’équation ci-dessus avec 1’équation (2.1) de type hy-
pergéométrique généralisée avec une paramétrisation de variables réelles s = s(u) nous

obtenons

w? , 2Er 29

7(s) =1,0(s) = 2s,0'(s) = 2,5 (s) = S T st g (2.49)
aprés nous calculons la fonction 7 (s)
1., . 1. e 2
7(s) = 3 [0'(s) —T(s)] £+ 1 [0'(s) —T(s)]" — a7 (s) + ko| , (2.50)



1 1 W, 2Br 2 >
n(s)=512-1 % [Z 21— (s’ + s ) 21{:3} . (251)
1 [w? 2F 1 29]°
T

Et aussi nous cherchons une valeur physique de k, rendant le discriminant de ’expression

sous racine carrée dans la derniere équation, égal a zéro.

2
w? 2B, 1 2
ﬁs + (2]€ — F)S + Z — ﬁ == 0, (253)
Le discriminant égale
2FEp w2 1 29
A=2k— ") —4(5)(5 -2 = :
(oh = 2207 a0y - )y <, (2.54)
2Br, w? 1 2
2F W1 27
T
2~ == [4(—h2 )G~ 72 )} (2.56)
2FE7 w, [1 2¢g|2
ok = 2L 49Xy |2 2 .
=) ;-] (2.57)
en remplacant dans I’équation (2.23)
11 29]®
BT N
m(s) = 5+ {4 hz} =5 (2.58)

donc on peut calculer la fonction 7 (s) = 7 (s) 4+ 27 (s), en prenant en considération la

condition d’état lié qui doit étre établie lorsque 7' (s) < 0.

T(s):2+2{-—— Y (2.59)
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et
7 (s) = —2%, (2.60)

selon la méthode, pour trouver I’équation d’énergie a partir de laquelle on calcule les

valeurs propres de 1’énergie, il faut trouver les valeurs des parameétres
A=Fk+7(s), (2.61)

et

1
A = —n7 (5) — in(n +1)o"(s),n =10,1,2, ... (2.62)

En utilisant la relation A, = X et les définitions de parameétres dans Eq (2.1), on

constate que les valeurs propres sont :

A=k +7(s), (2.63)

Er w1l 292 w
e S e [ 2.64
A= () {4 h2] B (2:64)
et
/ 1 1
A = —n7'(s) — in(n +1)o"(s), (2.65)
w
A = 202, 2.66
n (2:66)
donc pour (2.64) = (2.66)
Ay = A, (2.67)
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o _ Er (&) F _ 2_9]% _ %’ (2.68)

moBy _ VIV Ly L (5+%)
h2c2 he 4 h?
1
R=%) | 2y | °?
moE,  2moVy (—=>=+%)
kel R i 2

N|=

4 h?
E, 2V, 1 2q|2
LR PRSP ET (2.60)
h2c? Jmohc 4 2
avec
5. _ MoE, V2moVy demgy  h? h2( c2) 2 (a—2 )
= W= = —e=—(q——),q= a—2ay—a—).
T 2 ’ c ’ 2 8’ mo q ] »q 4(@“‘1) Y Y
(2.70)
Ce dernier donne
2V,
E, = hey) =2 [2n 41+ v(w, 8,7, a)] (2.71)
mo
avec 1
1 2¢]°2
g =y - 4] (2.72)
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Passons maintenant au calcul de la fonction d’onde normalisée. Premiérement on

cherche la fonction @, (s) en substituant 7 (s) et o (s) dans (2.7) cela nous donne

@, (s) o(s) 2s ’
1
/¢;<s>dsz/%+[i—i—g]z—%sds
®, (s) 2s ’
]
In® = : —d
N 5

Pour faciliter le travail , on pose

B ) L

TR R T

11 1
@n(s):exp/((Z+§€>s_l—§ﬁ)ds,

1 1 1
D, (s) = exp (Zlns—i- ielns— 555) ,

1
+%8 €xXp <_§BS> )

ensuite nous calculons la fonction de poids

T

D, (s)=s

p(s) = %exp(/ﬁds) = %exp(/#s_ﬁsds

7 ()

1
= 2—8exp <lns—|—€lns— gs) ,
1

= 535 exp(—gs),

o (

),

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

Substituant dans la formule de Rodrigues (2.19), les fonctions propres sont données par

la forme suivante :
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yn(s) = Awp™ (5) 7 (0" () p (5],

= L© (—gs) , (2.78)

ou L,(f) sont les polynomes de laguerre associés [26], par conséquent la solution pair de la

fonction satisfaisant (2.2) est :

¥, (0) = | 22T B (—ggf) | (2.79)

'n+e+1) 2 "

2.5 cas 02

L’exemple suivant est celui d’une particule dont la masse est de distribution quadra-

tique en présence d’un potentiel singulier :

A B

crt  cx?’

m(v) = ca®,V (z) = (2.80)

partant de (2.80) et (1.15)et (1.16) nous obtenons

0 = {—E—Qd—2 S [(a 47— 1)ca?(2c) + 8(a — ay — a — 7)*2”]
2cx? dx? 4328 (a+ 1)
multipliant par (cx?) nous obtenons
0 = - et - D+ —ay—a )
+hz2(g(<§>2—%)—F%—FB—ca:gE}ga(x), (2.82)
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nous définissons
2

=—F-»U 3 — 2 2.83
g 2(a+1)[a7+ (@+7)—a+2], (2.83)
et on termine par
d? 2cE , 2(A+g) 2B
ol I R Ry Tl K (284

Par analogie avec le premier exemple, nous appliquerons la méthode de Nikoforov Uvarov

pour résoudre 1’équation précedente.

Nous prenons une nouvelle variable s = u?

d? d  d ds d ds d d d?
—=—(—)=——(——) =2— + 45— 2.85
2 wd) T dmds\dds) ~ 2as T Mg (2.:85)
nous obtenons
d? d 2cF 2(A+g) 2B
d? 1 d 1 2cE , 2(A+g) 2B
o4+ —— bl Sl SIS VA = 2.
i2? T o ast T (25)2 [ w2’ h2x? 2 e 0 (287)
1 1 2cE 2B 2(A+g)
" / 2
— S et % Sy ek L V) R 2.
Pt ot 25)° [ R 2 ©=0, (2.88)

maintenant, si nous comparons ’équation ci-dessus avec 1'équation (2.1) de type hy-
pergéométrique généralisée avec une paramétrisation de variables réelles s = s(u) nous
obtenons

2cE , 2B 2(A+g)

T(s) =1,0(s) =2s,0'(s) = 2,5 (s) = =TS TS T (2.89)



D=

w(s)==[2-1]+ {— 21— (2;—?82 - 2}1—53 - W) + 21‘33} ; (2.91)

2%E °oB. 1 2(A :
+ [—6—32 T2k T)s 4 %] : (2.92)

et aussi nous cherchons une valeur physique de k£ rendant le discriminant de ’expression

sous racine carrée, dans la derniere équation, égal a zéro.

—2;—2Es2 + (2k + Q}i—f)s + (;l - —Z(Ah;r g)) =0, (2.93)
A= (2k+ 271—13)2 - 4(—2;—5)(2 + W) =0, (2.94)
(2k + 1—5)2 = —4(2;—5)(3 + W), (2.95)

2% + 2}1_129 _ i\/—4(2}§—f)(i + W), (2.96)

oh = —2}1—13—2\/—(272—5)(}@), (2.97)

En remplagant dans 1’équation (2.1)

1 2%E 2cE. 1 2(A+g), 2B 2B 1 2(A+g) :

(o= 5 |- oy g+ D - e B g 24D
(2:98)

m(s) = %—i—\/(}lﬂLW) — \/—2;—2Es, (2.99)
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donc on peut calculer la fonction

7(s) =7(s)+ 27 (s), (2.100)

en prenant en considération la condition d’état lié qui doit étre établie lorsque

7(s) <0, (2.101)

T(s)=1+1+2 \/(E—FW)—\/—%S : (2.102)
r(s) =212 V(}W)—,/—?}j—fs , (2.103)

et

7 (s) = —2,/—2;—5. (2.104)

Selon la méthode, pour trouver I’équation d’énergie & partir de laquelle on calcule les

valeurs propres de 1’énergie, il faut trouver les valeurs des parameétres
A=Fk+7(s), (2.105)

et

1
A = —n1' (s) — §n(n +1)0"(s),n=0,1,2,... (2.106)

En utilisant la relation A, = X et les définitions de parameétres dans Eq (2.1), on

constate que ’énergie les valeurs propres de 'oscillateur isotonique sont

A=k +7'(s), (2.107)
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2B 2cE. 1  2(A+g) | 2cE
)\__hZ_\/(_h2)(4+ BN TR

et
/ ]‘ "
An = —n7' (s) — §n(n + 1)o"(s),
2ck
/\n =2n —F,
donc
A = A

2cE, 2B \/_(QCEn 1+2(A—|—g))_\/_20En

h2 )(Z h2 nz

2n

e TN T e

2B 2cE. 1 2(A+g 2cE 2cE
__:\/_( A (h2 Dy

2

(2n+1+\/(i+W)

B1? 2E,
| TV e

172
4B? 2cE, 1 2(A+9)]°?
W (2”+1+[1+T 7

2B?
En:_ )

Ce dernier donne
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(2.108)

(2.109)

(2.110)

(2.111)

(2.112)

(2.113)

(2.114)

(2.115)



2B?

En = - P) ;
cl2n+1+4+v|"Rh?
1 2(A+g)]?
V(a7/87/y7aaA) = [Z+T:| )
h2
- —a+2
g 2(a+1)(4a7+3(a+7) a+2),

(2.116)

(2.117)

(2.118)

Passons maintenant aux calculs de la fonction d’onde normalisée. Premiérement on

cherche la fonction @, (s) en substituant 7 (s) et o (s) dans (2.7) cela nous donne

A+ c
() m(s) 3G+ -y

fes. /M 5,
P, (s)

/ W \/%Sds
/ +\/zl1 A+g \/ 20 ¢

In®,,

®,, (s) = exp

Pour faciliter le travail , on pose

hr

oo [ (11 ) - )

1 1 1
D, (s) = exp (Zlns—i— —clns — —Bs) ;

2Atg) _ F+Mrﬁz %k

4 h?

2 2
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(2.120)
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(2.122)



ensuite nous calculons la fonction de poids

06 = el [ Tas)

- 2—1Se><p(/ 5 LS),

1
= g3, oXP (1n3+51n3— §3> ,

S

_ 1. B
= 38 exp(—§s), (2.123)

Substituant dans la formule de Rodrigues (2.19), les fonctions propres sont données par

la forme suivante :

D () = A (5) 0" (5) ()],

= s°° exp(gs)@ [s”% exp(—gs)} :
e (_§S> , (2.124)

ol L,(f) est le polynome de laguerre associé[26], par conséquent la solution pair de la

fonction satisfaisant (2.2) est :

251-"—6”!

R e

eXp(—ng)Lﬁf) (—§x2> . (2.125)

2.6 Conclusion

Par conséquent, nous avons résolu l’equation de schrodinger pour deux cas une re-
marque trés important nous avons souligné que ’ambiguité figurant dans les exepréssion
des énergies pour cela il est clair que il faut étudié 'effet de I'utilisation de certains ordres

figurant dans la littérature.
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pour le premier cas : En utilisant 'ordre de Gora et Williams (¢ =y =0, = —1) ou
celui du Ben Daniel et Duke (a = a =y = 0), on se termine a une cas v(«, 3,7, a) = 3.
De plus pour les ordre de Zhu et Kroemer (¢« = 0,0 = v = —1/2), Li et Kuhn (a =
0,0 =0,7v=-1/2), et Weyl (a =1, =~ = 0), le terme ambigu v(«, 3,7, a) est zéro.

pour le deuxiéme cas : il est trés clair que 'ambiguité ne peut étre évitée par une
redéfinition de ’énergie du point zéro. Passons maintenant & 1’évaluation des résultats
issus des cas proposés dans la littérature, pour Gora et Williams nous avons v(«, 3,7, a) =
[—% + %—ﬂ %, pour Ben Daniel et Duke v(«, 3,7, a) = [% + %—ﬂ %, Zhu et Kroemer donne
via, B,7,a) = [—;Z - %ﬂé’ pour Li et Kuhn v(a, f8,7,a) = [g + QA}%, enfin pour Weyl

2
1
V(%Ba%a) = [?1+?i_é:|2
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Chapitre 3

Résoulution de I’équation de
schrodinger pour une particule non
relativiste a masse variable par la
mécanique quantique

supersymétrique

3.1 introduction

Dans une nature rendue a la géométrie, il y’a plusieurs genres des symétries cer-
tains qui sont visibles et d’autres sont parfois cachées. Depuis longtemps, la symétrie
joue un roéle important en physique, non seulement dans 1’étude des systémes classiques,
mais aussi elle nous aide a mieux comprendre les phénoménes en mécanique quantiques,
que l'observation d’un ordre dans ce monde microscopique nous conduit a concevoir des
nouvelles symétries .

La supersymétrie est un consept qui a été dévloppé dans le contexte de physiques

élémentaires, comme une symétrie qui relié entre les particules de spin demi-entier (les
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fermions) qui constituent la matiere et les particules de spin entier (les bosons) véhiculant
les interactions [14], en transformant des particules fondamentales en super partenaires
avec la méme masse. Cette symétrie n’a pas encore été observée dans la nature, donc elle
doit étre brisée spontanément. C’est dans le méme domaine que Edward Witten propo-
sait en 1981 un modeéle de mécanique quantique simple pour étudier un mécanisme de
rupture possible pour la supersymétries [15], et la nouvelle idée de la mécanique quan-
tique supersymétrique a été établi, et aprés des recherches les physiciens ont commencé
a comprendre que ce domaine n’était pas seulement un terrain d’essai mais aussi un outil
intéressant et puissant par ses propres idées.

Donc il est devenu évident que la mécanique quantique supersymétrique fournit des
informations plus détaillées sur la méthode de factorisation introduite par Schrédinger
[16] pour résoudre algébriquement le probléme de 1’atome d’hydrogéne, ensuite ont été
généralisés par Infeld et Hull [17] qui ont obtenu une large classe de potentiels exacte-
ment solubles. Plus tard, en 1983 Gendenshtein [18] a introduits le concept d’invariance
qui est une relation entre deux potentiels partenaires, on indique que les deux poten-
tiels ont la méme dépendance dans la variable et ne peuvent différer que dans d’autres
parameétres, pour les potentiels qui satisfont a cette condition, nous pouvons résoudre le
spectre d’énergie ainsi que les fonctions propres de maniére analytique. Cette approche est
devenue trés célébre par sa simplicité & obtenir le spectre des potentiels supersymétriques
algébriquement. Elle est maintenant généralisée et appliquée a la résolution de problémes
avec potentiels non hermitiens, et aussi aux problémes relativiste et non relativiste avec
masse variable. Notez que ces derniéres années, beaucoup d’attention a été accordée a
I’application de I’approche supersymétrique aux systémes quantiques a masse variable.
En 1999, Plastino et al [19] ont étendu les applications de 'approche supersymétrique
pour obtenir des solutions exactes de I’équation de Schrédinger & masse variable et ont
également généralisé le concept de potentiels invariants de forme pour une masse variant
dans l'espace. De plus, en 2003 de Souza Dutra [20] a fait quelques remarques sur la

supersymeétrie des systémes quantiques avec masses effectives dépendantes de la position.
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3.2 Formalisme de la mécanique quantique supersy-
métrique

On se propose maintenant de présenter I’ensemble des outils nécessaires pour définir

la théorie de supersymétrique.

3.2.1 Meéthode de factorisation

La méthode de factorisation consiste principalement & écrire 'hamiltonien H du sys-
téme sous forme d’un produit de deux opérateurs A et AT, qui sont & priori adjoint 1’'un
de l'autre.On commengons avec le hamiltonien général en mécanique quantique unidi-
mensionnelle

n? d?

H: _——— -1
AV (@), (31)

Les fonctions d’ondes W, () et les valeurs propres E,, correspondant aux états liés vérifent
HY, (z) = E, ¥, (x). pour n=1,2,3,.....N (3.2)

Ou N est le nombre d’états liés. L’hamiltonien H peut étre factorisé sous la forme
H=A"A+ E,, (3.3)

Ou Ej est ’énergie de I’état fondamental du systéme et

h d
L A T (3.5)
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ou W (z) une nouvelle fanction, appellée superpotentiel, et les opérateurs A et AT sont

des adjoints hermitiens et la construction de I'opérateur A exige que

AV (z) =0, (3.6)

Uy (z) : fonction d’onde de I'état fondamentale. On définit une nouvelle équation de

Schrodinger,donnée par

H.V, (z)=E, ¥, (v), (3.7)
Tel que
Ho = AtA— <—¢%_m% W (a:)) (%ﬂ% LW (a:)) (3.8)
_ P b i e

A partir de (3.1) on peut écrire

h? d?
= LAV (@), (39)
Ceci nous permet d’identifier
Vo (z) =W?(z) — iiI/V (x), (3.10)

Notez que cette équation bien connue de Riccati. La solution de W (z) en terme de la

fonction d’onde de I’état fondamental est

AVy () =0 — —difv\llo () + W (z)¥o(z) =0 (3.11)
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Une solution de cette équation est

o h W@ N
W(:L’)— \/%\Ifo(.%)_ \/%1 (\IJO( ))7 (3'12)

Cela implique
Uy (x) = Nexp (——/W (x) da:) : (3.13)

Ou N est une constante de normalisation.

3.2.2 Existence d’un hamiltonien partenaire et potentiel parte-

naire

n inversant 1’ordr ux opérateur un nouve miltonien nstrui
E ersant I’ordre des deux opérateurs A et A™, ouvel hamiltonien se construit

que on appelons le hamiltonien partenaire

H, — AA+:(\/i_d%+W(x>) (—\/%%erm)) (3.14)
= h_2d_2 Liw() W (z) R i—l—WQ(QJ)

2md:€2 v om dx

h d? h d
- - 4+ W w?

2mdx2+\/2mda: () + (%),

On définissons
h d?

H =———
+ 2m dax?

+V, (z), (3.15)

Par analogie, on obtient

Vi (@) = W2 (2) + <= W

h
N W (x), (3.16)
V. (x) est appelé potentiel partenaire de V_ (z) et parconséquent H, et H_ sont des ha-

miltoniens partenaires supersymétriques. Donc on peut montrer qu’ il existe des relations

liants les valeurs et les fonctions propres des hamiltoniens partenaires telleque.L’équation
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de Schrodinger pour H_ est
H U, =ATAV =FE, U (3.17)
L’application de H, sur AV conduit a

H, (AU;) = AATAY, = AH U, = E, (AV,)). (3.18)

n n

De la méme maniére, nous avons
H Ul = AATUF = EFTot (3.19)

H_ (AYU}) = AYAATUY = AYH, U = EF (A1T}). (3.20)

Les équations (3.18) et (3.20) signifient que AV, est une fonction propre de H, pour la
valeur propre E. et ATWU' est une fonction propre de H_ pour la valeur propre E . A
partir de ces relations, on en déduit que les valeurs propres et les fonctions propres des

Hamiltoniens H_ et H, sont reliées de la maniére suivante

By = By By =0, (3.21)

et
Ul (2) = \/ B AT, (3.22)
U, (2) = VETAT T}, (3.23)

On voit qu’il est possible de déterminer les fonctions propres de H, par application de
lopérateur A sur celles de H_ et le contraire par I'application de I'opérateur A™ a I'ex-
ception de la fonction d’onde de I’état fondamental qui ne posseéde pas de partenaire
supersymétrique. On remarque que opérateur A (respectivement A1) transforme non

seulement une fonction propre de H_ (respectivement de H, ) en une fonction propre de
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H_ (respectivement deH ) avec la méme énergie, mais détruit (crée) un noeud supplémen-
taire dans la fonction propre. Puisque A annule la fonction d’onde d’état fondamental de

I’hamiltonien H_, de sorte que cet état de H_ n’a pas de partenaire supersymétrique.

3.2.3 Invariance de forme

La détermination analytique des valeurs propres et des fonctions propres de I’énergie
est possible pour un certain nombre de potentiels et une propriété commune de ces po-
tentiels est appelée invariance de forme. Si deux potentiels partenaires supersymétriques
sont invariants de forme, ils ont une forme similaire et différent uniquement par les valeurs

des autres parameétres et un reste. Ceci peut étre exprimé avec
Vi (z,a1) = V_ (z,a2) + R(a1), (3.24)

oll a; est un ensemble de parametres et ay est un ensemble différent de parametres pouvant
étre exprimé sous la forme d’une fonction as = f (a;). Le reste R(a;) est indépendant de

x.

3.2.4 Détermination du spectre d’énergie et des fonctions d’onde

Partons des Hamiltonians partenaires H; et H,, dont les valeurs propres et les fonc-
tions propres sont reliées par la supersymétrie. De plus, comme supersymétrie n’est pas

interrompu, nous savons que

E(()l) (1) =0, \I/él) (r;a1) = N exp <—%/Wl (x; 1) dm) , (3.25)

nous montrons maintenant que le spectre entier de H; peut étre trés facilement obtenu
algébriquement en utilisant la condition d’invariance de forme. Construisons a cet effet
une série d’hamiltoniens Hg, s = 1,2, 3... En particulier, & la suite de la discussion de la

derniére section, il est clair que si H; a p états liés, on peut construire p tels hamiltoniens
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H{,H, ... H, et le niem Hamiltonian H, auront le méme spectre que H; sauf que les
n — 1 premiers niveaux de H; seront absents chez H,. En utilisant & plusieurs reprises la

condition d’invariance de forme, il est alors clair que

22 51
H, = —o5+ Vi (w; a5) + kz:; R (ay), (3.26)

ol a, = f*71 (o) c’est-a-dire que la fonction f est appliquée s — 1 fois. nous comparons

le spectre de Hy et Hgyq, au voit des équation (3.26) et (3.24) on a

22 5
Heyw = ) + Vi (25 a541) + ZR (a)
= o5t Vo(zias) + Y Rag), (3.27)

ainsi, H, et H,.; sont des hamiltoniens partenaires supersymétrique et ont donc des
spectres d’états liés identiques, a I'exception de I’état fondamental de Hy dont 1’énergie
est

ESY =S"R(ay), (3.28)

cela découle de ’équation (3.26) et le fait que E(()l) = 0. En revenant de H, a H,,, etc,
nous finirions par atteindre H; et Hs dont ’énergie de I'état fondamental est égale a
zéro et dont le niéme niveau coincide avec I’état fondamental de 'hamiltonien H, par
conséquent, le spectre complet des valeurs propres de H; est donné par

n

Ey (1) =) R(w), Ey (a1) = 0. (3.29)

k=1
3.2.5 Application a I’OH lineaire

considérons I’exemple d’un oscillateur harmonique linéaire, le traitement algébrique
de cet exemple particulier peut étre facilement trouvé dans n’importe quel manuel de

mécanique quantique comme [27]. Cependant, nous allons présenter ici la solution de ce
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probléme en utilisant la méthode de factorisation basée sur la mécanique quantique super-
symétrique et potentiels invariants de la forme. L’hamiltonien quantique de 'oscillateur

harmonique unidimensionnel est donné par

- h h
_ e R g .
H P+ gmara’, (3.30)

en choisissant i = m = 1 et en introduisant les variables sans dimension

Vai, P = (3.31)

N
I

I
\/a?
(—j; + &2> . (3.32)

a:i(iJr&):i(iﬁJré), (3.33)

devient

at = % (—d% + &) _ L (—z'P + &) : (3.34)

notez qu’ici le super-potentiel est de la forme

N ¢
w(l) == 3.35
)= (3.3
Les opérateurs (3.33) et (3.34) sont construits de telle sorte que

alpg) =0, (3.36)

ol |¢,) est I'état fondamental de 'hamiltonien (3.32) et la fonction d’onde correspondante

©o <6) = exp <_%2> : (3.37)

est donnée par



Pour les opérateurs a et a* les Hamiltoniens partenaires supersymétriques H_ et H,

dans ce cas sont donné par

. 1 . 1
A o=dta=-(-S5+48) -3, (3.38)
2 daé 2
. 1 d? 2 1
Hi =da" =-|-—7+C |+, (3.39)
2 dé 2
avec des potentiels partenaires
A 1 /42
V. (c) = (g‘ . 1) , (3.40)
et
A 1 /~2
V. (c) =3 (g n 1) : (3.41)

dans ce cas, le potentiel initial V' (& ) du systéme sous-jacent et les potentiels partenaire

sont liés entre eux par ’équation suivante

()

Remplacant (3.38) dans (2.32), nous fournit la relation suivante

[V_ <<’) +V, <c>] . (3.42)

N | —

. N
H=a (H_ + 5) , (3.43)

(07
2.De

ce qui indique que I'énergie de I’état fondamental de I’hamiltonien H est Ey =
plus, si on choisit N = H_ = a*a et |¢,) = |n), 'équation (3.43) prend la forme le plus
familier

A " 1
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on N représente le numéro d’opérateur tel que
N|n) =nln). (3.45)

D’apres la théorie de la mécanique quantique, il est connu que 'oscillateur harmonique
linéaire est le seul exemple des systémes invariants de formes en translation pour lesquels

le commutateur

[A,,Zﬁ] - %_(nf) (3.46)

est indépendant de la position. En substituant le super potentiel W (é’ > = \% dans (3.46),
on obtient

[a,a] =1, (3.47)

[N,a} —_&, [N,eﬁ} — &t (3.48)

qui, avec le commutateur (3.47), représente 'algébre de Heisenberg-Weyl bien connue.
Ainsi, le choix évident des opérateurs introduits dans I’équation (3.33) et (3.34), servent

les objectifs d’annihilation et de création avec les propriétés suivantes
aln) =+vnln—1), (3.49)

atn)=vn+1n+1), (3.50)

nous pouvons observer que nous pouvons obtenir le niéme état propre |n) par action

successive de I'opérateur de création at sur 1’état de vide |0), c’est-a-dire

—
Q>
+
~—
3

|n) = 0), (3.51)
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de plus, H et Iopérateur numérique N sont des opérateurs hermitiens et |n) sont des
états propres simultanés de ces opérateurs, donc le nombre d’états |n) sont orthogonaux
et peuvent étre normalisés, en d’autre trmes ces états forme la base compléte et leur

relation de complétude est donnée comme

> In)(n] =1, (3.52)

le spectre d’énergie et les fonctions d’onde correspondantes pour I'oscillateur harmonique
linéaire

E,=a <n + %) , (3.53)

0 (O =\ (-5) . 0) 550

ou H, <é’ ) représente les polynémes bien connus de ’'Hermite.

Il est important de noter ici que toutes les analyses ci-dessus sont valables pour des
systémes exactement quantiques & masse constante, oul nous n’avons considéré que les
systémes unidimensionnels et indépendants du temps, les systémes invariants de la forme
appartenant a la classe de traduction dans le cadre de supersymétrique ininterrompu.
Cependant, dans le présent travail, nous nous intéressons a 1’étude de systémes quantiques

parfaitement résolvables avec une masse effective dépendante de la position .

3.3 Approche supersymétrique généralisée

Par analogie avec la démarche de la supersymétrie pour une masse constante, on
considérons maintenant la généralisation du formalisme supersymétrique a masse va-

riable. Ceci veut dire qu’on cherche a construire un opérateur A et AT qui permettent
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de définir des hamiltoniens partenaires H_ et H, telsque

H =A%A
Et
H+ - AA+
On définit ces opérateurs [21] par
h d
A= —— + W (2),
\/2m (z) dz (@)

o 4 h ;

De telle sorte que

H-= _znfz@dd_; - (mﬁ@)li V- (@),

Qui admit la factorisation

H. = ATA
d h h d
= <_% <—2m (@) + W(aj)) (——Qm (a:)% +W(a;))
e (e N (e
 2m () da? (2m (x)) dx ( om (@) W),

V() = W2 () - (M) ,

2m (x)

On peut écrire

Ou le superpotentiel W (z) satisfait 1’équation de Riccati. De plus, on a

A\IJO (I) = O,

99

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)



Qui permet de difinit la focntion d’onde de I’état fondamental

Uy (z) = exp (—/Z#MW (x) da:) . (3.63)

Par conséquent, la relation entre le super potentiel et la fonction d’onde de I’état fonda-

mental est donnée comme

_ —h, (z)
V2m (2)¥, (x)

L’hamiltonien partenaire H, est défini comme

W (z) (3.64)

H, = AA*
hood d B
= (e o) (i (i) 70
R e (R Yd (e -
 2m(z) da? <2m(x)) dx ( Qm(x)> W)

2RI _( h )( B ) (3.65)
2m (x) 2m (x) 2m (x) 7 '

Hy = —27:(3:)% - (—27:(2:)) % +V, (2), (3.66)

Alors que

Le potentiel partenaire associé V. (x), et est donné par

e W@\ 2w h o\
Vi (@) = W) ( 2m(x)> - 2m (x) ( 2m(x)>< 2m(x)>. (3.67)

3.4 Potentiels invariants de forme pour les systémes

A masse variable

Le concept d’invariance de forme constitue la base d’une généralisation puissante et

élégante de la procédure bien connue de résolution de l'oscillateur harmonique a l'aide
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d’opérateurs de création et annihilation. Un potentiel V' (z; ) dépendant d’un ensemble
de parameétres, on dit invariant de forme lorsqu’il est lié & son partenaire supersymétrique

par la condition d’intégrabilité .
Vo (z;00) = Vi (2500) + R (1) , (3.68)
les parameétres «p sont fonction des paramétres ag

ay = f(a1), (3.69)

et R(ay) est un décalage de potentiel indépendant de x. Les valeurs propres énergé-
tiques et les fonctions propres des potentiels invariants de forme peuvent étre obtenues
de maniére algébrique. Pour ce faire, il faut tenir compte de la hiérarchie des Hamil-
toniens H;(i = 1,2...), ou H;,1 est le partenaire supersymétrique de H;. Les fonctions

potentielles des partenaires supersymétriques successifs de la hiérarchie sont liées par
Vi1 (7505) = Vi (25 041) + R (i) (3.70)

les énergies propres d’un potentiel invariant de forme sont alors données par

n
E,=) R(a), (3.71)
i=1
ol ;1= f(ay),(i=1,....n—1).
Sur la base de notre formalisme supersymétrique pour les systémes de masse non
constante, nous allons maintenant obtenir des potentiels invariants de forme pour une
particule de masse effective dépendant de la position m(x). Nous allons considérer deux

exemples de la condition d’intégrabilité invariante de forme
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3.5 Applications

3.5.1 Premier exemple en présence d’un potentiel de Mors

Notez que 'hamiltonien dans 1’équation (3.27) trouvé par le formalisme supersymé-

trique correspond aux Hamiltoniens de masse effective spécifiques dans ’équation (1.11)

h: d> R /m'\ d
——t = —= | — .72
29 da2 + 9 (m2) dr + [Uaya (z) + V (2)], (3.72)

Avec le potentiel réel V' (z) = Vpe ™,

et Uppya (1) = —% (a+~v—a)mm” +2(a—ay—a—v)m"?

De maniére explicite, il s’agit du Hamiltonien Zhu et Kroemer (a = 0,a = v = —1/2)
R 4 R (m'\ d
HZK = —%@ + 5 <ﬁ> % + [Uanﬂl (CL‘) + V (1’)]
o h? d? n R: (m'\ d
 2mde? 2 \m?) do
+ |- - [(a+y—a)mm"+2(a—ay—a—y)m?| +V ()
4m3 (a + 1)

R d* R (m'\ d h? " 3\

= T omde + o (ﬁ) ar + |:—4—7n?’ {(—1) mm’ + 2 <_Z_l) m ] + V(LE):|
R d* R (m'\ d h? " 9

Hamiltonien de Li et Kuhn (e =a=0,=~v=—1/2)

R d®> R /m'\ d
Hyo = —— = 4+ ()2
LiK 2m de + 9 (mQ) d(lﬁ + [Uocva ($) +V(l‘)]
_ P& Bimyd
N 2mdx? 2 \m? ) dx
h2 "
o - 9 o o o 2
—l—{ I (o 1) [(a%—'y a)ymm” +2(a—ay—« fy)m]+V(x)}

2 d? R /m'\ d K2 1
= gmio s (o) e+ s |(2) e[ v @]
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h? d? B /m'\ d

Hyey = —%@‘F?(W)%"‘[an(@ﬂLv(@]
_ P wm d
N 2m dx? 2 2 ) dx

h? d? h/m'\ d h?
= e s () s | e V)| 65

Dans lequel les potentiels effectifs (pour v(a,7,a) = 0) peuvent étre exprimés sous la

forme supersymétrique

%nz%m@+%w=WW@—CﬁgO (3.76)

Cela justifie 'ordre de l'opérateur dans I’hamiltonien utilisé par de nombreux auteurs
dans le calcul approximatif des états de confinement dans les structures & puits quan-
tiques dans le schéma de masse effective, car le premier partenaire conduit aux systémes
Hamiltoniens parfaitement résolvables dans le cadre de la mécanique quantique supersy-
métrique.

Le Hamiltonien partenaire supersymétrique associé, pour le cas v(a,7y,a) = 1, qui

décrit le Hamiltonien de masse effectif de BenDaniel-Duke (a = o = v = 0),

da m(m'\ d
H = T o 35 o\ 52 avya
BD 2m dz? 2 (m) d:c—i_[UV (z) +V ()]
2 d® B (m'\ d
- _%@_5(5) da
2
+{—ZMS?TU[(a+7—a)mm"—i—Q(a—cw—a—y)m&]—|—V(x)
2da* B (m'\ d
= —————— ] — 3.77
2mdz? 2 (m) dx+v(x) (3:77)

Le second potentiel partenaire correspondant au potentiel effectif de BenDaniel-Duke
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n’intégre pas le terme d’ambiguité est

VBD (l’) == ‘/E)ecm (378)

o (W@ 2aW h o\
= W) (\/%) - 2m (x) ( 2m(:c)>< 2m(:c)> (3.79)

Nous voyons que les deux Hamiltonians partenaires supersymétriques H_ et H, dé-

crivent des particules avec la méme masse effective dépond de 'espace, mais avec des
potentiels différents.

Il existe une correspondance entre les valeurs propres d’énergie des Hamiltoniens
isospectraux H_ et H, , bien qu’elles aient des potentiels efficaces différents.

L’énergie du n — ieme état lié de H_ coincide avec celle du (n — 1) éme état lié de

H. . ce qui est le cas exprimé par ’équation
+>

2V
E, = hc m—o 2n + 1+ v(a,v,a)] (3.80)
0

L’état fondamental de H_ n’a pas d’état associé a H, .

Pour un systéme parfaitement soluble, il est donc évident qu'un choix judicieux de
la masse effective et du superpotentiel correspondant imposerait 1’élimination du poten-
tiel partenaire supersymétrique qui implique toute ’ambiguité. Cela montre clairement
que le choix de la masse efficace proposée par les Hamltoniens dans la littérature est
physiquement acceptable pour le systeme mis en oeuvre

Notons enfin que, de la relation entre le superpotentiel et la fonction d’onde d’état

fondamental de H_
ho W0 (z)

V2m U0 (2)

Il est facile de résoudre n = 0, 1, ce qui satisfait les conditions aux limites requises dictées

W (z) = (3.81)

par la conservation du courant a travers les fonctions d’enveloppe des hétérostructures.
En résumé, en considérant la définition du potentiel effectif qui est la somme d’un po-

tentiel réel V(x) et d'un terme Uarya(x)résultant de la grande dépendance vis-a-vis de
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I’emplacement, et en gardant a I'esprit que le potentiel effectif repose sur I’Hamiltonien

utilisé, nous avons connecté

3.5.2 Deuxiéme exemple pour un oscillateur harmonique

Le cas le plus simple de la condition d’intégrabilité d’invariance de forme correspond

a des potentiels de partenaires ne différant que par un décalage énergétique uniforme [

Va (25 8) = Vi (5 8) + R(B). (3.82)

Dans le cas d'une masse constante, la condition ci-dessus conduit a le potentiel d’oscil-
lateur harmonique standard, Comme nous le verrons, plus de potentiels impliqués sont
obtenus si la masse dépend de x. Remplacement des expressions (3.36) et (3.42) pour les

potentiels partenaires dans 1’exigence d’invariance de forme (3.82) et mettre 4 = 1, nous

20" 1 1)
) — ( o (az)) ( o (x)) = (3 = const. (3.83)

Résoudre maintenant pour le superpotentiel conduit &

obtenons

/!
1 1 1
W)=z | —— +—B/ 2m (x)dx. 3.84
@ =3 ( JW) 50 [ Vem (@) (3.54)
Selon ’équation ci-dessus, pour chaque masse effective m(z), il est possible d’obtenir
un superpotentiel W (z)dont la paire de potentiels de partenaires associée respecte la

condition(3.82), nous considérons une masse dépendante de la position donnée par

m(z) = <O‘”2)2. (3.85)

1+ 22

Cette masse effective vérifie

m (0) = o?, (3.86)
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Moo = lim m(z) = 1. (3.87)

r—+o0

La valeur limite m, correspond au «vrai» masse non usée de la particule. Remplacement

(3.85) dans I’équation (3.84) on obtient le superpotentiel

_ Bz (a—1)

Wir) =— + |Barctant + ——— |, 3.88
@) = Se e P (3:59)
ce qui conduit a la fonction potentielle invariante de forme
Vi) = 2ot Darctanaf? + 121
r) = —|r+ (a—1)arctanz -
2 2 (a + 932)4
x [32' 4+ (4 — 20) 2” — ] — g (3.89)

Dans ce cas, la fonction potentielle est caractérisée par un seul parameétre 3 et la fonc-
tion R apparaissant dans la condition invariante de forme générale se réduit a la fonc-
tion d’identité, c’est-a-dire R () = (5. Par conséquent, l'expression générale des niveaux
d’énergie des potentiels invariants de forme conduit aux spectres de type oscillateur har-
monique

E, = nB. (3.90)

3.6 conclusion :

Dans ce chapitre, nous montrons que tout systéme quantique unidimensionnel de
masse effective posséde un systéme supersymétrique partenaires caractérisé par la méme
dépendance de la masse par rapport a la position, mais avec une nouvelle fonction po-
tentielle. La forme de ce potentiel partenaire supersymétrique V3 (x) dépend a la fois de
la forme du potentiel initial V; (z) et de la forme de la dépendance de masse x. Nous
généralisons également le concept de forme invariance au cas de masse non constante.
Comme exemples illustratifs, nous discutons la relation entre la solvabilité exacte de

I’équation de Schrodinger avec une masse dépendante de la position et ’ambiguité des
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ordres dans 'opérateur hamiltonien dans le cadre de la mécanique quantique supersy-
métrique. L’équation unidimensionnelle de Schrodinger, dérivée de la forme générale de
I’hamiltonien de masse effective, est résolue exactement pour un systéme & masse expo-
nentiellement changeante en présence d'un potentiel de comportement similaire, et les
Hamiltoniens partenaires supersymétriques correspondants sont liés au hamiltoniens de
masse efficace proposés dans la littérature.

A coté de cela, un exemple supplémentaire de 'oscillateur harmonique est pris en
compte en adoptant un ansatz approprié pour le superpotentiel W (zx), il est possible
d’obtenir des fonctions V) potentielles liées a leurs partenaires supersymétriques V5 par
la condition d’intégrabilité d’invariance de forme. Les énergies propres et les fonctions

propres de ces potentiels peuvent étre trouvées de maniere algébrique.
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Conclusion générale

Nous avons traité dans ce mémoire des systémes quantiques avec une masse variable,
qui prend une grande importance car ils ont de nombreuses applications dans divers
domaines de la physique, telle que les modeéles avec structure non homogéne. Ces modéles
avec hétérostructures sont utilisés pour la description des propriétés électroniques des
semi-conducteurs, en physique de la matiére condensée, et dans les théories des puits et
points quantique.

Dans le chapitre (01), nous avons aborder les probléme de reconnaissance de forme
qui concerne le probléme I’ambiguité d’ordre et ’'Hamiltonian qui a été vérifié. La masse
de suggestion a été considérée. les différentes formes de I’Hamiltonien dans la littérature
selon les choix de ’ensemble de parameétres d’ambiguité sont équivalents avec un termes
suplémentaire qui appelés potentiels effectifs. par la suite nous avons déduit une équation
de Schrodinger généralisée par I'hamiltonien effectif généralisé pour un potentiel et une
masse variable en fonction de la position.

des résultats supplémentaireles de choix de la représentation pour eviter le probléme
d’ambguité d’ordre, le premier consiste de faire I’étude dans la représentation d’impulsion
puis la transformer dans la représentation de coordonnées, le second choix concerne de
faire I’étude dans la représentation de coordonnées et nécissite de fixer 'un des parameétres
d’ambguité figurant dans la fonction d’onde, ot on peut travailler avec un modéle bien
appropriée.

Dans le chapitre (02) : dans le but d’étudier les influences de la forme de masse, du
potentiel, et du choix des parametres d’ambigiiité, nous avons considérer un exemples
particulier et nous avons montrer que la solvabilité exacte de 1’équation de Schrodin-
ger généralisé en appliquant la méthode de Nikoforov Uvarov, dépend non seulement
de la forme du potentiel, mais également de la dépendance spatiale de la masse. Dans
I’exemple choisit, nous avons considéré une masse et un potentiel en décroissance ou en
augmentation exponentielle, mappés dans un oscillateur harmonique avec une barriére

centripete.
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Dans le chapitre (03) : nous rappelons tous les ingrédients de I’approche supersy-
métrique, par fois en détail ensuite nous développons ainsi la théorie pour un systéme
général avec masse constante celle de l'oscillateur harmonique et nous montrons com-
ment obtenir son spectre et ses fonctions propres si le potentiel en question satisfait a la
propriété d’invariance de forme.

une méthode de factorisation, basée sur la mécanique quantique supersymétrique ainsi
que sur la propriété utile de 'invariance de forme, pour les systémes a mass variable a
été présentée. Il convient de mentionner ici qu’en raison de la présence de masse variable,
la condition d’invariance de forme s’avére étre différente du cas des systémes & masse
constante. Dans ce cas, il faut veiller au bon ordre des opérateurs en termes d’énergie
cinétique. L’approche de la factorisation nous permet de déterminer le spectre d’énergie

et les fonctions d’onde correspondantes du systéme quantique a masse variable concerné.
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Abstract

this work is a contribution of the study of quantum systems with variable
mass, addressing the problem of order ambiguity with the general
Hamiltonian choice proposed by Von Roos, then we presented an analysis
to solve the Schrodinger equation for the generalized Hamiltonian with
different forms of position-dependent potentials and masses, using the
Nikiforov-Uvarov method where we obtained the energy spectrum and the
corresponding wave functions. In addition, we also used an elegant
method to solve systems algebraically by factoring the corresponding
Hamiltonian. This method is based on supersymmetric quantum
mechanics and the integrability condition, better known as shape
invariance.



Résumeé

ce travail est une contribution de 1'étude des systémes quantiques a masse
variable, abordant le probleme d'ambiguité d'ordre avec le choix
d'Hamiltonien générale proposé par Von Roos, ensuite nous avons
présenté une analyse pour résoudre 1'équation de Schrodinger pour
I'Hamiltonien généralisée avec différentes formes de potentiels et de
masses dépendant de la position, en utilisant la méthode de Nikiforov-
Uvarov ou nous avons obtenus le spectre d’énergie ainsi les fonctions
d’onde correspondant. En outre, nous avons également utilisé une
méthode élégante pour résoudre les systemes algébriquement en
factorisant I'Hamiltonien correspondant. Cette méthode est basée sur la
mécanique quantique supersymetrique et la condition d’intégrabilite, plus
connue sous le nom d’invariance de forme.



