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Introduction générale

Durant le dernier siécle, plusieurs formalismes ont été élaborés pour comprendre la
mécanique & ’échelle quantique, et plusieurs travaux ont connu des succes lors la des-
cription et la compréhension des phénomenes physiques et ceci en adoptant differents
formalismes, parmi les formalismes les plus important nous pouvons citer briévement les
trois suivants :

Le premier est en 1926 c’est la mécanique des matrices, Heisenberg a introduit son
formalisme sous l'idée de considérer la notion de position z et d’impulsion p comme
des opérateurs pour quantifier le mouvement d’un systéme, ou il a utilisé la représen-
tation matricielle pour déterminer les valeurs propres de 'operateur Hamiltonien. C’est
effectivement la premiére théorie de la mécanique quantique, connue sous le nom de
“quantification canonique”.

Le deuxiéme est celui de Schridinger, connu sous le nom de la mécanique ondulatoire,
en 1927 et indépendamment de Heisenberg. Schridinger a formulé une autre approche
basée sur le concept de fonction d’onde pour décrire I’état d’un systéme et par I'utilisation
des équations différentielles relatif & ’Hamiltonien du systéme étudié. Le lien entre les
deux représentations en termes de bases de I’espace de Hilbert a été établi par Dirac, par
la suite.

Un autre formalisme de représentation géométrique basé sur le lagrangien du systéme
connu sous le nom de [ntégrales de chemins. En 1933 Dirac a observé que ’action a un
role primordiale en mécanique classique, qui lui fait croire que le Lagrangien sera plus
utile que I’Hamiltonien pour décrire un systéme physique, il est arrivé a conclure que
I’amplitude de transition élémentaire est proportionnelle a la quantité emp(%S ) o S est
'action classique du systéme [1].

Richard Feynman a introduit sa méthode des intégrales de chemins dans sa theése
soutenue en mai 1942[2] qui est alternative aux méthodes de Heisenberg et de Schrodinger
afin de répondre au besoin profond de la compréhension de la physique quantique [3].

Feynman a inclut le principe de moindre action qui lui permet de donner la solution au



probléme, utilisant un concept mathématique simple, c’est "l’intégrale de chemin”. Cette
méthode dite « Feynman path intégral » [3] a donnée naissance au troisieéme formalisme
de la mécanique quantique ayant ainsi plusieurs avantages distincts par rapport aux
autres formalisme basés sur le Hamiltonien [3, 4].

Le principe de Feynman consiste a poser d’une maniére générale, la phase de I’ampli-
tude correspondant & un chemin donné, est l'action classique le long de chemin divisée
par la constante de Planck h. la somme de toutes les amplitudes obéis a un objet mathé-
matique que 'on nomme une intégrale de chemin, sur laquelle repose tous le formalisme,
et qui n’a cessé d’étre introduit dans divers domaines de la physique théorique[5], tel que
la mécanique quantique relativiste, la physique statistique et la théorie quantique des
champs.

Malgré le succés qu’a connu l'application de la méthode des intégrales de chemin
dans plusieurs domaines de la physique, le formalisme a rencontré des difficultés dans
I’étude de 'atome d’hydrogéne et celui du potentiel coulombien car il n’est pas toujours
facile de trouver une forme Gaussienne pour l'intégrale de chemin, et ce n’est qu’en 1978
que Duru et Kleinert en formuler une méthode appeler transformation spatio-temporelle
qui est essentiellement une reparamétrisation du chemin suivie par une transformation
ponctuelle. Depuis, de nombreux travaux ont été traités et résolus[s, 6, 7, 8|, et ont
donnée plus d’avantage a ce formalisme.

Les transformations canoniques [9] aussi, interviennent de maniére élégante dans ce
formalisme, car nous savons qu’en mécanique classique, pour une meilleure analyse du
mouvement d’un systéme, il est parfois préférable de changer de systéme des coordon-
nées, le moyen le plus adéquat sont les transformations canoniques qui sont connues pour
le changement apporté dans la description de la dynamique d’un systéme dont le mou-
vement est régi par un Hamiltonien & un autre espace régi par un autre hamiltonien.
Le principe de moindre action doit étre vérifier dans les deux systémes, I’ancien et le
nouveau, cette condition est vérifier si et seulement si les équations p¢ — H dans I'ancien

systeme, et PQ —H dans le nouvel espace des phases, doivent étre relier par une fonction



arbitraire des coordonnées, des impulsions et du temps, cette fonction est dite fonction
génératrice. Au niveau de la formulation path intégral, ’expression coincide exactement
avec 'action de l'intégrale de chemin, de ce fait, les transformations canoniques s’ap-
pliquent de facon naturelle. De méme, pour la méthode des transformations canoniques
généralistes GCT [10], ou une régularisation temporelle est ajoutée a la transformation
ponctuelle permettant donc d’étudier des systémes dépendant du temps.

Notre travail dans ce mémoire est consacré au traitement des systémes non relativistes
a une seule dimension dépendant de position et du temps par I’approche des intégrale de
chemin, et nous I'avons subdivisé en trois chapitres principaux :

Dans le premier chapitre, des généralitées sur le formalisme des intégrales de che-
min dans ’espace unidimensionnel, suivi d’une présentation détaillée de la méthode des
transformations spatio-temporelles de Duru-Kleinert pour une particule non relativiste
de masse constante soumise a un potentiel V' (z), suivie par une autre partie ou nous
representons la procédure des transformations canoniques généralisées (GCT) de facon
détaillée aussi.

Le deuxieme chapitre, nous traitons par la méthode de Duru et Kleinert des systéemes
d’une particule non relativiste de masse dépendente de la postion et de potentiel qui pose
un probléme de singularité.

Le dernier chapitre porte sur I’étude des systémes dissipatifs otl la masse et le potentiel
dépendent tous deux non seulement de position mais aussi du temps dans des types
des systémes non quadratiques décrit par une forme symétrique de I’Hamitonien. Et

le traitement se fait par la méthode des transformations canoniques généralisées dite

"GCT",



Chapitre 1

Integrale de chemin pour une
particule non relativiste de masse
constante dans les systémes

unidimensionnels

1.1 Introduction

L’intégrale de chemin est un outil mathématique puissant pour ’étude de la mécanique
quantique, car elle met en correspondance de facon trés explicite les deux mécaniques
classique! et quantique [11], oti le concept essentiel dans cette approche est le propagateur
qui contient toutes les informations sur le systéme étudié .

Dans ce chapitre, on va parler plus généralement sur le traitement des systémes de
particule non relativiste de masse constante a une seule dimension, ot nous introduisons
deux techniques trés importantes en intégrales de chemin, la premiére c’est des trons-

formations spatio-temporelles de Duru-Kleiner [5], et la seconde c’est la méthode des

'basée sur des notion classique comme Lagrangien et I’action classique



transformations canoniques généralisées[10)].

1.2 Formalisme des integrales de chemin

1.2.1 Le propagateur

Considérons une particule de masse m dans un systéme a une dimension allant d’un
point A(xa,ts) au point B(xp,tp) ol en mécanique quantique elle peut suivre 1'un
de l'infinité de trajectoire, a la différence de la mécanique classique ou il n’y a qu'une
seule trajectoire de A & B. L’amplitude totale de probabilité de transition du point A
au point B est appelée propagateur (kernel )K (B, A) qui peut étre exprimé comme la
somme sur tous les chemins possibles reliant les points A et B [12], ou c’est la somme

des contributions de chaque chemin.

KB, A= )  Ulx() (1.1)

tout les chemins
de Aa B

Chaque trajectoire associée a une contribution qui posseéde une phase proportionnelle

a l'action

¥ [o(1)] = Nexp {%sc [x(t)J] (1.2

N est une constante de normalisation, et S¢ c’est ’action associée au chemin C' .
L’action S¢ varie d’un chemin & un autre, et comme les chemins sont trés proche on
peut remplacer la somme par une intégrale, alors nous obtenons ’expression du propa-

gateur :

z(tp)

K(B,A) = /

.’E(tA)

Da(t) exp [—SC [x(t)]} (1.3)

ou Dz(t) represente la mesure.



Forme discréte du propagateur

L’évoution d’un systéme de point a la position x4 au point xp entre les temps t4 et i

est gouvernée par le propagateur qui a été définit par Feynman [3] de la fagon suivante :

z(tB)

K@@JBJMJ@::/‘ Dm@ymp{%[fz¢u¢¢m4 (1.4)

x(t )
ou
T=tg—1ta
L : le Lagrangien de systeme donné par :
u@@w:%ﬁ—vw) (1.5)
en subdivisant U'intervalle de temps 7" en (N + 1) intervalles élémentaires égaux
e=(t, —th_1) = (NT—H),avec N — o0, alors :
T=(t, —th1)(N+1) (1.6)

et en utilisant les notions habituelles

Ty, — T
AT, = Tp—Tp1, T=—4 n-l
2
tp = tny1 , ta=to
rp = x(tny) , wa=x(to)

Le propagateur prend la forme suivante :

] [ fanen]d (] 0

K(ﬁB,tB;QfA,'[JA) = lim

N—oo

avec Ay Daction totale



N+1

Ay = Z [g(ﬁxn)z — 5V(a:n)} = /OT EmﬁcQ +V(x, t)] dt (1.8)

n=1
Propagateur dans 1’espace des phases

L’étude d’évolution d’un mouvement d’une particule soumise & un potentiel V(z) de
position 4 en t4 & xp a l'instant tp est décrit par le propagateur définie a ’aide de
I'opérateur d’évolution [13] tel que :

A

K(zp,tg:wa,ta) = <:ch ‘U(tB _ m‘ g;A> Oty — t4) (1.9)

O(tp — ta) est la fonction de Heaviside :

1 pour itg >t
Oty —ta) = PO I ta (1.10)
0 pour tg <ty

En divisant 'intervalle de temps en N+1 intevalles infinitésimaux égaux T = e(N+1),

allors on peut décomposer 1'opérateur d’évolution en (/N + 1) opérateur élémentaires :

K(xp,tg;xa,ta) = <xB ‘U(tNH —t ) U (ty — ty_1) . Ulty —ta). Uty — to)‘ :;;A>
(1.11)
avec tp=1Itny1 , ta=1g
Il suffit d’insérer N relation de fermeture entre les opérateurs d’évolution infinitési-

maux

+oo
/ dxy, |x,) (T, =1, n=1,23. (1.12)

On peut écrire le propagateur sous la forme d’un produit de N + 1 propagateurs

élémentaires



N N+1 R
K(I'Ba tB) LA, tA) = ]\}lnéo H dwn H <xn| U<tn - tn—l) |xn—1>
X0 n=1 n=1

N N+1 i
K(zp,tg;xa,ta) = A}im [T [ dz, ] (@n]exp <_ﬁ8H) |zp_1) (1.13)
TP p=1 n=1

tel que :

A

H="T(p,t)+ V(x,1) (1.14)

~

H  représente 'opérateur Hamitonien de la particule .
T(p, t) est 'opérateur énergie ciétique.

V' (x,t) est opérateur énergie potentielle.

Pour ¢ trés petit, on peut appliquer la formule de Baker-Hausdroff [5]
—ieH —ieV f?ET 7252)2 (115)

ou 'opérateur X représente le développement suivant :
o lra - ef11A [~ - 1rA 21 -
X:—[V,T}—— —[V, [V,TH——HV,T],T] 1.16
> 7 (6 3 * (1.16)

Si on néglige les termes d’ordre supérieur ou égal 4 £2, et on injecte les relation de

fermeture suivantes

/_ da, ) (20 = 1 /_ " d, [Pn) (Pu| =1 (1.17)

o0 o0

et prenant le produit scalaire :

I’expression de I'opérateur d’évolution infinitésimale s’écrit :

10



. R _['_m iA
(2] exp (—%eﬂ) Tt} = / da (o] <7 )

[e.9]

+oo d ) N
pn l[pn(xfivn—l)faT(pnytn)]
X h 1.18
/_OO oth (1.18)
avec ’élément de matrice :
(@] e iV |z) = 0(x, — x)e_%v(x’t") (1.19)

i

(| Ut — tn) [2m1) = /+°° ;lf:% exp {h [pn(x ) —€ [T(pn, tn) + V(an, tn)m
- (1.20)

par remplacement de (1.20) dans (1.13) la forme finale de propagateur donné comme :

N N+l Hoo g, i
K(xzp,tg;xa,ta) = lim [ [ dz, [] 57 XP —An (1.21)
0 p=1 n=1J—co mh h

ou Ay est 'ation exprimée sous la forme discréte par :

N+1

Ay =7 [pale = wa1) = & [T(ata) + Vi, 1) (1.22)

n=1
On définit la foction de Green G(zp,x, F) comme étant la transformée de Fourier

de propagateur K(zp,tp;xa,ta), nous obtenons :

G(wBax/bE) = / dTeXp (%ET) K(-I'B,tB;fEA,tA)
0

o0 N N+1 dpy, Z'AE
_ /0 a7 Jim ] [/dxn] nll/ {%h} exp AL (1.23)

11



avec
N+1

Al = Z [ (T — 2y 1) — € [T(pn,tn) + V(zy, t,) — EH (1.24)

n=1

1.3 Procédure de transformation spatio-temporelle

La fameuse technique de Feynman des intégrales de chemins a rencontré des diffi-
cultés pour le traitement d’un certain type de potentiel, tel que le potentiel coulombien
relatif & 'atome d’hydrogéne, qui empéche la résolution par I’approche des intégrales
de chemin, les travaux de H.Kleinert et I.Duru dans les systémes qui représentent des
singularités a l'origine permettent de solutionner ces problémes.

La méthode de transformation spatio-temporelle utilisé résume une reparamétrisation
de 'espace-temps, et elle apporte des corrections qui manifestent au niveau de ’action

comme un potentiel effectif de nature purement quantique.

1.3.1 Fonction de Green

L’évolution d’un systéme de particule non relativiste déplace d’un point de position
xaenty axpentp dans le potentiel V() décrit par le propagateur de Feynman qui est

donné par sa forme continue

K(xp,tg;ra,ta) = /Da:(t) /Dp(t) exp {% (pt — H) dt} (1.25)
avec "Hamiltonien

H = . +V(x) (1.26)

2m
Les systémes ot le potentiel forme des singularité compliquent la résolution par le for-
malisme des intégrales de chemin qui devient pas possible, dans ce cas il est nécessaire de

faire intervenir la transformation spatio-temporelle aux calculs des intégrales de chemin.

En commencant par écrire 'opérateur résolvante R multipliée & gauche et a droite

12



par les fonctions f,.(z) et fi(x) ou plus généralement :

- uh

R= frmﬁ (1.27)

fl et fr sont des fonctions arbitraires appelées les fonctions régulatrices, qui sont
choisies d’'une maniére appropriées, tel que f.(z)f;(x) = f(x) avec une reparamérésation
des chemins définie par dt = f(x)ds.

En exprimant I'opérateur R dans la représentation de Schwinger[15], la fonction de

Green' s’écrit :

ih
fl (E - -H)fr

i

= (@) fi(wa) [dS (wp| e iS50 @THV=E @) 14y - (1.28)
0

G(rp, 24, E) = (5| Rlza) = (z5] f, fi |za)

Nous remarquons que la nouvelle forme de potentiel au niveau d’expenentielle ne
représente pas une dévergence par la suite. Dans ce traitement on construit la fonction
de Green, d’abord, subdivisant I'intervalle de temps S en (IN+1) intervalles infinitésimaux
tel que S = &(N + 1), et en insérant N relations de fermetur [ dz, |z,) (z,| =1, nous

obtenons :

N

GlomanB) = Jim Jasf(on)ften) |11 [ an]

n=1
N+1 . 2
x [ (zn|e #50 (@) (Gm+V(@)=E) fr (x) ESY (1.29)
n=1
Introduisant (N + 1) relastion de fermeture de forme [ dp, |pn) (pn| = 1, et en ef-
fectuant 'integrale sur les variables p, , nous obtenons la forme final de la fonction de

Green

lexprime amplitude de transition pour une énergie fixe.

13



NI

N+1
G(ZL‘B,JL'A,E) = [fr(*rB)fl(xA 4 hm H |:27mh5:|

dz,, n . N+1 Axn)
[H/ /—] p{hzlzes Tn) [ @)

—&. (V) = E)WF @) fwa)| } (1:30)

1.3.2 Transformation ponctuelle et corrections

Le but dans cette partie est de mettre le terme cinétique sous sa forme standard, nous

effectuons alors une transformation de coordonnée x — ¢ tel que :

x = h(q) (1.31)

d’ou

dx = h'(q)dq (1.32)

Le choix approprier des fonctions régulatrices fi(z)et f,.(x) est permet de dériver des
correction au niveau de la mesure, ’action, et du préfacteur, ces correction sont effectuées
autour du poste point & ’aide de développement de Taylor. En cosidérant le cas générale
ou fi(x) et f.(x) ont la forme la plus générale fi(x) = 1= (z) et f.(x) = fA(x) avec A

est un parameétre arbitraire, et en considérant les notations suivantes

1
€1 = h = —,€Ey = hll,€3 =hn".. (133)
€
La correction sur la mesure :
Le developpement de (Az) donne :
1 2 1 3
Ax, = e Nq— 562Aq - éegAq + ... (1.34)

14



Le Jacobien du a la transformation

1
J = €1 {1 — é@gAq + §é€3Aq2 + } (135)
on déduit alors la correction
_ 1_ 9
Cresure = —€€3/Nq + éeegﬁq + ... (1.36)

La correction sur 1’action :

A partir de de (1.34) on a

1 1
(Ax,)? = 2N {1 —e1eaNq + |:§é€3 + Z(éez)ﬂ A+ } (1.37)
Puis plusieurs developpements de la forme f,.(z,-1), m, nous trouvons pour

I’action la correction suivante

Coaction = %(AQ)Q {_ ((éez) - )\L,) Aq+

h  2e, f
%663 + 3(662)2 + % ( j;;/ + AN+ 1) (?) ) — )\é@gf%] (Aq)2}
N2 4 N\ 2
—%(i’g ((662) - x’%) A+ ... (1.38)

La correction sur le préfacteur :

Aprés le developpement de Taylor de la fonction f,, ; et un suite de calcule par
considération le développement de la forme (1 + x)",on obtient le terme de la correction

diie au préfacteur sous cette forme :

o= (4-3) (o) 3G G (Y s

On tenir compte 'expression des valeurs moyennes

15



(Ag)™) = (ZE) (2n — 1)!! (1.40)

la correction totale trouvé est :

ihes (1R 3 (B"\?
Cr=— - (ZF — g <W) > (1.41)

1.3.3 Potentiel effectif :

La correction totale se manifeste au niveau de ’action comme un potentiel effectif en

h? qu’il prend la forme suivante :

w2 (1Rp" 3 /R 2
Vert = = \ 1w 8 (F)

Finalement, la fonction de Green s’écrit comme :

Glapaa ) = [filea)fi(es))? Jim OOdSH{ m ]

N—oo J 2mihes

. N+1

H/dqn exp { 5 Z { m(8a)” gs (V@) + Vegs — E)] }1-42)

1.4 Transformation canonique généralisée

Les systémes physiques dépendants du temps sont difficiles & traiter et a résoudre
par la méthode de Schrodinger, il est nécessaire d’utiliser d’autre méthode d’une facon
de mettre la résolution est moin difficile , ol la méthode de transformations canoniques
généralisées [10, 16], est adéquate pour traverser cette difficulté. Nous avons construit le
propagateur pour la premiére transformation canonique suivie par une nouvelle construc-

tion apres la deuxiéme transformation canonique.
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Les transformation sont définies par :

x = Qp(t/to) ) b= p(t/to)

ds 9
= = p ¥t
o =P (t/t)

p(t/to) : fonction arbitraire sans dimention

1.4.1 Propagateur

(1.43)

(1.44)

Le propagateur dans le formalisme des intégrales de chemin s’écrit sous cette forme

K(zp im0 t) :/Dx(t)Dp(t) exp{%/t;f (pis — H) dt}

(1.45)

En suit apres la subdivision de l'intervalle de temps et 'injection des relations de

fermeture et 'utilisation de la prescription du mid-point mettent le propagateur comme

1 i et dpn

n=1

avec
H = % + V(z,t)

x, = x(ty)

tr—t;

E=typ —th1 = N

1.4.2 Premiére transformation canonique

N+1
. Tn+Tp_1 tnttp_—1
% Z pn(wn—ﬂfn—l)—aH(Pn7n+1n+)

}

(1.46)

Lors de cette transformation, le systéme passe de coordonnées (z,p,t) a (Q, P, t)
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F2(‘T:P7t)

(z,p,t) "= (Q, P,1)

et elle été effectuée a partir d’'une fonction Fy dite la fonction génératrice [9]

La transformation définie par :

P
r=Qp(t p=—= (1.47)
" o
avec
x
Fy(z, P,t) = P—— = PQ (1.48)
(B =P
en utilisant
oF, P 0F;
_ g2 _ b - = 1.49
P= o T Q=2p (1.49)
0F;
H=H + —= 1.50
+ (1.50)
. dF
pr — H = PQ—H—FE (1.51)
oi F' = —PQ + F5, et danc F' est nulle.
L’Hamiltonien du systéme se transforme comme :
P? PQp
= — V t 1.52
5~ e+ V(Q.) (152
laction aprés la transformation s’écrit sous cette forme :
ty
A= [ - HGp oy
t;
ty ) PQp P2
= PQ— (- V t dt 1.53
/ {Po- (<52 o i vian) ) (153)
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Et finalement le propagateur se transforme comme suite :

1
K(zs tpx,t) = (pp)é/DQDP
il f

. P po;
_ exp{;—i/ti {PQ— <2mp2 - tip—i—V(pQ,t))}dt} (1.54)

1.4.3 Transformation temporelle

La forme de terme cinétique dans (1.54) est inadéquate dans laquelle le terme de
masse est variable, pour le rendre constante il est necessaire d’utiliser la transformation

temporelle ds = p~2(t/to)dt & ce niveau,le propagateur obtenu est :

K(xfatf;xivti) =

1
_ | DQDP
(pipy)? /

i (o . [P? PQZ
exp{ﬁ/&. (PQ‘ <% "
52V <,5Q /sﬁ2 (%) da>)) ds} (1.55)

N ti  do ty  do At At [ s
ou S; = DSy = c: AS=s5,—85, 1 ===t =5t(n
=" = PAE) L N

(=)

1.4.4 Deuxiéme transformation canonique

Le propagateur dans la derniére expression n’est pas sous sa forme standard a cause
dp

de la présence du terme %ﬁdt au niveau de terme cinétique, une deuxiéme transformation
été effectuer pour le ramener a la forme standard
On pose :
p_p_ " (1.56)
top
Q=0Q (1.57)
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pour la fonction génératrice utilisé :

.
_m*F

Fy(Q, P, s) = PQ 2oy (1.58)

alors, le nouvel Hamiltonien s’écrit :

H =H(Q,P,s) = L + %mQQQQ + 9V (ﬁ@ /SpQ <tz) da) (1.59)
0

2m

ou )
d’p dp _
oL@t _,(E) | _rdp (1.60)
2| 5 5 2 42 '
0 P P 0

Finalement, le propagateur s’écrit sous une forme standard

1 im (2 4y
K ty; i, ty) =——— |, - 4t )2
(xf’ e ) (pipf)% P 2htg Py Qf Pi @

/DQDPexp {% /f (PQ-7(@Q.P.5)) ds} (1.61)

1.5 Conclusion

Le formalisme des intégrales de chemin est une approche quantique qui s’appuie géné-
ralement sur des notions de la mécanique classique, tel que I'action, comme nous ’avons
vu en premier lieu. En deuxiéme lieu nous avons présenté la méthode de transformation
spatio-temporelle qui peut résoudre les problémes ayant des potentiels singuliers dans
les systemes des particules non relativiste. Troisiement nous avons exposé une méthode
plus adéquate pour I’étude des systémes dissipatifs dite la méthode des transformations

canoniques généralisées.
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Chapitre 2

La méthode de Duru-Kleinert pour
un systéme de masse dépendante de

la position a une dimenssion :

2.1 Introduction

Le mouvement d’une particule dans un potentiel périodique, représentant (en
physique du solide) le réseau cristallin, est assimilé au mouvement d’une particule libre
avec une masse effective, qui dépend essentiellement des caractéristiques du réseau. Si
I’échantillon est composé de plusieurs parties représentant différents matériaux, la masse
prendra évidement des valeurs différentes dans chaque structure. Pour cela, les théoriciens
esseyent de trouver différents modeles pour la distribution de la masse comme fonction
de la position et essayant de trouver des solutions aux équations de Schrodinger, Klein-
Gordon et Dirac. Vu, la difficulté et la complexité du probléme, on se limite souvent a des
modeles & une dimension, en choisissant des potentiels connus en mécanique quantique,
auxquels on associe des distributions de masse appropriées de telle sorte que ’équation
étudiée peut étre ramener, par des transformations adéquates, & une équation équivalente

qu’on peut résoudre par les méthodes usuelles.
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En ce qui nous concerne dans ce travail, nous allons discuter le probléme de la masse
variable dans le cadre non relativiste par ’approche des integrales de chemin, en partant

d’un hamiltonien quantique bien symétrisé.

2.2 Fonction de Green et dérivation du potentiel ef-

fectif

On considere un déplacement d’une particule non relativiste de masse variable m =
m(z) de point A (position z4) au point B (position zg) entre les instants fixes t4 et tp.
Dans 'espace des phases, on écrit I'amplitude de transition entre le point A et le point
B exprimée par la fonction de Green G .

Considérons 'opérateur G solution de ’équation suivant :

A ~

(E — H)G =in (2.1)

ou H est 'Hamiltonien de systéme :

H=T+V(x) (2.2)

telque : T' ’énergie cénitique et V' (x) I’énergie potentiel.

Supposons que le potentiel V' (x) est aussi compliqué qu’un traitement de tell probléme
par l'intégrale de chemin ne soit pas possible. Souvent, on fait appel au transformation
de coordonnée © — ¢ tel que © = F(q) accompagnée d’une transformation temporelle
t — s définie par dt = f(x)dS.

Introduisant les fonction régulatrices f, etf; de maniére que 'opérateur G devient :

G=f— (2.3)
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telque :
f() = fi (@)f; (2)

La fonction de Green G(zp, x4, E) s’écrit comme :

R ih
G(rp,za, B) = (zp|Glra) = <$B|frmfl |7 4)

= (25|Ur(sp — s4) |74)

= fo(wp)fi(za) [dS (wp| e T30 @THV=EU @) |5 )
0

on U £(S) est I'opérateur pseudo-temporel d’évolution défini par :

~

Up(S) = frla)e # WU C) f ()
Subdivisons 'intervalle du temps S en (N + 1) intervalles infinitésimaux :
S=sp—54=(N+1)e

alors

N+1

G(:EB,ZEA,E) _ hm defr l’B)fl(l’A) <CUB| (e Lteofi (2)(H-E)fr (x )) |5EA>

*)OOO

Injectons N relation de fermeture [ dz, |z,) (x,| = 1, on obtient :

Glap.waB) = lim [dSf,(xs)files) [ﬁ / dxn]

N—oo 0 n=1

N+1
« H < \e tesh (@)(H-E)fr (x )|33n71>

(2.4)

(2.9)

(2.10)

En raison de la non commutativité des opérateurs & et p et dans ce systéme de masse

variable, ’'Hamiltonien hermitique imposé est :
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H = [m(x)*pm(x) pm(x)” + m(x) pm(x)’pm(z)"] + V() (2.11)

]

ou les parametres a, 3 et v satisfait la relation suivante' [14] :
a+fB+vy=-1 (2.12)

On considére 'Hamiltonien suivant ou les parametres sont fixés & : @ = v = 0 et

B=-1

H =

1 1

L pm(z) " tm(z)~tp (2.13)

1
p——p+V(z)= 5

1
2" m(z)
Pour surmonter le probléeme d’ordre aparant dans la forme de ’Hamiltonien nous utilisons

les propriétés de la commutation canonique suivante :

[p, m(x)*] = —iham' (z)m(x)*! (2.14)
donc :
. _1 ih _3 1.
pm(x)~2 = 5 (x)ym(x)"2 +m(z) 2p, (13.a)
@) 4 = =Sl @pm(e)E +pm) 3, (1)

remplacant ces deux derniéres relations dans I’expression de ’'Hamiltonien .On trouve :

[(%m%x)mmhmm%ﬁ)( St eynte) o) 4 ) |+ Vo)
> (; ) (i) ?)

+ (mla) ) (—3m'<x>m<x> ) m(a) ) (pm<x> %)]+v<x>

OJ
N

| — |
VR
-~
| S
3.
|
S~—
=4
&
M}OJ
N~~~
/\
o~ .
N :«
M\w

relation d’ambiguité
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2 2 2
H = % h—n@’%a@’)m(aﬁ)’3 — hzma(:v)m(x)?’ + %im'(:c)mQ(x);ﬁ — %m”(x)m2
3 2 3 ih / 2 A —1.9 —1
—|—§m (x)m(z)™> — 3m (x)m™(x)p + m(x) 2p m(x)"2 | + V(x)
donc "Hamiltonien H s’écrit comme :

11, 1 h? [ m” (x) 3m’2($)}
= |- - + V(2 2.15
2 \/m(x)p Vm(z) 4 | m(z)?  2m(z)? ) (219

pour la fonction de Green on obtient :

n=1

N+1 i 11, 1
nl;ll (xn!eXp{—ﬁssﬁ (z) (5 \/m(m)p NG

(2 2 Vi) - B @) o) (216

Gloman B) = Jim Jass,(en)iten) 11 [ o)

choisissons f; (z) = f, (z) = v/ f(x), nous pouvons d’écrire la fonction de Green sous la

forme :

00 N
G(rp,z4,E) = Jim de\/f(a:B)f(xA)[H/dxn]
0 n=1
N+1 _ies [ f(zn) fl@n_1)
<11 [<xn|e PEVREN S g, )
n=1

%{esﬁf(xn) (ZZ@E;‘% -3 21(253)) }eh;{gm [ @n)(E=V (@) /f(xn_l)}:|<2‘17)

X e

Insérons (N + 1) relation de fermeture de la forme [ dp, |p,) (p,| = 1, et & l'aide du

produit scalaire suivant :
| .
(T |pn) = el (2.18)
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nous obtenons :

G(rp, 22, E) = lim fdsm{ /dxn}

4)000

(
xNﬁ[mmW P )
n=

12

e e (- Z929) ) e/ TE -V o T} (2.19)

le calcule d’integrale sur les p,, est une simple Gaussienne telque :

—ap? T 52
/dpe ap by \/jew
a

donc la fontion de Green devient :

N
G(rp, 4, E) = hm de\/ rg)f(za) [ /dxn}
n=1

—)OOO

N+1 1

2

iAf
x I e
avec
N+1 Ax)?
A= f(< >x) fan) =t
= Zn Tn—1
2¢e m(zn) \/m(ﬂﬁn—l)
et
72 m”(x)  3m?(x)
Wy = flz)(V(z,) — E) — Zf(xn) <m(I)2 9 m(z)3

pour mettre le terme cinétique a une forme habituelle on pose :

/(=)

m(x)

g(w) =

L’équation(2.20) sera écrit sous la forme suivante :
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GlomanB) = Jim [asv/mlenlgtoa)y/mtanaton |11 [ an]

NHOOO

N+1 1 % i A9
y et AR 2.25
nljl [22’7‘(7”155 \/g(iUn)\/g(xnl)] ( )

ou

N+1 (Aa:)Q
A9 = e, .
T <2es¢g<xn>¢g<mn_1> ) ) (2:20)

avec

m(z)

Wy = m(e)g(w)(V () — E) ~ o g(,) (m” EHEE ) (2.27)

par la symétrisation du préfacteur on peut ecrire (2.24) comme suite :

N

ot Sy Fyg9s) ig(ra)t ML ()]
Glap.zaB) = Jim vmzp)m(es) [dsZblr ngl[g(%)}
M [

dx,,
1 / \/2i7r7iasg(xn)]
i N1 (Ax)?
*exp [ﬁ 7;1 (263 9(n)g(@ns) €SW9>] (225)

nous éliminons la dépendance spatiale & ce niveau par la transformation de coordonnée

r — q tel que :

r = F(q) = x,=F(q) (2.29)
Ax = z,—x,1=F(Aq)

27



Effectuons maintenant un développement de Taylor au voisinage de post-point qui

donne trois correction relatives a la mesure, le facteur devant et ’action.

avec :
N+1

nlj_:ll [dz = n];[2 [d(Ax) (2.30)

-Une premiére correction due & la mesure au niveau du Jacobien.

Pour le terme correspond a la mesure :

N dz,, B N 1 N )
i [/ 2i7rh€sg(a:n)] -1 [ Qiﬂhgsg(gjn)] II Jd(Az) (2.31)

le développement de (Ax) au voisinage du post-point donne :

Ar = z,—x,1=F(q,) — F(qn1)

, F// F///
= Flo) = {F(g) = F'Dg + 5 (8a)* = 5r (Do) + )
, F// 9 F/// 3
Ax = F'Aq— 7(Aq) + ?(Aq) + ... (2.32)
pour le Jacobien :
J(Ax)
J = 2.33
220 (2:3)
qui s’écrit comme :
F///
J = F —F'Aq+ 7(Aq)2 + ...
, F// 1 FI// 9
= F {1 - FAQ+ §F(Aq> + }
= F'(1+4 Cpes) (2.34)
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ou la correction apportée par la mesure s’écrit :

F// 1 F///
Crnes = ——0q + =—— (L) + ... 2.35
8+ 5 (Ba) + (2.35)
- Une correction au niveau de ’action, il est nécessaire de faire un développement au

tour de post-point sur le term céntique

(Ba) (2.36)
253 g(xn>g(xnfl) ‘
tel que :
, £ 1/ F™ 1/ F" 2
(Az)* = F*(Aq)” {1 - (F) Aq+ (5 (F) +4 (F) (Ag)? + )} (2.37)
et
/ 1 1
oteai) =glon) {1- Lag+ 3L 002 4. (239)
avec g’ = 8%(;"),

Faisons le développement de la fonction g(xn_l)_% a partire de développement de

Taylor
1 1
(I+z)"=1—-nx+ En(n +1)z* — gn(n +1)(n+2)z* + ...
1
(1+x)_% =1- §x+§x2—
donc
1
1 1 / 1 " 2
oot = alonH{1-Lag4 32 0qp + )
/ 14" 3 N 2
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la deuxiéme correction est effectuée sur 'action :

N+1 (Ax)? ] [2 N41 (Ag)? B
exp = exp = —

n=1 ﬁQes 9(xn)g(xn_1) hnZi 285 g

N+1
x 1
ol

=1

+<1F///+1 (F//)2 1g/F1/

i (AQ)Q ) )k
1+ h 2eg i

Fr

1 (Aq)ﬁ 4 ( ) N 191)2

C2R2 4e? g2 F 24

+ ..

On pose une condition pour la fonction FT/Q de terme cénitique tel que :

Py
g
ou
g = F”
g = 2F'F

gll — 2FIIIFI + 2Fl/2

donc on écrit action comme suite :

i (L e o]
exp — = exp |-
n=1 N 2e,\/g(xn)g(Tn_1) h =1 26
N+1 i (Aq)2 1 F/// 1
o L ol N
- 5 NA1 (Aq)2 N+1
= exp [ﬁ n;l 5. | 1 (14 Caet)
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ou

B i (Aq)Q 1" 1 /F"\? )
<%d—ii2% 7 Til\w (Ag)* + ... (2.43)

-La derniére correction sur le terme de préfacteur :

a partire I’équation (2.39)

m%qqﬁ 1g 1g" 3(yy )
= 14+ -ZAq+|—-=—+- (= Ng)* + ...
{9@0 29 49 8\y (84)

1
9(Tn-1) } 2
= (1+C 2.44
K (140 (2.44)
donc la correction apporté par le préfacteur avec la condition %l =1, secrit :
ol " 2 1 F™
Cr==A — | —=—=](Ag)*+.. 2.45
= q+<(p) 2p>< 0+ (2.45)

Finalement pour la correction totale on doit combiner les trois corrections et tenir

compte l'ordre de ¢

1 + C(T = (1 + Cmes) (1 + Cact) (1 + Cf) (246)
C’T - Cmes + C’f + Oact + Cmescf + CmesCact + C’fC’a,ct + Omesofcact

On resume d’abord :

F// 1F/I/
CmeS = —FAQ + §F<Aq)2 +

B i (Aq)2 1" 1 /F" 2 )
Co = 35 \ 7o tailm) | B0+
)k " 2 1 " )
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en calculant les termes : C¢Coct , CpiesCr y CpesCact €6 CrresCrCoct
Ofcact .

) J 2 1 " )
CfC’act FAC]—F <(F) — 5?) (Aq) + ...
i (Mg [ 1P 1 (F"Y? )
P 2P ) ) (ag)? 4
hoae, e Talw) B0t
Aa)61 / F” 2 " Aa)1 /F" 4
eTe A C ) ey (F N (F B iy (i
h 2e, 6 \ F F’ h 2e, 4 \ F'

+i(Aq)6 1 [ F" Q_i(Aq)Gl ) ok 2+
h 2ey 12 \ F’ h 2, 8\ F' F’

Cmees
" " 2 1" F 1 F"
mes —A — ) — (AP .| | —=LgF (D) + ...
F// 2 ) 1 F// 2 Fll/ 4 1 F/// 2 A
- (F) (Ag)” + 2 (F) (F) (Ag)* — 1 <F) (Aq)* + ...
CmesCact :
F 1" i (Aq)2 1 F" 1/ F" 2
mesCact — ——A ——(A 2 — R — | — A 2
G Cac [F Q+2F’<q)+] R, \6p Ta\m) B0

B i(Aq)51 )k ) _z'(Aq)51 F" S_i(Aq)6 1 /F"\?
 ho2, 6\F')J\F) h 2, A\F ho2e, 12\ F

ICORYEAVEAY
h 2es 8\ F' F’

+




Cf C’act Omes :

~

(AL (FYN (PN i (AP (FT
CrCouctCmes = h 2e, 12 \ I F +h 2es 8 \ I

+ (AC]) Jali 3_i(Aq)8 1 [ F" 2 Jali 2+
h 2, 24 F h 2, 16 \F' F

alors, pour la correction totale on trouve :

. " . 4 "\ 2 1"
Cr = _E&EF +£(AQ) E(F_) _|_;(F)

(5

h 2, 6 F' ' h 2, 4\ F Fr )
L ET 2(Aq)4_£(AQ)61 EU\°(ET +;(AQ) 1
4\ F h 2, 6\ F' F h 2%, 4
C _ (Aq) F// 1 F/// 1 (Aq) F/l F/// +
r h 2, [4\F) 6F | h 2, Fr

On doit calculer les valeurs moyennes ((Aq)?), ((Aq)*), ((Aq))

A laide de la formule suivante :

oo 2 20— 1IN [T .
/ (u)* e~ 28 oy = (l(a—>l)/ e 5" du
—00 B —o0

la valeur moyenne de ((Aq)?) :

/<(Aq>2>€ S Z'(ggf)d(AQ) zihss/e_(_;(ggf)d(AQ)

donc

((8q)?) = ihe,
pour la valeur moyenne de ((Agq)?) :

i (Aq>2

/ (aatye CHE ) agag) = sgne,y / ) ag)
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alors

((Dg)*) = 3(ihe,)? (2.51)

la valeur moyenne de ((A\q)°) :

/<Aq >e _% 2 ) d(Aq) = 5(ihe,)? / _(_ﬁ 2 )d(Aq) (2.52)

donc

((Ag)®) = 5(ihe,)? (2.53)

on tenir compte l'ordre €5 , la correction totale (C7) devient :

3ihe, | 1 (F"\* 1F"
o = Sl (YL

2 4 \ F' 6 F'

ihe, | 3 (F"\* F"

= s _— JR— + -

4 2 ( F' ) F

a partire de la correction total on distingue un nouveau potentiel dite potentiel effectif

) 3 [ F" 2
2 (F)

A la limite quand N — oo , la forme finale dela fonction de Green relative au

(2.54)

tel que :
h2

Veff=—— (2.55)

probléme de masse variable :

) o0 ﬁfds(ﬁ—w)
Glan, 24, E) = /m(zp)m(za) lo(ep)gwa)l* [dS | [Da(s)e ® (2:56)
W = m(z)g(an) (V) - )~ g(z,) [”;;((f)) (59 ] “F s (w) ]

(2.57)
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2.3 Application

Considérons une particule d’une masse croissante en présence d’un potentiel singulier,

on ramene le potentiel a la forme d’une barriére centrifuge par le choix de f, = f; = v/m

Y

alors que
A B
+ — (2.58)

cx?e  cxo

m(z) =cz® |, V(z) =

La transformation de coordonnée effectuée est identique

nous obtenons donc :

m(zg)m(za) = c\/x%aq (2.59)

g@p)g(ea) = [Flas)Fa) =1 (2.60)
m(z,)g(z,)(V(z,) — E) = ca® (caﬁ“ cx_a_E)
= xéa + B —caE (2.61)
n? . m’(z) 3 (m'(x) d _ —h—QOza
ol m[mm 2(m(x)>_ o+ 2) (2.62)

on remplace ces termes dans la fonction de Green (2.56)

) &2 2
%fds (Tfm%fB+cx°‘E7£—2(a(a+2)))

G(rp, w4, E) = c\/x%x%defDx(s)er 0 (2.64)
0

prenant deux cas pour «, (@ = +2;a = —2)
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2.3.1 Pour a=-+2:

La fonction de Green s’écrit sous la forme suivante :

2
' i A n?
%fds(TJrcz?E—z—er—z—Z—B)

G(xp,xa, E) = cxpra [dS [Dx(s)e © (2.65)
0
00 ; %fds(§+cm2E—;;—22(2A;§2 ))
G(xp, w4, E) = crpra [dSer "D [ Dx(s)e 0 (2.66)
0

L’intégration sur les z :

On utilise lors de cette intégration la formule suivante citeé¢ dans la référence [18]

,r.(t//):,r.ll ?: t// m A2 o l m
/ D, (t)exp —/ —7? — h? L — —whr? | dt
r(t")=r' h # 2 2mr 2

. "
%/ﬂ (7'“2 — w27‘2) dt]

,r,(t//):,r,//
- / Dy () U5 [r2] exp

(t)=r

r'rmw imw 2 "2 mwr’r”
~ ihsin(wT) eXp{ o, (7T )Cot(wT)] Iy (W) (2.67)

donc par identification , ’equation de Green devient :

100 ei(B)s WIBT A
G E e 2 dS_ Ia’
(xp,xa, E) CJ?BOCA(JCBCUA)ZJ i sin(ws) (ihsin(w5)>
eamnw(@htah) cot(ws) (2.68)

avec :

A 1
I,la fonction de Bessel modifie , ou o = (%—2 + %) 2
et cE = —3uw?

on va développer la fonction d’abord par tenir compte
eiws_efiws

sin(ws) = ¢
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o cos(ws) o ,eiws_i_efiws o .1+ef2iws
COt(ws) - sin(ws) T Veiws_pg—iws T Y] _e—2iws
donc
) i(_B)s
1 Weh WIBT A
G(xB?xA7 E) = CxBxA(xBZ'A)Z / ds h ezws e—zws IO' (h eiws_e—iws )
0 ih ( ) v ( 2 )
. e 2iws
eﬁw(‘rlgB‘i’xi)(ite—Ziws)
00 —iws(1+-2)
3 2u}6 hw _ 9 g—ao
= c(zpwa)? ds—F————>—e Ziws(23%)
Y
2\/“’x2 W2 e~ 2iws i2uws
X ] hBh A e T 2n ("EBJ’_:EA)(iJ:Z—Qws)
g (1 _ 6721'0.)5)
—Qz'ws)fz
3 B 2
— 5 —zws(l-l—a—l—r )(—
C(mB‘TA) / dS " — e z2ws)
W2 W —2iws )
2\/ .TB}LL(EAG (x +x ) 1+e*7i§ws)
X[a ( _2“08 e T2 \"B A\ 1_e—12ws
. _ ,—2iws @ o
on pose : Z=e X =927 = g,
Donc :
0o _go
3 2w Z) 2
Glzrp,z4, F) = clzpxa)? ds wws(ltot5) (2)
) )
0 (1-2)

(2.69)

((f):;) I, <2('1)51Z/)Z) 2(X(17) est 1a formule de Hill- Hardy [18] tel que :

(1-2) F (n+o+1

xe~ z<X+Y>Z"(XY)%Lg(X)Lg(Y)(Q.m)
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alors la fonction de Green s’ecrit :

N

G(zp,za, E) = c(xpra)

xe 2 Zn(XY)E LT (X)L (Y)

et finalement nous avons :

2 2 b
G E) = ) 222
(:EBaan ) :L‘B‘/L‘A A nz: n+0_+1 |:h2 TATp
xe BEUER LT(Sa%) L7(F0)

0o
—i B
X/ e zws(1+o+hw+2n)ds
0

par l'utilisation de la forme standard de la fonction de Green

\I’*
G(‘TB7$A7 ZFLZ 'TB )

on peux réecrir la fonction (2.71)sous la forme :

h Fn—l—a+

1
] ' 5 o .
G(rp,xa, E Z { can! )] [gsz] ’ e’%(fsz)L"(ExQB

n=0

L’integration sur S :

L’intégration sur S donnée par

/OO 6—iws(1+a+%+2n)ds _ 1
0

iw(l+o+E +2n)
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Le spectre des énergies obtenu :

BQ
B = ~0,1,2..
2@n+o+ 12z "

Les fonction d’ondes correspondantes :

NI

U, (z) e—%<%m2>Lg(%x2) (2.76)

2B? z3n! } [:xz}

- Bwl(n+o+1)2n+o+1)2] La

2.3.2 Poura=-2:

La fonction de Green dans ce cas s’ecrit comme :

00 %fds<§+cx*2Efz%2+fB)
G(rp,2a, E) = cxg'zy' [dS[Dx(s)e © (2.77)
0

on la reécrit on fonction de y tel que y = x

00 Y
h?fds <%+cy_2E—Ay2—B)
0

G(yp,ya, E) = cyz'yy' [dS[Dy(s)e (2.78)
0
o0 . ifas ﬁ—’fz(—zi%)_Af
G(yp,ya, E) = cyglyzldeG‘%ny(S)ero (2 v ) (2.79)
0

L’intégration sur les y :

On utilise I’équivalence (2.67), on écrit donc :

1 4 _iBs 15 .
Gys,ya, E) = cygyy' [dSe™ v [Dy(s)Ux[y’] exp {ﬁfds (y2—2Ay2)1
0 0

1 ,100 _iBs Yaypw w
_ dSe— 7 YIABY o |
Yp Ya ”Of ‘ ihsin(wS) o {271

I <%) (2.80)
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1
A= (=257 +3)":
A=W = w=V24;
sin(ws) = %
cot(ws) = L) _ jemsenier et
alors
1 1T e i(—B)s VYAYBW iw 1 e 2ws
Gys,ya, B) = cyg'yy' [dSer TP Yo———exp | — (v} + yp’)i——=
0 i —— 2h 1—e
e
1 i 2w —Ww 1 4 e 2ws
(yB,ya, E) c(ypya) Of e P i P | 5 Wi+ B T
I, 2wyays
heiws _ e—iws
= 2wefiws(1+%) —w 14+ e—ins
C(yByA) \({‘ h(]. — 67210.15) exXp |: QFL (yA YB )1 . 672%‘)3

7 2wyaype "
A h(l _ 6—2iws)

prenons les changements des variables suivants :

7 =e P X = %yi,Y = %y%

tel que

ya=\/XLyp =YL
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G sera alors :

L 2w€72iws(¥)671w3(1+wh)
E) = 2 d
G(yBay/h ) CC(yByA) ‘! S h(l—Z)
hysh
-1 1+ 7 2/ XY T2
— (Y3 + Y5 I
XeXp{ 5 VatYs )1—2} M TR = 2)
2w€—zws(1+ +)\)Z—f
G E) = T2 dS
1 1+7 2vXYZ
Yi+Y, I 2.81
xexp[2<A+B>1_Z}A<(;_Z)> (281)
a Paide de la formule de Hill-Hardy dans (2.70)
Glumn B) = el [ ds Sty
By YA, BYA o i nzorn+)\+1)
e~ 2 X)) Zr (XY 2 LA (X)L (Y) (2.82)
la fonction de Green s’écrit :
20 ! 2 :
1 2w n! w
B) — AU e Wy g
G(?JBy?JA; ) C(?JB?JA) B nZ:OF(n_’_A"f_ 1) [h2 yAyB:|
xe 2l (yBerA)Lz(fyi)Lz(fy%)/ooeZw8(1+/\+ +2n) g
h h 0
(2w cyytn! é[w 2]3 Clwe w
frnd . £ S _ B yA)L)\ _ 2
XZ W cyg'nl : [Eﬂgeé:(y@y(ﬂyz)
WD+ A+1)] Ln7P 7B
/ efzws(lJr)\Jr%Jan)dS (283)
0
L’intégration sur S :
fzws(lJr)\Jr%JrQn)dS — 2.84
/0 ‘ iw(l+ A+ Z +2n) (2.84)
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Et pour le spectre des énergies E,, nous obtenons :

A= —(%+1+2n)
No= (%+1+2n)2 (2.85)
e Z—z{i—(%—l—lJran] in=1,2,3,.. (2.86)

Les fonctions d’ondes correspondantes

U,(y) = {%M F(ncz—_)\n—i— 1)} [%yz}

A
2

h

2.4 Conclusion

e 3GV LAY 2). (2.87)

Dans ce chapitre, nous avons appliqué la méthode de Duru-Kleinert pour les systémes

de masse variable non relativiste dépendante seulement de la position a une dimension,

et construire la fonction de Green de but d’étudie ce systéme.

La considération primaire de la forme générale de ’Hamiltonien hermétique est judi-

cieusement choisie, le probléme d’ordre apparait par un terme supplémentaire a cause de

la présence de la masse variable au niveau du terme cinétique.

Pour ’exemple appliqué dans ce chapitre, la transformation spatio-temporelle a ra-

mené le probléme dans les deux cas en question a la forme d’une barriére centrifuge d’un

OH. Ou le spectre des énergies et les fonctions d’ondes normalisées ont été obtenu.
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Chapitre 3

Intégrale de chemin pour les
systémes a masse variable
dépendante de la position et du
temps (Traitement dans 1’espace des
phases par la méthode des
transformations canoniques

géneralisées)

3.1 Introduction

Il est bien connu qu’une solution exacte et analytique de ’équation de Schrodinger
peut seulement étre trouvé pour un nombre limité de potentiels. Si les potentiels sont, en
outre, dépendant du temps, il est trés rare de pouvoir trouver les solutions exactes. En

général, les systémes dissipatifs sont décrits par les Hamiltonien des formes quadratiques
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et leur traitement est analytique et exacte, qui nécessite uniquement la détermination de
I'invariant et ceci via une certaine équation auxiliaire[19].

Dans l'espace des phases et par I’approche des intégrales de chemin, I’étude des sys-
témes dépendant du temps peut étre effectué par une transformation d’espace-temps des
coordonnées dite transformations canoniques généralisées GCT [16, 17].

L’objectif de ce chapitre est de considérer, par ’approche des intégrales de chemin,
des systémes non quadratiques, ol la masse et le potentiel dépendent de la position et
aussi du temps. Ces systémes dissipatifs sont décrits par ’expression de ’'Hamiltonien
classique!. En mécanique quantique et en raison de la non commutativité des opérateurs

Z et p, 'Hamiltonien hermétique, devient
1 Aaa A B A Ay A A B A~ g
H = 1 (mpm’pin + 0 pi”pin®) + V (3.1)

a, 3,7 sont des parameétrestels tel que a + 5+ v = —1
et a 'aide du commutateur [z, p| = ih | H s’écrit sous la forme symétrique suivante :

1/ 1\ .
=t (Tﬁ +2327) I (3.2)
4 \m m

ou la correction quantique est absorbée dans le potentiel V.

3.2 Propagateur

Considérons par 'approche des intégrales de chemin, les systémes décrit par I’Hamil-
tonien symétrique (3.2) ou la masse et le potentiel dépendent tous deux de la position
et du temps (m = m (z,t) et V =V (,t)),[17], et écrivons que le noyau propagateur K
vérifie I’équation symbolique

(E - H) K =ih (3.3)

2
YHy (x,p,t) = %% +V (,1)
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et son expression formelle s’écrit

K=" (3.4)

Le propagateur est 'élément de matrice de K dans 'espace (z,t) qui prend la forme

suivante

K (zyty; 20, ) — / 08, (wpty] f =5 (B=H) | 4 (3.5)

En décomposant I'exponentielle en (N + 1)fois avec As,, = S]’(,fl"’ K (xptp; Tay ta) =
s, dSy (zpts| erBon(B-H) oiasm(E-H) | Zata)
En utilisant NV relations de fermeture
[ dxndty, |zoty) (xaty| =1 et [dp,dE, |poEy) (poFn| =1

et les relations suivantes

Blaty =wlety,  ilat) =tlat),  PIpE) = p|pE), EpE)=E|pE)  (3.6)

1, . g LAsn(E-H
considérons le propagateur infinitésimal (x,t,|en n(£-H)

|zn_1tn—1) et par developpe-

ment

~ (aata] 1+ %Asn (E . H) (T 1tn1)

~ <l’ntn’ 1 ’$n,1tn,1>

i PR
A8, (@atal <E - H) T 1tn 1) (3.7)
= <xntn| 1 |l‘n—1tn—1>
7 N N
A, {(a:ntn| Elnrtnr) — (wntal H yxn,ltn,1>} (3.8)

UntUn—1

2 7Aun:un_un717un:u(sn)utb:

en adoptant les notations suivantes u, =
IN41, Tp = TN+, ta = Lo, Tq = o, My, = M (Tp t,) €t V,, =V (2, t,,)

et le produit scalaire
e_Tj(Et_px)

(at o) =

) (3-9)

les élements de matrice s’expriment sous forme d’intégrales
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<mntn| E |xn—1tn—1> - /dEndpn <xntn| E |En7pn> <En7pn |mn—1tn—1>

- / CE;E"Z? B, e i Bnltn—tn)=pn(en—zn-1)] (3.10)
7r
(Tntn| P |Tp_1tn_1) = /ifﬂgf;pze—wn(tn tn—1)=pn(Tn—zn-1)] (3.11)
et pour le propagateur K on obtient finalement
B dpn

K = / dSb/dendtH )
T

iZN+1[ En(Atn—Asn)+pnAzn— AS”{7(7+mn 1)p%+Vn}]

wel (3.12)

Comme l'intégration sur la variable F,, est simplement une fonction de Dirac
/ dE, et Pn(Bdin=8sn) — orRs (At, — Asy) (3.13)

le parametre s et le temps ¢ sont reliés par la relation ¢; = At,, = As,, ou du point de
vue infinitesimal dt = ds , alors t = s + cte.

En fait 'intégrant sur les ¢,

N+1

/Hdt H5 (At, — Asy) =6 (ty —ta — (55— Sa)) (3.14)

et sur s, avec tenir compte (tb > ta)

/SOO d555 (tb — ta — (Sb — Sa)> =0 (Sb — Sq — (tb — ta))@j =1-6 (— (tb — ta» =1 (315)

le propagateur (3.13) obtenu est de forme standard, od l'action infinitésimale relative a

Vintervalle [t,_1 t,) .
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N N+1

dp i NN+1
K ty: a ta == d n = ﬁzn:l Aatn 3.16
otizot) = [Tl ][50 (3.16)
avec
1 /1 1 9
Aat, = pnldzn, — Aty — | — + pa+V, (3.17)
s mp, mp—1

3.3 Transformations canoniques

3.3.1 Premiére transformation canonique

z, P,
On définit la transformation canonique (x, p,t) Fae.Bi) (@, P, t) par

P
x=Qp(t) P=om (3.18)

ou Fy (x, P, t) est la fonction génératrice responsable de la transformation [9] , égale a

Fy (2, Pt) = P PQ (3.19)

qui s’obtient par intégration des équations de la mécanique classique suivantes

OF, P _OF,

== Q

p

Le nouvel Hamiltonien H (Q, P,t) se déduit de ancien H (z,p,t) en utilisant la rela-

tion suivante

;) oA
H=H + ﬁ

— —— +V(Qp(t),t) — PQ——= (3.21)

47



et 'action se change lors du passage du systeme (z,p,t) — (Q, P,t) comme suite
pdr — dtH = PdQ — dtH+dF (3.22)

ou

F=—PQ+F, (3.23)

donc F' est nul (F = 0)dans notre cas.

Dans I’approche path integral, nous savons que les chemins sont continus mais non
differentiables. Aussi nous modifions les differentielles 0 par A pour tenir compte de ce
changement .

Dans l'intervalle de temps [t,_1,t,] nous choisissons par exemple le temps t¢,, comme
reference.Nous obtenons respectivement pour p, (), et pour la mesure les expressions

suivantes

AF, o Fy (mn>Pn7tn) — Fy (xn—lvpmtn)

= AITL Tp — Tp-1
R i
Tp — Tp—1 P (tn) ’
Q . AFQ . F2 (LEn,Pn+1,tn> —F2 (l’n,Pn,tn)
" AP, Pui1— P,
Pt ~ Prjten _ 2n
= = : (3.24)
Poy1 — Py p(tn)
N N+1 dp
DxDp = A}llréo dengﬁ
N N+1
dP, 1
= lim [[p,dQ. L DQDP, (3.25)
NHOOE g 27Th\/pnpn—1 \/lobpa
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alors la nouvelle forme du propagateur obtenu est

papb/ H Hz ﬁeXp( ZAmn> (3.26)

avec la nouvelle action Ay, s’écrit comme

1 1 1
S {4 (p%m (@npnstn) P21 (Quor1ppystu) )

5 (20 =00 ) Bt v Quaneta)} (3.27)

n—1

ou la regle de passage(3.23) de 'Hamiltonien classique & 'Hamiltonien quantique est

également appliquée aux variables de la fonction génératrice puisque elle est fonction de
PetQ.

Pour le terme V (Qyp,, t,), independent de P, et a cause de la presence de At,, il est

évident que le calcul ne dépend pas du choix d’un point de Uintervalle [t,,_1, t,].

3.3.2 Deuxiéme transformation canonique

Le terme suplimentaite qui manifeste en P, ,{ (p 2 + p" lQn 1) } donne une
forme compliqué pour I'action (3.28) , on fait éliminer ce terme dans cette partie par une

: : Fa2(Q,P, e
seconde transformation canonique (@, P) 2(QP) (Q,P) qui définie par

P =P — ppmQ Q=0Q (3.28)

Nous obtenons la nouvelle fonction génératrice F, par 'integration des equatios de la

mécanique classique

an(Qv’]D?t) t P:aFQ(Q7P7t>

Q=0 ¢ 80
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tel que
Q
F(Q,P,t) = Q73+pp/ um (u, t) du. (3.29)

et le nouvel Hamiltonien s’écrit sous la forme suivante

5, <pp [ dum (u,t) u)

5 (3.30)

m
H=——-P*— 5/')2@2 +V+
pour 'action élémentaire

11 p
' = PdQ —dt3 -——P? - PQ-
dt Q {2p2m Qp+v}

PP = DRV 42 - =

= PdQ — dt
PdQ 2mp? 2

P . 2_
= PdQ dt{zmpzp :

9, (pp [ dum (u,t) u)
ot

+ — pim (Q,1) QQ (3.31)

o F(Q,t) = —-PQ+F,=pp fQ um (u,t) du est indépendante de P avec ‘Z—f = %—f—k% '

Nous avons respectivement pour F,, @),

fQ (QTL? PTH tn) - f2 (Qn—17 7)1% tn)
Qn - anl
ann+pnpn an um (u7 tn) du - Q?’L—lpn_pnpn an_l um (u7 tn) du
Qn - anl

P, =

Qn
anl

Qn - Qn—l
>~ Po+ pppnQnm (Qn, tn) (3.32)

um (u, t,) du

P, = Pn"‘ﬂnbn
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et

_ fQ (Qn7pn+17tn> — ‘FQ (Qna Pna tn)
Pn—H - 7Dn

Qn = Qn, (3.33)

le mesure restant invariante.

DQDP = DQdP (3.34)

La nouvelle action devient alors

1 1 1
pe = PnAQn—Atn{Z< i )p,z

2 2
PpMn Pp_1Mn—1

1
2

(Z—"Qn + £ "‘1Qn1> P+ vn}

n—1

2 2
4\ pimy,  pn_ My

o) (pp 19" dum (u, t) u)
ot,

+ Y,
L, . ,
=5 (Papan @ + P11 01 Qn 1) AQn (3.35)

donc, le nouvel propagateur s’ecrit

N+1 . N+1
d

1 N P )
K- — | [[0.]T 5.5 % e 3 Pasen
5, (pp [ dum (u,t) u)

1 1 1 m
_Atn | 732 212 Vn
4p2 <mn * mnl) "2 Pn@n ot *
L, :
_5 (pnpnann + pnflpnflmn—lQn—l) AQn ) (336)

ol le dernier terme relatif & la fonction génératrice a été également symétrisé comme
auparavant.
1/2 . . ) .
La presence de AQ,, ~ (At,) /2 nous permet d’ utiliser les approximations suivantes

en négligeant les termes d’ordre supérieure en At,, puisque seuls les termes d’ordre At,
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contribuent a l'action .Ainsi

pnpn = pnflpnfl (337)

on fait un developpement au voisinage du mid-point nous avons

(pnpnann + pnflpnflmn—lQn—l) AQn

N | —

1.
= 5P (M@ + M1 Q) AQ
> 3Pnbn <ann+ 5 0. += e +
- _AQnﬁ(ann)_Atna(ann)
Finln = == =55, 5 o, )o@
= pnpnannAQn
>~ (PnPn M0 CQn) | mia—poinin A&n (3.38)

comme on peut obtenir ce resultat simplement par I'utilisation de I'identité

| =

1 1 1 /¢ 0, _
( > T B) )Ps__(p_nQn‘i‘pn 1Qn1)Pn
My Py, Mn—1Pp—1 2 Pn Pn—1

i ﬂ_n pn—l
1/ 1 1 oot T
npn Tl—lpn—l mnp% mn—lpi—l
[ P Pn—1 2 P Pn—1
1 1 1 _nQn + == Qn—l _nQn + == Qn—l
Pn Pn—1 Pn Pn—1
~ a\m 2 + My 12 | 1 - 1 1
nhn n—=1Fn-1 mnpd | Mp_1ps_, mnpd | Mmp_1py_,

alors

1 1 1 1 /¢ 0,
_( 5 T 2 )Ps__<P_nQn+Pn 1Qn—1)Pn
4 m?‘bpn mn—lpnfl 2 pn Ion—l

Pn Pn—1 2 p_”Q -+ p'”*lQ ?
( 1 1 ) P Rl B A e L

1 1 - Z 1 1
2 2 2 2
mn Py, Mn—1pP, 1 Mn Py, Mnp—1pP, 1
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et aprés un shift

p_nQn + pnil@nfl
_ Pn

P, o — P, (3.39)
mnp3, mn—lpi_1
N N+1
1 dP
K = / dQ, -
o J L1155
§ N BQu + Q0
expﬁ P, + 5 i AQ,
n=1 mnﬂ% mnflpifl
_ . 2
Pn Pn—1
1 1 1 1 <p_Qn +35 71Qn—1)
—At, —( + )P,f—— - . + Vo ¢ [(3.40)
i\t et ) T

m’ﬂpn

p
p.

hQn+ '_lanl
4 —1
nl n . AQn

apres quelques approximations que nous autorise la presence de AQ,,,le terme

m'nﬂ% Mp—1Pn_1

qui s’apparait devient

2aQy 4+ 1y m 2 2
n O n— " . n + Mp-1 — (my — My —
. 1 g 11 AQTL = pnpn( )4m( ) QHAQn
s T s n
>~ (P M0 CQn) | mid—point ACn (3.41)

En reportant les expressiosns précedentes, le propagateur s’écrit donc comme

1 1 1
PnAQn - Atn n + P’?z
(4 (p%m (P Qnstn) — ph_ym (plen_l,tn_1)>

n:tn . h .n
—M&Qi + Vot =2y,
2 21 p,

- (pnpnm (anTu tn) Qﬂ)lmidfpoint AQ”] ’ (342)

3
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En remarquant qu’apreés les deux transformations, il apparait trois termes supplémen-
taires dans ’action
- un facteur de phase £z
i pr,
y . . : m 22 )2
- I’ oscillateur harmonique avec masse et frequence variables % p;, Q;
N+1

-et le terme 3, 7 (0,0, (0, @ns tn) Qi) mia—poing AQn dépendant uniquement de la

masse.

3.3.3 Conditions necessaires pour avoir un systéme conservatif :

Considérons maintenant les systémes dépendant du temps et de la position et tels
qu’ils deviennent apres ces deux transformations conservatifs dans le systéme de coor-
données (Q, P, 1)

Il en résulte alors deux conditions nécessaires ;

1- condition sur p tel que

b b L
S =cte soit - =——==p(t)=e 2. (3.43)
P p 2

2- les produits p? m, p*m et le potentiels V doivent étre fonction uniquement de la

variable @)

me(:U,t) = M(Q) ) (344)
pP’m = cte M (Q), (3.45)
Viz,t) = V(Q), (3.46)

Le dernier terme dans ’exponentielle de 'expression (3.44) prend a la limite At,, — 0 (

suivant 1t6) la forme suivante
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N+1 N+1

Qn .
Z (pnpnann)lmid—point AQTL = _g Z B_Vt" /Q dQQm (6%1')
n=1 n—1

n=1
N+1

y Qn
- 5 / QM Q) (3.47)

v

Qb
= -5 [ o @

a

v szibexp(%>
T2 dQAM (Q), 3.48
2 /Qa__%exp(% QOM (Q) (3.48)

ce terme est une simple intégrale qui ne dépend que des points initial (¢,,z,) et final
(tb, l’b) .
En remplagant les expressions (3.45) , (3.46) , (3.47) , (3.48) et (3.49)dans(3.44) , le pro-

pagateur devient

N N+1

. )M
v i (@)QdQ dP
K = —1(tytta) maexP(TQ) / dQ, i
emilrtele [ 115+

n=1 n=1

L@@ +ven)| (3.49

3.3.4 Propagateur dans ’espace des configurations

En peut construire le propagateur dans 1’espace des phases par l'utilisation de la
référence [20] mais il plus simple de passer a l’espace des configurations. Nous intégrons

I'expression (3.50) de propagateur sur les P,
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%%fzbexp(yf )M(Q)QdQ N N+1 ,/\/l
K = et ras() / aQ, )
‘ ‘ g @ U 2irhe
. N+1 2
1 Mnn—l (AQn) V2M(Qn) 2
! - Ar, {22 I e
o} 3| Ml M@ ey v} 350

oll nous avons posé pour simplifier

2MnMn—1 o 2M (Qn) M(Qn—l)

Mpn1 = = 3.51
’ ! Mn—l + Mn M (Qn) + M (Qn—l) ( )
3.3.5 Transformation ponctuelle
Suite de ce traitement on fait une transformation ponctuelle definie par :
Q—y: Q=9(y) (3.52)
alors
2M (g (yn)) M (g (Yn-1))
Mpno1= 3.53
"= N (g () + M (9 (90) (359
est une fonction de deux variables(y,,, ¥,_1,) ou encore de (gjn, Ag") .
Avec la nouvelle variable y, nous avons d’abord
AQw = Qo — Qs e Ay 28y (Bun) Py (3.54)
n — ¥Yn n—1 — Yn ayn 24 ag% .
et aussi pour (AQ,)?
09 \* | (Ay)' &g 9y
AQ,)? ~ (Ay,)” 3.55
@Qu* = () (1) + G200 (3.59

nous effectuons une développons en série de Taylor M,, ,,_; au voisinage du mid point
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a-/\/ln,nfl + (Ayn>2 82/\/{”7”,1

-1~ My, + Ay, ——= & 3.56
M1 + Ay 95 9 O + ( )
et prenons le changement Ay, en —Ay,, ,
v a-/\/ln n—1 (Ayn)z azMn n—1
Mnnf 2]\In_A n _7 _’ 357
n—1 Yy By + 5 72 + (3.57)
et comme M,, ,,_; ne doit pas etre modifié, il vient par addition
_ (Ay)? P M,
Myps = I, + 29 n1 (3.58)

2 0y2
3.3.6 Potentiel effectif

Nous avons les developpements pour les termes suivants

- le terme cinetique

2 2
Mo (AQ) = i<Mn+<AW 52Mﬂvn—1+...> Y (myn)? (@)

24 24 2 0y2 oY,
(Ayn)4 d*g g X
12 0y3 9y,
~ L (M) I, 99 \* N (Ayn)4M &g 9g
T 2 In)Hn\ 9y, 12 "0y 0y,
1 4 82/\/111 n—1 8g 2
— (A 2
e S (5

1 > _ (D)’ o (09 (Ay)' (1 &g g
R (A = M My~
QEtMn,n 1 ( Qn) 2, n agn + 4es 6 ”8372 33}1

PMon (09
+ A;yz’ 1(a;)> (3.59)

57



- la racine

(A n) 8 Mn n— — 82M"a"*
2ithe; 227rh€t 2imhe, 4 M, '
- et le Jacobien relatif a la transformation Q — y
dQ = grdy (3.61)
N+1 N
1/2
H dQ, = Hglndyn =— T (9tagra—t) T dym (3.62)
n=1 (g/bg/a) n=1 n=1
avec )
1 A = =
1/2 Yn In gn
Gl = 1—= = 3.63
alors notre propagateur (3.51) prend la forme suivante
Ty ex Ltb
o Stptta) Ly " p(yfa)M(Q)QdQ
K . e Tq exp(T
A
N+1 7
li d n n - C1'(1(:0 an 1 Cmeasure 1 Oac ion
NE%o/HyH 2imhe, (14 Cacopian) (1 + ) (1 Caction)
. N+1
_ v M,
X _/2 —— 273+ V (g, .
exphz 261; €t{ 15 G, +V (g )}]
ol les corrections sont respectivement données par
Ayn 2 g// 2 g///
C'aco ian — T & 7_n - = y 3.64
ecet 2 ( 2 ) [(9@ 9n (364
1 9% M,
Cmeasure = - A n ? 8§% 3.65
1 (0w)* (3.65)
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it (15 03 ag +62Mn( a9 )2
C. .. _ ho dey 67" og3 9Gn ' oy2 \9yn -1
action — €

i (Aya)* (1, 89 dg  PMu, s 99\
Z M : . .
hode, \6 "0pom. 02 \om (366)

12

On obtient la correction totale result de produit des trois corrections précidentes

LAy | (9N g
PG = [1‘5( 7 [(a) A

0 Mn n—1
A . 2 —1\ 2 111 n
1+ Cror. ~ 1—( Un) (g—7> —€—7— _8y,%_
¢ (Ayn)4 1 - I =1 82Mn,n71 —2
T ae, e I It g




2My e
Lo deh (LGNt gl 1o
M,g? \ 8 \g, 8g, 4 M,

iesh (1 \° (31 _ ., 30Muyn1_p
=t s - M, Z mtnnen
I (Mg) (46 Ty o

2Mp
N 1igsh (g!\? 1 igh g 1 igh —ap—
B 8 M,g? \ g, 8 Mng? g, 4 M,g? M, (§n)
P My
ieh 1 [1g) 37
1 Mg2 \8g, 4 M,
82M7L,n7
o Li=n (g 1 dgh T
8 M,g? \ g, 2 M,g? M,
32/\/1”“,]_
i . _1nN\N2 T a2
T t2M29’2 (‘i(z’) + 6152 )
1+ Cir e
— B2 g’ IV i M 2
1+ Chpy = —— In e ) N () . 3.67
o explhetssMng:? [(g) ", (M) (367

ou il a été tenu compte des estimations suivantes pour obtenir le potentiel effectif.

2 1esh 4 ieth 2
< (Ay,)” >= g2 < (Ayn)" >=3 (Mng;f) (3.68)
donc V¢ s’écrit comme suite
K2 g// 2 M// M/ 2
‘/'e — _ _n _7’L _ 2 _n , .
o= sz |(5) + 3 -2 () (9
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Finalement notre propagateur est

vty
—Y(tptta) L¥ ”bex?(T)
e 2

N+1 — _
K _ eﬁ 2 za exp( ) (Q)QdQ de H M’I’Lg;’?
N "

2Z7Th€t
n=1 n=1

; N+ (Ayn)Q - ) 2 ,
X exp ﬁ Z Mngn — &t 4 (gn) - o Mnn

2
n=1 €t

K2 g// 2 M// M/
= - — 2 . 3.70
" Sil,g? [(g) ", (M) ”] (370

ou encore sous forme continue

N
N
l\){p

- vty
o 1)
e 2

)‘12 vt (Q)QdQ
K za exp( 452
Vgl
-2 2
Y ve M (g (y
/Dy eXp{ / dt {5]\49/2 —dt <V(g(y))—z—(2( ))g(y)2

i [ 5]

Cette expression du propagateur, relative & notre systeme ot la masse et le potentiel

dependent tous deux du temps et de la position, représente notre principal resultat

3.4 Application

On considére un systéme d’une particule de masse variable dépendante de position

et du temps m(z,t) = mee’ ™ soumis & un potentiel V(x,t) = Voe 7% dans I'espace
(x,t).

Le traitement de ce systéme fait d’abord d’écrire le propagateur qui prend cette forme
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N+1 dpn

dxy,
v nljl 2mh

P

K(I’b,tb;l’a,ta) - /

2
A

e

1

®
3
Il

on pose €, = As,, = At,e” " ou encore ds = dte "

—Ytp _o—t
avec Sp — S, = &= ¢

-
P N g N+1 dpn
th; Tayta) =
('/'Ubu by La, ) /ngl Tn nl;ll 27Th
N+1
o 2 ot (R v |

La transformation effectuée dans ce cas est © — ydéfinie par

9
r=g(y) = Xlny

avec la condition suivante p(t) = ¢¥¢ =1

Le propagateur se réduit a cette condition a :

K = ! /Dy(s)ei @ ds{gMg&_{VJr%{(%)2+MT;—2(%)2} H
9690

2
M = mye® = mee* XY = myy?

M' = 2mgyy

M" = 2my

V = Ve = Voy?
=%

7= =5

on les remplace dans le propagateur qui devient alors :
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K = /Dy

Ayb >\ya

2
-2 - 2
i qb 2\2 2 n2 2mg 2moy>
'y ds|: moy (Ay) {Voy +8 2( > )2 {( ) +m0y2 2<m0y2
xe moy Xy

2
i S 4m
; bds[2 = {Voy oy [FHi- ;2]}]

s

= %\/M/Dy(é‘)e

i [ g 474712(17_ 2, A252 5
— _\/M/Dy h Sa, |:>\ 2 VO +32m0y :| (375)
3.4.1 L’intégration sur y :
on utilise la formule (2.67) suivante :
/r,(tll):,r// Z‘ t// m A2 . l m
Drt _ _-2_h2 4 70 2.2 dt
/m/):r/ (t) oxp [h /t < 2" T a2 T2
r(t”):'r‘” 3 "
= / D, (t)Uy[r?] exp m / (7% — w’r?) dt
r(t)=r' 2h
Vrir'mw MW, 5 o mwr'r”
= (W) | I | ————= 3.76
ihsin(wT) P [ 2h (r™ 477 cot(w )} A (ihsin(wT)) (3.76)

par identification le propagateur s’ecrit :

i [Sh
K = %\/M/Dy(S)e” a [*Q 2 s2mo 2
A i (% (me ., NVy o, 1 [(BNR2\ 1
_ A L 02 — | ds(3.77
Vy”y“/Dy(s)eXp [h / ( 2V T T e ) 7)) R

[ mo o ) )\2‘/0 2
- = d
\/ybya / Dy(s)Ua[y*] exp {h 5 / a (y oy Y )

_ A \/ybyamow 1Mow MoWYaYb
2 ybya/ ihsin(wS) P o (e + 93) cot(wS) | L Zhsm(wS)( -78)

-2
4mg Y
0 o2+ A2 5}
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2
(JJ2—§VO
mo
1
2_1_ 53 — (522 4 1)?
@ 4 16:a_< 16+4>

mow _ mow 2mowe WS

ihsin(wS) m(%) T A(1—e %)

. lws —iws . —2iws
cot(ws) = 8w _ jemiter _ jlie

: =< — = :
sin(ws) giws _g—iws 1_e—2iws

I mMowYaYb =7 MowWYaYb — ] 2mowyayb¢‘i“’s
& \ ifisin(wS) o m(u) o \ Th(I—e2iws)

21

A o0 2mowe s —Mw , 5 o 1+ e
K(zp, t; Tarta) = =UpYa ds . 1 o —2iws
(b, th; Tas ta) L /0 R = oz P [ 5% (Ya +95) 71— i
2mowyaype "
X1, . 3.79
(2 y) 619
on pose les changements des variables suivantes :
mow mow _%iws
X = W yi;Y:Tyf;Z:e ?
A ®  Imow Z 2 e ws(atl) —Mmow 1+7
K ly; Ta, ta = 3 a dS 2 2
(@b to; Tay ta) L /0 - 0=z | Wa+9)7—
2vXYZ
X1y | ———— (3.80)
(1-2)

a Paide de la formule de Hill-Hardy [?] :

(Z>_% 2VXYZ —%X Y }_g . d n!
(657 ) D = Sty
xe” 2 XHY) 70X V)5 LO(X)LE(Y)3.81)

le propagateur sera :

64



A © Imowewslatl) 2 n!
Kmat;xaat(l = 5 a dS
(b, t ) 5 %Y /0 A —I'(n+a+1)
xe 2 XHY) 70 (XYY 8 LX) L2 (Y)
B A 2mow > n!
= oWl nZOF(n—i-a-I-l)
1 mgw 5 9 m2w2 % « mOUJ (6% mﬂw
xe 2 I%) (ya+yb) {#ygyg} Ln( h yg)Ln( h yg)
X/ e—iws(a+1+2”)ds (382)
0

que 'on peut ecrit aussi comme

N=

= [ Amow an!
K(l‘b,tb;xaata) = Z |: ho F( y :|

n+a+1)
n=0
_1mow 2 [TNoW o % a/ oW o
Xe 2 h Ya [ ] LY ——
e Ya| La(——va)
Amow ypn! 2 i [mow y?] 3
h T'(n+a+1) h
o oW
L") (38
X/ efiws(a+1+2n)d5 (384)
0
avec I'une des propriétés de propagateur enonce que :
K = W, (2,) W} (wp) e En(tote) (3.85)
Donc I'expresion des énergies s’ecrit :
E,=hw(a+1+2n) ; n=12,.. (3.86)
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les fonctions d’ondes

V(y) =

Amow yn! : 0w 2 [mow 2}3 o, Mow o
h T(n+a+1)

3.5 Conclusion

Le but de ce chapitre est de traiter suivant I’approche des intégrales de chemin des sys-
témes non conservatifs, ot la masse et le potentiel dépendent tous les deux de la position
et du temps par la procédure des transformations canoniques généralisées. L’Hamilto-
nien qui décrit ces systémes ayant une forme symétrique & base de I'ordre des opérateurs
position et impulsion p et  qui ne commutent pas.

La construction de propagateur a été effectuée a I’aide de deux transformations cano-
niques qui rameénent le systéme décrit a chaque fois par un nouvel Hamiltenien qui régit
le mouvement, ot il apparait un terme d’un facteur de phase et en plus de l'oscillateur
avec masse et fréquence variable.

Finalement, nous avons traité dans I’application un exemple d’un systéme ot la masse
et le potentiel choisi sont tous les deux variables (dépendent de la position et du temps),
oll nous avons trouvé le spectre des énergies et les fonctions d’ondes correspondantes

convenablement normalisées.
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons utilisé le formalisme de I'intégrale de chemin de Feynman
dans les espaces de configuration et ’espace des phases pour traiter, avec une démarche
claire, quelques problémes et systémes de la mécanique quantique non relativiste, nous
avons considéré les systéemes & masse variable et nous les avons étudié par quelques
procédures.

Nous avons commencé le premier chapitre par des généralitées sur le formalisme des
intégrales de chemin, qui conssiste & construire le propagateur relatif au systéme non re-
lativiste d'une particule de masse constante a une dimmension. Puit nous avons présenté
la méthode de Duru-Kleinert dite méthode des transformations spacio-temporelles qui
permet de résoudre le probléme des systémes ayant des singularités au niveau du potentiel
étudié, ceci a été suivie par la présentation d’une autre partie consacrée au transforma-
tions canoniques généralisées que nous avons utiliser pour traiter des systémes dissipatifs.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons étudier par la méthode des transformations
spatio-temporelles, dans I’espace des configuration, le probléme d’une particule soumise &
un potentiel compliqué qui pose une divergence au niveau de 'action, et de masse dépen-
dante de la position qui exige d’utiliser une forme générale de 'opérateur Hamiltonien.
Lors du traitement, basé sur la construction de la fonction de Green, nous avons choisis
en premier lieu les parametres d’ambéguités, dans la forme génerale de I’'Hamiltonien, et
a cause de la non cmmutativité entre les operateurs positions et impulsions, un premier
potentiel effectif apparait au niveau de ’action. Ce dernier dépent seulement de la masse
et de ses dérrivés. Ensuite nous avons effectué une régularisation du chemin suivie par
une transformation ponctuelle qui a engendrée des corrections. Ces derniéres se sont ma-
nifestées par un deusiéme potentiel effectif de nature purrement quantique, et nous avons
obtenu une action de forme standard & la fin.

L’exemple que nous avons traité par la méthode de Duru et Keinert a fourni des
résultats acceptables, ot I’évolution du systéme étudié est décrit par la fonction de Green,

aprés avoir appliqué les transformations choisits, le spectre des énergies et les fonctions
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d’ondes relatifs sont déduites et obtenues aisément.

Pour le dernier chapitre, nous avons considéré le probléme des systémes non conser-
vatifs, de masse et de potentiel dépendents du temps et de position. Le traitement se
fait dans I’espace des phases oul nous avons utilisé la méthode des transformations ca-
noniques généralisées par le moyen de deux transformations canonique successives qui
donnent naissance a un potentiel effectif au niveau de 'action. Au niveau de propa-
gateur, il apparait un facteur de phase dépendant seulement de la masse en plus de
I'oscillateur harmonique avec fréquence variable. Pour ’application choisit et les trans-
formation posées, nous avons obtenu les spectres des énergies et les fonctions d’ondes

relatifs.
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Abstract:

In this master’s thesis, and in the non-relativistic context, we have presented
the path integrals method in one-dimensional space for a quantum particle of
constant mass, of variable mass depending on position, and of mass and potential

depending on position and time.

The first part is devoted to the study of particle systems of constant mass by
the approach of path integrals.

The second part is designed to deal with the motion of a particle dependent
only on position and subjected to a potential which poses a problem of singularity.
We introduced the technic of spatio-temporal transformations of Duru and
Kleinert to overcome the problem of divergence caused by this type of potentials,
initially we chose a general form for the Hamiltonian. During this technic we have

obtained corrections which translate at the action level into an effective potential.

The last part is concerned with the study of non-quadratic systems of mass
and potential depending on position and time by the method of generalized
canonical transformations, which is a combination of canonical transformation and

point transformation during the construction of Green's function.

Keywords: Path integral, Spatio-temporal transformation, effective

potential, Generalized canonical transformations, Green's function.



Résumé :

Dans ce mémoire de master, et dans le cadre non relativiste, nous avons
présenté la méthode des intégrales de chemin dans I’espace a une dimension pour
une particule quantique de masse constante, de masse variable dépendent de la

position, et de masse et potentiel dépendant de la position et du temps.

La premicre partie consacrer 1’¢tude des systemes de particule de masse

constante par 1I’approche des intégrales de chemin.

La deuxieme partie est réalisée pour traiter le mouvement d’une particule
dépendante seulement de la position et soumise a un potentiel pose un probléme de
singularité. Nous avons introduit la technique des transformations spatio-
temporelles de Duru et Kleinert pour surmonté le probléme de divergence a cause
de ce type des potentiels, au départ nous avons choisi une forme générale pour
I’Hamiltonien. Au cours de cette technique nous avons obtenu des corrections qui

se traduisent au niveau de I’action par un potentiel effectif.

La derniére partie concerne 1’étude des systémes non quadratique de masse et
de potentiel dépendant de la position et du temps par la méthode des
transformations canoniques généralisées, qui est une combinaison de
transformation canonique et transformation ponctuelle lors de la construction de la

fonction de Green.

Mots clé : Intégrale de chemin, Transformation spatio-temporelle,
potentiel effectif, Transformations canoniques généralisées, Fonction de

Green



