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Introduction générale

Introduction générale

Les systémes dynamiques en général nous ont non seulement aidé a mieux
comprendre le monde qui nous entoure, mais ont également apporté des applications dans de
nombreuses disciplines scientifiques tels que : la biologie, la médecine, la physique,
I’¢lectronique, la cryptographie, ...etc. Ces systémes peuvent €tre classés en général en deux
catégories, selon le type de domaine temporel étudié : discret et continu. Dans le cadre de ce
Projet de Fin d’Etude (PFE), nous allons nous y intéresser a deux exemples particuliers de
signaux, I’un est généré par un systéme dynamique discret — I’application logistique — et
I’autre est produit par un systéeme dynamique non linéaire a retard : un générateur de chaos en
longueur d’onde. Ces deux exemples sont choisis a cause principalement de leur richesse en
termes de leurs évolutions dynamiques, c’est-a-dire selon le parameétre de bifurcation étudié,
ces deux systemes dynamiques choisis peuvent évoluer d’un état stationnaire constant vers
des états trés complexes entierement hyperchaotiques, sans oublier les états intermédiaires :
périodiques et quasi-périodiques. L’étude de ’ensemble de ces états nécessite 1’utilisation
d’un outil de représentation visuelle — diagramme de bifurcation — qui permet de cartographier
I’ensemble des régimes dynamiques d’un systéme discret ou continu.

L’un des objectifs de ce PFE est de s’initier a la construction d’un diagramme de
bifurcation pour les deux cas choisis systéme discret et systéme continu. La maitrise de sa
construction va nous permettre 3 moyen terme d’aborder 1’étude d’un systéme dynamique

destiné a la cryptographie des données optiques par porteuse chaotique.
Ce manuscrit est divis¢ en trois chapitres :

Le chapitre I est constitué¢ de rappels sur les systémes dynamiques avec un accent
particulier porté sur les systémes a temps continu et discret. Nous donnerons une
définition générale de systéme dynamique chaotique et ces caractérisations.

Le chapitre II est dédi¢ a I’étude du systeme dynamique discret non linéaire. Nous
donnerons la formulation analytique de la suite logistique et 1’algorithme que I’on
utilise pour le tracage du digramme de bifurcation sous le langage de programmation

Matlab.

)



Introduction générale

Le chapitre III est consacré¢ a I’étude du systetme dynamique continu. Nous
donnerons la définition du générateur de chaos en longueur d’onde et de ses équations
différentielles a retard, les méthodes numériques utilisées, et nous exposerons aussi
les résultats obtenus.

Enfin, nous terminerons par une conclusion générale et quelques perspectives.

]
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Chapitre I Généralités sur les systemes dynamiques

I.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous avons passé en revue quelques concepts généraux des systémes
dynamiques déterministes. Nous commencerons par définir le concept lui-méme, et nous
pourrons discuter d'autres concepts mathématiques, notamment les attracteurs, les bassins
d'attraction. Enfin, nous présenterons les principales caractéristiques du comportement

chaotique.

I.2. Systémes dynamiques :

En général, les systemes dynamiques décrivent des phénomenes qui évoluent avec le
temps. Le terme «systéme» fait référence a un ensemble de variables d'état (dont les valeurs

changent avec le temps) et a l'interaction entre ces variables [1].

Un systeme dynamique peut avoir de multiples solutions d'équilibre. Pour un ensemble donné
de parametres et une condition initiale donnée, le systéme converge vers l'une des solutions

d'équilibre. Cette solution d'équilibre est appelée attracteur [2].

Soit le systéme dynamique non-linéaire de dimension n :

% = f(x,t,u) (LD

Tel que :
u :un parameétre de systéme ;
x: lasolution du systéme (I-1);

t : le temps.

Un systéme dynamique est spécifié par [3] :

- Une représentation d'état: décrit ce qui reléve du domaine structurel. Il s'agit d'une
liste de variables, que 'on appelle vecteur d'état, permettant de décrire a tout instant
notre ensemble d'objets. Le nombre de ces variables correspond au nombre de degrés

de liberté du systeme.

- une fonction de transition: décrit ce qui releve du domaine temporel. Elle définit

toutes les forces, contraintes élastiques, collisions, et plus généralement les échanges

)



Chapitre I Généralités sur les systemes dynamiques

d'énergie entre les objets. Elle décrit I'évolution d'un vecteur d'état entre deux instants

tl et tz .
1.3. Modélisations des systémes dynamiques non linéaires

Un systéme non linéaire ne peut pas étre décrit par des équations différentielles linéaires
a coefficients constants. Cette définition explique la complexité et la diversité des systémes
non linéaires et des méthodes qui s’y appliquent. Il n’y a pas une théorie générale pour ces
systemes, mais plusieurs méthodes adaptées a certaines classes de systémes non linéaires [4].
L’évolution déterministe du systéme dynamique peut alors se modéliser de deux fagons
distinctes [4] :
e Une évolution continue dans le temps, représentée par une €quation différentielle

ordinaire.

(i =16 12

x(to) = xo

Ou : x € R™ est le vecteur d’état, f est une fonction R"® —R™ appelée champ de

vecteur, et x, € R™ représente le vecteur des états initiaux a 1’instant initial ¢.

e Une évolution discréte dans le temps, si un systéme prend ses valeurs uniquement a
des instants régulicrement distribués. Sa représentation mathématique est donnée par

le systéme d’équations suivant.

(XD = /) 03
x(ko) = x(0)
Avec :
k est I’instant discret, k, est I’instant discret initial et x(0) est le vecteur des états
initiaux .
Le systéme dynamique progresse au cours du temps d’une manicre causal et déterministe :
e (ausale, ou son avenir ne dépend que de phénomeénes du passé ou du présent.
e Déterministe, c’est-a-dire qu’a partir d’une condition initiale donnée a I’instant présent

va correspondre a chaque instant ultérieur un et un seul état futur possible.

o



Chapitre I Généralités sur les systemes dynamiques

I.3.1. Systemes conservatifs et Systemes dissipatifs

En physique, un systéme conservatif est un systéme qui conserve 1’énergie totale, et
possede une intégrale premiere (ou constante) du mouvement, par contre un systéme dissipatif
est un systeme qui dissipe de I’énergie, et posseéde au moins un terme dépendant de la vitesse.
Les systémes considérés dans ce PFE sont des systémes déterministes, et pour préciser cette
définition, on dit qu’un systéme déterministe est conservatif, si et seulement si la dynamique
du systéme associ¢e a chaque condition initiale x, a un et un seul état final x,(t) , il faut

pour cela qu’il existe une application bijective ¢ de I’espace des phases [5]:

$:1 X R -1
(x,8) = ¢ (x) = ¢(x, 1) (L.4)

I.4. Introduction a la théorie des systémes dynamiques

La théorie des systeémes dynamiques est utilisée pour étudier les systémes physiques qui

évoluent au cours du temps.

Du point de vue mathématique, les systémes dynamiques sont classés en deux catégories [6] :
- Systemes dynamiques discrets.

- Systéemes dynamiques continus.

1.4.1 Systémes dynamiques a temps discret

Un systeme dynamique dans le cas discret est représenté par une €quation aux

différences sous la forme [7]:

Xiy1 = f(x, @) (L5)

Ou fest une fonction continue x; € R! et le vecteur d’état & ’instant i (j € N) et @ € R est

celui des parametres. La fonction f peut, dans certains cas, étre inversible, ce qui introduit la

notion de réversibilité qui permet de remonter dans le temps.

Parmi les systémes chaotiques discrets trés répondus dans la littérature scientifique,

nous pouvons citer les systemes de Hénon, Hénon modifié, Lozi, la fonction logistique [§].

g




Chapitre I Généralités sur les systemes dynamiques

a) Systeme de Hénon

Introduit par 1’astronome Michel Hénon en 1976, il est présenté par les équations

suivantes [8]:

{ x(k+1) =yk)+1—a.x(k)?
y(k+1) =b.x(k)

(L.6)
Tel que :
(x(k),y(k)) e R> : Représente le vecteur d’état ;

a,b : les parametres du systéme .

b) Systéeme Hénon-Heiles ou Hénon modifié

I1 est donné par les équations suivantes [8]:

x(k+1) =a—y?(k) — bz(k)
Yk +1) = x(k) (L7)
Z(k+1)=y(k)

Tel que :
x,Y,Z :représentent les états du systeme a chaque instant

a,b : les parametres du systeme

1.4.2 Systémes dynamiques a temps continu

Un systéme dynamique en temps continu est décrit par un systeme d’équations

différentielles sous la forme [8]:

x=f(t,x,u),y = h(t,x,u) (1.8)
Ou:
x : le vecteur d’état de dimension n,
f : R™ > R™ estune fonction non linéaire désignant le champ de vecteur,
h: R™ = R estune fonction éventuellement non linéaire qui désigne le vecteur de

sortie et u eV < #P représente ’entrée du systéme.




Chapitre I Généralités sur les systemes dynamiques

Si ce systeme ne dépend pas de 1’entrée, on aura alors :

x(t) = (¢t x) (1.9)

L’ensemble des solutions d’un systéme différentiel constitue un systeme dynamique.
11 existe plusieurs systémes chaotiques continus dans la littérature. Parmi eux, on peut citer les

systemes de Lorenz, Rossler, Bogdanov, le circuit de Chua.

a) Systéme de Lorenz

Le systéme de Lorenz est généré par le systéme d’équations suivant [8] :

x=aly—x)
y=x(b—2z)—y (1.10)
Z=Xxy—cz

Tel que :
x,y,z :représentent les états du systeme a chaque instant.

a,b,c :les paramétres du systéme.

Cet exemple a été publié¢ en 1963 dans un journal météorologique [8].
Le systéme présente un comportement chaotique et présente un attracteur étrange en forme

d’ailes de papillon.

b) Systéme de Rossler

Le systéme de Rossler est donné par les équations suivantes [8] :

x=-(y-2)
y=x+ay (L11)
z=b+z(x—c)

Tel que :
X,y,Z :représentent les états du systéme.

a,b,c :les paramétres du systeme réels.

)



Chapitre I Généralités sur les systemes dynamiques

Lorsque les paramétres et les conditions initiales de cette équation on été choisis, un

comportement chaotique peut étre observé.

1.4.3. Systemes autonomes et non autonomes

Un systéme autonome est tout systéme dynamique qui ne dépend pas explicitement du

temps. Il est donné comme suit [9]:

x=f(x,u

{ . Jeou) (1.12)
y=gxu)

Un systéme autonome est indépendant du temps initial, alors qu’un syst¢tme non autonome

ne I’est pas. Dans un systéme autonome, tout instant peur étre considéré comme instant initial,

et tout état x(t) du systéme peut étre considéré come un état initial.

L.5. Les Systémes chaotiques

Un systéme chaotique est un systtme dynamique déterministe non linéaire qui se
distingue par son imprévisibilité due a son extréme sensibilité¢ aux conditions initiales [10].

I1 est modélisé par des équations différentielles non linéaires.

1.6. Propriétés des systémes chaotiques

En général, le chaos est défini comme un comportement particulier d’un systéme
dynamique. Il existe un ensemble de propriétés qui résument les caractéristiques observées
dans les systeémes chaotiques. Elles sont considérées comme des critéres mathématiques qui

le définissent. Les plus connues sont [5]:

La non- linéarité

e Le déterministe
e Sensibilité aux conditions initiales
e Aspect aléatoire

e Degré de liberté

)



Chapitre I Généralités sur les systemes dynamiques

1.6.1. La non-linéarité

Un systéme chaotique est un systéme dynamique non linéaire. La notion de systémes
dynamiques concerne tous les systémes dont I'évolution dépend du temps. De maniére
générale, pour prédire les phénomenes réels produits par ces systémes, le processus consiste a
construire un modele mathématique qui établit une relation entre un ensemble de causes et un
ensemble de résultats. Si cette relation est une opération de Proportionnalité, le phénoméene

est linéaire. Dans le cas d'un phénoméne non lin€aire, I'effet n'est pas proportionnel a la cause

[9].

1.6.2. Le déterministe

Un systéme chaotique a des régles fondamentales déterministes et non probabilistes. 11
est généralement régi par des équations différentielles non linéaires qui sont connues, donc
par des lois rigoureuses et parfaitement déterministes. Et la notion de déterminisme signifie

donc la capacité de prédire le futur d’un phénomeéne a partir d’un événement passe ou présent

[5] [9].
1.6.3. Sensibilité aux conditions initiales

Certains phénomenes dynamiques non linéaires sont trés sensibles aux conditions
initiales, et méme s'ils sont régis par des lois déterministes strictes et parfaites, des prédictions
précises sont impossibles. Evidemment, la moindre erreur ou imprécision des conditions
initiales ne permet a aucun moment de déterminer le chemin réel a suivre, et donc ne peut
prédire 1'évolution a long terme du systéme. Par conséquent, une caractéristique fondamentale

du chaos est la sensibilité¢ aux conditions initiales [11].




Chapitre I Généralités sur les systemes dynamiques

ED 1 | I
: xlu}pﬂurClULD1.&ﬁ1.&Dll

F 10+ - l || | 1;" l|!|“ I '_
—if \L 'M\- | ‘{M ||.J Mﬁ'l |' ,‘ L
| i TIIEL T

-10 : :
0 ED 100 150 200 250 300

temps(s)

—

-
———
—
—
i
—
—

Figure 1.1 : [llustration de la propriété de sensibilité¢ aux conditions initiales sur I’état x1[11]
1.6.4. Aspect aléatoire

Les systémes chaotiques se comportent, en effet d’'une manieére qui peut sembler
aléatoire. Cet aspect aléatoire du chaos vient du fait que I’on est incapable de donner une
description mathématique du mouvement, mais ce comportement est en fait décrit par des
€quations non linéaires parfaitement déterministes. Les figures ci-dessus illustrent les aspects
aléatoires du systéme chaotique continu (Figure 1.2) et discrets (Figure 1.3) [8].L’évolution
ressemble a du bruit, la différence entre le bruit et le chaos : le premier est aléatoire et le

deuxiéme est déterministe

| | ‘I i
Xt = " i | _"

o plaln] 200 300 200 S00 S00

Time

Figure 1.2 : Aspect aléatoire du systéme de Rossler [8].
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Figure 1.3: Aspect aléatoire du systéme de Hénon [8].

1.6.5. Degré de liberté

La naissance du chaos a besoin de travailler sur trois degrés de liberté. Tout systéme

continu avec moins de trois degrés de liberté ne sera pas chaotique [5].
I.7. L’espace de phase

Le systéme dynamique est caractérisé par un certain nombre de variables d’état a un
instant donné. Le comportement dynamique du systéme est ainsi relié a I’évolution de
chacune de ces variables d’état. Cet espace est appelé « 1’espaces des phases », dont chaque
point définit un état et le point associé a cet état défini une trajectoire appelé une orbite [5].

On appelle aussi I’espace des phases, un espace abstrait dont les axes sont les variables
dynamiques du systéme, et trajectoire de phases toute courbe dans cet espace représentative
d'une évolution du systeme. Un ensemble de trajectoires de phases constitue un portrait de
phases. L'espace des phases est donc un outil visuel d'analyse de la dynamique des systémes
complexes. Une courbe fermée et réguliére représente un comportement stable ou cyclique :
(Figure 14.b) une courbe déformée ou une succession de boucles signifie que les mouvements
subissent une perturbation. Cette représentation graphique rend plus aisé d'évaluer la stabilité

et la complexité d'un systéme dynamique [4].
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Chapitre I Généralités sur les systemes dynamiques

Figure 1.4 : Séries temporelles en haut et espaces de phase correspondant [11].

1.8. Notion d’attracteur

Dans 1'¢tude des systémes dynamiques, un attracteur est un ensemble ou un espace vers
lequel un systéme évolue de fagon irréversible en I'absence de perturbations.
L’étude du comportement asymptotique d’un systéeme dynamique régi par un ensemble
d’équations différentielles non linéaires révele trés souvent la notion d’attracteur, défini
comme I’ensemble compact de 1’espace des phases invariant par cet ensemble et vers lequel
convergent toutes les trajectoires du systeme [5].

L’attracteur est une géométrique de I’espace de phase indiquant le comportement d’un
systeme chaotique. L’attracteur peut étre étrange avec structure fractale ,une courbe ou
surface de forme irréguliére ou morcelée qui se crée en suivant des reégles déterministes ou
stochastiques ou point fixe ou encore cycle limite[8].

Ci-dessous, nous donnerons des exemples d’attracteurs étranges pour les différents systémes

chaotiques continus tirés de la référence [7].
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Figure L1.5. Attracteur de Lorenz [7].

Figure 1.6: Attracteur de Rossler [7]

|
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Figure 1.7 : Attracteur de Hénon [7].

1.8.1 Le bassin d’attraction

Le bassin d’attraction d’un attracteur est I’ensemble des points de I’espace des phases

qui donnent une trajectoire évoluant vers 1’attracteur considéré [9].

Attracteur fixe Attracteur cyclique

(5

N

p
N\l

/,f |

Figure 1.8 : Points fixes et attracteurs [12].
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1.8.2. Les différents types d’attracteurs

I existe deux type attracteurs : les attracteur réguliers et les attracteurs étranges ou

chaotique [6]:

1.8.2.1. Attracteurs réguliers

Les attracteurs réguliers caractérisent I’évolution des systémes non chaotiques, et
peuvent étre de trois sortes :

e Le point fixe : c’est le plus simple attracteur, le systéme évolue vers un état de
repos (point).

e Le cycle limite périodique : il peut arriver que la trajectoire de phase se
referme sur elle méme. L’évolution temporelle est alors cyclique, le systéme
présentant des oscillations permanentes.

e Le cycle limite pseudopériodique : c’est presque un cas particulier du
précédent. La trajectoire de phase ne se referme pas sur elle-méme, mais

s’enroule sur une variété de dimension 2 (par exemple un tore).

- b-

Figure 1.9 a: Signal quasi périodique typique ;

b : allure d’un tore dans un espace de phase [6].

&
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1.8.2.2 Attracteurs étranges

Les attracteurs étranges sont des formes géométriques complexes qui caractérisent
I’évolution des systémes chaotiques : au bout d’un certain temps, tous les points de 1’espace
des phases (et appartenant au bassin d’attraction de I’attracteur) donnent des trajectoires qui

tendent a former ’attracteur étrange [6]:

A
o
]
0 Z -
40 A
n - ) P
g a a2
- P 4 0 —
I 027 = T g -
=00 Piar Fy
atfracteur de Lorenz circuit de Chua

Figure 1.10 : Quelques exemples d’attracteurs étranges [6].

1.9 Les bifurcations et route vers le chaos

L’aspect fondamental de 1’étude des systeémes dynamiques chaotique est la notion de
bifurcation. Notons que la bifurcation est consacrée a des systémes dynamiques paramétriques

(c’est-a-dire contient les parameétres de contrdle). Le mot " bifurcation ", introduit par
Poincaré, est employé pour désigner un changement qualitatif du comportement du systéme
(tel que le nombre ou le type de solutions) au cours de I’évolution d’un ou plusieurs
parametres. C’est-a-dire pour certaines valeurs des parametres, la solution du systéme
dynamique change qualitativement : on dit qu’il y a bifurcation [13]. Par bifurcation locale,
on entend une modification du comportement du systéme au voisinage d’un point fixe (ou

d’une solution périodique). Tout autre changement sera désigné par le terme de bifurcation

globale.

3
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Le point ou se produit la bifurcation est appelé point de bifurcation ou encore point
critique. La représentation des branches de points fixes dans cet espace, afin de localiser les
bifurcations, permet d’établir ce qu’on appelle un "digramme de bifurcation"[13]. Ce dernier

est ’un des objectifs a atteindre de ce PFE.

1.10. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné une définition des systemes dynamiques
déterministes et leurs concepts généraux, nous avons ainsi défini le systéme dynamique
discret et le systtme dynamique a temps continu, tout en les accompagnants par quelques
exemples. Nous avons vu par la suite la description du systéme chaotique et ses propriétés, les
différents types d’attracteurs ainsi que les bifurcations et route vers le chaos, nous avons cité

vers la fin les principales caractéristiques du comportement chaotique.

&
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Chapitre 11 Systéme dynamique discret

II.1. Introduction

Ce chapitre est dédi¢ a I’étude d’un diagramme de bifurcation dans le cas d’un signal
discret. Ce signal est I’application logistique, il est choisi a cause de sa simplicité en terme de
programmation et de sa richesse en terme de comportement dynamique.

L’application logistique est définie par I’équation suivante [14]:

r € [0;4]
Xn+1) = fan) Avec fX)=rx.(1—x) et {x, € [0;1] (IL.1)
n=0
Avec une condition initiale connue X (o) = X
Dans le cas d’un systéme d’ordre supérieur (r > 2) :
X(n"'r) = f(xn'xn+1'---'xn+r—1) n =0 (11.2)

Il s'agit d'un mod¢le de I’évolution d’une population animale .Ce mod¢le a été étudié
par R. May pour I’observation de cette population dans un contexte proie-prédateur [14].
Chaque année (ou chaque intervalle de temps t), les individus se reproduisent et donnent
naissance a une nouvelle génération qui perpétue I’espece, tandis que 1’ancienne meurt. Le
facteur r correspondrait & un taux de reproduction de la population. Pour un faible taux, la
population finit par s’éteindre. Pour un taux moyen, la population se stabilise et pour un grand

taux, la population varie continuellement d’années en années [15].

La figure II.1 donne l'allure de la fonction f(x) (la parabole noire, symétrique autour de

l'axe x =

N |-

) et les valeurs successives de la suite ( x,, ) (la courbe rouge).

11.2. Définitions

Nous adoptons ici quelques définitions pour clarifier la présentation et simplifier la

compréhension :

&
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- une trajectoire (ou orbite) est 'ensemble des itérés {x,, x4, ... }

- lafonction f posséde un cycle d'ordre p s'il existe un terme x, tel que les itérés
de f reviennent a la valeur de départ x, au bout de p itérations.

- un point fixe est un cycle périodique d'ordre p = 1 il y a une bifurcation lorsque les

attracteurs changent de nature (stable ou instable).

IL1.3. Un attracteur unique [16]

En fonction du parametre de bifurcation, les solutions de ce systéme dynamique sont
de type point fixe, cycle périodique ou chaotique. Le point fixe représente 1’état stationnaire.
A titre d’exemple pour le cas r = 2,8, la figure II.1 montre pour ce cas que la suite (IL1)

converge vers un point fixe, c'est-a-dire vers une valeur x* telle que f(x*) = x*.

On remarque qu’il y a deux points fixes. Le premier point fixe est x* =0 et le deuxiéme

x* = 0,64 .Le graphique suggere que le premier est instable et le deuxiéme stable.

Figure I1.1 : Illustration d'un cycle d'ordre 1 (un attracteur unique) [16].

Pour confirmer la stabilité du point fixe, nous allons présenter la méthodologie a suivre pour

ce point fixe x* quelconque. Pour x, proche de x*, un développement limité de la fonction

f donne :
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fO) = ) + (). (e — x7) (IL.3)

Puisque f(x,) = Xpp1 et f(x*) = x* , on al'égalité suivante :

fi(x) = Imn® (IL4)

Xn—x*
Deux cas se présentent alors :
- Si|f'(x)| <1 , alorslepoint x,,; estplusproche de x*, la suite revient

vers x* qui est stable (attractif).

- Si|f'(x)

> 1 , alors le point fixe est instable (répulsif).

Dans notre cas o f(x) =r.x.(1 —x) , on montre facilement que les deux points fixes
de fsont x* =0 ou bien x* =1 — 1/r.La dérivée de f est la fonction

f'(x) =r.(1 — 2x) .Sa valeur est égale a r pour le premier point fixe; eta 2 —7r pour le
deuxieme.

Pour r = 2, 8, Comme application numérique les deux points fixes sont x* =0 et x* =
0,643 . La valeur absolue de la dérivée vaut 2,8 >1 pour le premier point fixe et 0,8<l

pour le deuxiéme. On en déduit que le premier point fixe est instable et que le deuxiéme est

stable [17].

I1.4. Caractérisation des systéemes dynamiques discrets

Dans le cas général, un systéme dynamique discret est décrit par un systéme
d’équations aux différences finies, qui génére une fonction de récurrence appliquée a chaque
point du systéme [18].

L’application logistique (eq (II.1)) est un systéme de premier ordre, unidimensionnelle .Elle
représente un systéme a boucle fermée avec une seule sortie
Nous appellerons orbite ou trajectoire de fx,, lareprésentation X,,; vs, X, dusystéme

a la suite générée par I’itération du systéme, a partir d’une condition Initiale :

OxO == {xo,Xl,Xz, ...} (II.S)

Une maniére trés utile dans la visualisation de 1’évolution d’un systéme dynamique en temps

discret consiste a utiliser I’itération graphique.

=
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L’itération graphique s’effectue en superposant deux courbes : la fonction sous étude
(¥ = f) )» et la diagonale de pente unitaire ( y = x ). Nous allons utiliser la diagonale pour
retrouver le point obtenu sur I’axe des y, dans ’axe des x, afin d’exécuter graphiquement une

itération de  f , a partir d’une condition initiale x, (figure I1.2).

o

1 1 1 1 \\\. : : :\\\
Xp X1 X3 ey X0 X1 X3

(a) (b)

Figure I1.2 : Itération graphique d’une trajectoire 1-D [18].

La figure IL.2 illustre I’itération graphique de deux fonctions, f et g. La fonction f(x)
(I.2.a) converge au bout des itérations vers un point fixe, z, , tant que g(x) continue les
itérations autour d’une trajectoire fermée de fagon indéfinie (I1.2.b).

En appliquant les définitions des types d’attracteurs (étranges et réguliers), nous pouvons

obtenir des relations utiles pour 1’analyse des orbites :

a) point fixe :

La condition de point fixe est atteinte quand un point x;,  vérifie :

f(xk) = Xk

=
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flxl=x+x° glx)=x—x hix)=x+x

(a) (b) (c)

Figure I1.3 : Types de point fixe [18].

Un critére d’identification de cette caractéristique consiste a analyser la premicre dérivée
de la fonction autour du point fixe. Une illustration est proposée en Fig. I1.3. Soit x, un point
fixe de f, avec la fonction f soumise a un paramétre A :

o Si [f'(xg)|>1, x4 estun point répulsif, a partir de ce point il y a différents points
adjacents divergents vers des valeurs différentes de ce point aprés un certain nombre
d’itérations (2.3a).

e Si |f'(xg)l <1, x, estun point attracteur, les points adjacents convergent vers ce
point apres un nombre d’itérations (I1.3b).

e Si |f'(xg)|x1, x, estun point invariant ot nous ne pouvons rien indiquer en

particulier concernant x, (I1.3c).

b) Périodicité :

La condition de périodicité, (cycle d’ordre p) d’une orbite se vérifié quand elle

revient vers la valeur de départ au bout de p itérations :

X(n+p) = X(n):p >0 (116)
Les points périodiques vérifient :
£ = £ (£ (FUCar).))) = x (1.7)
p fois

=
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X(n+kp) = X(n), vk (Hg)

I1.4.1. Le phénoméne de bifurcation

Le phénomene de bifurcation indique un changement significatif sur la dynamique d’un
systeme, qui se produit lorsque ses parametres changent. Donc en fonction du changement
d’un parameétre, un systeme peut aller vers une caractéristique monotone, périodique ou
chaotique. La valeur pour laquelle I’effet de bifurcation se produit est nommée point de
bifurcation.

11 existe une bifurcation (un changement dans le nombre de points fixes) si f; posséde un
point fixe invariant, pour une valeur de A donné. Si, par rapport aux voisinages de A, il
présente la transition d’un point attracteur vers un répulsif, le systéme présente un

dédoublement de la période [18].

T,

X=y

\=-065 \=-075 A=-0.85

Figure 11.4 : Exemple de dédoublement de la période [18].

La figure I1.4 illustre un exemple de dédoublement de la période a 1’aide des itérations

graphiques sur une fonction. La fonction, ici sous étude, est tirée de la référence [18] :

foo, = X2+ 2 (IL9)

25
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, . —47
Possédant un point fixe x, sur % + 124
. . Vi-421
En analysant f,, , = 2x , autour du point Ay = —0,75 sur une des solutions x, = % + 124
, nous obtenons f,(xo)/lo = —1 , indiquant que pour cette valeur de A, il existe un point

invariant. En analysant les voisinages, nous trouvons A > —0,75 implique un comportement
d’attracteur et 4 < —0,75 un comportement de point répulsif. Le point A = —0,75
correspond a la définition d’un point de bifurcation, avec dédoublement de la période dans la

dynamique du systeéme.

IL.5. Diagramme de bifurcation

Le diagramme de bifurcation est un diagramme de relation fonctionnelle entre les
points de I’état fixe du systeéme et les paramétres de bifurcation. Les graphiques qui
expliquent ces bifurcation sont logiquement appelées diagramme de bifurcation.
Habituellement, un état variable est sélectionné et sa valeur limite est tracée sur la base d’un
seul paramétre de bifurcation [19].

Le diagramme de bifurcations unidimensionnel est un tracé repérant la nature des
différentes solutions du systéme et leur stabilité lorsqu’un parametre varie. Il est composé
d’intervalles sur lesquelles les solutions asymptotiques (ou les ensembles limites qui leur
correspondent) Evoluent continument avec le paramétre et les intervalles sont séparés par les
points de bifurcation. Le diagramme de bifurcation est un outil efficace pour Evaluer
rapidement 1’ensemble des solutions possibles d’un systéme en fonction des variations de 1’un
de ses parametres. Il permet de repérer les valeurs particulieres du paramétre qui induisent des
bifurcations. C’est un diagramme qui porte les valeurs du parameétre en abscisse et des valeurs
particuliéres d’une des variables d’Etat en ordonnée lorsque le régime asymptotique est atteint
[20].

Le diagramme de bifurcation rend compte du comportement de I’application logistique en
fonction du parametre r. Sur ce diagramme, en abscisses, sont représentées les différentes
valeurs du parametre r et en ordonnées celles de f . Nous construisons le diagramme en

repérant pour chaque valeur de r le ou les points de convergence de la suite (x,)y définie

par x, € [0;1] et Xppiq) = fx,y [21].

=z
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Un diagramme de bifurcation consiste a représenter la densité de probabilité fonction
du parametre r. Pour obtenir ce diagramme on choisit les min et les max de r et le nombre
d'intervalles de la densité de probabilité: en abscisses : le parametre r, en ordonnées : la
densité de probabilité. On tracé un histogramme d’abord et on calcul la densité de probabilité

pour obtenir une matrice qui affiche le diagramme de bifurcation

I1.5.1. La densité de probabilité d’un signal [22]

La distribution de probabilité¢ P(x) traduit la répartition en amplitude du signal x(t).
P(x) est la probabilité pour que x(t) ait une amplitude donnex . C’est une distribution
continue de la variable , elle aussi échantillonnée x; .il est impossible d’obtenir la distribution

exacte , mais seulement une approximation . Obtenue par un simple calcul d’histogramme.

Figure ILS : Principe du calcul de la distribution de probabilité [22].

Le principe, schématisé sur la Figure I1.5, en est le suivant. On définit une plage
d’amplitude délimitée par deux valeurs a,,i, €t Qg €0 Ny segments. On etablit un lien
entre la valeur x; et I’indice [; du segment dans lequel elle est comprise, donné par la relation

(IL10).

l; = ceil [(N”_l)(xi —Amin) (1L.10)

Amax—Amin

On calcule ensuite Ny valeurs Hj , Ou H, est le nombre d’occurrences de k dans

S
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L’ensemble des valeurs [; , ce qui se traduit mathématiquement par la relation (IL.11).

Ng-1
Hy =3%.%, " 6k, (IL11)
I1 suffit ensuite de, normaliser les valeurs Hy. Le résultat de ce calcul, donné par la

relation (I1.12), aboutit a un ensemble de N valeurs P, dont la somme est 1.

Hy
Pp=——2— | k=0.Ny—1 IL12
k Zgﬁiolfhn H ( )

Cette distribution de probabilité approchée est d’autant plus proche de la distribution
théorique que le nombre Ny de segments est important et que la durée At du signal x; est

longue.

I1.6. Algorithme de tracage du diagramme de bifurcation

1 3 suite logistigue

2 % Exemple de chaos classigue. Valeurs des traces semi—stables de
3 3 *(n+l) = r*xin) *({l-x(n)) lorsguse r augmente Jjusgu'a 4.

4 — clear

5= scale = 10000; % determine le niveau d'arrondi

B — maxpoints = 200; % détermine les valeurs maximales a4 tracer

T = N = 1000; % nombre de valeurs "r" a simuler

8 — a = 2; % waleur de départ de "r"

g9 — b = 4; % waleur finale de "r"... tout ce guli est plus &lewvé diverge.
10 — rs = linspace(a,b,N):; % wvecteur de wvalsurs "r"

11 — M = 500; %nombre d'iterations de l'éguation logistigue

12 % Parcourir les walesurs "r"

13 |= for 9 = 1:lengthirs)

14

15 = r=rs(j):s % obtenir le "r" actusl

16 — x=geros (M,1):; % allousr de la memoire

17 — ®x{1) = 0.5; % condition initiale (peut étre n'importe guoi de 0 & 1)
18

19 — for i = 2:M, % repeter

20 — ®x(i) = e*xii-1) *(1-x({i-1)):

21 — =nd

22 % n'enregistrez gue ces valeurs unigques =t semi-stables

23— out{g} = unigue (round(scale*x (end-maxpoints:end) )

24 — =nd

25 % PRéorganiser le tableau de cellules dans un grand wvecteur n par 2 pour le tragage
28 — data = []:

27 — for k = 1l:lengthirs)

28 — n = lengthiout{k}):

29 — data = [datar rs (k) fonesin, 1) ,out{k}]:

3D — ;nd

s
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31 % Tracer les donnges
2 = figureil)
33 - h=plot(data(:,1),2*data(:,2)/scale-1, " 'k.'):
34 - title('Digramme de bifurcation de la suite X(n)=logi[X(n-1)]'):
35 = vlabel ('densite de probabilite '),xlabel('parametre r')
36 — set (h, 'markersize', 1)
37 - set (gef, 'color', "white!')
38

I1.7. Résultats de simulation

Digramme de bifurcation de la suite Xin)=logi[#{n-1]]

1 T T T T T T T T T

densite de probabilite

_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4
paramétre r

Figure I1.6. : Résultat de simulation

On obtient La figure I1.6 qui représente un diagramme bifurcation, qui décrit la
transition de la suite logistique vers le chaos. Il s’agit dans ce cas d’une bifurcation par

doublement de période.
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Le scénario de transition vers le chaos est sans doute le plus connu par augmentation du
paramétre de contrdle de ’expérience, la fréquence du régime périodique double, puis est
multipliée par 4, par 8, par 16,32... etc. Les doublements étant de plus en plus rapprochés,
on tend vers un point d’accumulation auquel on obtiendrait hypothétiquement une fréquence
infinie. C’est a ce moment que le systéme devient chaotique. Donc a partir de cette figure

nous pouvons constater les caractéristiques suivantes :

- TI pour 2<r <3 lesysteme a tendance a se stabiliser autour d’une seule valeur, il
est attiré par un cycle limite de période 1.

- T2 pour 3 <r<345 environ, le systtme finit par osciller entre 2 valeurs, on dit
qu’il posseéde un cycle de période double (dédoublement de période).

- T4 pour 3,45<r1r <357 environ,ily aune période de quatre valeurs finales.

- T8 pour 3,57 <r < 3,65 environ, il y a une période de huit valeurs finales.

- T16 pour r > 3,65 , il y a une courte période de seize valeurs finales, jusqu'a
environ
3,7 ou commence une période de 32 valeurs.

- Les plages de valeurs associées a une périodicité sont de plus en plus courtes quand
celle-ci croit. Cette suite de doublements est interrompue par le fait que pour r = 3,9,
il y a une période de trois valeurs dans une sorte de « fenétre ».

- Pour r =4, I'état final est apériodique : il y a une infinité¢ d'états distincts quel que
soit le rang de l'itération d'observation considéré, chaque état n'étant atteint qu'une
fois.

Le doublement des périodes successives par bifurcation ne se poursuit pas
indéfiniment, il apparait des fenétres chaotiques. Dans une telle fenétre, on trouve des valeurs
ou la période change brusquement, par exemple celle a 3,9 ou la période est 3. Les plages de
forte sensibilité aux conditions initiales contiennent des valeurs apériodiques. Chaque plage
contenant une valeur chaotique contient aussi une fenétre périodique.

D’ou I’'intérét du tragage du diagramme de bifurcation qui par conséquent trés

intéressant pour visualiser I’ensemble de ces états.
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I1.8. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié une équation trés simple, telle que I’application
logistique, qui peut présenter des comportements non linéaires complexes. Nous avons tracer
un diagramme de bifurcation dans le cas d'un systéeme dynamique discret. Donc, a partir du
diagramme de bifurcation que nous avons tracé, nous pouvons conclure que la certitude de la
fonction permet de prédire son évolution, mais ne peut pas prédire de maniére fiable sa valeur
a long terme. Cette prédiction ne peut étre réalisée qu'en effectuant les calculs de fréquence
nécessaires, et elles peuvent étre perturbées par la sensibilité aux conditions initiales.

Nous avons ainsi obtenu un diagramme a double période, il apparait des fenétres
chaotiques. Dans une telle fenétre, on trouve des valeurs ou la période change brusquement,
Chaque plage qui contient une valeur chaotique contient aussi une fenétre périodique.

Par conséquent, le but du tragage de ce diagramme est primordial pour la visualisation

de ’ensemble de ces états.
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II1.1. Introduction

Ce chapitre est dédi¢ au tracage d’un diagramme de bifurcation dans cas d’un signal
continu. Pour atteindre cet objectif nous avons choisi la génération d’un signal continu
modélisé mathématiquement par une équation différentielle du 1® ordre a retard (EDR), et
réaliser expérimentalement par un générateur de chaos en longueur d’onde. Ce choix est
motivé par la simplicité du modele a étudier, et de la richesse des comportements dynamiques
produits : point fixes, périodique, quasi périodique et chaotique. La route vers le chaos est
fortement illustrée par ce type de générateur de chaos, qui s’appuit principalement sur une

dynamique non —linéaire a retard.
I11.2. Systéme chaotique

Un systéme est dit chaotique si son comportement est irrégulier, désordonné tout en
¢tant déterministe. En particulier, on dira d’un systéme qu’il est chaotique (dans le temps) si
son spectre de puissance comporte une partie continue, une bande large, indépendamment de

la présence éventuelle de quelques raies [23].
IIL.3. Principes

Présentons pour commencer le principe de la génération de signal chaotique sans entrer
dans des détails théoriques. Le systéme choisi ici est basé sur une structure générale tres
simple. Il est composé de 2 ¢éléments fondamentaux : un élément non linéaire et un élément

retardant, relies par une boucle de contre-réaction, il s’agit donc d’un oscillateur non linéaire.
I1.3.1. Oscillateur non linéaire

Nous présentons ici quelques principes généraux associés a la réalisation d’un

oscillateur non linéaire schématisé sur la figure I11.1.
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» NL T PB

A 4

Non —linéaire ~ retard  amplification filtrage

X(t)

Figure IIL.1 : Schéma ¢lémentaire du systéme générateur de chaos

Décrivons plus précisément cet oscillateur dont les éléments sont au nombre de quatre :

= NL: la fonction de transfert de 1’élément non linéaire présente dans la boucle de
contre-réaction. Elle sera présentée plus en détails dans la suite, mais on peut déja
noter qu’elle doit posséder au moins un extremum pour que le systéme génére un
signal chaotique [22].

= Retard T : introduit dans la boucle est caractéristique de ce type de systeme et

constitue avec 1’élément non linéaire I’essentiel du générateur de signaux chaotiques

= Gain B : la boucle de contre-réaction comprend un élément amplificateur dont le gain
appelé B.

= PB: comment dans tout systtme physique, le temps de réaction de 1’oscillateur non
linéaire n’est pas infiniment court. Cette constante de temps non nulle - appelée 1 -
est representée sur la figure III.1 par un filtre passe-bas. En effet, ce type de filtre ne
laisse passer que les basses fréquences et attenue les haute fréquences associées a des

oscillations trés rapides du signal généré dans la boucle.

Cet oscillateur non linéaire a contre- réaction retardée est modélise par une équation
différentielle a retard du premier ordre, exprimée par la relation (III.1), ou X représente le

signal génére par ’oscillateur et ¢p et un paramétre lie a 1’élément non linéaire. Cette équation

s’apparente a I’équation d’lkeda [22].

dx(t) _

x(t)+t =

B NL[x(t —T) + ¢] (I11.1)
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Ce type de systéme générateur de chaos produit donc une multitude de comportements

dynamique différents, bien périodique que chaotique.

Cependant, nous pouvons déja présenter rapidement le réle des différents parameétres du
systéme .Le gain B est aussi appelé parametre de bifurcation et permet comme le paramétre
¢ de modifier le comportement dynamique du systéme. On peut retenir que dans la plupart
des cas, un régime chaotique correspond a un gain ¢levé. Le retard T joue un rdle dans les
régimes périodiques dont la période est un multiple de T .Un régime chaotique la complexité
du chaos est caractérisée par le rapport T/ 1 [22]. Bien que la littérature, il existe plusieurs
types de générateurs de chaos, nous avons choisi, pour la mise en pratique de 1’équation

(ITL.1), le générateur de chaos en longueur d’onde [24].
I11.3.2. Chaos en longueur d’onde [25]

Un systéme permettant de générer une fluctuation chaotique de la longueur d’onde a été
réalise au laboratoire d’optique P.M. Duffieux a la fin des années 1990. Le systéme mis au

point est donné sur la figure I11.2, il se compose de :

- D’une diode laser DBR accordable en longueur d’onde,

- D’une non —linéarit¢ sinusoidale en longueur d’onde réalisée au moyen d’un filtre
biréfringent qui convertit des fluctuations de longueur d’onde en fluctuation
d’intensité,

- D’une photo détectrice qui convertit ces fluctuations d’intensité en signal électrique,

- D’un systeme d’amplification de filtrage €¢lectronique de type passe-bas.

T— = =8 A(t) + B sin® [SA(t—T) + ¢o] (111.2)

0 M(t) : correspond aux fluctuations de longueur d’onde au cours du temps,

T : est la constante de temps du systéme,

B : est le gain optoélectronique souvent choisi pour étre le parametre de bifurcation,
T : est le retard temporel dans la contre-réaction,

¢, : est une référence de phase dépendant de la longueur d’onde centrale et de la différence de

chemin optique du filtre biréfringent.
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Figure IIL.2 : Schéma du générateur de chaos en longueur d’onde [26].

A partir de I’équation (I11.2), on déduit aisément le terme non linéaire de 1’équation (IIL.1).

Celui-ci est donné par :
NL[x(t —T) + ¢] = sin® [8A(t—T) + ¢o] (1IL3)

La visualisation des signaux continus, donnés par I’EDR (IIL.2), nécessite la résolution
numériques de cette équation .Dans la partie suivante, nous allons présenter certaines

méthodes numérique de résolution des EDR.

I11.4. Quelques méthodes de résolution des EDR

Dans cette partie, on s’intéresse plus particuliecrement a 1’é¢tude des différentes
méthodes d’intégrations numérique des équations différentielles. Celles-ci permettront
d’accéder a la dynamique du dispositif considére par des simulations numérique via le modele
mathématique utilisé, deux méthode seront présentés : méthodes d’Euler et la méthode Runge

kutta d’ordre 4 [26].

Les méthodes d'intégration numérique des équations différentielles peuvent étre classées en
deux types: les méthodes explicites et les méthodes implicites. Une méthode est dite

explicite si la valeur X;,; peut étre calculée directement a l'aide des valeurs précédentes (ou

3
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d'une partie d'entre elles). Une méthode est dite implicite si la valeur X;,; n'est définie que

par une relation implicite fonction de  X;

Généralement, la connaissance des conditions initiales est nécessaire pour rechercher la
solution d'une équation différentielle ordinaire (ODE), c'est ce qu'on appelle communément le
probléme de Cauchy, ou encore tout simplement probléme aux valeurs initiales. Il suffit de

connaitre X(0) et X'(0) pour trouver les solutions d'une ODE du second ordre par exemple.

Cependant, la présence du terme retardé d'une durée égale au retard temporel T dans les
équations différentielles a retard (EDR), implique qu'une condition initiale particuliére
appartient a I'ensemble des valeurs définies sur l'intervalle de temps [0;T]. La taille de
chacune de ces conditions initiales dans ce cas est infinie. En d'autres termes, la détermination

de la solution exacte d'une EDR est liée a la connaissance d'un nombre infini de valeurs [27].

111.4.1. Méthode d'Euler

C'est la plus simple et traditionnellement la méthode la plus utilisée pour trouver une
solution Approchée d'une équation différentielle. Mais d'abord considérons la forme générale
(IV.4) de cette équation, qui sera également utilisée pour expliquer les autres méthodes de

résolutions numériques.

2O =F(xt) (I11.4)

L'approximation numérique s'effectue par un développement de Taylor a l'ordre 1 du terme
dérivée premiere de 1'équation :
L () = limpoe S0 = P, 1) (IIL5)

Ou h est le pas d'échantillonnage de la méthode. En discrétisant la variable temporelle (t = h:i

;1=0, 1, 2, ... entier), on obtient donc la relation de récurrence suivante :

Xi+1 = Xi + h.F(xi, ti) + O(hz) (IH6)
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Les termes d'ordre 2 sont négligés, et donc la formule est d'ordre 1. A titre indicatif, le calcul

de N premiers échantillons s'effectue de la maniére suivante [27] :

x1 = xO + h.F(xo, to)
xZ = x1 + h.F(xl, tl) (III.7)

xy = xy_1+h.FQxy_1,ty_1)

Cette méthode utilise un pas d'intégration constant, et converge trées mal. L'erreur de
rapprochement de la solution exacte est due principalement, en plus des erreurs de troncature
inhérente a tous les calculs informatiques, a I'erreur d'intégration. Celle-ci est de 1'ordre du pas
d'échantillonnage au carré, et par conséquent h devra étre pris suffisamment petit afin de la
réduire. L'avantage majeur de cette méthode est sa rapidité d'exécution, car elle demande

relativement peu d'opérations de calculs.

111.4.2. Méthode Runge Kutta d’ordre 4

L'algorithme de Runge-Kutta utilise plusieurs points intermédiaires pour calculer la
valeur de X;,; a partir de la valeur de. X; Cette méthode est dite d'ordre 4 car elle est basée
sur un développement de Taylor a l'ordre 4, suivie d'une moyenne pondérée sur toutes les
estimations de ainsi réalisées. L'expression liant X;,; et X; est donnée par 1'équation

suivante [27] :

Xivr = Xy (ky + 2.4 + 2.k + k) + 0(h®) (I1L.8)
Avec :
Ky = F(x;, t;)
Ky =F(x;+5.kyt; +35) (II1.9)

K, =F(xi+%.k2,ti+%)

K4=F(xi+h,tl-+h)

Cette méthode est a pas constant, trés utilisée pour réaliser les intégrations numériques. Elle a

le principal avantage d'avoir une précision en h*et converge rapidement. Néanmoins, elle
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reste assez colteuse en temps de calcul car, elle nécessite d'évaluer de manicre itérative 4 fois

la fonction F.

II1.5. Résultats de simulation :

L’implémentation sous Matlab de ’EDR (IIL.2), en utilisant la méthode de résolution
numérique Runge Kutta d’ordre 4, nous a permis d’obtenir une multitude de signaux, allant
du point fixe jusqu’a 1’évolution chaotique en fonction du paramétre de bifurcation (le gain
optoélectronique de la contre-réaction du systéme). Les parametres de simulation utilisés sont

choisis arbitrairement de la maniére suivante :

Parameétre : Symbole : Valeur :
Constante de temps du systéme T =1 ns
Retard temporel T 61.5t
Pas d’échantillonnage h 0.002 ©
Gain optoélectronique B Variable
Phase de NL do 1.375 rad
Condition initiale Xo 1.0

Les résultats obtenus en fonction du paramétre de bifurcation 3 sont :
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Systéme dynamique continu
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»> Pour f=8:
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Figures II1.3: Résultats de simulation en fonction du parametres de bifurcation
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D’apres ces résultats de simulation, la dynamique générée dépend fortement du
parametre de bifurcation 3. Autrement dit, plus ce paramétre est €¢levé, plus le signal continu
produit devient complexe en ressemblant visuellement a un bruit. Le régime constant est
obtenu pour un gain faible (f = 0.2), le régime périodique est observé pour un gain de 1’ordre
B = 4. Le quasi-périodique est nettement identifi¢ d’apres ces résultats pour I’ordre f = 5, et le
pseudo-chaotique est représenté pour [ = 7. Enfin, un régime chaotique est donné pour un

gain relativement fort 3 = 10.

A partir de ces résultats de simulation, on constate qu’a chaque valeur du paramétre de
bifurcation on obtient un signal continu différent en terme de forme, d’ou I'intérét du
diagramme de bifurcation. Ce dernier permet de cartographier 1’ensemble des signaux en
fonction du paramétre de bifurcation [, allant du point fixe jusqu’au chaotique
hypercomplexe. La construction du diagramme de bifurcation dans ce cas de signal continu
n’est pas encore achevée dans le cadre de ce PFE, a cause principalement du court temps
alloué a ce projet. Nous espérons que cette partie sera reprise dans de futurs travaux en guise

de perspective.

II1.6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit un type d’équation différentielle a retard, puis,
nous avons donné un exemple concert de dynamique continu, c¢’est le générateur de chaos en
longueur d’onde et son équation. Nous avons donné les méthodes numériques de
caractérisation des dynamiques non lin€aires a retard, parmi ces méthodes, nous avons utilisé
la méthode de résolution numérique Runge Kutta d’ordre 4, ce qui nous a permis d’obtenir

une multitude de signaux continus.




Conclusion générale

Conclusion générale

Ce PFE nous a permis de s’initier a la recherche dans le domaine des systémes
dynamiques, bien que discrets que continus. L’étude de I’application logistique nous a permis
de voir, de comprendre et d’analyser 1’ensemble des régimes dynamiques générés, allant du

point fixe stable jusqu’aux régimes chaotiques hypercomplexes.

La recherche bibliographique sur les systémes dynamiques non linéaires a retard nous
a permis de découvrir le générateur de chaos en longueur d’onde. Ce dernier a été utilisé pour
générer un signal continu, pour le tragage du diagramme de bifurcation. La programmation
sous Matlab, avec la mise en pratique de la méthode de Runge Kutta d’ordre 4 pour la
résolution des équations différentielles du 1 ordre a retard de ce générateur de chaos, nous a
permis de visualiser les séries temporelles constantes, périodiques, quasi-périodiques et
chaotiques. Cependant, I’exploration de ces signaux continus sur un diagramme de bifurcation
reste une tdche non achevée, a cause principalement de la contrainte du manque de temps

consacré a ce PFE.

Nous espérons donc, que dans un futur proche, la suite de ce PFE sera reprise par la
réalisation d’un diagramme de bifurcation pour le cas de systtme dynamique continu, et plus
particuliérement sur des relevés expérimentaux de traces temporelles. L’exploitation pratique
d’un diagramme de bifurcation sera d’autant intéressante que ’exploration d’un modele
mathématique numériquement, pour confirmer la concordance des résultats numériques et

expérimentaux.
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Annexe I :

suite logistique
Exemple de chaos classique. Valeurs des tracés semi-stables de

o° o° oo

x(n+l) = r*x(n)*(l-x(n))lorsque r augmente jusqu'a 4.
clear
scale = 10000; % détermine le niveau d'arrondi
maxpoints = 200; % détermine les valeurs maximales a tracer
N = 1000; % nombre de valeurs "r" a simuler
a = 2; % valeur de départ de "xr"
b = 4; % valeur finale de "r"... tout ce qui est plus élevé diverge.
rs = linspace(a,b,N); % vecteur de valeurs "z"

M = 500; %nombre d'itérations de 1'équation logistique

% Parcourir les valeurs "r"
for j = l:length(rs)

r=rs(j); % obtenir le "r" actuel
x=zeros (M,1); % allouer de la mémoire
x(1l) = 0.5; % condition initiale (peut étre n'importe quoi de 0 a 1)
for 1 = 2:M, % répéter
x(1) = r*x(i-1)*(1-x(i-1));
end

% n'enregistrez que ces valeurs uniques et semi-stables
out{j} = unique (round(scale*x (end-maxpoints:end))) ;
end

o)

% Réorganiser le tableau de cellules dans un grand vecteur n par 2 pour le

tracage
data = [];
for k = 1:length(rs)

n length (out{k});
data = [data; rs(k)*ones(n,1),out{k}];

end

o)

% Tracer les données

figure (1)

h=plot (data(:,1),2*data(:,2)/scale-1,"'k.");

title('Digramme de bifurcation de la suite X(n)=logi[X(n-1)]1");
ylabel ('densite de probabilite '),xlabel ('parametre r'")

set (h, 'markersize', 1)
set (gcf, 'color', '"white')
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RESUME

Lorsque un systéme dynamique génere une multitude de signaux (constants,
périodiques, quasi-périodique, chaotiques) en fonction de 1'un de ses paramétres, un
diagramme de bifurcation peut résumer 1’ensemble des ses évolutions dynamiques .Dans ce

rapport de PFE, deux type de systémes sont explorés, I’un est discret et I’autre est continu.

Mots-Clés : Systeme chaotique, Systémes Dynamiques Discrets, Syst¢tme Dynamique

continu, Diagramme de bifurcation, Bifurcations, Suite logistique, Générateur de chaos.

ABSTRACT

When a dynamic system generates a multitude of signals (constant, periodic, quasi-
periodic, chaotic) according to one of its parameters, a bifurcation diagram can take all of its
dynamic evolutions. In this PFE report, two types of systems are explored, one is discrete and

the other is continuous.

Keywords: Chaotic System, Discrete Dynamic Systems, Continuous Dynamic System,

Bifurcation Diagram, Bifurcations, Logistic Suite , Chaos generator.
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