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Introduction Générale :

Une chaine de Markov est un processus aléatoire (X,,),eydont les transitions sont données par
une matrice stochastique P(X,, X,11).Ces processus vérifient la propriété de Markov, c’est-a’-
dire qu’observé sa’ partir d'un temps (d’arrét)T, (X741, )nen ne dépend que de Xr et est de
nouveau une chaine de Markov. Les états d’une chaine de Markov peuvent étre classés en deux
catégories : les états transitoires,qui ne sont visités qu'un nombre fini de fois presque ( p.s.), et
les états récurrents,qui une fois atteints sont visités p.s. une infinit fois, ainsi que tous les autres
états dans la méme classe de récurrence. Pour une chaine de Markov irréductible récurrente et
la loi marginale du pro-cessus convergent soit vers I'unique mesure de probabilité P-invariante,
soit vers le vecteur nul (récurrence nulle). Cette théorie s’applique en particulier aux marches
aléatoireset aux modélesdefiles d’attente [§]

Un processus stochastique est un phénoméne qui évolue dans le temps d’une maniére aléa-
toire. La vie quotidienne et la science nous donnent beaucoup d’exemples de ce genre de phé-
noméne, ou’ en tout cas des phénoménes qui peuvent étre compris de cette facon. La météo;
la population d’une ville; le nombre de personnes dans une file d’attente et la position d’une
particule de pollen dans un fluide, sont des exemples de processus stochastiques. Ce dernier fut
étudié pour la premiére fois par le botaniste Robert Brown en 1827 et recu le nom de mou-
vement brownien. Il joue un role fondamental dans la théorie des processus aléatoires, un peu
comme la distribution gaussienne dans la théorie des probabilités. En 1920, N. Wiener donne
une définition mathématique du mouvement brownien. Il étudie en particulier ses trajectoires
qui sont continues mais nulle part différentiables (ucun moment la vitesse ne peut étre dnie car
les changements de direction sont trop rapides). Dans les ann quarantes, K. It6 développa un
calcul différentiel spécifique au mouvement brownien [5]

La fiabilité est née, sans doute, au cours de la 2" guerre mondiale. Actuellement, I’étude

de fiabilité devient une discipline art entiére. Les problémes économiques (cout de défaillance,
gestion de personnel de maintenance, etc) rendent nécessaire la connaissance de fiabilité du
systéme. L’analyse de la fiabilité constitue une phase indispensable dans toute étude de stireté
de fonctionnement d’un systéme. Il est ignaler que l'analyse de fiabilité dans n’importe quel
domaine est un outil trés important pour caractériser le comportement d’un systéme dans les
différentes phases de vie.
La théorie de la fiabilité a pour objectif d’étudier 'aptitude de dispositifs techniques (ma-
chines, équipements,...), ccomplir une fonction requise, dans des conditions données, durant un
temps donné. Actuellement, c’est une discipline art entiére. Prévoir la fiabilité d’'un systéme
est essentielle pour des problémes de sécuritystémes de freinage, systémes nucléaires, systémes
informatiques...). La quasi-impossibilité de réparer certains matériels (satellites), les problémes
économiques cotit des défaillances, gestion du personnel de maintenance, maintenance des stocks
des piéces de rechange...) rendent nécessaire la connaissance de la fiabilité des systémes utilisés.
Les défaillances se produisant généralement de facon aléatoire, il est logique de faire appel au
calcul des probabilités pour étudier des problémes de fiabilité. Ainsi, nous définissons la fiabi-
lité d’un dispositif comme étant sa probabilité de fonctionner correctement pendant une durée
donnée, ou, ce qui revient au méme, la probabilité qu’aucune défaillance ne se produise pendant
cette durée.|1]



Chapitre 1

Processus Aléatoire :

Introduction :

Les processus aléatoires décrivent 1’évolution d’une grandeur aléatoire en fonction du temps.
Il existe de nombreuses applications des processus aléatoires notamment en physique statis-
tique (par exemple le ferromagnétisme, les transitions de phases, etc.), en biologie (évolution,
génétique et génétique des populations), médecine (croissance de tumeurs, épidémie), et bien
entendu les sciences de I'ingénieur. Dans ce dernier domaine, les applications principales sont
pour 'administration des réseaux, de I'Internet, des télécommunications et bien entendu dans
les domaines économique et finance. 6]

1.1 Processus stochastique

Définition 1 :

On peut définir un processus stochastique comme étant une famille (X;),er de variables
aléatoires indexées par le temps t. Les mots processus et stochastique signifient respectivement
fonction et aléatoire.

Alors qu'une variable aléatoire X associe a chaque w € {2 une réalisation X (w) un processus
stochastique (Xyer) associe & chaque une fonction (ou trajectoire) (Xy(w),cr);

T—FE
t— Xi(w)
ot E est 'espace d’arrivée des variables aléatoires {X;} .Passer des variables aléatoires aux
processus stochastiques revient & passer en analyse des points aux fonctions. itre d’exemple, la
trajectoire d’'une mouche en fonction du temps peut étre modélisée par un processus stochas-
tique aleurs dans E=R? Lorsque I'ensemble des temps T est au plus dénombrable (par exemple
T = N), on parle de processus stochastiques & temps discret. Lorsqu’il est continu (i.e.7" = [0, £
ou T = R"), on parle de processus stochastiques & temps continu Dans ce travail, on abrége
les expressions "variable aléatoire" en v.a. et "indépendantes et identiquement distribuées "
en i.i.d. Les situations réelles pouvant étre modélisées par des processus stochastiques sont
nombreuses . [1]

Définition 2 :

On appelle processus stochastique une famille X;,¢ € T' de variables aléatoires définies dans
le méme espace de probabilité ((2; F; P) et & valeurs dans ’espace mesurable (F;¢), t € T
représente une date
Lorsque T' C Z, on parlera de processus 4 temps discret (suite stochastique) on notée (X,,,n €
N)



lorsque T est un intervalle I C R, on parlera de processus & temps continu.[5]

Définition 4 :

Un processus (aléatoire ou stochastique) rend compte de I’évolution, d’'un phénomeéne aléa-
toire; au cours du temps,. La réalisation d’un processus est appelée trajectoire.

On note X (t) I'état du phénomene au temps t. X (¢) est une variable aléatoire.
— La loi de X (¢) dépend en général de t.

— Pour deux dates t; et t quelconques, X (¢1) et X(¢3) ne sont, en général, pas indépen-
dantes.
Un processus prend ses valeurs dans un espace des états et évolue dans un espace des temps.[12]

Espace des temps.

On note T I'ensemble dans lequel évolue le temps. On peut distinguer :

— les processus ‘a temps discret pour lesquels les temps sont des entiers successifs : T' =
0,1,...m,.... On note X,, la valeur du processus a la date t = m.

— les processus a temps continu pout lesquel T est inclus dans R. On note X; la valeur
du processus a la date Cet espace T est parfois appelé espace des indices. On peut en effet
définir des processus évoluant non pas dans le temps mais dans ’espace; dans ce cas T peut
avoir plusieurs dimensions (exemple : hauteur des vagues en fonction de la latitude et de la
longitude).

On n’étudiera ici que des processus temporels pour lesquels T a une seule dimension.|[12]

Espace des états.

On note E I'espace dans lequel les variables X (¢) prennent leurs valeurs. On peut distinguer :
- les espaces des états dénombrables, finis ou infinis;
- les espaces des états continus.

Le mouvement brownien qui décrit la trajectoire d’une particule au cours du temps est un
exemple de processus space des états continus.

On n’étudiera ici que des processus pour lesquels E est dénombrable, et le plus souvent fini.[12]

1.1.1 Exemples de processus aléatoires :

Exemple 1 :
a) Signal télégraphique :

Ce processus, utilisé en théorie de la communication, rend compte de 1’état d’occupation
d’une ligne
A, @ instant du début de la K™ communication ;



Dy, : instant du la fin de la K¢ communication ;

T=R, ; E:{_1>1}

X; = 1 si la ligne est libre, c’est-a-dire s’il existe k tel que Dy <t < Ay
X, = —1 si la ligne est occupée, c’est-a-dire s’il existe k tel que Ay <t < Dy,
On a 1a, un processus (dit & créneaux), markovien, & accroissements indépendants, homogéne
dans le temps.

b) Processus de ramification :

Ce processus est utilisé pour suivre I’évolution de certaines populations animales ou cellu-
laires, ou bien d’un nom chez les humains.
Chaque individu géneére, indépendamment des autres, un nombre aléatoire de descendants. X,
est le nombre d’individus total & la n'™¢ génération

F=N,; T=N

Le processus est markovien.

c) Files d’attente :

Ces processus sont utilisés en recherche opérationnelle. Des clients se présentent a des gui-
chets & des temps aléatoires, pour y recevoir des services de durée aléatoire (ex : banque,
magasin, péage d’autoroute...)X; est le nombre de clients en attente a l'instant t.

E=N:T=R

d) Mouvement Brownien :

Dans un gaz, chaque particule est soumise aux impacts incessants de ses voisines. Les colli-
sions provoquent des déplacements.
X; est la position d'une particule donnée a l'instant t.

X, — Xest le déplacement pendant [¢; s : ¢’est la somme d’un grand nombre de petits dé-
placements et il sera légitime de supposer que sa loi est une loi Normale.

ECR ; T=R,

Le processus est a accroissements indépendants, homogeéne dans le temps.

Ce travail a pour objectif de donner quelques éléments de théorie sur les processus aléatoires
généraux : processus de Markov, de Poisson, de naissance et de mort, puis sur les systémes
d’attentes : files uniques et réseaux, avec entre temps une application a la fiabilité. [9]



Exemple 2 :
1. Auto fécondations :

e est 'ensemble (fini) des génotypes possibles et T est discret puisqu’il représente les géné-
rations successives. Exemple : E = homozygote, hétérozygote, T = 0,1,2...,X,, est le génotype
du méme descendant (chaque génération est composée d’'un seul individu, voir Fig.1.1,

nombre d’appel en cour

% % : : : | générations
FIGURE 1.1 — Génotypes d’individus obtenus par auto fécondations successives

2. Appels téléphoniques :

¢ est fini car la capacité du standard est finie et T est continu car les appels peuvent survenir
a n’importe quel moment. Exemple : € =0, 1,..10,T = [8h; 17h30],X (¢) est le nombre d’appels
en attente au temps t (voir Fig.1.2).

nombre d’appel en cour

capacité maximale du standard

T T T T T T T T T 1 heure
FIGURE 1.2 — — Nombre d’appels en attente & un standard téléphonique

3. Taille d’une famille :

¢ est infini (dénombrable) car le nombre de descendants n’est pas limité et T est discret
puisqu’il représente les générations successives. Ici e = T = N, X, est le nombre de descendants



au bout de m générations (voir Fig.1.3)

taille &eia famille

11

10

> générations
1 2 3 4 > 6 7 8 9 10

FIGURE 1.3 — Taille d'une famille au cours des générations successives

4. Dynamique d’une population :

¢ est infini si on suppose que la taille de la population n’est pas limitée et T est continu car
les individus peuvent naitre ou mourir & n’importe quel moment. Ici ¢ = N et T = [0; +o0],
X (t) est la taille de la population au temps t. [12]

1.2 Processus de Markov :
Définition :
Le processus (X;)i>o est dit de Markov, si

a) axiome de Markov :

pour tout t1 <ty < ..... < t, < tpi1. pour tout xy,xs, ......... yTni1 € F
P([ X1 = zp]/[Xo = 2] N [Xin = 20]) = P([Xini1 = o]/ [Xon = 24])

b)axiome d’homogénéité :

pour tous s et t, pour tous z,y € F, P([X;;1s = y|]/Xs = x) ne dépend que de t (et non des
instants s et ¢t + s).

10



Propriétés :
1- P(t) est une matrice stochastique, .i.e. p,,(t) > 0et > p,,(t) =1 pou tout x.
yekr
2- Pour tout s et pour tout t, P(s +1t) = P(s)P(t)

3- Pour tout s et pour tout t, m(s +t) = 7 (s)P(t)

Démonstration :

1-
P, ,(t) € [0,1] car c’est une probabilité. De plus, la ligne x correspond a la loi P)[go:x} et on a
bien

2 pay(t) = £ PROI(X = y]) = 1

yerR

2
pour calcule P, ,(t + s) = P*=%([X,, = y]) on va faire intervenir les différents états pouvant
étre occupés a l'instant t :

= P([Xo=x]N[Xt1s=
PO (X =yl) = “TrpeSp

Z P([Xo=2]N[X¢=2]N[X¢t+s=y])
= P([Xo=2])

= P([Xi4s=y]/[Xo=z]N[Xi=2]) P([Xo=z]N[X:=2])
=% P([Xo=x])

= ZEP([Xt+s = yl/[Xs = 2] P([X; = 2]) /[ Xo = 7]
ze

d’aprés I'axiome de Markov (X, n’apporte rien de plus que Xt pour déterminer la loi de
Xi1s). Ainsi, on a

Pry(t+5) = 2 Poz(t)Pry(s)

zeE

qui est le coefficient (x, y) de la matrice produit P(t)P(s).

m(t+s)=P([Xi+s=vy]) = > P(Xi+s=y]/[X: =z])P([X; = z]) c’est-a-dire

zelR

Tyt +5) = > Ta(t)pay(s) [9]

zeE

1.2.1 Types de processus de Markov :

On peut également distinguer deux types d’espace états, selon qu’il est discret ou continu
comme respectivement dans les types 1 et 3 et les types 2 et 4 . [1]
On appelle espace des états (des phases) ’ensemble E ot les variables X,, prennent leurs va-
leurs. L’ensemble E peut é tre discret ou continu. Par conséquent, on distingue quatre types de
processus :

1.processus Un espace des temps T discret

2.processus Un espace des temps T continue

3. processus Un espace des états E discret

11



4. Processus Un espace des états E non discret [5]

1. Processus un Espace d’états E discret :

Lorsque les variables aléatoires successives sont des variables discrétes munies d’une fonction
de probabilité, on parle de chaine de Markov.

Bien que les chaines de Markov s’appliquent & des phénoménes dont ’aspect temporel est
généralement sans intérét, on peut associer aux valeurs successives X;, les instants ¢;,. La pro-
priété markovienne selon laquelle la probabilité d’un état du systéme ne dépend que de son état
précédent a travers une probabilité conditionnelle appelée probabilité de transition s’exprime
par :

P(xn7tn’xn—l7tn—l; $n—2>tn—2; ------ ;.Tl,tl; x07t0) = P(mnatn|$n—latn—l)
ty > tp_1 > .o >t > g

Une chaine de Markov est entiérement définie par la probabilité au premier ordre P(z,t) et
la probabilité de transition. On obtient par exemple la probabilité au second ordre par :

P(xq,t1; 20, t0) = P(x1,t1) P(xg, ta|x1,t1) t2 > 1

Elle est donc également définie par la probabilité au second ordre. Enfin, elle peut étre
définie par I’état initial et la probabilité de transition.
c’est-a-dire fini ou dénombrable. Il sera, dans ce cas, souvent pratique d’identifier E avec une
partie de N ou deZ.|9]

2 : processus un espace d’états E continu :

Les chaines de Markov trouvent des applications dans les domaines les plus divers mais
les processus considérés dans les problémes dynamiques, en particulier en vibrations, portent
généralement sur des variables aléatoires continues.

Dans ces conditions, la probabilité d’obtenir une valeur donnée est généralement nulle et
les probabilités d’apparition doivent étre remplacées par des densités de probabilité dans la
formule de la propriété markovienne :

P(xnvtn|xn—17tn—1;xn—?atn—Q; ----- ;l’l,tl;l’o,to) - P(xnatn|xn—17tn—1)

tn > tho1 > e >t > g
par exemple E = IR ou £ C R? (partie du plan) ou E C R?® (partie de I'espace)

3 : Processus un espace des temps T continu :

T =R, : le processus est dit continu
: on garde les yeux fixés sur un systéme qui évolue dans le temps & partir d'un instant ¢, que
I’on prend pour origine des temps t = 0.

4 : Processus un espace des temps T discret :

T = N : le processus est dit discret ;
on regarde ce qu’il se passe & chaque unité de temps, ou bien on fait une suite d’opérations et

12



on regarde ce qu’il se passe & chaque opération (ex : lancer d’une piéce). |9

Exemple de Processus de Markov

1. La transmission du patrimoine génétique est typiquement un phénoméne markovien
puisque toute I'information apportée par les ancétres est résumée dans le génotype des parents.
C’est un phénomeéne homogeéne dans le temps puisque les lois qui gouvernent cette transmission
ne varient pas au cours des générations.

2. Si les appels surviennent indépendamment les uns des autres, le nombre d’appels recus
durant un petit intervalle ne dépend pas du nombre d’appel déja enregistré; dans ce cas, le
processus peut étre considéré comme markovien . Par contre, il n’est pas homogéne car la fré-
quence des appels peut varier au cours de la journée (heures de pointe, pause du midi, etc.).

3. Si la loi du nombre de descendants d’un individu est la méme ‘a toutes les générations,
alors I’évolution de la taille d’une famille est un processus markovien homogéne. Cet exemple
sera traité en détail .

4.Le processus décrivant 1’évolution de la taille d’'une population est appelé "processus de
naissances et morts”. Pour la méme raison que celle invoquée , on peut considérer qu’il est
markovien si les naissances et les morts ont lieu indépendamment les unes des autres. Il n’est,
en général, pas homogéne au cours du temps, par exemple si on considére I'influence du cycle
des saisons sur les reproductions.

5. Le cours d’une action est fréquemment présenté comme un exemple de processus ayant
une mémoire longue. Les évolutions ne d épandent pas seulement de la derniére valeur du
titre, mais aussi des évolutions passées (phases de croissance, chocs boursiers, etc.) Dans ce
cas, I’hypothése de Markov n’est pas raisonnable. L’homogénéité temporelle peut elle aussi étre
mise en doute selon le modéle économique sous-jacent.|[12]
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Chapitre 2

Chaine de Markov et matrice de transition

2.1 Introduction :

Une chaine de Markov est une suite de variables aléatoires (X,,n € N) qui permet de
modéliser 1’évolution dynamique d'un systéeme aléatoire : X,, représente ’état du systéme a
Iinstant n. La propriété fondamentale des chaines de Markov, dite propriété de Markov, est
que son évolution future ne dépend du passé qu’au travers de sa valeur actuelle. Autrement dit,
conditionnellement ‘a X,,,(Xo, ..., X,,) et (X,,1x, K € N) sont indépendants. Les applications des
chaines de Markov sont trés nombreuses (réseaux, génétique des populations, mathématiques
financiéres, gestion de stock,algorithmes stochastiques d’optimisation, simulation, . . . ).[3]

Définition 1 :
on appelle matrice de transition, la matrice P = (p;.j)ijer
Pig,jo  Diojr  Pioja

DPivjo  Pirgi Piige
P=

la matrice de transition P de la chaine discret (X,,) est une matrice carrée, constituée par
les probabilités de transition . elle ver-ire les propriétés : pour tout couple (7, ) de E :

0<pi; <1
pour tout ¢ € I/ ona

> pij=1

jeE
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Lien avec les graphes.

La matrice de transition d’une chaine de Markov houmogéne finie peut étre associée & un
graphe dont les sommets sont les états. Deux états i et j sont reliés par un arc

@ p(i. J) >@

de valeur p(i, j) si p(i,j) est non nul. Par exemple, la chaine associée a la matrice P :

P =

O NI=W =
— O wlir
(@) SIIEGCIIE

—_
>~



a le graphe associé présenté en Fig

Wl
D=
—_

=

2.2 Condition nécessaire et suffisante :

Pour simplifier les notations on notera Xy, au lieu de (Xo;...; X,,) et zg, au lieu de
(xO; oo xn)

Proposition :

Soit {X,,;n > 0} une suite de variables aléatoires. {X,;n > 0} est une chaine de Markov de
matrice de transition P et de loi initiale p si et seulement si pour tout n € Nla loi du vecteur
aléatoire (Xo;...; X,,) est donnée par :

P(Xo=z0;...; X,y = xp) = p(wo) P(xo; 21)...P(Tp_1; ) :

Démonstration :

— Supposons que {X,;n > 0} soit une chaine de Markov de matrice de transition P et
de loi initiale p. Soit n € N. On a

P(XOZTL = $O:n) = P(Xn = xn’XO:nfl = mO:nfl)P(XO:nfl = xO:nfl) :

Puis par définition d’une chaine de Markov,

P(XOZTL = xO:n) - P(Xn = xn|Xn—l - xn—l)P(XO:n—l - xO:n—l)-

Comme P est la matrice de transition de {X,;n > 0}

P<X0:n = l’o:n) = P(l’nfl; $n>P<XO:n71 = xO:n71>~

On obtient par itérations :

P(Xomn = xo.n) = P(xp_1;2)...P(x0; 21) P(Xo = T0).

Enfin, on conclut en utilisant le fait que p est la loi initiale de {X,;n > 0} :

P(Xom = xomn) = P(xn_1;2,)...P(x0; 21) ().

<=Supposons maintenant que pour tout n € N la loi de (Xo;...; X,,) est donnée par :

P(Xo = z0;...; Xy, = ) = p(wo) P(xo; 21) ... P(Tp_1; xp).
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Soient k € N et (zo;...;x5_1;7;y) € BEFF2.

P(Xo. =(x0:p—1;T;
P(Xpi1 = ylXon = (wop132) = ZEgen=(usmy)
(z0) P(z0;21)... P(wp—1;7) P(w;y)
(o) P(zosx1)... Plxp—1;)

P(x;y).

Donc {X,,;n > 0} est une chaine de Markov homogéne de matrice de transition P. L’hypotheése
nous donne aussi avecn =0et z € E, P(Xy = x) = u(x). Donc {X,,;;n > 0} est une chaine de
Markov de matrice de transition P et de loi initiale p.

proposition :

Soit {X,,;n > 0} une chaine de Markov de matrice de transition P. La matrice P est dite
stochastique, c’est a dire qu’elle vérifie les deux propriétés suivantes :

(a) Vo;y € B, P(z;y) > 0

(b) Ve € E, > P(x;y) =1:[3]

yek

Exemple :

la matrice de transition est :

O O O O
O O O wirw|—
O = Owlkwiv
— O O O
O OO OO

le graphe associe :

15]

Définition 1 :

Soit (X, )nen une suite de v.a. a valeurs dans un espace E fini ou dénombrable, appelé espace
d’états. On dit que (X,,),en est une chaine de Markov si :

P(Xn+1 - ,]|Xn = 7:7an1 = ?:nfl, ~--7X1 - i17X0 - Zo) - P(XnJrl = .]|Xn - Z) y

pour tout entier n € N, pour tout état j et pour toute suite d’états g, 1, ...,7,_1, 1 pour
lesquels la probabilité conditionnelle a un sens, i.e.
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P(Xn = i,Xn_l =lp_1, ...,Xl = il,XO = Zo) > 0.
Si de plus la quantité P(X, 1 = j|X,, = i) ne dépend pas de n, i.e.

P(Xp41 =7|X —n=1i)=P(X —1=j]X —0=1) alors la chaine de Markov (X,,)nen est
dite homogéne.

I1 faut comprendre une chaine de Markov (X — n),cy comme une promenade dans 'espace
d’états E, la variable X,, indiquant I’état dans lequel on est a l'instant n. La v.a. Xq repré-
sente ’état initial duquel démarre la chaine. Selon le contexte, X — 0 pourra étre aléatoire ou
déterministe. La propriété de Markov signifie que, connaissant le dernier état visité (disons a
I'instant n), la loi du prochain état visité (i.e. la loi de X,, ;1) ne dépend pas des états visités
depuis l'instant 0 jusqu’a l'instant n — 1. Plus prosaiquement, on dit que

conditionnellement au présent, le futur ne dépend pas du passé.

Mais il dépend du présent : X —n et X —n + 1 n’ont aucune raison d’étre indépendantes! La
propriété d’homogénéité d’une chaine de Markov exprime quant a elle que la probabilité d’aller
de i en j reste la méme au cours du temps. Elle permet de regrouper en une seule matrice
(indépendante de n) les probabilités de transition entre deux états quelconques.

Définition 3 :

Une matrice P = (P(x,y),z,y € E) est dite matrice stochastique si ses coefficients sont
positifs et la somme sur une ligne des coefficients est égale a 1 :

P(z,y) > 0et > P(z,z) =1, pour tous z,y € E.
z€E

Définition 4 :

Soit P une matrice stochastique sur E. Une suite de variables aléatoires (X,,n € N) a va-
leurs dans E est appelée chaine de Markov de matrice de transition P si pour tousn € Njx € E,
on a

P(X,11 =2 Xy, ... Xo) = P(Xn+1=12|X,) = P(X,,x).
On dit que la chaine de Markov est issue de g si la loi de Xq est pyg .
Comme l'espace d’état est discret 1’équation est équivalente a : pour tous zg,...,x, € E, tels
que P(X,, = x,,...., Xo = xg) > 0,

P(X,1 =2 X, =20, ..., Xo = 20) = P(X, 11 = 2| X,, = x,) = Pz, x).

Si P(Xo = z) = 1, autrement dit uo est la masse de Dirac en x, on dira plus simplement
que la chaine de Markov est issue de x.

Exemple :
Transmission d’un bit informatique.

Un bit informatique valant 0 ou 1 est transmis d’un poste A vers un poste B en passant par N
intermédiaires. Chacun de ces intermédiaires transmet correctement le bit avec probabilité p et
'inverse avec probabilité 1 — p, indépendamment les uns des autres. Le bit (aléatoire) d’entrée,
disons X, est supposé indépendant des intermédiaires. Pour n = 1, ..., N, notons X,, le bit inter-
médiaire. La suite de v.a. (X,)o<n<n est a valeurs dans l'espace d’états E = 0, 1. Vérifions que
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c’est une chaine de Markov. Considérons pour ce faire, une suite ig, ..., i, 7,11 d’éléments de 0, 1

. . . _ P(Xpti1=inti1etXn=in,...,X0=t0)
]P)(Xn+1 =1—n-+ 1|Xn = lpy ey X() = Zo) = P(Xn=in,...Xo=i0)
P(|Xn+1*anz‘inJrl*inletXn:iny-nyXO:iO)
P(Xn=in,...,X0=i0)
= P(|Xnt1 — Xo| = ling1 —inl),
du fait de 'indépendance entre la v.a.X, 1 — X, (qui représente l'action du (n + 1)¢ inter-
médiaire) et I’état du bit & la sortie des n premiers intermédiaires. Pour la méme raison ;

o . . _ P Xnp1—Xn|=lint 190 )P(Xn=in)
P(XnJrl = ZnJrlan = lpy eeny XO == 20) = & ?I;(Xnn:in)n —

= ]:P)(Xn—&—l = in+1|Xn = Zn)

Enfin, le caractére homogéne de la chaine (X, )o<n<ny résulte du calcul :

' ' o p i Sti=]
P(Xop1 = jlXn = 1) = P(| Xy = X[ = 7 —i)) = 4 —p : sinon

. Voici la matrice et le graphe de transition de cette chaine :

([ p 1-p
P (1—19 p)

La marche aléatoire simple.

Soient (Y,),>1 une suite de v.a. i.i.d., chacune valant 1 avec probabilité p et -1 avec proba-
bilité 1 — p. Soit Yy € Z une v.a. indépendante des Y,,, représentant le point de départ sur I’axe
Z de la chaine. On définit la marche aléatoire simple par

Xor1 = Xo+Yon
= Yo+Yi+.+Y,+Y, 1
)
pour tout n € N Le processus stochastique (X,,),>1 est une chaine de Markov homogéne. Son
espace d’états E = Z est cette fois infini. Comme dans ’exemple du bit informatique, le carac-
tére markovien provient de I'indépendance des Y, :

. . . _ P(Xny1=iny1etXn=in,...,X0=lo)
P(Xn-i-l - 2n-i-lp(n = n, "'7X0 - ZO) - - P(;n:in,--Tthr;io)

P(Yn+1=Zn+1—ZnCtXn:in,...,X():io)
P(Xn:in,...,X():io)
= P(Yn—l—l = lny1 — Zn)
P(Yn+1:7f'n+1*in)P(Xn:in)
P(Xn=in)
P(Xn+17Xn:in+1*ian:in)
P(Xn—in)

= P(Xn+1 = inJrl‘Xn = Zn)[l]

2.3 Chaines de Markov homogénes :

Définition 1 :

Soit {X,,,n > 0} une suite de variables aléatoires sur (€2; F'; P) a valeurs dans E. {X,,,n > 0}
est une chaine de Markov si pour tout n € N et pour tous (x¢;...; T,41) € E"™! on a
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P(X,i1 = Tpi1|Xn = 20 s Xo = 20) = P(Xpi1 = 2,11| X, = ) E est appelé Pespace des
états. Pour n € N, X, est I’état de la chaine a l'instant n. En particulier, X, est I’état initial
de la chaine.

Remarque 1 :

Une réalisation du vecteur aléatoire (Xo; .....; X,,) est parfois appelée trajectoire de la chaine
de Markov {X,,,n > 0}

Remarque 2 :

La propriété ci-dessus s’appelle la propriété de Markov. On peut aussi I’énoncer de cette
facon : conditionnellement au présent, le futur et le passé sont indépendants.
Définition 2 :

Soit {X,,,n > 0} une chaine de Markov d’espace d’états E. {X,,,n > 0} est dite homogéne si

P( X1 = y|Xn =)

ne dépend que de x et de y.
Dans toute la suite, on ne considérera que des chaines de Markov homogeénes d’espace d’états E.

Définition 3 :

Soit {X,,,n > 0} ; une chaine de Markov telle que pour tous z;y € E,

P(X; = y|Xo = z) = P(z;y)etP(Xo = x) = p(x).Alors :
(a) la matrice P définie par P = (P(x;¥))syer est la matrice de transition de la chaine de
Markov.
(b) le vecteur u défini par u = (u(x))x € E est la loi initiale de la chaine de Markov. On dit
que {X,,n > 0} est une chaine de Markov de matrice de transition P et de loi initiale

Proposition 1 :

Soit {X,,,n > 0} une suite de variables aléatoires.{X,,,n > 0} est une chaine de Markov de
matrice de transition P et de loi initiale p si et seulement si pour tout n € N la loi du vecteur
aléatoire (Xo;....... ; X;,) est donnée par :

P(Xo =205 .o X = @) = p(x0) P(x0; 1) .o P(2p1; 20)

Preuve

=) Supposons que {X,,,n > 0} soit une chaine de Markov de matrice de transition P et de
loi initiale p. Soit n € N. On a :

P(onn = l’o:n) = ]P<Xn = xn|X0:n71 = $0:n71)P(X0:n71 = xO:nfl)
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Puis par définition d’une chaine de Markov,

]P)XO:n = fL‘O:n) = P(Xn = xn|Xn—1 = xn—l)]P(XO:n—l = $0:n—1)-

Comme P est la matrice de transition de {X,,,n > 0}
P(Xo:m = T0:n) = P(¥n-1; 20)P(Xoin—1 = To:n1)

On obtient par itérations :

P(Xo =205 ooy X = ) = p(x0)P(20; 21). . P(200_1; )

Soient k € N et (zg; ........ Tp_1; 7 y) € ER2
P(Xo. =(x0:—1;T;

P(Xe1 = Yl Xow = (o 157)) = "oy
wxo)P(@o521)........ P(zg—152) P(z3y)

w(zo)P(zo;x1)..nenee P(zg_1;z)

= P(z;y)

Donc{X,,n > 0} est une chaine de Markov homogeéne de matrice de transition P. L’hypothése
nous donne aussi avec n = 0 et x € EP(Xy = x) = p(z). Donc {X,,,n > 0} est une chaine de

Markov de matrice de transition P et de loi initiale p.[3]

2.4 Lol d’une chaine de Markov :

Proposition :

la loi de chaine de markove homogéne (X, ),en est entiérment détermineé par la donnée sa
matrice de transition p et de la loi de X appelée loi initiale et notée pyg

pour tout i € E, py(i) :=P(X, = 19).

Plus précisément, pour tout entier n et toute suite d’états ig, 1, ..., 01,1, de E .

P(X, = tn, Xpo1 = tp-1, ..., X1 = 11, Xo = i) = 0(%0)Dig i1 ---Pin_1,in-

La formule permet d’écrire la probabilité d’une intersection, i.e.

P(Xy = tn, Xpn—1 = in—1,..., X1 = i1, Xo = o).

comme un produit de probabilités conditionnelles, les coefficients p; ; . En divisant par jio(io)
dans il s’ensuit que :

P(X, = in, Xpo1 = tn-1, ..., X1 = 11/ X0 = 10) = Dig,ir-+-Din_1,in-

20



Démonstration :

Le résultat repose sur la formule :
P(Mio Ar) = P(Ag)P(A1]Ag)P(As] A1 N Ap)..P(A,| Ay N ..M Ay)

a démontrer par récurrence sur n € N et appliquée aux événements A, = X = i;. Il ne reste
plus qu’a identifier les termes : P(A0) = P(Xy = ig) vaut u(:0), P(A1|Ag) = P(X; = 1| Xo = ip)
vaut par définition p;, ;, et

IP(A2|A1 N Ao) = P(XQ = i2|X1 = il,Xo = lo)
= ]P(XQ = i2|X1 = 11)
= Pirjis-

par la propriété de Markov. C’est pareil pour les autres termes.

ot

PN

=

1 4 1
P00 00
P:éooigo
0008iz
3 3
000001

Partant de Xy = 1, quel est le chemin le plus probable permettant X5 = 67 On dénombre 3
chemins permettant de rejoindre 1’état 6 depuis 1 en 3 coups :
l1—2—4—6,1—>3—4— 6etl — 3 — 5 — 6 . Leurs probabilités respectives
sont :

P(X3=06,X>=4,X =2[Xo=1) = prapoapas =5 X 5 X 3 = 15
P(X5=06,X2 =4, X1 = 3[Xo = 1) = P1,3P3,4P4,6 = Lll X % X % = %
]P)(Xs =6,X,=05,X; = 3|X0 = 1) = P1,3P3,5P56 = %L X % X % = 1—12

Le plus probable est donc 1 — 3 — 5 — 6.

Dans toute la suite, considérons une chaine de Markov homogéne (X,,),en & valeurs dans
E, de matrice de transition P et de loi initiale pq.

Proposition :

La loi de la chaine de Markov homogéne (X,,),en est invariante par translation dans le temps.
Autrement dit, pour tous entiers n, m, toute suite d’états ig, i1, ..., 1y, tna1, -5 bntm pour lesquels
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]P)(Xn = inaanl = Z-nfl, ...,Xl = il,Xo = 20) >0
il vient :
P(Xn+m = in+m7 -'-7Xn+1 - in+1‘Xn - ina -"7XO - Zo) — P(Xm == in+m7 -'-7X1 - in+1‘X0 =
in).

La probabilité conditionnelle d’une trajectoire donnée (i.e. les états ;,41, ..., intm) reste la
méme au cours du temps, qu’elle ait lieu entre les instants n+ 1 et n+m ou entre les instants 1
et m. Seul compte le dernier état visité, en 'occurrence in. Dans ’exemple donné dans la gure
1.2,Fi1 — 3 — 5 — 6 reste le chemin le plus probable pour rejoindre 1’état 6 depuis 1’état
1 en 3 coups, que ce soit entre les instants 0 et 3, 47 et 50, ou encore 1234 et 1237!

Une généralisation de ce résultat est connue sous le nom de relation de Chapman-Kolmogorov :
P(Xoim =j|Xo=1) = > P(X,, = 7| Xo = B)P(X,, = k| Xo = 1) .
kEE

Il faut la lire comme suit : aller de i & j en n + m pas, c’est aller de i & un certain état k en
n pas puis de k a j en m pas.
Notons par p, la loi de X,,. C’est une mesure de probabilité sur E que l'on peut écrire sous
la forme d’un vecteur ligne (i, (j)jeg)(i-e. un élément de R 4E). L’objectif de la fin de cette
section consiste a établir une relation matricielle liant p, a la loi initiale g et a la matrice P
Pour ce faire, notons par (p(n)i, j)i,j € Eles coefficients de la matrice P", puissance ne de P.

L’expression brute de pgz) est

pgz) = Z pi,i1pi1,i2 ....... pinfl,j

U1y yin—1€E

(n)

Cette formule étant purement algébrique, voici une nouvelle expression du coeflicient p; ;

lui donnant davantage de sens .

Proposition :

Soient n un entier et 7, j des états.

(1) B(X, = j|Xo = i) = p{jn)

(2) ftng1 = pinlP

(3) pn = poP™,

ce qui signifie que P(X,, = j) est le je élément du vecteur ligne poP™.

En utilisant des vecteurs colonnes pour décrire les lois de X, et X1, le point (2) devient

t/.l/n+1 = tPt/,Ln

On peut donc voir 1’évolution en loi de la suite (X)), € Ncomme un systéme itératif linéaire
dont PP est la matrice d’évolution : on obtient la loi de X,, ;1 en multipliant (matricielle ment et
par la gauche) la loi de X, par P.
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Reprenons 'exemple donné dans la probabilité de rejoindre I'état 6 depuis 1’état 1, en 3
coups et quel que soit le chemin emprunté, se calcule :
B _
Pig = Zi,je]EpLipinjﬁ
= P1,2D2,4P46 + P1,3D3,4P4,6 + P1,3D3,5P5,6
= &=+ +5~020

En partant de I’état 1 avec probabilité 1, les lois de X et X5 se calculent de la maniére suivante.

ili i1 (1) 00
200 5 (2) 0
00041 209
p1 = poP = (100000) * 3 3 5| =(0.25,0.5,0.25,0,0,0).
0000 35 2
0000 5 5
000001
o = 1P = pgP? ~ (0.46 ,0.12,0.07,0.18 ,0.17 , 0).

De méme,
ps ~ (0.15,0.12,0.06 ,0.04 ,0.16 ,0.48).

Démonstration :

Seul le cas n = 2 sera traité pour donner 'intuition concernant le point (1). Le coefficient
pfj de la i ligne et de la j colonne de la matrice P? vaut

p?,j = Zpi,kpk,j-

keE

La formule des probabilités totales et la proposition permettent d’écrire les égalités :

P(XQZJ,XOZZ) — ZP(XQZ],Xlzk,X[]:Z)
keE
= pio(%) D PikPrj
keE
des quelles on en déduit le résultat ;
P(Xy=j|Xo=1i) = P2 . Par ailleurs,

]

NnJrl(j) = ]P(XnJrl = ]) = Z P(Xn+1 = j> X, = Z)

el

= Y P(Xpy1 =74, X, = 0)P(X, =1)
i€l

= > pijP(X, =1)
el

Cette égalité implique la relation matricielle p,.1 = u, [P (i.e. le point (2)). Enfin, le point (3)
s’obtient par une récurrence immédiate.|1]

2.5 Chaines de Markov sur un ensemble fini :

2.5.1 chaine de markov irréductibles :
Définition 1 :

Soient i et j deux états de E. On dit que I'état j est accessible depuis 1’état i si

dneN
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, Py =P(X, = j|Xo =) > 0.
On dit que les états i et j communiquent si chacun est accessible depuis 'autre. On note
alors 1 +— 7.

Proposition :

La relation «— est une relation d’équivalence sur E.

Démonstration :

La réflexivité (i.e.i <— 7) est immédiate : pour n = 0, P(Xy = i|Xy = i) = 1. Il en va
de méme pour la symeétrie (i «— jimpliquej <— 7). Enfin, la transitivité repose sur la rela-
tion de Chapman- Kolmogorov. Supposons que ¢ «— j et j <— k. En particulier, les états
j et k sont respectivement accessibles depuis i et j. Il existe donc des entiers m et n tels que
P(X,, = k| Xo=j) > 0 et P(X,, = j|Xo =14) > 0. Par conséquent,

P(Xpim = k|Xo=1)= IZE]P’(Xm = k| Xo = D)P(X,, = 1| Xy =1)
=
> ]P(Xm = k’XO = ])P(Xn = ]‘XO = Z) > 0.

d’ou k est accessible depuis I'état i. C’est la méme chose dans 'autre sens. L’espace E peut
donc étre partitionné en classes d’équivalence pour la relation <—, appelles classes irréduc-
tibles. Nous insisterons dans les paragraphes suivants sur le fait que les états d’une méme classe
irréductible ont des propriétés équivalentes vis a vis de la chaine (récurrence, transience et pé-
riodicité). Lorsque 'espace E est réduit a une seule classe (i.e. tous les états communiquent),
on dit que la chaine est irréductible. En général, E se partitionne en états isolés dans lesquels
on ne revient jamais une fois qu’on les a quittés, et en classes irréductibles disjointes. Pour
déterminer les classes irréductibles d’'une chaine de Markov, il est commode de travailler sur le
graphe de transition plutét que sur la matrice de transition P.

Exemple :

Considérons une chaine de Markov a valeurs dans E = (a, b, ¢, d, e) et dont la matrice et le
graphe de transition sont données par :

Fg 000
i 3100
p=]0 0010
0031041
00010

N[

N[N
o

1 1
2
1
2
1
2

La chaine comporte deux classes irréductibles : (a,b) et (¢, d,e).[1]
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2.5.2 Chaines de Markov réguliére :
définition :

soit le matrice de transition

wy W2 W3 ... ... Wy
p— w; wy W3 ... ... Wy
w; wy w3 ... ... Wy
wp Wy W3 ... ... Wy

est dit réguliére si la matice w? est positif

exemple :

considérons la matrice de transition

1 1
vzl 2
p—|2 030
5030
21 2
0 3 03
La chaine est-elle réguliére ? la matrice
11 1 1
1 4 1 7
) 11 11
_ — |2 12 1 1
11 1 1
11 1 1
1 1 1 1

les etat de P? sont positif
donc le chaine est réguliére [2]

2.5.3 Chaines de Markov réversibles :

Dans cette section, 'ensemble X peut étre infini (mais doit étre dénombrable). Rappelons
que EX dénote I’ensemble des applications f: X — E.

Définition :

Soit P une matrice stochastique. Un vecteur a = a;;cx € [0,00)%, a # 0, est dit réversible
par rapport a P si

a;Pij = A5Pjs
VvV 1,7 € X.
UnechanedeM arkovestditerversiblesisamatriceadmetunvecteurrversible.

La condition est appelée condition d’équilibre détaillé en physique. Elle signifie que si les
états i et j sont occupés avec probabilités proportionnelles a a; et a; respectivement, alors les
taux de transition de i a j et de j a i sont égaux.

Théoréme :

Soit P une matrice stochastique et a € [0,00) X un vecteur non nul.

1. Si a est réversible par rapport a P, alors a est une mesure invariante.
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2. Si a est réversible par rapport & P, et )" a; < oo, alors la mesure 7 définie par
jEX
7 = a;/ Y, a; est une distribution stationnaire.
jex

3. Si 7 est une distribution stationnaire, alors

PrXo =10, X1 =11, .., Xy =iy = PrXo = i, X1 = U1, ..., X5y =l

pour tout n € N et tout choix de iy, ...,7, € X.

Démonstration :

1.0n a X

Zaipij = aj iji = aj.

ieX ieX
2. Suit immeédiatement de 1.
3. Par le Théorém
Pﬂ-Xo = io, Xl = il; ceny Xn = /Ln = ﬂ-iopiohpili?"pin_ﬂn
= DPiyigTi1 Pivig-+-Pin_1in
qui est égal a P, Xg =1, X1 =11, ..., Xn = 1.

La relation signifie qu'une trajectoire a la méme probabilité que la trajectoire renversée dans
le temps. C’est ce qui justifie le terme de réversibilité.

Exemple :

On considére une chaine de Markov d’espace d’états £ := {1;2; 3} et de matrice de transition

11
) Z g
p=1{3 0 3
1 00
la chaine est-elle réversible ?
la chaine n’est pas réversible car :
on donne )
T=—(4:2:3
9( Y I )
donc

2 1
TP12 = 9 # mopal = 9

donc n’est pas réversible. [4]

2.5.4 Chaines de Markov absorbantes :
Définition 1 :

On dit qu'un état j € E est accessible depuis un autre état ¢ € E, et on note ¢ ~~ j, s’il existe
un temps n € N tel que pl(;) > 0, c’est-a-dire que partant de i, on atteint j avec probabilité
positive en un nombre fini de pas. On notera ¢ ~ j si on a a la fois ¢ ~» j et j ~» ¢. On vérifie
facilement que la relation est réflexive et transitive, et que ~ est une relation d’équivalence.[13]
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Définition 2 :

Un état ¢ € X est dit absorbant si p; = 1 (et donc nécessairement p;; = 0 pour tout j # i).
Une chaine de Markov est dite absorbante s’il existe, pour tout état de X, un état absorbant
accessible depuis cet état. Dans le reste de cette section, nous allons considérer des chaines ab-
sorbantes avec r > 1 états absorbants. Nous conviendrons de numéroter les états de maniére &
placer d’abord les ¢ = N — r états non absorbants, et ensuite les r états absorbants. La matrice
de transition prend alors la forme canonique

_(Q@ R
b= (o I
ou’ QQ est une matrice de taille ¢ * g, R est une matrice de taille ¢ xr, 0 désigne la matrice nulle
de taille r x ¢, et I la matrice identité de taille r. Il est facile de montrer par récurrence que

n (Q" T+Q+..+Q" YR
=10 I
Proposition :

Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov absorbante, écrite sous forme cano-
nique. Alors 1. On a

lim Q" =0

n—>-+o0o

2. La matrice I — @) est inversible, et son inverse vaut

I-Q" = lim Q"

n—»ao0

Démonstration :

1. Soit i # ¢ un état non absorbant. L’élément de matrice (Q");; de Qn est la probabilité
de se trouver dans 1’état non absorbant j, aprés n pas, partant de i. Par conséquent, (Q™);; est
inférieur ou égal a la probabilité de ne pas avoir atteint d’état absorbant en n pas. Soit

m; =min{n > 1: 3k > ¢, (P");, > 0}

le nombre minimal de pas nécessaire a atteindre un état absorbant k depuis i. Soit
pi=P{Xmi <q} <1
la probabilité de ne pas atteindre d’état absorbant en m; pas, partant de i. Soit enfin

M = max m;
i:]‘7"'7q

, p= max p;Alorslaprobabilitdenepasatteindred'tatabsorbanten M pas, partantden’importequeltatnonc

i=1,...,
M,, pas est bqornée par p". Cette probabilité tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini. La probabi-
lité de ne pas étre absorbé aprés un nombre arbitraire m de pas étant une fonction décroissante
de m, elle tend nécessairement vers 0. Par conséquent, (Q™);; tend vers zéro lorsque n tend vers
'infini, pour tout j € {1,...,q}.

2- Supposons qu’il existe un vecteur x tel que @), = x. Dans ce cas on a

r=Q,=Q2=..=Q"=..= lim Q" =0,

n——~oo
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ce qui montre que Q n’admet pas la valeur propre 1. Par conséquent, I — () est inversible. Enfin,
comme

1-Q1) Q=I-Q"" —1T
k=0

lorsquen — oo
on obtient multipliant & gauche par [I —Q]~!. Nous noterons F la matrice [/ — Q] ™!, et nous
I’appellerons la matrice fondamentale de la chaine. montre que

I (U
et RV

Le fait que Q™ tend vers zéro traduit donc le fait que la probabilité d’absorption tend vers
1 lorsque le temps tend vers l'infini. La matrice B = F'R devrait représenter les probabilités de
transition, dans la limite des temps infinis, entre états non absorbants et absorbants. Ceci est
confirmé par le résultat suivant

théoréme :

Soit F la matrice fondamentale d’une chaine de Markov absorbante.

1. L’¢lément de matrice f;; de F est I'espérance du nombre de passages en j partant de i :

fi=E Y 1{X,=j})

n>0

2. Soit 7 = inf{n > 1: X,, > ¢} la variable aléatoire donnant le temps jusqu’a absorption. Alors

Ei(r) = Zfij

3. Les éléments de matrice bik de B = F'R donnent les probabilités d’étre absorbés dans les
différents états :

bix = PIX, = k}

Exemple :

(Jeu de Pile ou Face). Anatole et Barnabé jouent ‘a la variante suivante de Pile ou Face.
Ils jettent une piéce de monnaie (parfaitement équilibrée) de maniére répétée. Anatole gagne
dés que la piéce tombe trois fois de suite sur Face, alors que Barnabé gagne dés que la suite
Pile-Face-Pile apparait.

230
Q- :
Lo
00350
00
_ |0 3
R= 0 0
20
On calcule alors la matrice fondamentale
7 4 1 2
3 3 3 3
PR
F=l-Qt= 111
33 3 i
3 3 3 3
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™

I

T

ny

I
O 1D |0 |0 | =
QO 00 N | DO [N

Ainsi, partant de I'un des états PP, PF ou F'P, Atonale gagne avec probabilité 1/3, et Barnabé
gagne avec probabilité 2/3. Partant de I'état F'F, c’est Barnabé qui gagne avec probabilité 1/3,
et Atonale qui gagne avec probabilité 2/3. Comme personne ne gagne lors des deux premiers
jets, et que les quatre états PP, PF', FP et F'F sont atteints avec la méme probabilité, il faut
choisir la distribution initiale v = (;11; }1; %; %15 0,0). Par conséquent, Atonale gagne le jeu avec
probabilité

[4]

4
5)
P,{X, =" Agagne”} = Zvibil =T
i=1

2.6 Chaines de Markov sur un ensemble dénombrable

2.6.1 Reécurrence et transition :
Définition 1 :

Soit 7 € E . La v.a. T; définie par

T, =inf{n>1,X,=1i}
est appelée temps d’atteinte de i ou encore temps de retour a ¢ lorsque la chaine (X,,),en part

de 7. Par convention, lorsque pour tout n > 1, X,, # ¢, on pose T; = +00.

Il faut bien comprendre que 1’événement

{Ti<+oo} = {Eln Z 1,Xn = Z} = Unzl{Xn = 1}

signifie que la chaine (X,,),cp repassera par 'état i (au moins une fois) alors que

signifie que la chaine (X,,),enne repassera jamais par i.

Définition 2 :

Un état ¢ € E est dit récurrent si, partant de i, on y revient presque stirement en temps fini.
P(Tici0o|Xo=17) =1

L’état i est dit transient dans le cas contraire, i.e. lorsque P(T;< 00| Xo = 4) > 0 . Autrement
dit, un état est transient si avec probabilité strictement positive, on peut le quitter pour ne
jamais y revenir. Comme cas particulier d’état transient, on retrouve les états pour lesquels
sz) = 0 pour tout n > 1. Ce sont ceux que l'on quitte au premier pas pour ne jamais y revenir :
P(Un>1{ Xy = 1}[Xo = 1)
Z ]P)(Xn = i|XO - 1)
n>1

> pi

n>1

IA I

IN
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Lemme :

Pour tout entier n et tous états i et j,

Les états transients sont ceux dans lesquels on ne passe qu'un nombre fini de fois. Par
opposition, on revient une infinité de fois dans un état récurrent.

Proposition :

Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) I’état i est récurrent : P(T; < +o00|Xo=1) =1;

(2) conditionnellement a X, = 4, la chaine de markove (X,,),en revient presque stirement
une infinité de fois en i :

(3) la série > p§j? diverge.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
(4) Iétat i est transient : P(T; < +o0|Xp =1) < 1

(5) conditionnellement & Xy = ¢, la v.a.N; + 1 suit la loi géométrique de paramétre 1 — a;,
avec a; = P(T; < 00| Xy =1) :

Vn € N,P(N; =n|Xo =1) =a(1 — ;).

(en particulier N; est presque strement finie) .

(6) conditionnellement & X, = 4, la variable aléatoire N; est integrable : E[N;| X, = i] =
> pgz) < +00
Remarquons que l'identité entre I’espérance conditionnelle E[N;| X, = 7] et la série pgz) est
valable quelle que soit la nature de cette derniére, en la considérant comme un élément de
[0, +00]. Elle repose sur le théoréme de Fubini.
E[Ni|Xo=1] = E[} 1x,=i|Xo=1]

n>1

= Y E[lx,—i|Xo =1

n>1

= 2 Pllx,—i|Xo =]

n>1

n>1

Reprenons 'exemple On a déja établit que

P(T, = +00|Xo = b) >

o | =

On peut montrer qu’il y a en fait égalité (en effet, partir de b pour aller en a et ne jamais
en revenir est un événement non vide, certes, mais de probabilité nulle). Ainsi la Proposition
affirme que le nombre de passages en ’état b, partant de b, suit la loi géométrique de paramétre
% . On en déduit son espérance :

E[Ny|Xo = 8] =B[Ny +1|Xp =] - 1= -—5 ~1=3
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Les deux propositions ci-dessus se démontrent simultanément.

Preuve :

Prouvons (1) = (2). En combinant, P(7; < +00|Xy =1i) =1 et le Lemme , il vient :
en itérant. Par ailleurs, NV; > 1 = {t; < +00}. On en déduit que pour tout n,

I1 ne reste plus qu’a faire tendre n vers l'infini pour obtenir (2) :

= 1.

L’implication (2) =(3) repose sur :

> by = E[NiXo = i) > (+00)P(N; = 00| Xy = i) = +00.

n>1
Supposons (4) : a; = P(T; < +00| Xy = i) < 1. Le Lemme donne :
Ainsi,

P(N; >n+1|Xy=1) = a!P(T; < +o0| Xy = i) = a™

On en déduit d’une part que N; est presque stirement finie

P(N; = +00|Xog =) = lim P(N; >n|Xo =) =0

n—-+oo

(cara; < 1) et d’autre part que sa loi est géométrique de paramétre a;. Ce qui prouve (5).

L’implication (5) =(6) est immédiate :

E[N;|Xo =i =Y P(N; >n|Xo=1i) = : % e

n>1
Enfin,(3) = (1) et (6) = (4) sont respectivement les contraposées de(4) = (6) et (1) = (3).
Les boucles sont bouclées!|[1]
Exemple :

On considére une chaine de Markov d’espace d’états E := {1;2;3;4} et de matrice de tran-
sition

1 000
L0 19
p:2 2
05 0 3
00 0 1

1- déterminer les états transitoires et récurrents de la chaine
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Les classes de la chaine sont les suivantes :
{1}, {2;3} et {4}. Les classes {1} et {4} sont clairement récurrentes puisque pour x € {1;4} on
a P,(T, < co) = 1. La classe {2; 3} est quant a elle transi-ente. En effet, si elle était récurrente,

2 serait récurrent et on aurait Ny = +00Py —p. ot Ny = > 1x, = 2 . Mais Ny = 1 sur
n>0

Pévénement {X; = 1} qui est de mesure > 0 puisque P>(X; =1) = p(2;1) = 1 > 0.[4]

2.6.2 Les chaines dans tous leurs états :

Soit (X,) une CM(E, v, P). Définissons la quantité p(z,y) := P*(T, < 1). Un état x est
qualifié de récurrent lorsque les propriétés équivalentes suivantes sont réalisées : p(z,x) = 1,
G(z,z) = 00, H(x,z) = oo. Il est qualifié¢ de transitoire sinon. Le tableau 1 regroupe des pro-
priétés utiles. Pour un état récurrent x, la propriété de Markov forte appliquée récursivement
permet de définir une infinité de temps de retours successifs en x, qui délimitent des excursions
de méme loi enracinées en x (cela correspond & un systéme de renouvellement sur N*). On note
Er I'ensemble des états récurrents et £y = E ER celui des états transitoires. On dit que F' C E
est clos lorsque P?(Tre < 0o) = 0 pour tout = € F. La chaine ne s’échappe jamais d’un en-
semble clos. Un état x est dit absorbant (ou point cimetiére) lorsque les conditions équivalentes
suivantes sont réalisées : x est clos, P(z,z) = 1.

Etat x récurrent Etat x transitoire

ple,x) =1, H(z,x) = 00 ple,z) < 1,H(xz,z) < 0o
p(z,y) >0) = P*(N, =00) =1 P*(N, =00) =0

p(y,z) = PY(N, = o0) L(N.| Xy =2) = G(p(z, )
ply.x) > 0= H(y,z) = o0 H(y,x) = ply,x)/(1 — p(z,x)) < o0

Exemple :
1. (Processus de Bernoulli).

Considérons le processus de Bernoulli

p  siy=x+1
plr,y)={ 1—p siy=x
0 sinon .
Sip>0.
alors tous les états sont transitoires car P*(T, = oo) = 1.
Sip=0,

tous les états sont absorbants (la chaine est constante).[11]

2.6.3 Périodicité :
Définition 1 :
La période d’un état i est l'entier d(i) défini par d(i) = PGCDn > 1,p(z) > 0 . Lorsque

1

d(i) = 1, I'état i est qualifié de apériodique. Un état en lequel on peut rester avec probabilité
non nulle, i.e.p;; > 0, est automatiquement apériodique. Voici deux exemples. a gauche, I'état
a est de période 2 (idem pour b). En effet, chaque chemin de probabilité non nulle partant de
a et y revenant comprend un nombre pair de pas. a droite, tous les états sont apériodiques.
étudions en particulier le cas de ’état 1. Depuis cet état, il est possible d’y revenir en 3 pas (en
faisant 1 — 2 — 3 — 1) :

(3)
1,1

)

= Z D1,iPijPj1 = P1,2P2.3p31 > 0.
ijeE

p
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Il est également possible d’y revenir en 5 pas : pﬂ > 0 (en faisant 1 — 2 — 3 — 4 —

3 — 1). Puisque 3 et 5 sont premiers entre eux, 1’état 1 est apériodique.

1

La périodicité est une propriété de classe irréductible

Proposition :

Si les états i et j communiquent alors ils ont la méme période. Tous les états d’'une méme
classe irréductible ont donc la méme période. Si celle-ci vaut 1, la classe est alors qualifiée de
apériodique.

Démonstration :

Soient i et j deux états qui communiquent. Il suffit de montrer que d(j) divise d(i). En effet,

par symétrie, on aura également d(i) divise d(j), et donc d(j) = d(i). Comme i et j commu-

niquent, il existe deux entiers | et m tels que pgf) >0 et p(-?). Considérons maintenant un entier

J J

n tel que pgz) > 0 Les inégalités
m-+n—+l m) (n) (1
= e > 0
m—+l m) (I
etp(; " 2 pinl) >0

impliquent respectivement que d(j) divise les entiers m +n + [ et m + [ : il divise donc la
() 0. 11 divise donc

différence, i.e. n. Autrement dit, d(j) divise tous les entiers n tels que p
leur PGCD d(i).[1]

Exemple :

On considére 5 points équirépartis sur un cercle. Un promeneur saute a chaque instant, d’'un
point & 'un de ses voisins avec la probabilité 1/2 pour chaque voisin. Déterminer la matrice de
transition de la chaine ainsi obtenue. Quelle est la période de ses états?

L’ensemble des états est £ = {1,2,3,4,5}
la matrice de treansition

040014
10300
sz%O%O
00301
10030

La chaine est irréductible (tous les états communiquent) et finie donc récurrente positive.
Comme tous les états sont dans la méme classe, leur période est la méme. On a

d(1) = PGCD{n > 1;p{ ,n) > 0}.
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2) 1
Pig = P12P21 = 1 >0

5
et pgf > P1oP2.3PsaPasPs1 = 55 > 0.
Orleseuldiviseurcommun2etbestl.Onadoned = d(1) = 1

cette chaine est donc apériodique [4]

2.6.4 Distributions stationnaires :
Définition 1 :

Supposons que p < 1, et soit [[ = (mo; 715725 ... ) la distribution de la chaine de Markov
induite . Il ne sera généralement pas possible de trouver la distribution 7 elle-méme, mais nous
pouvons calculer la fonction génératrice correspondante [

[-11°

o
7'('] — E puﬂ'lZ = 1, 2, ...........
1=0

Jj+1
T = ;T + E Q5417
i=1
J+1
T; = a;m + E Aj_it1T; — Aj4170; (1=0;1;2;....)
i=0

Si ’on multiplie cette equation précédente par 27 et si 'on somme sur j, on a :

) 00 00 J+1 00
DT = o Y] 2 D0 25 ) A1 — W0 ) 2041
=0 =0 j=0 =0 =0
S 1 - j+1 ™ - j+1
— (1 = . — T .
=mo )z + 5 )¢+ 127 2> P ain
7=0 7=0 7=0
j+1
7
ou’ ¢jp1 = ) i i
1=0

est le terme général du produit de convolution des deux distributions a = (ag; as; as; ....) et [].
En introduisant les fonctions génératrices

[z = ZmZi

a(z) = Z%‘Zi
et
cz() = Z VA H(z)a(z)
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on obtient

[T = moa + - [e(2) — o] = lalz) — ao]
d’ou’
= moaz)(z — 1)
H( ) z—a(z)
alors
E(ap.1) = P(X, > 0) =1 — P(X,
d’ou’

p=1—m)=>m=1—p

et la fonction génératrice de la distribution stationnaire s’écrit

z—a(z)

Exemple :

on considérons la matrice suuivants :

01 00
11 1
5 7 0

p=|01 8
0 3 03
0 010

1- la distribution stationaire :
d’pres la forme génerale

T=m.p

on applique la formule

01 00
111 g
<7T177T277T377T4) 6 i 6 1 (7-(1771-2771-3)71—4)
2 2

0O 01 0
%:’ﬂ'l (]_
7T1+7r—22+%:71'2 (2)
mom=my (3)
5= (4)

on remlace (1) et (4) dans (2) et (3) on trouve

7Tl+27'('1+%:47(1 (5)
27’(’14—%:71'3 (6)
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on trouve

T = Ty
T = 47'('1
T3 = 2’7'('1

la distribution stationaire 7 = (my, w2, 73, m4) = (5,3, 3. 5)[4]

2.7 Chaine de Markov a temps discret :

Définition 1 :

on appelle chaine de Markov & temps discret un processus stochastique a espace d’état dis-
cret et a temps discret et qui v terrifier la propriété d’absence de mémoire c-a-d :Un processus
stochastique {X,,}n,en & valeurs dans 'espace mesurable (F,€) est markovien si et seulement
s’il vérifie la propriété de Markov

P(Xp1=jlXn=4X01="tn1,...., X0 =10) = P(Xp11 = j| X, = 1)
pour tout n € N ,pour tout état j et pour toute suite d’états i, ..., 7,1 ,1 pour lesquels la pro-

babilité conditionnelle & un sens .On peut alors définir la probabilité de transition d’un état i
vert un état j , par p;;

pij — P(X, = j| X1 = 1), Vn € N

La matrice de transition P — [p;;]; jep est une matrice carrée d’ordre fini ou infini.|5]

Exemple :

On dispose de statistiques, de tableaux de chires, indiquant qu’il fait beau 50facon naive de
prédire le temps est la suivante

P(beau) = P(mauvais) =0:5

La justification est la loi des grands nombres : I’hypothése de base est que le climat du lende-
main est indépendant du climat des autres jours. Malheureusement, on constate en examinant
les chiffres qu’il y a 3 fois plus de chances que le climat du lendemain reste le méme que celui
d’aujourd’hui (plutdt qu’il ne change). On représente ce modéle par le diagramme

0.25
0.75 0.75

0.25

ou encore par la matric

(075 025
P=1025 075
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2.8 Chaines de Markov & temps continu :

On s’intéresse a des processus (X;);>o indexés par le temps continu ¢ € Rt a valeurs dans un
espace fini ou dénombrable I. Une trajectoire du processus est donc une fonction ¢ — X;(w)
de R, dans I qui dépend d’un aléa w, tout comme une trajectoire d’'une chaine de Markov
(Yo )nen est une suite (Y, (w))nen & valeurs dans I qui dépend de I'aléa w. On supposera dans
toute la suite que les trajectoires de X sont continues & droite : pour (presque tout) w et tout
t >0, il existe € > 0 tel que

Vs € [t,t+ €], Xs(w) = Xy (w).

Pour une trajectoire donnée, trois comportements différents sont alors possibles :
1. la trajectoire devient constante a partir d’un certain instant,

2. la trajectoire possé de un nombre infini de sauts sur Rt mais seulement un nombre fini
sur tout intervalle compact,

3. la trajectoire possé de un nombre infini de sauts dans un intervalle de temps compact. Il
existe alors un temps d’explosion ( fini. Aprés ce emier instant d’explosion, la trajectoire peut
repartir, exploser a nouveau ou non... Dans toute la suite, nous considérons les processus jusqu’a
leur premier temps d’explosion. On parle alors de processus minimal. On appelle Jy, J1, ..... les
temps de saut de (X;);>0 et Si, 52, .... les temps d’attente. Ils se déduisent de (X;);>o par les
relations

Jo = 0, Jn+1 = il’lf{t Z Jn;Xt 7& Xjn}?

pour n € N avec la convention inf () = +oo et pour n € N*,

Sn .
oo sinon .

- { Jn — Jp_1 st y=x+1

Remarque :

La propriété de continuité a droite assure que S,, > 0 pour tout n. Si J,,; = oo alors on
peut définir X; = X , sinon, X n’est pas défini. Le (premier) temps d’explosion ( est défini
par

¢ =supJ, :iSn.
n n=1

Le processus a temps discret (Y, ),en défini par Y,, = X; pour tout n € N est appelée chaine
incluse. Il représente la suite des valeurs prises par (X;)>o.

Définition :
Soit I un espace dénombrable. Un générateur sur I est une matrice ¢ = (g;;); jer vérifiant
1. pour tout 2 € 1,0 < —q;; < o0,
2. pour tous 7 # j,¢q; > 0,

3. pour tout i € 1, ) ¢g;; = 0.
jel
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On notera ¢; = q(i) = —q;; pour tout 7 € I. & un générateur (), on associe la matrice de
saut II = (m;j); jer donnée par

] 0 s q#0
7T”_{l st qg=20

—_Jai/a sijFietq#0
N 1 siq=0.

Remaque :

La matrice IT est stochastique : ces coefficients sont positifs et leur somme sur chaque ligne
vaut 1.
Une chaine de Markov & temps continu (X;);>o est déterminée par une mesure A sur I (identifiée
a un vecteur ligne) et un générateur Q. La mesure \ détermine la distribution initiale (c’est la loi
de Xj) et la matrice Q détermine la dynamique de la chaine. On peut décrire de deux maniéres
équivalentes la dynamique de (X;);>o. La premiére description se fait par U'intermédiaire de la
chaine incluse et des temps d’attente.

Définition :

Le processus (X;);>0 est une chaine de Markov & temps continu si, pour tout n € N, tous
0<1ty<t; <... <t, ettous états ig,..... s ina1

Y

P<th+1:in+1|Xt0:iOpv-thn:in):pinin—O—l(tn+1_tn) .

2.9 Propriété de chaine de Markov :

On vérifie facilement que, pour toute chaine de Markov (X,,),enyde probabilité de transition
P et tout couple d’états (x,y) tel que P(Xy =) >0, on a P(x,y) = P(X; = y|Xo = z). Plus
généralement :

P(X,1 =y|Xo =20, X1 =21, ..., X1 = 20?1, X,, = ) = P(z,y)

pour toute suite (zg, 1, ..., Tyo1) d’états telle que

P(Xo =0, X1 =21, ..., Xy = 11, X, = ) > 0.

On voit donc que la loi conditionnelle de X, sachant (X, ..., X,,) ne dépend que de X, :

P(%y) = P(Xn+1 = y‘XO = 3:07X1 = T, "'7Xn71 = xnflaXn - 33')
= P(Xp =y|Xn =2)

C’est précisément 1€ le caractére markovien dont nous avions parlé en introduction. Le but
de cette section est d’étendre cette propriété é des variables aléatoires autres que X, et des
temps d’arrét non nécessairement constants.

2.9.1 chaine de markov forte :
Définition 1 :
Soit {X,;n > 0}g une chaine de Markov.

Pour simplifier les notations nous allons noter P, la probabilité conditionnelle sachant Xy = z,
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c’est-a~dire P,(A) = P(A| Xy = z)
F, = {{w; (Xo(w);.....; X, (w)) € B,}; B, € P(E"™)}

Définition 2 :

Soit T une variable aléatoire a valeurs dans N U {400} On dira que T est un temps d’arrét
si pour tout n € N, {t =n} C f,
théorem :

Soit {X,,;n > 0} une chaine de Markov de loi initiale 4 et de matrice de transition P et T
un temps d’arrét. Alors pour tout A € Fr et pour tout m > 1, xy;....;z,, € E,

PA{Xry1 =105 Xoym = 2 HXr = ;T < o0) = P(A| Xy = ;T < 00) Po( X1 = 215 ooo; Xopy = T
ou’ Fr =o(Xo;....; X7).

2.9.2 chaine de makove faible :
Notation :

Dans toute la suite on notera F), la tribu engendrée par les v.a. Xo;...; X,,, autrement dit
F, = 0(Xo;...; X;,). On notera également P, la probabilité conditionnelle sachant {X, = z},
rekb.

Théoréme de chaine de markove faible :

Soit (X,,)nen une chaine de Markov. Alors pour tous n € N, x € E et conditionnellement a
{X,, =z}, (Xnip)pen est une chaine de Markov de loi initiale d,. Deplus elle est indépendante
de F},; c’est-a-dire, pour tout A € F,,, pour tous m > 0, xo; z1;...; 2, € E

P (An{X,11=21;..; Xpom = 2} X = )
= P(Xp1 =215 Xosom = 2| Xy = 2) P(A| X, = 2)
= P.(Xy=x1;..;Xn=2,)P(A|X, =1x):

Avant de faire la démonstration, nous allons établir 2 lemmes.

Lemme :

Soit (w; F'; P) un espace probabilisé et soient A; B;C' € F tels que P(BNC) > 0 : Alors
P(A|B|C) = P(A|IBNC)

Démonstration :

Soit Q(.) := P(.|C). Q est une probabilité. Par définition de la probabilité conditionnelle,
on a

P(A|B|C) = Q(A|B) = Q(ANB) __ P(ANB|C)

Q(B) P(B|C)
_ P(AnBnC)
P(BNC)
P(AIBNC)
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Lemme :

Soit (X,,)n>0 une chaine de Markov. Soit > 0 et xg; T,; Tpy1 € E tels que

PH{X, =z,} N{Xo =x0}) > 0.
Alors

P(Xn-‘,-l = mn+1|Xn = Tn; Xo = ZE()) = P(Xn+l = xn+1|Xn = xn)[g]
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Chapitre 3

Fiabilité du la loi exponentielle :

3.1 Fiabilité du la loi exponentielle :
Définition :

La loi exponentielle est la loi suivie par la variable aléatoire T lorsque le taux d’avarie est
constant. Autrement dit, pour tout t > 0, on a

() = A

ol A est une constante réelle strictement positive.
e La fonction de fiabilité est définie pour tout ¢ > 0 par

R(t) = e,

e La fonction de défaillance est définie pour tout ¢ > 0 par

F(t)y=1—e™.

e La densité de probabilité de la variable aléatoire T est définie pour tout ¢t > 0 par

f(t) = Xe™[7]

3.2 (Généralités sur la loi exponentielle :

On rappelle qu'une variable aléatoire suit la loi exponentielle de parameétre p(u > 0) si elle
admet pour densité la fonction f, définie par

fu(x) =

1. Soit X une variable aléatoire suivant :

la loi exponentielle de parameétre p
a) On a F(X) = i et V(X) =3

In

pe He stx >0
0 stz <0

b) Idée : comparer avec une fonction de référence (Riemann ou exponentielle)
xneﬁuz/fo — xn+2eﬁux — xn+2/€,ux 0
par croissance comparée quand x — 400 :
Donc
e ht = o( L) et " Ld 1 ison de foncti iti
a"e M = o(=5) etcomme [ Zzdx converge, alors par comparaison de fonctions positive,

“+o0o _ 4
fo x"e " dx converge également.
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Et comme ffoo 2" f,(z)dz = 0 alors

/ oo gm fu(x)dx converge absolument et (transfert)

—00

Conclusion :

X"™ a bien une espérance.
.M _ :
On intégré fo 2" e~ e drpar parties

u(z) = 2" u'(z) = (n+ 1)a”
ot v/ () = et - o(z) = e

avec u et v de classe C! :
fOM " e rrdy = [ —e e X ] + fOM (n+ 1)a"e Hedy = —e #M ML 4 —(nzl) fOJrOO " uertdx

n+1
etquandM — +oo on a e MM M1 = ]\gMJ/r, — 0 donc

(n+1)

B(X™H) =
(X" ==

BE(X")

c) avec F(X') = % on a alors par récurrence,
Conclusion :

pour tout n € N : E(X") = /% d) en partlcuher

E(2?) = 17 et v(z) = E(z?) — (E(2))? = % — ;% = ;7 ce qui est cohérent.

Propriété caractéristique :

Soient p > 0 et X une variable aléatoire de loi exponentielle de parameétre p. On a pour
tout x € RT : P(X > x) =e ® > 0. et pour tous réels positifs x et y,

PX > z)(X >z +vy) :.&%%ggﬂ

P(X>z+y)
“P(Xor) COTT +y>x
el=z+y) 4.

x =e€ y’

= P(X >y)

Réciproquement, soit X une variable aléatoire positive admettant une densité f continue et
strictement positive sur R, , et telle que pour tous réels positifs x et y,

PIX>z|(X >z+y)=PX >vy)

i. Soit R(z) = P(X > z). Comme la densité de f est continue sur R, sa fonction de répar-
tition F est C' sur R et F’ = f > 0 donc F est strictement croissante sur R Sa limite en +o0o
est 1. Donc pour tout z € Ry ; F(z) <let R(z)=1— F(z) >0

R(z) > 0 pour tout z > 0

ii : On pose = f(0). On a R(z) = 1 — F(x) donc R est dérivable sur Ry et R'(x) =
—F'(x) = — f() On fait apparaitre R dans I'égalité Px~, (X >z +y) = P(X > y) :
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R(z +vy)
R(z)

Pxsq(X >x+y) = donc

R(z +y) = R(x)R(y)

Astuce : et en dérivant par rapport a y (x est une constante) on a pour tout x et y € RT,

R'(z +y) = R'(y)R(x)

en particulier pour y = 0 : R'(x) = R'(0)R(x)et avec R'(0) = —f(0) = —p

soit R'(z) + puR(x) = 0 pour tout x positif.

iii. Soit G(z) = R(x)e"®. G est dérivable sur Ry et G'(z) = R'(x)e"” + pR(x)et” = (R'(x) +
pR(x))et*0

iv. Donc G est constante sur R, :
Et comme G(0) = R(0) = 1 (car X est positive) alors pour tout =z € R, : R(x) = e #*
Finalement

0 stx < 0
P(XSI)_{l—e"“ six >0
conclusion :
xi— e(p)

3. Soient deux réels strictement positifs p; et ps. Soient X; et Xy deux variables aléatoires
indépendantes suivant respectivement les lois exponentielles de parameétres py et po.

a) On pose Y = max(X7; Xs).
Pour tout z € R : (Y < z) = [max(X1; X3) < z] = (X5 <z X5 < x) et comme X; et X, sont
indépendantes :

Fy(z)=P(Y <z)=P(X; <z)P(Xy <z) = Fx,(2)Fx,(x)

Comme X est a densité alors F, est continue sur R et C! sur R* et de méme pour Fy, Donc
comme produit, il en est de méme pour Fy

Donc Y est a densité et une densité est : pour z # 0 :

fr(z) = Fy (2)Fx,(2) + Fx, (2)F, (2)
= le (x)FXz(x) + FX1 (x)fXQ (I)
pre (1 — e H2®) 4 poe H2%(1 — e~ H17) stz >0
{ 0 six <0
b) On pose Z = min(X7; Xs).

On passe par ’événement contraire :

(Z > x) = [min(X7; Xs) > z] = (X7 > 2N Xy > z) et comme X et X, sont indépendantes :
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Fz(z) =1—P(X; >2)P(Xy >2) =1—(1—Fx,(2))(1 = Fx,(x)) et comme précédemment
Z est a densité On simplifié alors I’écriture de

1 — e mze—per — 1 — g~ (Hatp)z stz >0

FZ(x):{ 0 z <0

et on reconnait la fonction de répartition de Conclusion :

Z — e + p2)[14]

3.3 Fiabilité :

Soit T une variable aléatoire positive qui représente la durée de vie (c’est-a-dire le temps de
fonctionnement avant la survenue d’une premiére panne) d’un systéme. On suppose que T est
une variable & densité fr continue sur R, et ne s’annulant pas sur R %, .

On appelle fiabilité de T la fonction Ry définie sur R, par

Rr(t)=P(T>t)=P(T > t) = 1 — Fr(t)

ou Fr est la fonction de répartition de T.

1. Soient t un réel positif ou nul et h un réel strictement positif. La dégradation du systéme
sur lintervalle [t;¢ + h] est mesurée par la probabilité

Pt <T <t+h).

Comme
t<t+h
alors
Pt<T<t+h)=Fr(t+h)—Fr(t)=1—Rp(t+h)—1+ Rp(t)
Conclusion :

Pt <T <t+h)=Rp(t)— Rr(t+h)

2. Pour tout réel t positif ou nul,

P(t<T <t+h) Fp(t+h)—Fp(t)
h B t+h—t

est le taux d’accroissement de F' — T et comme fr est continue sur R, alors Fp est C' et le
taux d’accroissement tend vers F,

lim Pt <T<t+h)h=Fpt)= fr(t)
h—0,h>0

a) Comme F.(t) = f(t) > 0 sur Ry alors Fr est strictement croissante sur R, : De plus
lim, coFr =1 donc pour tout t € R : Fr(t) <1let1— Fp(t) >0
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Conclusion :
pour tout réel t positif, Ry (t) > 0 ce qui permet de définir le « taux de défaillance » la fonction

définie sur R, par le rapport

b) Ry = 1 — Fr est dérivable sur Ry et R.(t) = —Fp(t) = —fr(t) et comme Rp(t) # 0
alors t — j est dérivable et

D gL _Bal) St
at °\R,(t) ~  Rr(t)  Rr(t)

R(t

= At)

c) En intégrant (fonction continue car Ry est C') de 0 & z > 0 on a donc

om%(Rtl(t))dt = [lnR(t)]t 0
—In(Rr(z)) + In(Rr(0))
— —in(Rr(x))

Donc

In(Rr(z)) = — /Ox A(t)dtet

Rep(z) = eap(— / “A(t)db)

3. Soit Z une variable aléatoire réelle positive de densité g continue sur R,, admettant une
espérance. On pose Rz(t) = P(Z > t) pour t > 0.

N.B.

par rapport a la question 2. on n’a plus 'hypothése « densité non nulle sur R, »
a) Soit v la fonction définie sur Ry par v(t) = tRz(t).

g est continue sur R, donc Ry =1 — Fr est C' et Rip(t) = —g(t) :

v est donc dérivable sur R, et

V() = R-Z(t )+tR’ Z(1)
= Ryz(t) —tg(t)donc
tg(t) = Rz(t) —v'(t)
b) On a v(t) = tRz(t) .Montrer que lim;_, - v(t) =0 :
N.B.

si on n’a pas déja rencontré cette astuce, il faut plus de 4h pour la trouver! Idée : utiliser
I’existence de ’espérance et chercher le lien avec

Ry(x) = / " gty

o) T—too J_o

+oo z
E(Z) :/ tg(t)dt = lim tgdt
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donc (astuce)

T +oo
E(Z)—/ tgdt:/ tgdt — 0

—0o0

et on y est presque :

Pour tout t > x; tg(t) > zg(t) car g(t) > 0 et, puisque les intégrales convergent :
+oo o}
/ tg(t)dt > / zg(t)dt = xRz(x) > 0

et par encadrement zRz(x) — 0 quand x — +o00 :
¢) Z a une espérance donc F(Z) = f_Jr;o tg(t)dt converge f0+°° tg(t)dt = 0 car Z est positive

donc sa densité sur R— est nulle.

et donc fOJrOO tg(t)dt converge et vaut E (Z)

Jy Bz(t) = fy ta(t) + o/ ()t
= foM Rz(t)dt — foM vo(t)dt
= Jo_ to(ydt = O]’
= [ tg(t)dt — v(M) —v(0)
= [Mtg(t)dt

Conclusion :

M@:AM&@ﬁ

4. On suppose désormais que T admet une espérance. Soit t un réel positif fixé; le systéme
ayant fonctionné sans panne jusqu’a la date t, on appelle durée de survie la variable aléatoire
T, = T — t représentant le temps s’écoulant entre la date t et la premiére panne. On a donc,
pour tout réel x positif

RTt(x):P(Tt>l‘):P[T>t](T>t+l’)

Je ne comprends pas .... la probabilité pour 7; n’est-elle pas conditionnelle ?

a) Pour tout réel x positif,

RTt(ZL‘) = P[T>t} (T >1+ ZL‘)
P(T>t+zNT>t)

P(T>1)
Pg;—gg)cart +x >t
RTgt-f—l‘)

Rr(t)

b) On réutilise alors le 3.c) puisque ses hypothéses (T} positive, densité continue sur R, et
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ayant une espérance) sont satisfaites par T;

E(T,) = [ Ry (z)dx
% Ry (t + ) Ry (t)dt

+o00

et par changement de variable
u=t+x:dt=dr:z=0&u=tetxr — +00 & u — +00

B(T) = RL@ / " Re(u)du

5. a) On suppose que T suit la loi exponentielle de paramétre p. la fiabilité est Ry (t) = P(T >
t)=P(T >t)=1—Fp(t) = e " sit >0 le taux de défaillance est A(t) = % = % =u
qui est donc constant.

b) On suppose que le systéme est composé de deux organes 1 et 2 montés en série, dont
les durées de vie sont supposées indépendantes, ce qui implique qu’il tombe en panne dés que
I'un d’eux tombe en panne. On note 7; la durée de vie de l'organe i, fr, la densité de sa loi
qu’on suppose exponentielle de paramétre p;. La durée de fonctionnement du systéme est donc
T = min(Ty;T3) et d’apreés le 13a) < (u1 + p2) et donc sa fiabilité est celle du a)

Conclusion :

Rp(t) = e~ mHm2)t o son taux de défaillance g + jo

¢) On suppose que le systéme est composé de deux organes 1 et 2 montés en paralléle, dont
les durées de vie sont supposées indépendantes, ce qui implique qu’il tombe en panne quand
les deux organes sont en panne. On note 7; la durée de vie de 'organe i, fr, la densité de sa loi

qu’on suppose exponentielle de parameétre ;.

On a vu qu’alors T' = max(71; T3) sa fonction de répartition Fr(z) = Fr,(z)Fr,(x)
Donc sa Fiabilité est

Rr(x) =1— Fp(x)Fp,(z) =1— (1 — e "M*)(1 — e #")six >0

6. Soit ¢, 6;
la fonction définie par

)= { mmB) e <0 kit 20
S 0 sit < 0

ol
£ > 0 est une constante strictement positive et n un entier naturel non nul.

a) n,p;
est positive sur R et continue sur R*

On montre par récurrence que pour tout entier n € N* : O+Oo Onp(t)dt =1

Pour n=1: f0+°° On.p(t)dt = 0+°° Be=Pt =1 densité de £(3)
Soit n > 1 tel que f0+oo ©n.p(t)dt converge et vaut 1 alors par parties on a
M

(Bt) e Ptat

o nl
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par IPP
u(t) = 5 (1) = ool

V'(t) = »36 o v(t) = —e 5t6t u et v declasse ok
— [_ —pt (BT ﬂt" . |M fo —ﬁtﬁ(ﬁt '

5 ,Btﬁ /Bt

)n 1 1)'

rdt =1

Donc pour tout entier n :

Conclusion :

©(n, B) est une densité de probabilité (loi d’erlang)
b) On suppose que T a pour densité la fonction (g, ;
. Sa fiabilité est a 'instant t est Rp(t) = 1 — F(t)

n—1

On vérifie ®(t) = 1 — e 5 (Bt)*k! est la primitive de ¢, 5;
k=0

s’annulant en 0

® est dérivable sur R, et

n—1 b n—1 b1
(1) = Ee—ﬁt}; (5%') _ e—ﬁtkz /Bkﬁtk!

=0 =1
-1 b n=1 .
= B (T G- 5 - 0)
n—1 k n—2 h
= gen(y Bt S e
ponlis &

(n—1)!
¥n,B (t)

et

@(0):1—%1@:1—1—720:0

Donc @ est la primitive de ¢,.3 s’annulant en 0 et

Fy(z) = fjoo Onp(t)dt = fox Pnp(t)dt

O(z)
Finalement,

n—1 ﬁtk
Ry(t) =1—-F(t) = 7&ZF

k=0

7. Soit 93, la fonction dnie par
Vo = %(%)5’16( n)B sit > 0
0 sinon



ou f>1m>0

a) ¢, gest continue sur R* et positive sur R
tB-1
"7 )

On remarque que %( est la dérivée %ﬁ donc

M _1
fo Ungtdt = [—e "]5](])\/[
—e nB+1

— 1lquand M— +o00

donc

/ sty

converge et vaut 1
Conclusion :
Y p est une densité de probabilité (loi de Weibull).

b) On suppose que T a pour densité la fonction

wﬂ,n

On a alors pour t € R, :
Pr(t) = [y vsn(t)dt
= 1—e WPetdonc
Rr(t) = e W8
et le taux de défaillance A(t) a la date t :

)\(t) — fi(t)

¢) Donc
si

f > 1 alors \(t) — +o00 quand ¢t — 400
sl

f =1 on retrouve une loi 5(%) alors \(t) = %} est constante.|7]
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3.4 Graphe de loi exponentielle

e~ At

s

y = f(t) = xe M

[10]

R(t) = e~ M

F(t)=1— e

20



Chapitre 4

Application de fiabilité :

4.1 Introduction :

les problémes posés par la planification et l'exploitation des réseaux électrique sont trés
complexes . le choix d’une configuration des réseaux et son équipement doit prendre en compte
aussi bien les conditions techniques que les contraintes économiques
c’est pourquoi une analyse de fiabilité devient indispensable elle détecte les cas de défaillances
entrainant une détérioration de I'état d’exploitation et détermine les mesures a’ prendre afin
de maintenir le réseau dans un état normal
précisions que la partie protection a été traités et que 'application d’'une méthode analytique
( markovienne) pour l'obtention des indices de fiabilité du réseau urbain a été réalisée
ce travail fait partie d’une protocole spécifique en voie de finalisation entre le L.AMOS - Béjaia
et la direction de la distrubition SONALGAZ-ALger

4.2 présentation du réseau MT de Béjaia :

le réseau sur lequel porte cette étudeest un réseau de distribution M'T urbain bouclé et
alimenté a’ partir du poste de transformation 80/30 Rv de Béjaia
Il est constitué de deux départs ville 2 et ville 3 et est entiérement réalisé en souterrain . Il
comporte 27 postes MT/MB | dont 14 postes de distribution publique , 7 postes de livraison
et 6 postes mixtes . ces postes sont racoordés en coupure d’artére
Al’état de fonctionnement normal , les deux départs sont séparés par I'intermédiaire d’un in-
terrupteur . Lorsque un départ tombe en panne , 'interrupteur se ferme et ’alimentation du
départ défaillant se fera a’ partir du départ voisin

4.3 Pricncipe de la méthode de résolution :

Elle est basée sur l'application de la méthode de Monte Carlo . Il s’agit de simuler les
défaillances du réseau de distribution MT | afin d’évaluer les différent indices de fiabilité.
La simulation est réalisé sur un simulateur numérique (Siemens) en turbo pascal version 5.5
1990 Barland International.

a ) Structure des données :

L’application de cette méthode nécessite I'utilisation de deux types de données :

* Données SONALGAZ :

représentées par les temps de bon fonctionnement TBF(I) et temps de remise en service
TRS(I) du réseau qui sont étalés sur quatre années (87,88,89,90).
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Elle sont évaluées d’aprés les manoeuvres effectuées par le personnel de SONAIGAZ et sot
sauvegardées dans deux fichiers (TBF,TRS)

* Données internationales :

représentées trois :
* le teaux de défaillance de chaque élément du réseau (cable , boite de jonction (B,j) intersect
, sectionneur et disjoncteur ).
*les données techniques du réseau a’ savoire : la longueur du cble LC , le nombre B.j Nb , de
sectionneurs Ns , d’intersect Ni et de disjoncteur Nd .
* le temps de remise en service a été estimé d’apés les doées SONALGAZ

27
TBSr =Y TRSr(1)/217,

=1

ou’ 27 représente le nombre de défauts en registrés

b) Les indices de fiabilité :

le programme de simulation nous donne les résultats suivants :

- la moyenne des temps de bon fonctionnement (MTBEFr) :
MTBFr = Neta;.T'(i+ 1/54)

ou' I'(1 4+ 1/5) : est tirer de la table de loi Gamma

- la moyenne des temps de remise en service (MTRSr) :
MTRSr = NetayI'(i + 1/55)

ou’ Netay (respectivement [3;) représente le paramétre d’échelle (resp. le paramétre de forme )
des TBFr (pour i=1) et des TRSr(pour i=2) du réseau .

-le taux de défaillance K; :

K, =1/MTBFr
-le taux de remise en service V; :

Vi =1/MTRSr
-L’indisponibilité du réseau D, :

Dy = Ky/(K1+ V1)
-le temps de coupure Tc :
Tec= D;,.8760
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-I’énergie non distribuée En :
En=PTc

ou’ P est la puissance moyenne du réseau

-la fonction fiabilité R(t) :
Application de la méthode de Monte Carlo :

pour chaque élément du réseau , on génére une v.a u; comprise entre 0 et 1 par la méthode
congruentielle multiplicative :

u(i+ 1) = Awu(i).mod(m) ;
m = 2% : terme de la congruence ;
A = 1443 : facteur multiplicatif :
u(0) = A : racine du générateur ;

on détermine ensuite le temps de bon fonctionnement T'BF (i) correspondant a’ I’élément i
(cable ,B,j , sectionneur , intersect , disjoncteur) , par la loi distribution exponentielle .

TBFi= (1/k;). In(1/1 — u;)

la connaissance de la structure du réseau ( les relations entre les divers éléments), nous permet
d’évaluer le temps de bon fonctionnement (TBFr) et le temps de remise en service (RRSr)
correspondant a’ I’élément tombé en défaut .

Ces v.a sont ajustées séparément par la loi de distribution de WEIBULL définie par sa fonction

de répartition :
F(t) = 1 — exp(—t/Neta)”

les paramétre [ et Neta caractérisant cette loi serant estimés par la méthode du maximum de
vraisemblance .

Enfin un test d’adéquation : le test de KOLMOGOROV - SMIRNOYV est appliqué par vérifier
la validité de ’ajustement .

4.4 Description du programme de simulation :

Il est constitué de 8 procédures : - la procédure INTDONNEES est appelée pour lire données
internationnales et le nombre de séquence Nc dont dépend la convergence de la méthode .
ONfait appel a’ la procédure ALEATOIR pour la génération des nombres aléatoires compris
entre 0 et 1 . pour chaque nombre aléatoire généré on calcule les TBF(i) .

-la procédure MINIMUM est appelée pour déterminer le minimum des TBF(i) qui répre-
sente le temps de bon fonctionnement du réseau

-le temps de remise en service (TRSr) correspondant est obtenu a’ partir de la procédure
ALEATOIRE et la loi de distribution exponentielle la génération des TBFr et TRSr est répétée

93



Nec fois
pour les temps de bon fonctionnement TBEFr ; on appelle :

- la procédure PARAM pour estimer les paramétres de la loi Weibull 5 et Neta par la mé-
thode du maximum de vraisemblance .

-LA PROCéDURE permut pour ordonner les TBFr en ordre croissant .
-la procédure SMIRNOV pour vérifier la validité de I'ajustement .

-la procédure MTBFTR pour estimer la moyeen desv temps de bon fonctionnement (MTBEFT)
, ainsi qui leurs écart - types .

le mém procédé est utilisé pour le temps de remis en service (TRDr).

Enfin , pour I'’étude comparative on fait appel a’ la procédure données , dans laquelle on
intoduit les données SONALGAZ.

Par ailleurs , le programme permet de faire la représentation graphique des différent indices

de fiabilité

4.5 Interprétation des résultats(obtenus sur le réseau de
Béjaia ) :
4.5.1 Paramétre de forme :

on constate que l'ajustement des TBFr | respectivement TRSr , (en utilisant les données
internationales ) selon la loi de Weibull est positif (don le test de kolmogorov - Smirnov est
vérifié ) .

I1 nous donne les valeurs du paramétre de forme (8; = 1.043, S5 = 0.900)qui sont prouche de
1, ce qui veut dire que les résultats de la simulation correspondant a’ la réalité , cela s’explique
par la fait que notre systéme est constitue du point de vue fiabilité d’élement en série , dont
chaque suit une loi exponentielle .

pour les données SONALGAZ , I'ajustement des TBFr selon la loi de Weibull est positif
. par contre , pour le temps de remise es service du réseau il est ngatif . la non validité de

I'ajustement est de a’ proiri au manque de données ( taille réduite de I’échantillon ).

le programme nous donne les paramétre de la loi de distribution

By = 1.079, B = 1.681
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4.5.2 Moyenne des temps de bon fonctionnement et de remise en
service :

pour les données internationeles , la moyenne des temps de bon fonctionnement MTBFr(avac
intervalle de confiance) est :

MTBFr = 3253.07 &+ 273.64(heures)

De méme , la moyenne des temps de remise en service MTRSr évaluée avec intervalle de confaice

MTRSr = 0.514 4+ 0.50(heures)

pour les données SONALGAZ , on a obtenue :

MTBFr = 1188.445 £+ 416.12(heures)

de méme :

MTRSr = 0.580 £ 0.135(heures)

La MTBFr obtenue par les données internationales est trois fois plus grande que celle obte-
nue avec les données SONALGAZ . cet écart est de essentiellement aux facteurs suivants :

- les modes et techniques de poses de cable qui ne n’effectuent pas selon les normes .

- Jonction et réparation des cables : cette opération nécessite des moyens humains (person-
nel qualifié ) et matériels performants .

- les atteuntes tiers lors des travaux .

Par contre , pour la MTRSr ,on constate que la différence des résultats (entre les données
internationals et SONALGAZ) est faible; cela est du au fait que le temps moyen de remise en
service du réseau ne figure pas sur le tableau des données internationales .
ce paramétre est estimé a’ partir des données SONALGAZ par la formule

27
TRSr = TRSr(i)/27

=1

4.5.3 temps de coupure annuel, Energie non distribuée :

On remarque que le temps de coupure (Tc) et I’énergie non distribuée (En) déterminer avec
les données internationales sont diminuées de 60 par rapport a’ celle SONALGAZ . cela est du
aux différents facteurs cités précédemment.

-Données internationales :

Tec=1.384 +0.147(heures)

En = 9884.528 (kwh)

95



Données SONALGAZ :
Tc=4.325+ 1.537(heures)

En = 30892.089(kwh)

Remarque 1 :

I’énergie non distribuée est é valuée en connaissant le nombre de postes restants dans le noir
pendant la durée de non fonctionnement du réseau .

Remarque 2 :

le temps de basculement utilisé pour la méthode markovienne ne représente pas réellement
un temps de remise en service . cela a’ été vérifier en consultat les fichiers au niveau de SO-
NALGAZ ou sont enregistrées toutes les manoeuvers effectuées lors de chaque défaut .
les résultats de I’étude comparative sont exposés

4.6 Conclusion :

les curbures de faibilité obtenues avec les données internationales et SONALGAZ montent
I'impotance de 'amélioration du taux de déffaillance du systéme ( donc des éléments le consti-
tuant ) pour améliorer la fiabilité du réseau .

les curbures d’indisponibilité , ainsi que I’évalution de I’érgie annuelle non distribuée montent
que quand le temps moyen de remise en service du réseau diminue , ’énergie non distribuée
ainsi que le temps de cuepure pendant une année diminuent.

une série de mesures sont proposées . néanmoins la décision d’invertissement et son caractére

optimal ne peuvent s’analyser sans tenir compte des conséquence de cette décision a’ la fois sur
les frais d’exploitation résultant et sur la géne éconimique au niveau de 1'utillisateur du réseau

c’est pourquoi elle doit étre justifier par une étude technico- économique
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Conclusion générale :

Dans ce travail ,nous avons de matrice du transition et en utilisant I’équation de chaine de
moarkov induit aux instante sous cette condition et la méme approche nous avons établir le
graphe de la loi exponentielle. quelque espectives de recherche.

Application de
faibilité (SONALGAZ)

étude d’autres processus aléatoire
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