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SUR CERTAINES PROPRIETES DES NOMBRES ET DES

POLYNOMES DE BERNOULLI

Alim Khadidja et Hamla Hayat



RESUME

Dans ce mémoire on a présenté un ensemble de résultats prinsipales dans les-
quels on a étudié les propriétés des nombres et des polynomes de Bernoulli , ot nous
avons d’abord parlons sur les polynémes d’Appell qu’on a développé dans le deuxiéme
chapitre,ot il a découvert de nombreuses formules explicites.

ABSTRACT

In this thesis we presented a set of main results in which we studied the pro-
perties of numbers and Bernoulli polynomials ,where we first talk about the Appell
polynomials that we developed in the secovered many explicite formulas .



REMERCIEMENT

Nous remercions avant tout ALLAH qui nous a donné la santé, le courage,
la force et la patience pour achever ce travail.

Nos profonds remerciements a notre encadreur Mr.Laala KHALDI ensegniant a
I'université de Bouira, pour avoir accepté de diriger ce travail, pour sa confiance, sa
patience et pour ses conseils tout au long de la réalisation de cette mémoire.

Sa disponibilité et ses qualités humaines ont contribué a ’achévement de ce travail.

Nous tenons également a remerciements les membres des jury. pour I'attention
et le temps consacré a la lecture et le jugement de ce mémoire.
Nous aimerons vous remercier infiniment mes chers enseignants et vous dire
que votre compétence et votre sérieux m’ont toujours influencée.



DEDICACE

Je dédie ce modeste travail
A mes chers parents :MOHAMMED & FATIHA
Sources de mes joies, secrets de ma force
Vous serez toujours le model
c’est a vous que je dois cette réussite et je suis fiere de vous loffrir
A mes fréres et mes soeurs
Abd Elhakim, Ali,Aboubaker,Youcef
Fatima et Samia
A mes tantes et mes oncles
A mes fils de mes fréres
Bilal,Abd Eldjalil , Abd Allah, Fouad
Ritadj, Asma,Maria,Hafsa
et les jumelle Salma et Meriem
A mes chéres amies Amel, Souhila, Khadidja,Fayrouz
A Thomme de ma vie, mon mari SAID.
KHADIDJA



DEDICACE

Je dédie ce modeste travail :
A ma famille, elle qui m’a dote d’une éducation digne, son amour a fait de moi
ce que je suis aujourd’hui :
Particuliérement & mon pére feu HASSENE, pour le gout a I'effort qu’il a suscité
en moi, de par sa rigueur.
A ma mére KHADIDJA, espérant avoir réalisé I'un de ses voeux les plus chéres,
celui de voir ses fils accéder & un grade important couronnant des
études avancées.
A vous mes grandes méres HOURIYA et YAMINA.
A vous mes fréres BILAL, ABDELKADER, HICHAM et MARWANE et soeurs
WIAME et KATRE NADA.
A vous mes chéres tantes, et a vous mes amies Fatima, Hanane et Warda.
HAYAT



TABLE DES MATIERES

NOTATIONS . . . o o o o e e e e e e e e e e s e e 8
INTRODUCTION GENERALE . . . . . o v o v it e e e e e e e 9
CHAPITRE 1. POLYNOMES D’APPELL . . . . . . . v v v v v it i i e 11
1.1. Introduction . . . . . . . . . . ... 11

1.2. suites de polyndémes d’Appell . . . . . ... 11
1.3. Propriétés des suites d’Appell . . . . . . ..o 13
1.4. Une identité pour des polynémes d’Appell . . . . . . . .. ... ... 14
CHAPITRE 2. NOMBRES ET POLYNOMES DE BERNOULLI . . ... .. ... 17
2.1. Introduction : . . . . . . . . . . e e 17
2.2. Définiton des nombres et polynémes de Bernoulli . . . . . .. .. .. 17
2.2.1. lesnombres de Bernoulli . . . .. ... ... ... ....... 17

2.2.2. Les polynémes de Bernoulli . . . . ... ... ... . ..... 17

2.3. propriétés des nombres et polynémes de Bernoulli : . . . . . . .. .. 18
2.4. La formule d’Euler Mac-laurin . . . . . . . . .. ... ... .. .... 23
2.5. Sommation des puissances numériques . . . . . ... ... ... ... 24
2.6. Formulede Raabe . . . . . . . . . ... ... .. .. ... . . .. ... 27
2.7. Valeurs des polynomes de Bernoulli aux points 1,5,3,7,3.2.2 .. . .. 30
2.8. Relations de récurrence pour (B, (7)), - . . . . .. ... 33

CHAPITRE 3. FORMULES EXPLICITES POUR DES POLYNOMES ET NOMBRES

DE BERNOULLI . . . . . . . oo ittt it e e e e e e e e 36
3.1. Introduction . . . . . . . .. .. . 36
3.2. Formules explicites des polynémes de Bernoulli . . . . . .. ... ... 37
3.3. Formules explicites du n-iéme polynémes de Bernoulli . . . . . . . .. 40
3.4. Formules explicites des nombres de Bernoulli . . . . . . ... .. ... 41

CONCLUSION .« v v o e e e e e e e e s s s s s s s, 44



e B A o

e S S =Sy e
DU W N RO

NOTATIONS

N={0,1,2,...} : ensemble des nombres entiers naturels.

7" : ensemble des entiers rationnels positives.

Z : 'ensemble des entiers rationnels.

R : I’ensemble des nombres réels.

C : ensemble des nombres complexes.

B,, : n-iéme nombre de Bernoulli.

B, (z) : n-iéme polynéme de Bernoulli.

K : corps commutatif de caractéristique zéro : K = Q,R ou C.
S (z) :la série génératrice exponentielle formelle.

D : opérateur de dérivation.

. (”) : coefficient binomial.

k

. Clz] : C-espace vectoriel Clz] des polynomes a coefficients complexes.
. C[[2]] : lalgebre des séries formelles.
. |#] : partie entiére inférieure de nombre réél x.

. A : le premier opérateur de différence finie.



INTRODUCTION GENERALE

Depuis les temps les plus reculés et jusqu’a nos jours, les mathématiciens se sont
intéressés a la détermination et aux propriétés des sommes

Sp(n)=1" 42"+ ... 4 n™.

ou m et n sont des entiers naturels non nuls.

Comme l'affirme le mathématicien danois Niels Nielsen (1865-1931) dans son ou-
vrage intitulé "Traité élémentaire des nombres de Bernoulli", ([13], chap XVI, p.295),
les formules suivantes étaient connues des grecs, du temps d’Archimede, prés de trois

siécles avant J-C. ( D
n(n +
Si(n) = —5

Son) = n(n + 1)6(2n + 1)’

2 2

sy(m) = " 5,2

Plus tard, comme le rapporte le mathématicien frangais Edouard Lucas (1842-1891)
dans son ouvrage intitulé "Théorie des nombres", ([21], chap XIV, p 228), le médecin
arabe Djamchid Ben Mas’oud donna dans un manuscrit daté de 1589 la formule
suivante que le mathématicien francais Pierre de Fermat (1601-1665) devait retrouver
plusieurs années plus tard

&w:<§%Fi+&mo&my

Compte tenu des expressions de Si(n) et Sa(n) précédentes, cette derniére formule
peut s’écrire

Si(n) = %n(n +1)(2n + 1)(3n* + 3n — 1).

Durant la méme période, le mathématicien allemand Johann Faulhaber (1580 —1635),
[22] détermina des expressions pour les sommes S,,(n) pour 1 < m < 17, sans
toute fois expliquer la méthode qui lui avait permis d’obtenir ces résultats Faul-
haber ([22],1631), ([23],1993) et ([27], 2013) remarqua que les sommes Sy,,11(n) des
puissances impairs des n premiers entiers naturels non nuls pouvaient s’exprimer &
I’aide d'un polynoéme en ¢ ou t = @ = S1(n). (Ce résultat ne fut prouvé qu’en
1834 par Jacobi [25]). Ainsi Faulhaber trouva les formules suivantes que Donald E.
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Knuth repris et étudia dans son article [23] :

zn:kf" = t%
k=1

- 1
DK = St =)
k=1
- 1
K = 5 (126" =8t - 21%).
k=1
- 1
K = = (1667 — 20" + 126" — 3¢%)
k=1
- 1
DR = o (3200 — 648 4 68t — 408° + 5¢%).
k=1
- 1
kY = To5 (96087 — 28001° + 4502% — 4720¢" + 2764¢" — 69117) .
k=1
- 1
Sk = 15 (1926 — 768t7 4 1792t° — 2816t° + 2872¢' — 1680t + 420¢°) .
k=1
z”: pr L (128080 — 67201° + 2112017 — 468801° + 72012¢°
45 —74220t* 4 434043 — 108512 '

Ce mémoire consacré a I’étude de certaines propriétés des nombres et polyndémes
de Bernoulli, comporte trois chapitres.

Le premier chapitre de ce mémoire est consacrés a I’étude des suites de polynémes
d’Appell avec quelque propiétés et application.

Le deuxiéme chapitre porte plus précisément sur une étude des nombres et po-
lynémes de Bernoulli . Dans ce chapitre, nous commengons par définir les suites de
polynomes d’Appell. Nous étudions des propriétés importantes et générales de ces
suites de polynomes. Nous définissons ensuite de maniére naturelle les suites de po-
lynémes et de nombres de Bernoulli et prouvons que cet suite de polynémes est une
suite de polynomes d’Appell. Nous retrouvons ainsi aisément plusieurs propriétés de
ces polynoémes et nombres de Bernoulli.

Le troisiéme chapitre, on a déterminé quelque formules explicites pour des poly-
nomes et des nombres de Bernoulli.
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Chapitre 1

POLYNOMES D’APPELL

1.1 Introduction

Les polynémes d’Appell ont attiré I'attention de plusieurs chercheurs, vues leurs
applications vastes dans différents domaines mathématiques et physiques . Plusieurs
polynomes d’Appell sont munis d’'une étude particuliere, tels que les polynémes de
Bernoulli.

Dans tout ce qui suit, K désigne 'un des trois corps @, R ou C. Dans une note
[4], Paul Emile Appell définit et étudie des suites particulieres de polynomes. En
son honneur, ces suites de polynémes sont appelées aujourd’hui "suites de polynémes
d’Appell". Dans ce qui suit, nous allons préciser la définition d’une suite de polynéme
d’Appell et étudier ensuite certaines propriétés de ces suites de polyndémes.

1.2 suites de polyndémes d’Appell

Définition 1. On dit qu’une suite de polynome (A, (z))nen de Klx] est une suite de
polynomes d’Appell si on a :

1. Ao(z) est un polynéme constant non nul.

2.Vn e N*, Al () =nA,_1(z).

Des exemples sur les suites de polynémes d’Appell :

Exemple 2. On a

Up(z) = 2"
Alors
Up(x) =1#0
et
vneN* | Ul(z) =na"' =nlU,_1(2).

(Upn(x))nen est une suite de polynomes d’Appell.

Exemple 3. On a
($ + 1)n+1 _ l,n-i—l

n+1

Vo(x) =
Alors
Volw) =140
et
Vn € N¥, Vi(z)=(z+1)" —a" =nV,_1(z).

n
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(Vi(x))nen est une suite de polynomes d’Appell.

Exemple 4. On a
1
W, (z) = 5(($ +1)" +2")

Alors

et

Vn € N* | W/ (x) = =((x+1D)" ' 4+ 2" =nW,_(2).

|3

(Wi ())nen est une suite de polynomes d’Appell.

Théoréme 5. Soient (A, (z))neny une suite de polynomes de K[z|, (ap)nen la suite
de K définie par

a, = A,(0)
et
(o] Zn
S(z) = Z n
n=0

la série génératrice exponentielle formelle associée a la suite (an)nen. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

A, (x))nen est une suite de polynomes d’Appell. (1.1)

Ay(x) = (Z) an_rx®, (n>0) ot (ap)nso est donnée. (1.2)
k=0

ZAn(x)% = S(2)e™ avec S(z) € C[[z]] et S(0) #O. (1.3)

Démonstration. La suite (A, (2)),en est une suite de polynéme d’Appell alors pour

tout n > 1
Al (z) =nA, ()

Ainsi il est facile de voir que

D*(A,) { (A, si0<k<n,

k! 10 si k> n.
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On déduit que

n=0
Réciproquement si > oo A, ()2 = (307 an ;) €
Montrons que la suite de polynomes (A (7))nen est une suite de polynémes d’Ap-
pell

- —1
Al(z) = n Z Z—l)a"wk 1
k=1
n—1
—1
= n " , >an_1 t =nA,_q(x)
=0\ J

1.3 Propriétés des suites d’Appell

Théoréme 6. [1/Soit (A, (x))nen , une suite de polynomes d’Appell ,alors on a :
1. Pour tout entier naturel n, A, () est un polynoéme de degré n et on a dans C|x]

n

Aute+) =3 ()t = Z (7) Antarr

k=0
2. Pour tout xg € C, on a :

o

o0 zn
= <Z An(a?o)—'> el@=e0) =,
e n!

0

n
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Remarque 7. Il existe une unique suite de polynomes d’Appell (An(x))nen telle que
pour tout n € N | on ait A,(xo) = ay,.

k=0
ol encore
o0 n o0 n
z z _
E A, (r)— = E | el@mw0) =,
n! n!

On pourra en trouver une prewve dans le journale de Carlson [2] , ot dans d’Agra-

1.4 Une identité pour des polynémes d’Appell

Notre principal résultat est une identité pour des polynémes d’Appell . précisons
la définition de ces polynomes. soient (A, (x)),>0 une suite de polynomes de C|z],
(@n)n>o0 la suite de nombres complexes définie par a,, = A,(0), pour tout n € N et

n

S(z) la série formelle de C[[z]] définis par S(2) = > " an%;.

On dit que (A, (x)),>0 est une suite de polynémes d’Appell si Ag(z) est un
polynome constant non nul et si ,de plus, on a A’ (x) = nA,_1(z) pour n > 1. ces
conditions sont équivalentes a[4] :

ap # 0 et ZAn(x)% = S5(z)e™. (1.4)
n=0 ’
les conditions (1.4) équivalent a

ag #0 et A,(x) = Z (Z) an_ (n>0).

k=0
On constate ainsi que l'on a alors deg A, (x) = n, pour tout n € N. par suite,
toute suite de polynomes d’Appell (A, (z)),en est une base du C—espace vectoriel
C|x]. le théoréme suivant est notre résultat principal [5] .
Théoréme 8. Soient S(z) une série formelle de C[[z]] de terme constant égal o 1, o

un nombre compleze et (A (x))no la suite de polynomes d’Appell de Clz] de
série génératrice exponentielle

o0

Z’ﬂ
D AW (2) = = 5(2)e™.
— n!
Alors pour touts entiers naturels m et n tels que m >n, on a :

A (z) = Zm:(_nk (O‘ + m) (“ ”}: N 1) ACE) (1), (1.5)

m—k
k=0
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Lemmes préparatoires

Lemme 9. Pour tous les entiers naturels m et q,on a :

1 = :0(—1)’“ (q N m) (q * kl: _1) Itk (1.6)

m—k

(S (e

Démonstration. On montre que la dérivée du second membre de (1.6) est nulle .
En effet, en remarquant que pour 0 <k <m, on a :

() e
()6

le second membre de (1.6) peut s’écrire comme la différence de deux polynomes
ayant chacun pour dérivée q(qzm) 2471 — z)™,

Le second membre est donc un polynéme constant, qui, de plus,vaut 1 pour x = 0,
en vertu de l'identité (5.41) p.202 de [6].

La relation (1.6) en résulte . O

Lemme 10. [7/Soit L ’automorphisme du C—espace vectoriel Clz| défini par :
L(AD(2)) = AD(z) =2", n>0.
1. pour tous les entiers r et s, on a
L'(AD(x)) = AL (x). (1.7)

2. pour tous les entiers naturels m et n tels que m > n + 1 et pour tout polynome
de Clz] de degré inférieur ou égal a n, on a :

(L—I)"(p(a)) = 0. (18)

Démonstration. 1. posons

o]

« « Zn
S%z) = Zagl )m.

n=0
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On a alors, pour tout entier s,

AB)(z) = (?) al= D AW (). (1.9)
0

Jj=

En appliquant L a chacun des deux membres de 'égalité (1.9), on preuve que la
relation (1.7) est vérifiée pour r = 1.

un simple raisonnement par récurrence sur r permet alors de prouver (1.7) pour
r > 0.

Le fait que, de plus ,L est un automorphisme permet de montrer que cette relation
est aussi vérifice pour r < 0.

2. pour tout entier n , L(z") = ALY (x) est un polynéme unitaire de degré n ,on
en déduit que

deg(L — I)(z") <n—1pour n > 1et (L—1I)(z°) =0,
la relation (1.8) en résulte. O

Démonstration du Théoréme 8
Soient m,n et ¢ des entiers naturels tels que m > n. Le Lemme 9 nous permet
d’écrire la relation suivante :

i (Q+m) (‘HI;_ 1) L (1.10)
() Bl e

On sait, d’aprés le Lemme 10 que pour tout entier r , on a L"(z") = Aﬁr) (x). on
déduit de (1.10) que , pour tout entier naturel ¢ , on a :

AWy zm: (q + m) (q + l]z - 1) A8 (5,

k=0
La relation (1.5) est ainsi établie pour tout « = ¢ ou ¢ est un entier naturel
quelconque .

Remarquons alors que Aﬁf“)(a:) est un polyndéme de degré n en x aussi bien qu’un
polynéme de degré n en «. Il en recherchait pour m, n et z fixé , la relation (1.5)
est une égalité vérifiee pour une infinité de valeurs (entiéres) de a , entre les valeurs
prises par deux polynoémes en « dont le degré ne dépasse pas m . On en déduit que
ces deux polynodmes sont égaux .

la relation (1.5) est par conséquent , aussi vérifiée pour tout o € C.
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Chapitre 2

NOMBRES ET POLYNOMES DE BERNOULLI

2.1 Introduction :

Il est bien connu que les nombres et les polynémes de Bernoulli jouent un role
important dans les mathématiques. ils sont des objets principeaux dans la théorie des
fonctions spéciales [8] . leurs définitions peuvent etre données comme suit :

2.2 Définiton des nombres et polynémes de Bernoulli
2.2.1 les nombres de Bernoulli

Définition 11. [9/on appelle suite des nombres de Bernoulli la suite (B, ).en des
nombres rationnels définie par la relation de récurrence suivantes :

n—1
1 n+1
By=1et B, = o ,;:0 ( f )Bk, pour n > 1 (2.1)

pour tout entier naturel n, B, est appelé n-iéme nombre de Bernoulli.
la suite des nombres de Bernoulli est définie par ['égalité formelle [10] :

= B, , z
S to
n! e —1

n=0

les premiéres valeurs des nombres de Bernoulli de B, pour 0 < n < 6, sont :

1 1 1 1
B0:17 312_57 B2:67 B3207 B4:_%, B5:O etBGZE.

2.2.2 Les polyndmes de Bernoulli

Définition 12. On appelle suite des polynémes de Bernoulli la suite de polynomes a
coefficients rationnels (B, (z))nen définie par la relation suivante :

B, (z) = Z (Z) B,_rx", pourn > 0. (2.2)

k=0

pour tout entier naturel n, B,(x) est appellé n-iéme polynome de Bernoulli.
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la suite des polynomes de Bernoulli est l'unique suite telle qu’on ait le développe-
ment en série [11] :

>\ Bp(v),  te®
Z o=
n=0

n! et —1

Voici les premiéres valeurs des polynomes de Bernoulli que Lehonard Fuler a ob-
tenu [12] :

2.3 propriétés des nombres et polynémes de Bernoulli :

Théoréme 13. Pour tout n > 2,0on a :
" /n
B, = B;y..
=X ()m
k=0
Démonstration. On a :
b(t) = —
et —1°
Alors
e'b(t) — b(t) = t.
Ainsi

e'b(t) =t + b(t).
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Comme: )
t n
e = Zﬁt s
n=0
et 1 B
t+b(t) =1+ =t — "
+b(t) =1+ St + ; —
Donc:
1 n B n o
(o) (S he) e e
n>0 n>0 n>2
D’ou
> (S ) oy D e
n=0 k=0 n>=2
1y (1__)t+z<zk, )t”_1+ ey D
n>2 k=0 n>2
Alors:
n Bn n
> (S-S
n=2 n>2
D’ot pour n > 2 :
B, «— B
nl 2 kl(n —k)!
k=0
Enfin
- n'Bk " /n
B, = = By
=S =2 (1)
O
Remarque 14. Pour toutn > 1, on a : Bg,1 = 0.
Théoréme 15. Pour tout entier naturel n, on a
1.
Bu(z +1) — B,(z) = na™ . (2.3)
2.
B, (1) = B,(0), pour n#1. (2.4)
3.

1
/ Bu(x)dx =0, Vn>1. (2.5)
0



B,(1—1z) = (—=1)"B,(z).
5. Dans Ql[z,y], on a

B )= 3 () Bt = 3 (1) Bt

B, ,,(z) = (n+1)B,(z),  pour n €N.

Démonstration. 1. On a

zelet)z ooz 2o
e —1 e —1
alors :
i Bn(‘r + 1) — Bn(x)zn — i ﬁzn—i-l — i xn—l N
— n! = nl “—~ (n—1)!

donc, pour n € Z*,

By(x+1)—By(z)  a"!
n! - (n—1)!

2. On remplace x = 0 dans (2.9) alors on obtient :
B, (1) = B,(0), pour n # 1.
3.0na:

D’autre part :

D’ou :

<= B,(r+1) — B,(z) = na""".

20

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)
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Alors : . . )
Bo(z)dz + </andx)—:1
| o) ([ o)
Ainsi : .
o0 tn
1—1—;(/0 Bn(x)dx> —=1
Alors : . )
B, (z)dr ) — =0
> () Btores);
Et enfin : )
/ B,(z)dz =0 Vn > 1
0
4.0n pose

Sin =0 on aura
Qo(z)=(-1)"By(1—2)=1= By (x).

De la sin € N*,

Qn(z) = (-1)"B,(1 - ) x (~=1) = (=1)""'B, (1 —2) or B(x)=nB,(v)
donc
B/(1—x)=nB,_1(1—2)
d’ou
Qu(r) = ()""'nBya(l—2) =n(-1)""B, (1 - 2)

_oaenten

= 1) B,1(1 )

= n(-1)""'B, (1 —2) =nQ, (7).
Ainsi

Qn(2) = nQn-1(x)

De plus

1 1 1
/ Qn(t)dt = / (=1)"B,(1 —t)dt = (—1)"/ B,(1 —t)dt.
0 0 0
Onposeu=1—tdoncdu= —dt. Sit=0alorsu=1etsit=1alorsu=0dou
0
1

/01 Qu(t)dt = (—1)n/ B, (u)(—du) = (=1)" /01 By (u)du = 0.
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(Qn(z)) vérifie les items de la définition de (B, (z)), comme cette suite de fonctions
est unique on en déduit que

Vn e N, Qn(x) = B,(x)

c’est-a-dire
Qn(z) = (=1)"B,(1 — ) = By(x)

ol encore

on obtient donc

Ainsi, on a

n = " n = Zk = nzn
213 Bulr +0) o = [ (Z Bk<x>y> (Zy g>
m=0 k=0 n=>0
C’est a dire : .
1 - Bi(x) y"
_B P—
i Bnle ) 2R (n— Rl

D’ou 'on déduit

Bu(z+y) =) (Z) By(x)y" ",

k=0
En échangement le role de x et y, on obtient aussi

Bu(x+y) = i (Z) By(y)z"".

k=0
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6.on a : »
. 1
Buate) =3 (") ) B
k=0
alors :

n

! _ (TL + 1)' n—=k
B (z) = Zo mBk!ﬂ

= (n+1) Zn: (Z) Bya™*

= (n+ 1)32(1:)

2.4 La formule d’Euler Mac-laurin

Définition 16 (les fonctions de Bernoulli). pour tout nombre réel x, on désigne par
|| sa partie entiére et on note {x} = x — |x| . on définit les fonctions de Bernoulli
b, par

VneN, Ve e R, b,(z) =B, ({z}).

Exemple 17.

bl(x):x—[xj—%.

Théoréme 18 (la formule d’Euler Mac-laurin). pour a,b € R et n € N si f € C™!
([a,b]), alors Vn € N,

b 1
S rw = [ 105 @+ )

+mz:1 % (f(m) (b) — f(m) (a)) + (72__1_1>17;!Rn1~

ol

R, | = / b FOY (4) by (t) dt.
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2.5 Sommation des puissances numériques

Proposition 19.

n

Bm 1) — Bm n+1
Ym>0Yn>0 ona Y k"= nn+ 1) - 21(0) / B, (t)dt.
o m + 0

Remarque 20.

Z k™ se note parfois Sp,(n+1) ou S}
k=0

Démonstration. [14] nous avons démontré que
z+1
Vn € N,/ B, (t)dt = z",
x
ce que nous pouvons réécrire
z+1
Ym > 0,/ B (t)dt = z™
Six =k € N on aura donc

k+1
K = / B, (t)dt
k

c’est-a-dire
n n k+1 n+1
> k= Z/ B, (t)dt = / By (t)dt
k=0 k=0 "k 0
or B, (t) = mBy,_1(t) donc B () = (m + 1)B,,(t) c’est-a-dire B,,(t) = Bij%l(t)
d’ ou :
i o /7L+1 B;nJrl(t) dt — |:Bm+1(t):| n+1 _ Bm+1(7?, + 1) — Bm+1(0)
P 0 m+1 m+1 |, m+1
O
Exemple 21. Retrouvons grice a la Proposition 19 que >, _, k= @ c’est un

somme des premiers nombres des suites arithmitiques

On a

Bia(n+1)=Byn+1)=(n+12—(n+1)+ % et  Bi+1(0) = B2(0) = é
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De la,

N _ 1P D+g—f (D@t l-1)  a(ntl)
= 5 = 2 - 2

k=0

Retrouvons maintenant le résultat

, nn+1)@2n+1)
Z’f ;

Onam=2etBp(n+1)=DBs(n+1)=n+1)>—2(n+1)2+i(n+1).De
plus Bs(0) = 0.

De la
N, 1P =3+ 1)+ 5+ 1) -0 2(n+1)P° -3+ 1)+ (n+1)
2K = 3 - 6
_ DS +1)?-3r+1)+1)  (n+1)20n*+2n+1)—3n—3+1)
6 6
 (n+1)@2n%+n)  nm+1)(2n+1)
B 6 B 6 '

d’ou le résultat attendu.

Proposition 22.

. 1 = (m+1
Sm(n+1) = E™ = ———(n™ — Z ( )Sk(n—k 1))
k=0 m+1 k=0 k

B n™t mzl Skﬂ—l-l)
 om+1 — m+1—Fk

Proposition 23. (Formule de Faulhaber 1ere forme)

— Ly |
B m+1—k‘
S 3 ()

k=

Démonstration. D’aprés la Proposition 19 nous avons

ka _ m+1 n+ 1) Bm+1(0>
m—+1

donc

n—1
§ M o— m+1 ) - Bm+1(0)
m+1
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on sait que B,(z) = Y 1, (1) Brz"* (derniére égalité en k au lieu de i) donc

m+1 m+1
Binii(n) = Z ( & )Bknm+l_k

k=0
Ainsi
n—1 m—+1
1 1 m+1
Emo= By, — Bpiy) = —— Byn™t' =k — B,
Z m+1( +1<) +1) m+1(z< k ) kT +1
k=0 k=0
1 " m+1 m—+1
- = B m+1—k Bm (m+1)—(m+1) _Bm
] kZO ( I ) kT + mt 1 417 +1
bt
— L m+1 Bknerlfk’
m—+1 - k
telle que (Zﬁ) Bppntmt=(m+l) —p O

Proposition 24. (Formule de Faulhaber 2-iéme forme)

mo__ m—|—1 m+1 m - m+1 B m+1—k
D o i =D S W Lt

k=2
Démonstration.
n n—1
1 1
m + 1
k=0 k=0
B 1 r (m(-)i-l)BOnm-i-l 0+ (mii-l) mn pmtl-1
T om1 [ A, (M) Bin™ R+ (m 4+ e
1 1 " m+1
m+1 m m m+1—k
= — 1)(—= 1 B
el + (m+ 1)( 2)n +(m+1)n +k2( I ) kT ]
1 m+ 1 Tt
— m-+1 m B m+1—k )
w1 n +—2 n —l—;( 1 ) KN ]

Proposition 25. (Formule de Faulhaber 3-iéme forme)

1
Sm(n+1) = Z E™ = - 1 (m;— >Bknm+1k pour convention ,

1 1
B, = = auliew de By = ——.
2 2
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Démonstration. D’aprés la 2-iéme forme nous avons

" 1 m+1 " m+1
km — m+1 m B m+1—k )
Z m+1 e 2 * Z ( k ) K
k=0 k=2
SionaBy=1et B; = % nous aurons donc

Soue o L[ ) e
m+ 1 +Zk ) <m+1)B nm+1 k

S

m 1 1
_ Z (m + )B ™k avee By = 5 au lieu de B; =
L=

U

Remarque 26. Cette formule sous cette forme n’était pas connu de Faulhaber. Cette
derniére a été découverte par Jaques Bernoulli.

Proposition 27.

- Bk m!
1) = mo_ Tk m—l—l—k.
Sm(n+1) Zk Zok! X—(m—l—l—k‘)!n

k=0 k=
Démonstration. De la 3-iéme forme de Faulhaber (avec B; = % au lieude By = —%)
on a
Z Em o= 1 (m + 1) pmt1-k Z (m + 1 « 1 « Bknerlfk
prt m+ 1~ k Ellm+1—-k)! m+1

“ (m + 1)m! _
— B m+1—k
; Kl(m +1— k;)!(m 1)k

“ Bk m!
= — X

m+17k.
k! (m+1—k)!

2.6 Formule de Raabe

En hommage au mathématicien suisse Joseph Ludwig Raabe (1801-1859), les for-
mules du théoréme suivant sont appelées formules de Raabe. C’est a lui qu’on doit la
dénomination de "polynémes de Bernoulli" qu’il introduisit dans un article de 1851.
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Théoréme 28. Pour tout entier n € N, on a

a—1

Bp(az) = a™ ! ZBn(:c + S), Va € N*. (2.10)

k=0

Lemme 29. On définie l'application ¢ de K [z] dans K [z] par

on a alors ¢ est un automorphisme.

Démonstration. On vérifie trivialement que ¢ est linéaire. On a alors pour tout
entier n > 0

(b(xn) — %_,_1 ((SE’ + 1)n+1 o :L,n-i-l)

n—1
1 n+1
= 2"+ 1 ( i )xk
n+ o
On consttate ainsi que pour tout entier n > 0, ¢ (™) est de polyndomes de degré n.

Il enrésulte que (¢ (2)),,cy st une base de K-espace vectoriel K [z]. par coséqunet,
pour tout polynome @ (z), il existe une unique suite de scalaire (a,),,», vérifie

Q@) =Y an6 (="

n>0
avec a, = 0 pour n assez grand. Comme de plus ¢ est linéaire, on en déduit que
Qx)=1¢ (Z anx”)
n>0

Ce qui prouve que I'application linéaire ¢ est bijective. Donc cet application est
un automorphisme. O

Corollaire 30. Pour tout entier n > 0, il existe un unique polynéme B, ()
de Q[z] , tel que
& (B (x)) = X" (2.11)
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Démonstration. [Démonstration de Théoréme 28 | Pour tout entier a € N*, d’aprés

Lemme 29

¢(Bn (7))

k=0 a

A T'aide du changement de variable : u = % dans chaque intégrale figurant dans
la sommation précédente, on obtient :

¢(Bn(2)) =

Ainsi on a prouvé que 'on a

L’application ¢ étant injective, on en déduit que

Bp(z) =a™! i By(

r+k
a

).

k=0

Enfin, en changeant x en az, on obtient

a—1

B, (ax) = a"* Z B,(x + g)

k=0
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2.7 Valeurs des polyndomes de Bernoulli aux points 3,3,5,7,5,5:8

)
Le théoréme qui suit donne explicitement ces valeurs connues de B, (t) avec t
rationnel. Ces valeurs figurent explicitement dans l'article d’Emma Lehmer [26], en
page 352.

Théoréme 31. Pour tout entier n > 1, on a

1.
B,(1) = B,(0) = B, pourn # 1. (2.12)
2.
1 1-m . 1 o
Bn(i) = (2°7" = 1)B,,, pour tout entier n et Bn(§) =0, pour n impair. (2.13)
3.
1 2 1., ,
B”(g) = B”(g) = 5(3 — 1)B,,, pour n pair. (2.14)
4 1 3
B”(Z) = B”(Z) =271 — 2"\ B,,, pour n pair. (2.15)
5. 1 3
Bn(i) = —Bn(z),pour n impair. (2.16)
G 1 ) 1
B"(é) = Bn(é) = 5(21_” —1)(3%"™ — 1) B, pour n_pair. (2.17)

Démonstration. La relation (2.6) du Théoréme 15. s’écrit B, (1—x) = (—1)"B,,(x).
1. Pour x = 0,
B,(1) = (~1)" B, (0).
Pour n # 1, on a pour n pair (—1)" = 1 et donc B,(1) = B,(0) = B, ; pour n
impair on a encore B, (1) = B,(0) = B, = 0.
2. Pour n > 0 et a = 2, la relation (2.10) du Théoreme 28 s’écrit :

B,(2x) = 2" (B, (z) + B,(z + %)).

Pour xz = 0, cette relation devient
n—1 1
B, =2 (Bn+Bn(§)).

On en déduit que
1
Bn(§) = (2" —1)B,.
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Pour n impair, on a pour n =1 : B,(3) = (1—1)B; = 0 et pour n > 3, on a aussi

B,(3) =0 car B, =0 pour n > 3 et n impair.

3. Pour n > 1 et a = 3, la relation (2.10) du Théoréme 28 s’écrit :

B,(37) = 3" (B, (x) + B(z + %) + B(z + %))

Pour x = 0, cette relation devient

B, =3B, + Bu(5) + BCD))

D’apreés la relation (1.29) pour z = % et n pair, on obtient

La relation précédente peut donc s’écrire
n—1 1
B,=3"(B,+ 2Bn(§))
On en déduit que

)= Bu(3) = 53"~ 1B,

4. Pour n > 1 et a = 4, la relation (2.10) du Théoréme 28 s’écrit :

Bu(dz) = 4" (Ba(x) + Balw + 1)+ Balw + 3) + Bl + )

Pour x = 0, cette relation devient

B, =3""(B, + Bn(i) + Bn(%) + Bn(z»

Or on sait que 'on a B,(3) = (2" - 1)B, .
D’aprés la relation (1.29) pour z = 1 et n pair, on obtient

La relation précédente peut donc s’écrire

1
B, =3"YB, + 2Bn(1) + 25" - 1)B,).
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On en déduit que

3 1 -n -n
) = Bn(z) = 5(41 —2""B,.

5. pour n impair et = }, la relation (2.6) du Théorémel5 s’écrit :

Ba(3) = ~Bu(})
Bu(p) = B

6. Pour n > 1, n pair et a = 6, la relation (2.10) du Théoréme 28 s’écrit :

1 1 1 2 5
By(62) = 6" (Bu(2) + Bu(w+ 2) + Bu(z+3)+ Bu(v+35) + Ba(+3) + Bu(w+2)).

Pour x = 0, cette relation devient

1 1 1 2 5
B, =6""Y(B, + Bp(=) 4+ Bu(=) + Bp(=) + Bu(2) + Bo(=
6" (B + Ba(5) + Bu(3) + Balz) + Ba(3) + Bu(2))
Or on sait d’apres ce qui précede que :
1 2 1 1
B.(z)=B.(3)==(3""-1)B,,B.(3)= (2" - 1)B

et que de plus B,(3) = B,(2). On en déduit que
1
B, =6""B, + 2Bn(6) + @B - 1B, + (2" = 1)B,).
Par suite on a bien
5 1 1
B,(=) = B”(E) = 5(2 "—1)(37" = 1)B,.

O

Le corollaire qui suit nous sera tres utile pour établir le résultat de Faulhaber
affirmant que la somme Y ,_, k*"*! peut s’exprimer a 'aide d’un polynome en ¢ ou

_ n(n+1)
t = not)

Corollaire 32. Pour tout entier n > 0, on a

[5]
B,(z) = 1 (2 — 2°%) By, ( ¢ ) (20 —1)" 2. (2.18)

2n — 2k

N3
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Démonstration. Appliquons la propriété (2.7) du Théoréme 15, on a :

1 2z-1

B,(z) = Bn(§+ 5 )
_ ;(Z>Bk(%) (2372_1)71_;@. (2.19)

Or on sait que d’apres la propriété (2.13) du Théoréme 31 que pour tout entier k,
on a By(3) = (2'7% — 1) By et que de plus
By(3) = 0,pour k impair. Il en résulte que la relation (2.19) peut s’écrire :

Bn(z) = io (;{) B%(%> <2:U24—1>n—2k
e (27;) EREO
[

]

—_—
e

e

VI3

(2 — 2°%) By, (27;) (20 — 1)

2|~

k=0

2.8 Relations de récurrence pour (B, (7)),

Nous allons établir des relations de récurrence qui vont nous permettre de calculer
de proche en proche les premiers polynémes de Bernoulli.

Théoréme 33. Pour tout entier n > 0, B,(z) est un polynéme unitaire de degré n
vérifiant la relation :

n—1

By(w) = 2" — — i : > (n ;: 1) By(x)-

k=0

Démonstration. D’aprés la formule du binéme, nous avons pour n > 0 :

n—1
n+1
z+ )" =" 4 (n+1)2" + ( )x’“
@+1) e X (7
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On en déduit, en utilisant la relation (2.11) et la linéarité de ¢
¢(Bn(z)) = 2"
1)+l _ pntl 1 n-1 1
NGRS "™t Z (n + )xk

n+1 n+1k;:0 k
n—1
B . B 1 n+1\
- /Otdt n+1;( N )x
n—1
n 1 n+1
= o) - X ("))t

Ainsi on a

Or d’aprées le Lemme 29, ¢ est une application bijective. Il en résulte que 'on a
bien

n—1

Bu(w) ="~ i 1 ; (" : 1) Bu(x).

0

Théoréme 34. pour n > 0, les polynomes de Bernoulli B, (x) peuvent étre exprimés
en termes de déterminant de Hessemberg comme

B, (z) = (—1)" x (2.20)
1 11 0 0 0 0 0
1
N N O N A
34 i 3
x? i(o) %(1) %(2) 0 0 0
el S ) © 1
e ORI BV R (=
" 51(0) n_—%(l) n——%(Q) ?(nfﬁ) ?(nZ) 11
o =0 R0 5H6) 168 507 300
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Démonstration. [20]On peut écrire la fonction génératrice des polyndomes de Ber-
noulli B, (z) comme suit :

Tz Tz rz
(&

ze™ e -
=1 (e2—1)/z [ s7lds

/. N . 2 . . /2 N & —
Par conséquent, a I'aide de Péquation appliquée u(z) = e"*a et v(x) = [ s* 'ds ,
nous obtenons la dérivée n-ieme

Tz (n) n
e (—1)
e e n Z’x
(f1 szlds) ([ s 1ds)n+t [An 1,102 2] 1y oy

ou
An+1,1(2,$) = (fli,l(zyiﬁ))lgignﬂ et Cn+1,n(27$) = (Cz‘,j(27$))1§ign+1,1§j§n

sont des matrices dont les éléments sont a; ;(z,z) =z~ e — 2"~ et

cij(z, ) {O’ i< {07 1<
1,7\~ = i— € i—] z— . . i i— . .
: (1) fmoyis1ds, i3 RIS

comme z — 0,respectivement. Cela implique par définition de la fonction généra-
trice que

. ze X e
Bn(x) = ll_r)r(l) (ez — 1) — LLIHO <f1€ Sz_lds)

1 1 0 0 0 0 0
A %(;) 1L 0 0 0 0
ool gy o0
z 1 (0) 3 (1) 2 (2) 0 0 0
— (_1)” : : : :
Sl S ) - 1
1”_1 argﬂ ) 2 (nll) 3 (nzl) 3 (Q:i)’) 1 n171
" El( on) n_—% (nl n_—% ( 2 ) % ("773) ? (nn 2) . 1n
= 5 (o) (1) 5 (5) 161 560 3G

L’équation déterminante (2.20) et ainsi prouvée. O
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Chapitre 3

FORMULES EXPLICITES POUR DES POLYNOMES ET
NOMBRES DE BERNOULLI

3.1 Introduction

Au fil des ans, les nombres de Bernoulli B,, et les polynémes B, () se sont avérés
étre des objets mathématiques importants. Depuis qu'’ils sont apparus sur la scénne
(17éme siecle).

ils ont été d’intérét pour de nombreux mathématiciens et ils sont apparus dans de
nombreux domaines différents des mathématique (voir [27]) .

Les polynémes de Bernoulli sont généralement définis au moyen de la fonction
génératrice

on peut aussi trouver des polynomes de Bernoulli définis par :

B (x) = zn: (Z) B

k=0

nous mentionnons la formule explicite

Zz+1 ()1’—1—]) (3.1)

puisque c’est la formule connue pour les polynémes de Bernoulli qui sera utilisée
dans cet article.

Un grand nombre de formules explicites pour les nombres de Bernoulli et les
polynomes sont connue de nos jours nous renvoyons le lecture a 'article de Gould [17]
et mentionnons, en particulier, la formule (3) de cet article, a savoir :

n—i—l)

Ba n—l—lzz H_](j) (i —4)" (3:2)

=1 j=1



3.2 Formules explicites des polynémes de Bernoulli

Lemme 35. pour k>0 on a :

DD () =k
1=0 j=0 7)

Il Il
]~
[e=)
— ~.
| ”M“'
—_ o
~— —~
= |
N\
<R =
+ + o~
= |
~——
-
—~
|
[—
SN—
<
=
E
SN—"

nous obtenons :

i=0 j=0 7=0 J+1
k
k+1 k41
- - - 1)
(22D .+1)+k+1
Jj=0 J
= k+1.
Lemme 36. pour2 <m <k on a
ki k+2
Z ’L+](])(j_z_1) O

i=0 j=0 (z)

Démonstration. [19]Nous écrivons le coté gauche de(3.4) comme :

g'_o( 1)l+ﬂ(({))(]—z—1 mg i+

>

N—"

37
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Ainsi

(—i=-1" (3.5)

N i(—l)i(i + DM];Ll (Zt 1)
(kea i (k)

= DR D) Y (1)

o k+1—14 i
= (—)"HE+1)Y (’“ j 1) (=)' (k+1—q)m!

= (L) + >ll< 1)( )<k+ ym-i- lkif(‘M)( 1y,

l'identité (8) indique pour tous 0 <[ < k on a :

% <k JZF 1) (-1) = 0. (3.6)

i=0
en particulier, pour 0 < < m — 1, I'identité (3.6) est valide, puis (3.5) est égale
a 0, terminant la preuve de (3.4). O
Proposition 37. pour 0 <n <k on a [19] :
i k+1)

Z 1)+ (({') (x—i+j—1)" (3.7)

En utilisant la propriété connue des polynomes de Bernoulli
(=1)"Bn(x) = Bn(1 — ),

Uidentité (3.7) peut étre écrite comme suit :

7 k+1

Bn<x>=k#+1;j > (- 1>Z+ﬂ((;> (& +i— )", (3.8)

et alors lidentité (3.2) est le cas particulier de (3.7) dans lequel x =0 et k =n .

Dans Uesprit de larticle de Gould [17] , il est difficile revendiquer l'originalité
pour (3.7) .

Cependant, selon certaines des conséquences non triviales de cette formule , qui
ne sont pas largement connues, nous pensons qu’elle doit avoir un ingrédient

d’originalité.
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Démonstration. [19]dénotons le polynome de droite dans (3.7) comme B, (z) C’est :

7 k+1)

Z H—]((J') (T_7+j_1)

La démonstration est basée sur la caractérisation suivante des polyndémes de
Bernoulli, le seul polynome B, (z) tel que

Bn(x +1) — B,(z) = na" ', B,(0) = B,

est le n-iéme polyndéme de Bernoulli B, (x). on a B, (0) = B,,. Ainsi, il faut prouver
que le polynome (3.7) satisfait a I’équation de différence

Bu(z +1) — B,(z) = na" .

C’est a dire que nous devons prouver que :

LZ (— 1)Z+J(i)((a:—z—|—j) —(z—i+j—1D") =na".

i=0 j=0 (z)

$ n 1 : : i+j (k;rl) . \n—T1 - . n—r\ ..r
= S () S T G i e

- (Z)%HZD—W((%) (G iy =G —i= )"

Ainsi, notre preuve se termine si nous montrons que pour
0<r<n—2ona:

k 7 4 ‘(k-lA-l)
-1 +y N J
2.2V

(G=0)"" =0 —i=1)"") =0 (3.9)

i+ \ j ) U NGS T
— ~J L\ = 1)yt d 2 —Z—lm, 310
i=0 j=0 (l:) = ; j_O( ) (1:) (J ) (3.10)
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ce qui implique clairement que nous avons (3.9) pour 0 < r <n — 2,
et qui & son tour nous donne la fin souhaitée de la preuve nous peuvent écrire
(3.10)

koo k+1) koo (k+1)
Z l+j+1 (]—Z—l Z z+g J (]_2_1)m7 (3 11)
=0 j=0 z) =0 ]:O (z)
et nous pouvons voir que (3.11) est équivalent a :
koo (k{r2)
> )L (j—i—1)™ =0. (3.12)
1=0 ]=0 (z)
Mais dans Lemme 36 , nous avons prouvé que (3.12) est vrai pour 2 < m < k,
Alors notre preuve est complet. O

3.3 Formules explicites du n-iéme polynémes de Bernoulli

La recherche de formules explicites exprimant les nombre de Bernoulli a intéréssé
de nombreux auteurs. Ainsi , la formule suivante

a été donnée en 1883 par Worpitzky ([15] ,formule (37)) dans lequel il donne 38
formules explicites. Cette méme formule figure aussi dans I'article de Saalschutz ([16],
Formule LXV,p.83) dans ce dernier article , on trouve aussi la formule suivante ([16],
formule LXIII, p.82)

k
= +IZEZ(—1)J(j>J om0
7j=1

=0

Dans [17] , Gould rappelle la formule bien connue

" k!
o _1\k
B, = ;0;( 1) I (n, k).

qui s’écrit aussi

" il 1 & (kN
B — k 0(_1)kk_+1 (E ;(—l)k <j>j )
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oll encore

Bun(®) ~ B = (413 Tt (i(— >(’j)j> (o= 1)z — 1))
B0 =3 iy @(—1)’” (’j)j) 2 o= 1w - )
- (50 (7)2022)

3.4 Formules explicites des nombres de Bernoulli

Lemme 39. Les nombres a, , satisfont a la formule de récurrence suivante :
kanp — (k+1)ankt1 = ani1jer1- (3.13)

Démonstration. nous calculons :

b = (6 Danger = (010 (5 )Gy

e () -k ("] oo

J=0

(=1 (k+ 1) (=1)F (Z) (k+1)"

SRV D (4 [T RV ELE.

Notez que nous avons utilisé 'identité élémentaire (valide lorsque 0 < j < k — 1)

a4
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qui découle immédiatement de

ko) =+(57) )

Remarque 40. I est facile de voir que ag; = 1 (plus généralement a,; = (—1)
pourn =0,1,2,...), et apy = 0 pour k > 2. par induction par rapport a n, il s’ensuit
en utilisant (3.13)

n

ani =0 lorsque k>n+2.

Remarque 41. par (3.13) et la Remarque 40 , nous avons Gp n+1 = Nan_1,4 , QUi par
induction donne a,, 41 = nl.
Les nombres a,, i, peuvent étre utilisés dans la formule de la n-iéme dérivée de la

fonction f(x) = ﬁ

Théoréme 42. La n-iéme dérivée de la fonction f(x) = (1+—lez) peut étre exprimée
par la formule
n+1 1
™(z) = _— 3.14
P =3t o (3.14)

Démonstration. Nous procédons par induction en ce qui concerne n . pour n = 1,
la formule est évidemment vraie puisque

L 1
f('r)__l—ke””—i_ (1+e7)?

Supposons que (3.14) soit valable pour un entier n. alors :

) = S (i) = Lot (e~ o)

k=1 k=1
1 n+1 1
= CLn71 1 e -+ Z((k‘ — 1)Cln7k_1 — kamk)m
k=2
1
+(n+ 1)%n+lm

n+2 1
= A1,k 7o %
kz:; (14 ex)k

La derniére égalité est valable en raison de l’identité,
ans11 = (—1)"" = —a,1,(3.13), et de la Remarque 41 .

Le nombre de Bernoulli B, est le coefficient de de %7 dans le développement de
Taylor de la fonction génératrice

“=Y"B.S (3.15)
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puisque

1 eft1-2 1 2
flx) = = =

et +1 e —1 et —1 e2—1

B 1 T _1 2x
oz \er—1 xr\ex—1)"°

nous déduisons de (3.15) que

1 I 2" 1~ 27"
_ i B,— — = B, —— 3.16
f@) e*+1 =z ; ‘n! oz ; n! ( )
OO xnfl 2n$n71 e Bn+1(1 o 2n+1)
= B, — B, = "
S (m S ) = S P

Afin d’obtenir la formule (1) [18] , nous calculons de deux maniéres. il résulte du
(3.16) :
By(1— 2

m(0) = 3.17
f(0) = Pt = (317)
alors que par (3.14) nous avons :
o ntl g kel b1
n n,k n j - . n
=Yg = e e (o e
k=1 k=1 " j=0

En comparant les cotés droits de (3.17) et (3.18), nous arrivons immédiatement &
la formule (1) , qui en termes de différences finie peut étre écrit comme :

Bn—l—l =

(=)™ (n +1) Z D kg

2n+1 -1 2k
k=1

pour g(z) = z" et x = 1. O
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CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons d’abord étudié les suites de polynomes d’Appell et
quelques propriétés, et on a présenté quelques résultats théoriques sur les nombres
de Bernoulli B, = B, (0) et les polynémes de Bernoulli (B, ()),cy, leurs utilités
Jeurs propriétés et leur importance en mathématiques. En fin, nous avons étudié
quelques formules explicites pour des polynémes, par exemple :

B0 =Y z;;(—l)f‘ ()i,

et nombres de Bernoulli, par exemple
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