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Introduction générale

L’optimisation est a la fois une science et un outil largement utilisé dans divers do-

maines scientifiques, en ingénierie comme en industrie, qui nous aide a prendre la meilleure
décision pour un grand nombre de décisions possibles. Elle s’efforce a la fois de construire
des méthodes de calcul pour trouver des solutions optimales, d’explorer les propriétés
théoriques et d’étudier I'efficacité numérique des algorithmes.
Il ne serait pas exagéré de dire que chacun utilise 'optimisation dans sa vie d’une fagon ou
d’une autre. Parmi les éminentes applications d’optimisation nous pouvons citer la gestion
de la planification de production, les réseaux informatiques, différentes filieres d’ingénierie,
etc. Pour résoudre ces problemes, I'optimisation offre un cadre algorithmique tres riche.
Dans ce cadre d’étude, il nous faut d’abord distinguer deux filieres d’optimisation :

e les modeles d’optimisation stochastique,
e les modeles d’optimisation déterministe.

Ce mémoire se situe dans le contexte d’optimisation déterministe.

La programmation linéaire est une branche de la programmation mathématique qui
s’occupe de problemes d’optimisation linéaire. On dispose au moins deux méthodes effi-
caces et exactes de résolution : la méthode du simplexe, découverte par Dantzig en 1947 et
la méthode adaptée a été proposée par Gabassov et Kirrillov durant les années 70. Cette
discipline a longtemps fait 'objet de communications dont les apports se situaient essen-
tiellement au niveau de la performance des algorithmes proposés. Depuis la fin des années
quatre-vingt, des approches innovantes d’utilisation de ces techniques sont disponibles et,
combinées aux progres spectaculaires réalisés en micro-informatique, rendent accessibles
ces approches au traitement de problemes complexes, dans des conditions raisonnables de
temps et de cout de traitement.



Introduction générale

Position du probléme

L’algorithme du simplexe est de complexité exponentiel (non polynomial) ce qui rend
la résolution informatique des programmes linéaire de grandes échelles non supportée par
le matériel informatique. L’obtention d’une solution est pourtant plus que nécessaire, c’est
pour cela que 'on accepte des solutions approchées de I'optimum. C’est 'objet de plu-
sieurs travaux de recherche algorithmique dans 'optimisation, d’ou I'idée de proposer des
algorithmes a solutions approchées pour ces problemes complexes de programmation li-
néaire.

Ce mémoire consiste a résoudre un probleme de programmation linéaire par une mé-
thode d’optimisation relativement nouvelle, appelée programmation DC. La programma-
tion DC et DCA (Algorithme DC) sont introduits par Pham Dinh Tao en 1986 a 1'état
préliminaire. Ces outils théoriques et algorithmiques sont intensivement développés a par-
tir de 1993 par Le Thi Hoai An et Pham Dinh Tao pour devenir maintenant classiques et
de plus en plus populaires.

La programmation DC fait partie du domaine de I'optimisation globale, elle traite de
la minimisation d’une différence de deux fonctions convexes, étant capables de traiter des
problémes (différentiables ou non) de tres grande dimension. Elle a été appliquée a plu-
sieurs problemes (résolution d’'un jeu bi-matriciel, résolution de probleme de Bin paking
et résolution d'un probleme de décision bi-niveau linéaire. . .[21][9][8]).

DCA semble étre le seul algorithme disponible, a I'heure actuelle adopté pour 1'optimi-
sation non convexe, c’est une méthode de descente sans recherche linéaire basée sur les
conditions d’optimalité locales et la dualité DC, on y travaille non pas avec la fonction
DC f elle méme mais avec les deux fonctions convexes g et h (composantes DC de f)
telles que : f =g — h.

La forme standard d’un programme DC est donné par :

inf{f(x) = g(x) — h(z)/z € R"}

ou g,h: R" - RU {400} sont convexes semi-continues inférieurement et propres.

La programmation DC est une extension de la Programmation Convexe : cette extension
est assez large pour couvrir la quasi-totalité des programmes non convexes. DCA est une
approche locale qui utilise les deux fonctions convexes g et h (dont la différence est la
fonction objectif elle-méme du programme DC) et non avec la fonction objectif f.
Puisqu’une fonction DC admet une infinité de décompositions DC, il y a une infinité de
DCA appliqués a un programme DC, et les impacts de ces décompositions DC sur les
qualités des DCA correspondants (rapidité, robustesse, globalité, ...) sont importants.

Page 2



Introduction générale

La résolution d’un probleme concret par DCA devrait répondre aux deux questions

cruciales :

e La recherche d’une bonne décomposition DC : cette question est largement ouverte.
En pratique on cherche des décompositions DC bien adaptées a la structure des

problemes traités.

e Les techniques de reformulation sont souvent utilisées et tres efficaces pour 1'obten-
tion des décompositions DC intéressantes.

Ce mémoire s’articule autour de trois chapitres principaux :
Le premier chapitre est consacré a la méthode DC dont nous exposerons la théorie.
Le deuxieme chapitre, résume les notions de base de la programmation linéaire.
Le troisieme chapitre est consacré a I'application de la méthode DC sur un probleme de
programmation linéaire.
Puis enfin une conclusion générale sur le travail effectué, et quelques perspectives.
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CHAPITRE

Généralité sur la méthode DC

1.1 Introduction

La programmation DC est introduite par Pham Dinh Tao en 1986 (a l'état pré-
liminaire). Cet outil théorique est intensivement développé a partir de 1993 par Le Thi
Hoai An et Pham Dinh Tao pour devenir maintenant classique et de plus en plus po-
pulaire. Dans le domaine de la programmation non convexe, la programmation DC joue
un role tres important, grace a son aspect théorique qu’encore ses applications pratiques
assez larges. Une fonction est dite DC si elle peut étre représentée comme la différence de
deux fonctions convexes. Les problemes de programmation Mathématique traitant avec
des fonctions DC sont dits problemes de programmation DC. On présentera dans ce qui
suit les principaux résultats de cette théorie, ses applications, et la méthode de résolution
dans le sens de l'optimisation globale. On se restreint aux approches déterministes et a la
classe des programmes DC traitants avec les fonctions DC.

1.2 Eléments d’analyse convexe et quelques rappels

élémentaires

Dans la suite, R™ est I'espace euclidien muni du produit scalaire usuel noté < .,. > et
de la norme euclidienne associée || z ||o= /< 7,2 >. On notera R = R U {£o00} I'espace
muni de la structure algébrique déduite de celle de R. On adoptera par la suite la conven-
tion : (+00) — (+00) = +o0.

Dans cette section, nous allons rappeler quelques définitions et théoremes d’analyse convexe
qui fondent la base de la programmation DC.



Chapitre 1 Généralité sur la méthode DC

1.2.1 Ensemble convexe

Définition 1.1

Un ensemble C' € R™ est conveze siVa,b e C, aa+ (1 —a)b € C, Va € [0, 1].

Ou encore : C est conveze si et seulement si le segment reliant tout couple de points de C
est inclus dans C' (voir la figure 1.1 ).

CONVERL THT CONVICRL

FIGURE 1.1 — Ensemble convexe et ensemble non convexe

Propriété 1.1 [/
Soient Sy et Sy deuxr ensembles convexes de R™ alors :
Si+ Sy ={reR"/x=c+d,ce€ Si,de Sy} est un ensemble conveze.

Propriété 1.2 [1]
Soit S C R"™ conveze alors : aS = {ax/x € S} est convere Yo € R.

Propriété 1.3 [I/

Soient S1, 5, ..., S, des ensembles converes C R™ alors :

P
S = ﬂ S; est un ensemble convexe.

i=1

1.2.2 Combinaison convexe

Définition 1.2
On appelle une combinaison linéaire convexe de n-vecteurs x1,xs, ..., T, € R", la somme :

n
Q121 + Qoo + ... + QpXy, Zai =1,0;, >0,i=1,n.
i=1
Théoréme 1.1 [/
Un ensemble S C R™ convexe si et seulement si toute combinaison convexe de m points
de S appartient a S.
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Chapitre 1 Généralité sur la méthode DC

1.2.3 Enveloppe convexe

Définition 1.3
Soit A C R"(A # @), on appelle enveloppe convexe de A, le plus petit ensemble convexe
contenant A, noté Co(A), A C Co(A) (voir la figure 1.2 ).

FIGURE 1.2 — Enveloppe convexe d’un ensemble discret et d’un ensemble continu

Théoréme 1.2 [/
L’enveloppe convexe d’un ensemble S C R™ est l'ensemble de toutes les combinaisons
convexes de points de S.

1.2.4 Ensemble polyedre convexe

Définition 1.4
Un sous-ensemble C' de R™ est dit polyédre convexe s’il est l'intersection d’un nombre fini
de demi-espaces de R™.

1.2.5 Fonction convexe

Définition 1.5

Soit f une fonction définie sur un convere S C R"(f: S — R)

f est dite convexe si : Va,y € S,Vt € [0,1] :

fltz+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 -1)f(y).

La fonction f est dite strictement conveze sur S si l'inégalité est stricte pour x #y.
Cette définition est aussi valable pour f: S — RU{+o0}).

Géométriquement, la fonction f: S — R U {+o00}) est convezre si le segment entre les
points (z, f(x)) et (y, f(y)) se trouve au dessus du graphe de f (voir la figure 1.53).

Définition 1.6
Une fonction f est dite concave si —f est convexe c’est a dire :

fr+ (1 =t)y) = tf(x) + (1 =1)f(y), vt € [0,1].
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Chapitre 1 Généralité sur la méthode DC

LRx)+ (1 =) fiy)
fiv)
Jflitx+ (I=¢)y)

fix) -

x tx+{I-t)y ¥y

FIGURE 1.3 — Fonction convexe

Remarque 1.1
Les fonctions linéaires sont convexes et concaves au méme temps.

Proposition 1.1 [/

Soit S un ensemble convexe de R™ et soient fi et fo deux fonctions convexes sur S alors
les fonctions suivantes sont aussi convexes :

o fit/fo.

e max{ fi, fo}.
e \f, A >0.

1.2.6 Le domaine effectif d’une fonction

Définition 1.7
Le domaine effectif d’une fonction f: C C R™ — R, noté dom(f), est défini par :

domf ={z € C/f(r) < +oo}.

1.2.7 Fonction propre

Définition 1.8
Une fonction f : R* — R est dite propre si elle ne prend jamais la valeur —oo et n’est
pas identiquement égale a +00.

1.2.8 Epigraphe d’une fonction

Définition 1.9
Soit S C R™ et soit f: S — R. On appelle un épigraphe de f noté epi(f), le sous ensemble
de R™! donné par :

{(z,)/z € S;a € R: f(x) < a} (voir la figure 1.4).
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Chapitre 1 Généralité sur la méthode DC

FIGURE 1.4 - Epigmphe d’une fonction

Remarque 1.2
La fonction f est convexe si et seulement si epi(f) est un sous-ensemble convere.
On dit que [ est une fonction convexe propre, si son épigraphe est non vide.

1.2.9 Fonction semi-continue inférieurement

Définition 1.10
Soit f : R" — R et z9 € R", f est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) en xq si et
seulement si :

liminf f(z) > f(xo).

Proposition 1.2 /7]
Une fonction f est semi-continue inférieurement si et seulement si son épigraphe est
fermé.

Notons par I'g(R™) I'ensemble de toutes les fonctions semi-continues inférieurement,
propres et convexes sur R" .

1.2.10 La fonction indicatrice

Définition 1.11
Soit C un sous ensemble de R™. La fonction indicatrice de C' notée x¢o est définie par :

0 stx € C,
Xe(z) =

+0o0  stnon.

Remarque 1.3
La fonction indicatrice x¢o est une fonction convexe si et seulement si C' est un ensemble
conveze.
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Chapitre 1 Généralité sur la méthode DC

1.2.11 Fonction affine

Définition 1.12
Une fonction est dite affine si elle est la somme d’une fonction linéaire et une constante.

1.2.12 Fonction conjuguée

Définition 1.13
Soit f € T'o(R™), La fonction conjuguée de f, notée f*, est définie par :

f*(y) = sup{< z,y > —f(x)/z € R"}.

La fonction f** = (f*)* est appelée la bi-conjuguée de f, elle est donnée par :
(@) = sup{< 2,y > —f"(y)/y e R"}.

Propriété 1.4 [7]

o f* est toujours conveze.

e Si f prend la valeur —oo alors f* est égale a 400.

e Ona f*(z) < f(x),Vo € R". Si de plus f € T'o(R™), alors f** = f.

e Soit x¢ la fonction indicatrice de l’ensemble C, sa conjuguée est donnée par :

Xo(y) = sup < y,z > .
zeC

1.2.13 Fonction convexe polyédrale

Définition 1.14

Une fonction f est dite convexe polyédrale, si son épigraphe est un ensemble polyédrale
convexe. En d’autres termes, [ est convexe polyédrale si et seulement si elle peut étre
exprimée sous la forme :

f(iL') = Sup{< ai, T > _bzalv_m} + XC(x)>

avec a; € R", b; € R pour 1, m et C' est un sous ensemble non vide et convexe de R et x¢
est la fonction indicatrice de l’ensemble C'.

Proposition 1.3 [17]

Les fonctions convexes polyédrales possédent les propriétés suivantes :

e Si f1 et fy sont convexes polyédrales, alors f1+ fo, maz{ f1, fo} sont convexes polyédrales.
e Si f est convexe polyédrale alors f* [’est aussi.

Remarque 1.4
Les fonctions affines et la fonction indicatrice d’un ensemble convexe, sont des fonctions
convexes polyédrales.
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Chapitre 1 Généralité sur la méthode DC

1.3 Sous-différentiabilité

1.3.1 Sous-gradient

Définition 1.15
Soit f une fonction conveze et propre sur R" et xq € dom(f). On appelle sous-gradient
de f au point x¢ tout vecteur y € R™ vérifiant :

f(x) > f(wo)+ <y, — 20 >, Vo € R".

Cette relation posséde une interprétation géométrique : elle signifie que le graphe de la
fonction affine p(x) = f(xo)+ < y,x — xo > est un hyperplan de support non vertical
a lensemble conveze epi(f) au point (zo; f(xg)). Pour une fonction différentiable, cet
hyperplan est vertical au point xqo (voir les figures 1.5 et 1.0 ).

(" fix"))

AN

Afix),-1)

FIGURE 1.5 — fonction différentiable

/ et
d_—'-"'d_ﬂj

e — R TR R

T i

FIGURE 1.6 — fonction non différentiable

Les points y!, y? et y3 sont des sous-gradients de f au point z.
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Chapitre 1 Généralité sur la méthode DC

1.3.2 Sous-différentiel

Définition 1.16
L’ensemble de tous les sous-gradients de f en xq est appelé sous-différentiel de f au point
xo. On le note Of(xg).

Of(xo) ={y €e R"/f(z) > f(zo)+ < y,x —x9 >,V € R"}.
Le domaine du sous-différentiel de f, noté dom(0f), est défini par :
dom(0f) = {x € R"/Of(z) # O}.

Remarque 1.5
Pour une fonction conveze f sur R" et v € dom(f), 0f(x) est un sous-ensemble conveze
fermé de R™.

Propriété 1.5 [13]

Soit f une fonction convexe et propre et xy € int(dom f). Nous avons :

1. f € T'o(R") est différentiable en x si et seulement si Of(x) se réduit au singleton
{v/f(x)}.

2.y €0f(x) & flx)+ f*(y) =<=z,y>.

3. 81 f est (s.c.i), alors Of (xo) # .

4.5 f €To(R™), alorsy € 0f(x) < x € Of*(y).

5. g € argmin{f(z)/x € R"} < 0 € 0f(x).

1.3.3 (e-sous-gradient et c-sous-différentiel)

Soit € un réel strictement positif, f une fonction convexe sur R™ et xo € dom(f).
Un vecteur y € R"™ est appelé un e-sous-gradient de f au point xg si :

f(x) > (f(xg —€))+ < y,x —xo >,V € R™.

L’ensemble de tous les e-sous-gradients de f en x( est appelé e-sous-différentiel de f au
point zp. On le note 0. f(xo).

1.3.4 Calcul du sous-différentiel

Soient f,g: C C R® — R et A > 0. De la définition du sous-différentiel, nous avons
les regles suivantes :

O\ (x)) = AOf (x),
Of (x) + 9g(x) C O(f + g)(x).

En général 0f(z)+0g(x) # I(f+g)(x). La proposition suivante nous donne une condition
suffisante pour 1'égalité.
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Chapitre 1 Généralité sur la méthode DC

Proposition 1.4 [11]
Soient f,g : C C R® — R deux fonctions convezes. S’il existe xo € Of(x) N dg(x) ou f
est continue, alors pour tout x € C':

9f (x) + dg(x) = O(f + g)(x). (1.1)

Remarque 1.6
Dans le cas ot les fonctions f et g sont convexes et continues, [’égalité dans (1.1) reste
toujours vraie [10].

1.4 Optimisation DC

1.4.1 Fonctions DC

Afin d’étendre la programmation convexe a la résolution de la plupart des probléemes
d’optimisation non convexe de la vie courante tout en continuant a utiliser son arsenal
théorique et numérique, une nouvelle classe de fonctions fut introduite, la classe des fonc-
tions DC.

Soit C' un ensemble convexe de R"™. On note Conv(C') 'ensemble des fonctions convexes
sur C' a valeur dans R U {+o0}.

Définition 1.17
Une fonction f : C C R* — R U {+o0} est dite DC sur C, s’il existe deux fonctions
g,h: C — RU{+oo} telles que :

f(z) =g(z) — h(x),Vz € C, (1.2)
ot g et h sont des fonctions de TI'g(C).

Remarque 1.7

e La forme (1.2) est dite une décomposition DC de f.

e Les fonctions g et h sont dites des composantes DC de f.

e 5i C'=R", alors f est simplement dite fonction DC' .

e Si f est une fonction DC' sur un ensemble convere C' et si f admet une décomposition
DC comme f = g— h alors pour toute fonction ¢ conveze finie sur C, (g + ¢) — (h+ ¢)
fournit aussi une décomposition DC' de f. Ainsi, toute fonction DC admet une infinité
de décompositions DC.

e On note DC(C) l’ensemble des fonctions DC sur C, c’est 'espace vectoriel engendré
par Conv(C).

Page 12



Chapitre 1 Généralité sur la méthode DC

Proposition 1.5 [7]
Soient f et f;, i =1, m des fonctions DC, alors les fonctions suivantes sont aussi DC' :

.Z)\ifi<$), ANER i=1,m.
i=1

e mazx fi(x).
i=1,....m

of T = m'ax{(), f(x)}.
of; =min{0, f(z)}.

OHfl(iL’)

Proposition 1.6 /7]
e Chaque fonction f : R™ — R dont les dérivées partielles sont continues est DC.
e Soit f:R" - R DC et g : R— R conveze alors la fonction go f est DC.

Définition 1.18
Soit C' un ouvert convexe. On dit qu’une fonction f est localement DC sur C, si pour
chaque xo de C, 3 un ¢ > 0 tel que f est DC sur la boule :

B(xg,e) ={z € R" : || x — 20 ||< €}

On note par L¢2, 'ensemble des fonctions de classe C? sur C.

Théoreme 1.3 [/

Soit C' un ouvert convexe de R™. Toute fonction localement DC sur C' est DC sur C. En
particulier toute fonction de classe C? sur C' est DC sur C. On a la chaine d’inclusions
susvante :

Conv(C) C Le2 € DC(C).

1.4.2 Les problemes de la programmation DC

Un programme DC est un probleme d’optimisation de la forme :

inf{f(x) = g(x) = h(z)/x € R"} (1.3)

ou g et h sont des fonctions appartenant a I'g(R™).
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Considérons les problemes suivant :

sup{f(z)/x € C} (1.4)

ou f est une fonction convexe sur C' un ensemble convexe de R”.

inf{go(x) = ho(z)/x € C, gi(x) — fi(x) <0} (1.5)

ol ¢;, hi, i = 0, m sont des fonctions convexes sur C' un ensemble convexe de R”.

On a alors :

e Le probleme (1.4) est un cas particulier du probleme (1.3) avec g = x¢ et h = f.

e Le probleme (1.5) est appelé probleme DC canonique généralisé et peut étre transformé
d’une facon équivalente au probleme (1.3) en utilisant les méthodes de pénalités [3] [10].
e On observe que les problemes d’optimisation convexes peuvent s’écrire comme des pro-
blemes d’optimisation DC et étre résolus en utilisant les techniques d’optimisation DC.
En effet,

le probleme d’optimisation suivant :

inf{f(z)/x € R"}, avec f convexe
est équivalent au faux probleme d’optimisation DC suivant :
inf{(f +g)(x) —g(r) € R"}

ol g est une fonction convexe.

1.4.3 Dualité en optimisation DC

Considérons le probleme DC suivant :
(Ppc) : o =inf{f(z) = g(x) — h(z)/z € R"}

avec g et h € T'o(R™).
Le programme dual associé a (Pp¢) est donné par :

(Dpc) rap =inf{h*(y) —g"(y)/y € R"}

En effet :
Puisque h € I'o(R™) donc on peut écrire :

h(r) = sup{< x,y > —h*(y)/y € R"},

Donc on aura :

a=inf{g(z) = sup{<z,y > —h*(y)/y € R"}/z € R"} = inf{aly)/y € R"},
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ou
a(y) =inf{g(z) = [<z,y > =h*(y)l/z € R"}  (P,).
Il est clair que (P,) est un programme convexe et
P (y) — g"(y) siy € dom(h"),
aly) =

+00  sinon
Par suite

a=inf{h*(y) —g"(y)/y € dom(h")}

Finalement on obtient, avec la convention (400) — (+00) = 400 :

a=ap=inf{h*(y) —g"(y)/y € R"}.

Remarque 1.8

(Dpc) est aussi un programme DC' car h* et g* sont convexes. De plus, (Ppc) et (Dpc)
ont la méme valeur optimale et on peut observer la parfaite symétrie entre ces deux pro-
blémes, le dual de (Dpc) est exactement (Ppc).

Les résultats suivants donnent quelques propriétés concernant les solutions de (Pp¢) et
(Dpc).

Théoréme 1.4 [11]
Soient g, h € T'o(R™).

(i) z* est une solution optimale globale de (Ppc) si et seulement si
a=(g—h)(z") < (A" —g")(y), Yy € R™.

(i1) y* est une solution optimale globale de (Dpc) si et seulement si
a=(h"=g)(y") <(9—h)(z), Yz e R™

Théoréme 1.5 [11]

Soient g, h € T'o(R™).

(1) inf{g(x) — h(z)/x € dom(g)} = inf{h*(y) — g"(y)/y € dom(h™)}.

(ii) Si yo est un minimum de h* — g* alors chaque xo € 0g*(yo) est un minimum de g— h.
(7ii) Si xo est un minimum de g —h alors chaque yo € Oh(xg) est un minimum de h* — g*.

Ce dernier théoréme montre que la résolution de 'un des deux problemes (Pp¢) et (Dpe)
implique celle de I'autre.
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1.4.4 Conditions d’optimalité en programmation DC

Il est bien connu en optimisation convexe que xg € R™ minimise une fonction convexe
f € To(R") si et seulement si : 0 € df(xo).
En programmation DC, la condition nécessaire et suffisante d’optimalité globale est for-
mulée a 'aide des e-sous-différentiels de g et h.

1.4.4.1 Condition d’optimalité globale

Théoréme 1.6 [/
Soient g, h € T'o(R") et zp € R™.
xo est un minimum globale du g — h si et seulement si

O0:-h(xo) C 0-9(x0),Ve > 0. (1.6)

1.4.4.2 Condition nécessaire d’optimalité locale

Point critique

Définition 1.19

Un point z* € R™ est dit point critique ou point KKT généralisé de g — h si

Jg(z™) N Oh(z™) # 2.

Minimum local

Définition 1.20
Soient g, h € T'o(R™). Un point x* € dom(g) Ndom(h) est un minimum locale de g —h s’il
existe un voisinage V (z*) de x* tel que :

(g —h)(@") < (g —h)(x),Vz € V(z").

Théoreme 1.7 /7]

Si x* est un minimum local de g—h alors Oh(x*) C dg(a*) . Cette condition est suffisante
si h est polyédrale. De plus si f est localement convexe en x*, en particulier si h est
polyédrale et différentiable en x*, alors x* est une solution locale.

Corollaire 1.1 /22
Si h € T'o(R™) est polyédrale alors une condition nécessaire et suffisante pour que z* soit
un minimum local de g — h est :

Oh(z*) Cint(dg(z")).
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1.4.4.3 Condition suffisante d’optimalité locale

Théoréme 1.8 [3/
Si x* € dom(g) Ndom(h) admet un voisinage V tel que :
Oh(x) N Og(z*) # @,Yx € V. Ndom(g) alors x* est un minimum local de g — h.

Théoréme 1.9 [//

Soit z* € dom(0h) un minimum local de g — h et y* € Oh(z*). Supposons que V (z*) est
un voisinage de x* vérifiant (g — h)(x) > (g — h)(z*), Vo € V(x*) N dom(g).

Si z* € int(dom(h)), y* € int(dom(g*)) et dg*(y*) C V(x*) alors y* est un minimum
local de h* — g*.

1.5 Algorithme d’optimisation DC (DCA)

1.5.1 Construction de ’algorithme

DCA (DC Algorithm) est une méthode itérative d’optimisation locale basée sur I'opti-
malité locale et la dualité en programmation DC. Il existe deux formes de DCA : la forme
complete et la forme simplifiée. En pratique, I'utilisation de la forme complete de DCA
est une tache difficile et cotiteuse. Elle est donc remplacée par la forme simplifiée qu’on
utilisera dans la suite. Cette approche algorithmique permet de construire deux suites z*
et y* (candidats supposés pour des solutions optimales des programmes DC primal et
dual respectivement), telles que les suites (g — h)(z*) et (h* — g*)(y") soient décroissantes
et tendent vers la méme limite ou bien solution 8 = (g —h)(z*) = (h* —¢*)(y*). Ces suites
sont améliorées a chaque itération de facon a vérifier les conditions suivantes :

1) Les suites g(z%) — h(2*) et h*(y*) — g*(y*) décroissent et tendent vers la méme limite
B qui est supérieure ou égale a la valeur optimale globale a.

2) Si (g — h)(z**) = (g — h)(z*) lalgorithme s’arréte a litération k + 1, et le point z*
(resp. ¥*) est un point critique de g — h (resp. h* — g*).

3)Si la valeur optimale du probleme (Ppc) est finie et si les suites z* et y* sont bornées,
alors toute valeur d’adhérence x* de la suite z* (resp. y* de la suite y*) est un point
critique de g — h (resp. h* — g*).

Construction des suites z* et y* :

Pour construire les deux suites z* et y*, on définit deux programmes convexes (P) et
(Dy) comme :

(Dr) y* € argmin{h*(y) — [g"(y* )+ <y —y" 12" >y e R}
(Py) 2" € arg min{g(z) — [h(2F)+ < x — 2%, y* >] 1 2 € R}
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On peut facilement comprendre que (Pg) (resp. (Dy)) est obtenu en remplagant h
(resp.g*) de (Ppc) (resp.(Dpe)) par sa minorante affine hy(z) = h(2®)+ < x — 2% y* >
au voisinage de z* avec y* € Oh(z*) (resp. gi(y) = gi(v* 1)+ <y — y*1, 2% > au voisi-
nage de y*1 avec z* € dg*(y*71)).

On a le schéma simple suivant pour décrire DCA :

¥ — y* € Oh(z")
e

.Z’k c ag*(yk—l) N yk—l—l c ah($k+1>

DCA est donc un schéma de point fixe z*** € (9g* o Oh) ().

L’interprétation de DCA est simple : a chaque itération k, la seconde composante du
probleme primal (Ppc) (resp. probleme dual (Dpe)) est remplacée par sa minorante
affine hy(x) = h(z*)+ < x — 2%, y* > au voisinage de z* avec y* € Oh(a*)

(resp. gi(y) = gi(y" 1)+ <y — "1, 2% > au voisinage de y*~! avec 2 € dg*(y*71)).
D’apres les conditions d’optimalité, DCA s’arréte si au moins 'une des suites (g — h)(z*),
(h* — g")(y¥), %, y* converge. En pratique, nous utilisons souvent les conditions d’arrét
suivantes :

o[ (g—h)("") —(g—h)(a") |<e.

o ||zl — 2k [|< .

1.5.2 Algorithme DCA simplifié

Algorithme DCA simplifié

Etape 0 : 2° domné, k& = 0.

Etape 1 : On calcule y* € 9h(z").

Etape 2 : On détermine z*+! € dg* (y*).

Et.ape 3 : S1les conditions d’arrét sont vérifiées alors on termine DCA: Simon k =k + 1 et

on répéte I’Etapc 1.

FiGURE 1.7 — Algorithme DCA
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1.5.3 Convergence de DCA

Pour un programme DC, si DCA peut effectivement construire les deux suites {z*}
et {y*} & partir d'un point initial arbitraire xy € R", alors les deux suites sont dites bien
définies.

Lemme 1.1 (Ezistence des suites [0])

Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Les suites {x*} et {y*} sont bien définies.

2. dom(0dg) C dom(0h) et dom(Oh*) C dom(0g*).

Le lemme suivant établit les conditions de bornitude pour les suites générées par DCA..

Lemme 1.2 (bornitude des suites [0])

Si g — h est coercive (i.e. xh_)rgo(g — h)(z) = +00), alors

1. la suite {x*} est bornée.

2. si {x*} Cint(dom(h)) alors la suite {y*} est aussi bornée.
Par dualité, si h* — g* est coercive alors

1. la suite {y*} est bornée.

2. si {y*} Cint(dom(g*)) alors la suite {x*} est aussi bornée.

La convergence de l'algorithme est assurée par les résultats suivants :

Théoréme 1.10 (Convergence de DCA/[?])

Supposons que les suites {x*} et {y*} sont bien définies. Alors DCA est une méthode de
descente sans recherche linéaire mais avec une convergence globale et posséde les caracté-
ristiques sutvantes :

1. Les suites {(g — h)(2®)} et {(h* — g*)(y*)} sont décroissantes et

o (g— h)(aF) = (g — h)(z*) si et seulement si

y" € 9g(a*) N Oh(a"),
y* € Dg(aF+1) N oh(ah+Y),

De plus, si g et h sont strictement convezes sur R™ alors 2**' = 2*. Dans ce cas, DCA
se termine a la (k + 1)°™¢ itération (convergence finie de DCA).
o (h* — g")(y**) = (h* — g")(y*) si et seulement si

a* e on*(y*) N ag* (y"),
2 e Oh* (Y™ N dg* (y™ ),

De plus, si h* et g* sont strictement convexes sur R™ alors y**' = y*. Dans ce cas, DCA
se termine a la (k + 1)°™¢ itération (convergence finie de DCA).
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2. 8i la valeur optimale du probléme primal (Ppc) est finie alors

e Les suites décroissantes {(g—h)(x®)} et {(h* —g*)(y*)} convergent vers la méme limite
B> .

e Si de plus, les suites {z*} et {y*} sont bornées alors pour toute valeur d’adhérence & de
{2*} il existe une valeur d’adhérence § de {y*} telle que

j € 9g(%) N Oh(3) et g(7) — h(F) = B.

De méme pour la suite {y*}.
3. DCA a une convergence linéaire pour un programme DC dans le cas général. Dans le
cas polyédral, cette convergence est finie.

Remarque 1.9

o [l est clair que DCA s’applique aux fonctions convexes g et h, et non a la fonction f
elle-méme. On voit ainsi comment le mécanisme de DCA fonctionne pour les programmes
DC non différentiables (f est une fonction DC non différentiable). Et puisqu’une fonction
DC admet une infinité de décompositions DC, il en aura autant de DCA. Le choix d’une
décomposition DC' appropriée est crucial car il conditionne les qualités essentielles (ra-
pidité, robustesse, globalité des solutions calculées) du DCA résultant. Théoriquement,
le probleme de décomposition DC' optimale reste a définir et a étudier. En pratique on
cherche des décompositions DC' bien adaptées a la structure spécifique du probléme traitée
afin que les deuz suites {z*} et {y*} soient obtenues a moindre coit en temps de calcul,
st elles ne sont pas explicites.

Ici, peut étre plus qu’ailleurs, les techniques de reformulation sont omniprésentes. Il
est important de noter qu’avec des décompositions DC appropriées, DCA permet de
retrouver, comme cas particuliers, la plupart des méthodes standard en programmation
conveze/non convere. D’autre part un programme conveze est un programme DC' pour
lequel DCA converge vers une solution (locale qui est aussi globale) : de cette maniére
DCA permet de construire une infinité d’algorithmes pour la programmation convexe, qui
pourraient étre plus performants que les méthodes existantes.

e [l est important de noter qu’avec des décompositions DC appropriées, DCA permet
de retrouver, comme cas particuliers, la plupart des méthodes standards en programma-
tion conveze/non convexe. A notre connaissance, DCA est actuellement parmi les rares
algorithmes de la programmation non conveze, capables de traiter des problemes de tres
grande taille et reste le seul algorithme performant pour des programmes non convexes
non différentiables.
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1.6 Programmation DC polyédrale

Dans cette partie, on présente une classe de problemes DC qui se rencontre fréquem-
ment dans la pratique et possede des propriétés importantes, tant sur le plan théorique
que sur le plan algorithmique. Cette classe de problemes DC s’appelle DC polyédrale.

Définition 1.21
Un programme DC' est dit polyédral si l'une des composantes convexes (g et h) de la
fonction f = g — h est une fonction convexe polyédrale.

Il a été montré que, pour résoudre un programme DC polyédrale, DCA a une convergence
finie. (voir[12][L7][20]).

1.7 Conclusion

Ce chapitre résume les notions essentielles de la programmation DC utiles dans la
suite de notre mémoire. Le chapitre suivant discutera les notions fondamentales de la

programmation linéaire nécessaires a la suite de notre travail.
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CHAPITRE

Rappels sur la programmation linéaire

2.1 Introduction

La programmation linéaire est une technique qui permet de résoudre un grand nombre
de probleme de gestion. Cette technique consiste a modéliser le probleme posé sous forme
d’un modele linéaire, ensuite, elle assure la résolution du probleme. Enfin, I'interprétation
des résultats obtenus et ainsi que l'analyse de sensibilité qui demeure nécessaire dans un
environnement turbulent, constituent les sources d’information pour le décideur de I’en-
treprise.

En effet, la modélisation linéaire est généralement liée a des contraintes d’allocations
des ressources limitées et a la meilleure facon possible d’exploiter, afin de maximiser le
profit ou de minimiser les cotts de revient. Donc, le probleme que 'on se pose est de
réaliser les objectifs d’une entreprise sujette a des restrictions des ressources.

La programmation linéaire a été introduite par le russe Kontrovitch et la premiere ré-
solution a été faite par 'américain G.B. Dantzig en 1951.

Dans ce chapitre, on rappellera les notions élémentaires de la programmation linéaire
et les outils de résolution d’un programme linéaire.

2.2 Formulation d’un probleme d’optimisation

La formulation d'un probleme d’optimisation comporte toujours trois étapes :
e choix des variables du modele,

e formulation de I'objectif,

e formulation des contraintes.
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2.3 Formulation d’un probleme de programmation li-

néaire sous forme standard

Tout probleme de programmation linéaire peut se former de la maniere suivante :
Trouver les valeurs des variables x = (z;,7 = 1,...,n) qui maximisent ou minimisent la
fonction linéaire suivante :

n

Z = Z(x1, %9, ..., Tp) = 1T+ Cola+ ...+ T+ ...+ Cpy = chxj — max(min), (2.1)

j=1
Sous les contraintes suivantes :
( anr; + appry + ...+ ayr; + ..+ apr, = b
ao1ry + ag9xry + ... + (25T + ... + Aonly, = bQ
(2.2)
a;1r1 +  apre + ... + Q55 + ...+ apr, = bz
L @11+ 22+ .+ QT o QT = by,
z;>0,5=1..n (2.3)

ou ¢j,j = 1,...,n, représentent les cotits des différents produits.

Les coefficients ¢; et a;;(i = 1,...,m, j = 1,...,n) sont supposés étre des nombres réels, en
plus on considere que l'entier m est inférieur ou égal a n, tous les nombres b;(i = 1, ...,m)
sont tous positifs ou nuls et le rang du systeme est inférieur ou égal a m.

Définition 2.1

La fonction Z (2.1) est appelée fonction objectif, fonction de but, fonction économique ou
critere de qualité.

Les contraintes (2.2) sont appelées contraintes principales, ou essentielles.

les contraintes (2.3) sont dites directes.

Les problemes de programmation linéaire peuvent naturellement se présenter sous une
forme différente de celle du programme (2.1)-(2.3) qui est dite standard. Cependant de
tels cas peuvent toujours se ramener a la forme (2.1)-(2.3), en se refrant au paragraphe
suivant.
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2.4 Réduction d’un probleme de programmation li-

néaire a la forme standard

— Si 'objectif consiste a minimiser une fonction linéaire :
Z = Z(x1,%, ..., Ty) = C101 + C2To + ... + ;T + ... + Ty, —> MUN.
Alors on maximisera la fonction linéaire opposée :
Z = —Z(x1,%9, ..., Tp) = —C1T1 — CoTy — ... — CjTj — ... — Cply —> MAL.
Car min Z=-max Z =max(-Z).

— Si une certaine variable z; n’est soumise a aucune condition de signe (z; € R) , on
la remplacera alors par deux variables z; et z7 telles que :
=gt — 22 ol 2
Tj=T; —Tj, T >0, T; > 0.

— Lorsque dans une certaine équation on a un b; < 0, alors il suffit de multiplier les
deux membres de cette équation par (-1) pour avoir le second membre positif.

— Supposons qu’on a une contrainte principale sous forme d’inégalité :
0411'1+0621'2—|—...—|—O{j$]’—|—...+05n33n Sﬁ, (24)

De la en ajoutant une variable x,.; positive dite variable d’écart, au premier
membre de l'inégalité, on obtient une équation équivalente :
T + Xy + ..+ QT+ o QT+ Ty = 5

Dans ce cas ou l'inégalité (2.4) est dans le sens inverse, c¢’est a dire :
1T + Qoo + ... + Q5 + ..+ o, 2 ﬂ

L’équation équivalente d’écrira alors sous la forme suivante :

T + Xy + ...+ QT+ QT — Tpg = B,

ol Tpy1 > 0.

2.5 Ecriture matricielle d’un probleme de program-

mation linéaire

Pour écrire le probleme de la programmation linéaire (2.1)-(2.3) sous forme compacte,
on utilise la forme matricielle (vectorielle). Pour ce faire on introduit les notions suivantes :
Soient I = {1,2,...,4,...,m} 'ensemble des indices des lignes et J = {1,...,7,...,n} len-
sembles des indices des colonnes.

Ainsi 'ensembles des variables x1, o, ..., z,, s’écrira sous forme vectorielle :

r=uxz(J))= (2,5 € J).
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Chapitre 2 Rappels sur la programmation linéaire

De maniere analogue on aura :

c=c(J)=(c;,jeJ),b=(b,iel).

L’ensemble des coefficients a;;,7 € I,j € J sera représenté sous forme d’une matrice A
d’ordre (m x n) :

a1 a2 ... Qi ... Q1p

921 Q22 ... Agj ... A2p
A= ([,J) = (aij,z' S [,j S J) =

;1 Qi oo Qg o Qgp

Am1 Am2 -« Amj -« Amnp

On écrit souvent A de la maniere suivante :

A = (ay,aq,...,a ,...,a,), ol a; le vecteur colonne :
aij
Clgj

a; = A(I, J) =

aij

Clmj

Dans ce qui suit on note par vecteur x > 0 c’est a dire, toute les composantes de ce
vecteur sont positives.
Avec ces nouvelles notions le probleme (2.1)-(2.3) peut étre écrit sous la forme matricielle

suivante :
7 = Z(x) = ¢z — mazx

Ar =10
x>0

Ici ¢ est le transposé de ¢, la matrice A est en général la matrice de condition du probleme.

Remarque 2.1
7 = Z(x) = ¢ v — max
La forme < Ax <b est dite la forme canonique.

x>0

2.6 Hyperplan et demi-espace

Définition 2.2
Soit a = {ay, as,...,a,} € R™ et 5 € R alors l'ensemble
H ={z € R"/ax = B} est un Hyperplan de R".
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Propriété 2.1 [/}

Un Hyperplan est un ensemble convexe.

Définition 2.3

Soit a = (ay,ag, ...,a,) € R™ et f € R on appelle :

Demi-espace fermé, l'ensemble {z € R" /ax <  ou ax > (}.

Et on appelle demi-espace ouvert, l’ensemble {x € R" /ax < 5 ou ax > [(}.
(voir la figure 2.1).

Demi-espuce
10x, + 5x, 2200

Demi-espace
10x, + 5x, < 200

10x, + 5x, =200

FIGURE 2.1 — Demi-espace

2.7 Polytope et polyedre

Définition 2.4

L’intersection d’un nombre fini de demi-espace fermé de R™ est appelée Polytope convexe.

Définition 2.5

On appelle polyédre un polytope convexe borné.(c’est un compact convexe de R™).

Remarque 2.2
Un ensemble est dit compact, s’il est fermé et borné.
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Remarque 2.3
Soit le programme linéaire suivant :

( MaxZ = cixq + coxs + ... + CjT; + ...CpTy
sous les contraintes :
anri + apry + ... dayr; + oo+ apT, < b
anTi + agpry + ... Hdayxr; + ...+ ar, < b
(PL) :
anry +  pry + ... Fagr; + oo+ apr, < b
11+ Qa2 + o 0T o AT, < by,
( 2;>0,7=1,n,i=1,m.

Les contraintes de (PL) définissent un polytope convezxe et chaque contrainte définit un
demi-espace fermé.

2.8 Points extrémes et leurs caractérisation

Définition 2.6

Soit C' un ensemble convexe de R™ et soit x¢ un élément de C'.

xo est appelé point extréme de C' s’il n’existe pas deux points xq et xo tels que :
o = azx; + (1 — a)zy € CVa € [0,1].

% point
extréme

yo

x*

zt " x*pasun
point

extréme

FIGURE 2.2 — Point extréme

Caractérisation des points extrémes
Considérons le probleme standard suivant :
Z =cx — max

(P){ Az =b
x>0
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Désignons par X = {x € R"/Azx = b,z > 0} 'ensemble des solutions admissibles (réali-
sables) du probleme (P).

Théoreme 2.1 [/]
L’ensemble X est convexe fermé.

Théoréme 2.2 [/]
Soit v = (x1, x9, ..., T,) un point extréme, alors les vecteurs colonnes de A correspondants
aux composantes positives de X sont linéairement indépendants.

Théoréme 2.3 [/]

Si le systéme de vecteur ay,as, ..., a, (les colonnes de A) posséde

m-vecteurs linéairement indépendants (par exemple ay, as, ..., a,,) alors la solution réali-
sable x = (1,9, ..., T, 0,...,0) est un point extréme.

Corollaire 2.1 [i/
Le nombre de points extrémes est fini.

Théoreme 2.4 [1]

Si la fonctionnelle atteint son mazimum(minimum) sur un point quelconque de X, alors
ce point est extréme.

Si le maximum(minimum) est atteint sur deux points extrémes xy et xo alors tous les
points du segment [x1, 5] sont des solutions optimales.

Corollaire 2.2 [/]

L’une des propriétés, les plus importantes des problemes de programmation linéaire est que
le mazimum(minimum) d’une fonction linéaire est atteint toujours sur un ou plusieurs
points extrémes.

2.9 Résolution d’un programme linéaire avec la mé-

thode du simplexe

Soit le programme linéaire suivant :

1Ty + caxy + ... + cpx, — max (2.5)
r
a11r1 + appxrs + ... + A1 + ..+ apr, = bl
a91T1 + Qoxy + ... + (24T ; + ..+ a9y, = bg
(2.6)
a;1r1 +  apre + ... + Q55 + ...+ apr, = bl
{ Gm1Z1 + a2 + . AT o A G, = by
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IN

'J
Ici on suppose b; > 0,72 =1,m et rang A =m < n.
La méthode du simplexe est une méthode itérative. Elle démarre d'un point extréeme
(sommet de départ) et passe au sommet voisin, et ceci constitue une itération de 1’algo-
rithme du simplexe. Pour cela, on définit le point extreme de départ et le test d’arrét.

2.9.1 Solution de base

Définition 2.7
Tout vecteur x vérifiant les contraintes (2.6) et (2.7) est appelé réalisable (admissible) du
probléeme (2.5)-(2.7).

Définition 2.8
Une solution réalisable x* est optimale si ¢ x* = max(clx), pour toute solution réalisable
x.

Définition 2.9

Une solution réalisable x est dite de base si (n —m) de ses composantes sont nulles et
auxr autres T;i,Tjo, ..., Tjm, correspondants m vecteurs aji,ajo, ..., A5, de la matrice de
condition A linéairement indépendants.

L’ensemble jg = {j1,j2, ., jm} est appelé ensemble des indices de base, Jy = J \ Jp
ensemble des indice hors base.

Autrement, une solution réalisable x = x(J) est solution de base si xy = x(Jy) = 0,
det Ap # 0, ot Ap = A(I, Jp).

La matrice Ap est appelée matrice de base; xj,j € Jg les composantes de base; x;,j € Ju
les composantes hors base.

Définition 2.10
Une solution de base x est dite non-dégénérée si x; > 0,j € Jp.

2.9.2 Formule d’accroissement de la fonction objectif

Soit x(z1, xa, ..., T,) une solution réalisable de base avec la matrice de base
AB == A([, JB)) JH == J\ JB.
Effectuons la partition suivante :
Tp

c

A = [AB | AH],AH = A(I, JH),ZL' == [x—},[I)B = I(JB),fL‘H = ZL’(JH),C = [C—B],CB = C(JB),
H H

Cg = C(JH)

Considérons une solution réalisable quelconque T = x + dx.

L’accroissement de la fonction objectif Z est donc égal a :

AZ=7x)—Z(x)=cT—cx=cAz (2.8)
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Comme x et T sont réalisables alors : AT = Az = b= A(T —x) = AAz = 0.

Comme Az = [%], d'ou AAx = ApAxp + AgAry =0 = Arg = —Az'AyAry
TH

et en vertu de la relation (2.8) on obtient :

AZ = cyArp + cylay = cy(—AZ Ay Ary) + cyAry
— AZ = —(cgAz Ay — cy) Ay

Construisons le m-vecteur y = y(I) dit des potentiels :

y = cpAg. (2.9)
Et le vecteur A = A(J) = (4, j € J) dit des estimations :

{A/:y,A—Cl

) (2.10)
Aj=yaj—cj, je ]

Remarque 2.4
Ay = 0 par construction.
En utilisant (2.9) et (2.10), l'accroissement de la fonctionnelle prend la forme suivante :

AZ = —NyAzy = - AjAz (2.11)

Jj€Ju

Comme T; > 0,Vjetr; =0, Vj € Jg donc :
Tj:$j+A£L'j:ACI)j 20, jG JH
En utilisant cette derniére inégalité et la relation (2.11) on déduit le critére d’optimalité.

2.9.3 Critere d’optimalité

Théoréeme 2.5 [1]

Soit {x, Ag} une solution réalisable de départ.

Linégalité Ay = A(Jy) > 0 est suffisante et dans le cas de la non dégénérescence elle
est nécessaire pour 'optimalité de {x, Ap}.

2.9.4 Itération de l’algorithme du simplexe

Soit {z, Ap} une solution réalisable de base de départ et supposons le critere d’opti-
malité n’est pas vérifié, c’est a dire I'inégalité A; > 0, j € Jy n’est pas vérifiée.

Choisissons l'indice jy € Jy/A;; = min Aj.
A;<0, jEJ

Le but de I'itération est de faire rentrer cet indice jy dans la base (autrement dit la colonne
aj, va renter dans la base).

Donc il faut trouver un indice j; € Jp, qui sortira de la base(a cet indice correspond la co-
lonne aj, € Ag). Et ceci constitue l'itération, qui procede au passage de la solution de base
(pont extréme) {x, Az} & la solution {Z, Az} (sommet voisin) et tel que Z(T) > Z(x).
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La nouvelle solution de base T sera trouvée de la maniere suivante :
T = x + 6l, ou |l est la direction de changement de x et 6 le pas de cette direction.
Counstruisons la direction 1 de la maniere suivante :

0,7 € JH \ Jo

Lj=1Jo

Sur Jp : T doit étre réalisable, donc elle doit vérifier AT = b et comme Ax=b donc Al = 0,
c’est a dire Al=0.

De cette derniere relation on obtient :

lB = l(JB) = —AEIAHZH

De la Ty =xy +0ly =0ly > 0 et Tp = x5 + 0lp = T; = x; — 0A5'aj,.

Si les composantes du vecteur Aglajo < 0, alors 7; > 0,V8 > 0, donc on peut prendre

Sur jg posons : lj = {

0 = oo et on aura une solution infinie.

Si parmi les composantes de vecteur Aglajo, il existent celles qui sont négatives, donc en
augmentant ¢ certaines composantes seront négatives.

Pour avoir Zg > 0, il faut prendre un pas maximal 6° :

00 = JIE}I;GJ = mz’n{%/xjoj > 0,7 € Jp} = 01,71 € Jp,0u xj,; est la j™ composante de
AGlaj,.

La nouvelle base sera :

Jp =g\ Jo)UJyet Ap = (Ap\ a;,) Uaj,.

2.9.5 Tableau du simplexe

C C1 Co C3 Cm Cm+1 Cj Cp,

cp | Base b aq Qs as U i1 | o | @5 | | an | 0
C1 aq b1 = X 1 0 0 Tmm+1 | --- L1 T1in (91
(65) a9 b2 = T2 0 1 0 0 L2 m+1 Taj Ton ‘92
C3 as bg = T3 0 1 0 L3,m+1 €3j T3n ‘93
Cm | A | by = T, 0 0 0 1 Trmtd | oo | Tmj | o | Toan | Om
Z=cprp A AM=0]2=0]23=0| .. | An=01] Apy1 | o | 8j | o | B

Remarque 2.5
L’initialisation de 'algorithme du simpleze est discutée dans ['annezre A.
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2.9.6 Organigramme de I’algorithme du simplexe

Soit {.‘k’_. A, } une solution
realisable.

f

Calculer y' =", 4 ot

W

A=ya,—c, oty

Stop, » est une solution
optimale.

Stop.
Le maximum de la
fonction objective
tend vers "infini.

Déterminer

x

g Fed = E.'- = N {_-’ ..l':;HI_ = jﬂ}
x
S

i
Caleuler x=:x{])= [;{hlr:{fn }}f
Afy)=od)s)-04"a,,

2, =0,/ I,\A ,;'.f'-. =&

Poser }n =L[.t""-..-".| :]l..,_.l_,r'”,__I” = Ulr\.a'..'.- I,'I""I_j.l fiﬁ = 1411,__,“’,

d'oi {;‘.;{s} la nouvelle solution réalisable de base

2.10 Conclusion

Dans ce chapitre on a résumé les notions de base de la programmation linéaire. dans le
chapitre qui suit on proposera un nouveau algorithme pour la résolution d’un programme
linéaire en se basant sur le schéma général de I'algorithme DCA.
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CHAPITRE

Résolution d’un programme linéaire avec la méthode
DC

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a notre application. Apres avoir abordé dans les chapitres
précédents quelques notions de la programmation linéaire et la programmation DC, nous
introduisons une nouvelle approche pour la résolution d’un programme linéaire. Cela passe
par la décomposition de notre programme linéaire sous forme d’un programme DC.

3.2 Décomposition d’un programme linéaire sous forme

DC

Soit le programme linéaire suivant sous la forme canonique :

max 7 =cx
Ax <b (3.1)
x>0

Notons (3.1) par PL.

Dans cette partie, nous allons construire une formulation DC pour le PL.

Soit 'ensemble C' = {Azx < b, = > 0}.

Il est clair que C' est un ensemble convexe (voir le théoreme 2.1).

Donc notre PL s’écrira sous la forme suivante :

sup{Z(x)/xz € C}. (3.2)

La fonction Z est une fonction convexe puisque elle est linéaire, et on a aussi I’ensemble
C' est convexe, donc le probleme (3.2) est de la forme (1.4).
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Donc on peut transformer le probleme (3.2) a un probleme sans contraintes c’est a dire
de la forme (1.3) d’une maniére équivalente. En effet :

On pose : g = xc et h = Z, avec x¢ est la fonction indicatrice de C.

Et donc le probleme (3.2) s’écrira sous cette forme :

inf{g(x) — h(z)/x € R"}. (3.3)

La forme (3.3) est une décomposition DC de notre PL puisque, la fonction g (la fonction
indicatrice de ') est une fonction convexe (voir la remarque 1.3) et h aussi est une fonc-
tion convexe (fonction linéaire). et donc notre PL est un probleme DC.

3.3 Développement de ’algorithme DCA sur le PL

décomposé

Dans cette section, on essaie d’appliquer l'algorithme DC sur le PL qu'on a déja
décomposé sous la forme DC c’est a dire le probleme sous La forme (3.3) .
Soit le probleme (3.3) :
inf{g(x) = h(z)/z € R"}.

avec g(x) = xo(z) et h=Z et C = {Ax <b, x > 0}.

Propriété 3.1 [1]
Si h est une fonction homogéne(c’est a dire de classe C*) alors Oh(z*) = {s7h(z*)}.

DCA appliqué au probleme (3.3) :

Etape initiale :

Soit #° un point initial donné , k =0, € > 0.

Etape 1:

Calculons y* € Oh(z").

Dans notre cas 0h(z*) = {yh(2*)} = {c'} d’apres la propriété (3.1).

Etape 2:

On détermine z" € dg*(y*) c’est a dire :

" e argmar{<y,z >,x € C}.

Etape 3:

Si les conditions d’arrét sont vérifiées (|| z¥! —2" ||< ¢), alors on termine DCA, x* = zF*!

est la solution optimale, sinon &k = k + 1 et on répete I’Etape 1.
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L’inconvénient de cette méthode est la nécessite de résoudre un probleme de program-
mation linéaire a chaque itération, ceci reste loin d’étre I'idéal, cet inconvénient disparait
avec la version suivante.

On propose la décomposition suivante :

R(z) =& ||z ||* =z + xc(z) et T(z) = £ || = |[% avec p est un parametre stricte-
ment positif on peut le considérer comme régulateur.

il est clair que ce probleme
inf{R(z) —T(z)/x € R"} (3.4)

est équivalent au probleme de départ (PL) (3.1).

Montrons que R(x) et T'(x) sont des fonctions convexes :

Montrons que la fonction 1 (z)=|| z ||* est une fonction convexe.

On va montrer que Y (Az + (1 = N)y) < Mp(z) + (1 —N)(y), VA€ [0,1], Va,y € R
| Az 4+ 1 =Ny [P< || Az ]2+ ] (1 =Ny |]* ('inégalité triangulaires)

< Nz |2 +(1—=X)?]| y]|* (homogénéité)

< Mzl +@ =) [y [I? (puisque A € [0, 1]).

D’ou le résultat.

La fonction T'(z) = § v (x) est aussi convexe (voir la proposition 1.1).

La fonction (—c ) est aussi convexe (linéaire), et méme pour la fonction indicatrice donc
la fonction R(z) est une fonction convexe d "apres la proposition (1.1).

Donc le probleme (3.4) est un probleme DC.

DCA appliqué au probleme (3.4) :

Etape initiale :

Soit #° un point initial est donné , k =0, ¢ > 0.
Etape 1:

y* = VT (2%) = pa*(d’apres la propriété (3.1)).
Etape 2 :

2" € argmin{L || x |]* =2 (y* + ¢)/z € C}

& ot e argmin{2(5 || @ |? —2'(y* +¢))/z € C}

k
& oMt e argmin{|| z ||? —Qx/(y i C)/x e C}.

Etape 3:

Si les conditions d’arrét sont vérifiées (|| 2*™ —a* ||< ¢), alors on termine DCA, z* = 2!

est la solution optimale, sinon £ = k + 1 et on répete I’Etape 1.
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Proposition 3.1

k y"+c k41
En posant z* = , 0N remarque que x

n'est autre que la projection de z* sur

I’ensemble C. Cette projection existe toujours car ’ensemble C est fermé convexe (voir le
théoréme 2.1).

Preuve :

Soit C' un convexe fermé et z* un point fixé dans R” un espace de Hilbert.

Montrons que la solution optimale du probleme {|| z ||> =2 < x,2% >)/z € C} est la
projection de z* sur C :

D’une maniere générale on a :

min f(x) < min (f(x)+a)

zeC zeC
ou a une constante réelle quelconque fixée.
D’ou

min{|| x ||? -2 < 2,2 >)/z € C}y & min{|| z ||? -2 < z,2* >+ || 2 ||*) /2 € C}

S min{<z—z2Fr—2F>/reC}

& min{|| z —2F ||? Jx € C}.

D’ou le résultat. Ce probleme est un probleme de minimisation non linéaire avec contraintes
linéaires qui aussi convexe, ce qui implique 1'unicité de la solution.

Géométriquement, on cherche & minimiser le rayon de la sphere de centre z¥ pour qu’ elle
soit tangentielle a ’ensemble C' (voir la figure 3.1).

FI1GURE 3.1 — La projection d’un point fixé sur un un polyedre

On peut déterminer le point z* par le systeme de KKT [10][15].
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Remarque 3.1
Calcul de VT :

T(z) = g | z [|?, z € R™ donc x s’écrit comme suit x(xy, 22, ...,7,), et on a

|z ||=< z,0 >Y2= /2 23+ ... 22 =|| z |P= 22 + 22 + ... + 22,
Done T(x) = g(x% ba o+ ad) = VT (a2, e ) = p(T1, Tas .oy )

D’ou le résultat.

3.4 Exemple d’application

( Maz Z(x,y) = —x + 6y
s.c:

—r+y<3

r+y <7

y<4

(z,y = 0.

Les composantes DC sont :
R(z) =§ ||z |* +z — 6y + xc(z) et T(x) = § || ||
avec C' = {x € R*: Az < b; z,y > 0}

-1 1 3
N . -1
ou A= 1 1 et b= 7 etonau881c:< 6)
0 1 4

On applique DCA, avec p =1 :

Pour k=0on a:

2% =(0,0), e = 1073, 4 = pa® = (0.0), 2! est la projection de 2° avec
=904+ c=(0,0)+(=1,6) = (—1,6) = 2! = (1,4)

Test d’arrét n’est pas vérifié puisque || 21 — 2° ||> €, posons k=k+1 et on répete.
Pour k=1ona:

y' = (1.4), 2 = (0,10) = 2? = (1,4), || 2* — 2" [|< e.

Donc 22 est une solution optimale.

(Voir I'interprétation géométrique dans la figure (3.2)).
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71®

a
Z @ &
™

[) ) 2 3 ] 5 [ - 8

Figure 3.2 -

On refait DCA, avec p = 2. On aura les résultats suivants :

e=10"3 p=21| 2F y* 2" 2t | Test d’arrét
k=0 (0,0) | (0,0) | (-05,3) | (03) [ [ —2° |[> ¢
k=1 (0,3) | (0,6) | (-0.5,6) | (1,4) | || 2®> — 2! ||> ¢
k=2 (1,4) | (2,8) | (0.5,7) | (14) | || 2® — 2% ||[< e

1
Z.‘s

2 A ) 1 2 3 4 5 5 k 4

Figure 3.3 -
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Résolution d’un programme linéaire avec la méthode DC

De méme, avec p = 4. On aura les résultats suivants :

e=10"3, p=4 z® yk 2" o+t Test d’arrét
k=0 0,0) | (0,0) | (c02515)| (0.1.5) ||| 2 =20 [[>e
k=1 (0,1.5) (0,6) | (-0.25,3) (0,3) |22 — a2l ||>¢
k=2 (03) | (0,12) | (-0.25,4.5) | (0.75,3.75) | || #° — 22 [|> &
k=3 (0.75,3.75) | (3,15) | (0.5,5.25) (1,4) |2t =23 ||> ¢
k=4 (1,4) (4,16) | (0.75,8) (1,4) || 25 —2t]|<e

D'ou z* = (1,4) (Voir I'interprétation géométrique dans la figure (3.4)).

Z4

Remarque 3.2

2 3 4 3 3 T

Figure 3.4 -

On remarque que le point de départ a chaque fois dans ’exemples précédent est un sommet

(2°), dans Uexemple suivant on choisira un point a lintérieur de l’ensemble C, et on

appligue DCA sur cet exemple.
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Appliquons DCA sur l'exemple précédent avec z° = (1,1) comme point de départ.
On aura les résultats suivants :
e=10"3, p=1| 2F y* 2k 2kt | Test d’arrét
k=0 (LY | @] 07) | (14) ||[a'—a®|]>¢
k=1 (174) (07 ) (_1713) (17 H x? — ! HS €
D’ou z* = (1,4) (Voir I'interprétation géométrique dans la figure (3.5)).

le 2 4

Figure 3.5 -
De méme, avec p = 2. On aura les résultats suivants :
e=10"3 p=2 ¥ y* 2" ahtt Test d’arrét
k=0 (1,1) (2,2) (0.5,4) (0.75,3.75) | || ' — 2" ||> ¢
E=1 (0.75,3.75) | (1.5,7.5) | (0.25,6.75) (1.4) ||z — 2t ||> ¢
D'ou z* = (1,4) (Voir I'interprétation géométrique dans la figure (3.6)).
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Commentaire :

On remarque que a chaque foi

o 1 2 3 4 [ [ b

Figure 3.6 -

s la valeur de p augmente, le nombre d’itérations augmente.

On essaie d’appliquer l'algorithme DCA avec un point a l'extérieur de l’ensemble C
(point n’est pas réalisable), on prend le point (—1,0) et on aura les résultats suivants :

e=1073, p=1 a® yk 2* ahtt Test d’arrét
k=0 (-1,0) (-1,0) (-2,6) | (0.53,5) | || 2t =2 ||> ¢
k=1 (05,35) | (0585) | ((0595) | (14) ||| 22— |[>¢
k=2 14) | (L4 | (0,10) | (14) ||| —22|<e

D'ou z* = (1,4) (Voir I'interprétation géométrique dans la figure (3.7)).

]

Figure 3.7 -
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Chapitre 3 Résolution d’un programme linéaire avec la méthode DC

3.5 Résolution d’'un PL avec la méthode simplexe

On résout le probleme (3.5) avec la méthode du simplexe.
Le probleme (3.5) est équivalent au probleme suivant :

Max Z(x,y) = —x + 6y
s.c:

—r+y+e =3
rt+yte =7
y+e3=4
\I,y,eiZO,izl,_S.

ou les ¢; sont des variables d’écarts.

e Dressons le premier tableau du simplexe :

Base | x |y |e1|ex|es|b |0
eqr |1 1]1]0]0([3]3
€9 1r{1j0(1,0|7|7
€3 O] 1,10]0[11]4]|4
A; |1]1-6[/0[0]0]Z=0

e Dressons le deuxieme tableau du simplexe :

Base | x |y |e1 |ex|es|b]| 0
y |[-1{1/ 11003/
€s 2(0(-1[1101]4]2
es 1]0|-1]0]1]1]1
A |-510]6]0]0]Z=18

e Dressons le dernier tableau du simplexe :
Base | x|y |ei|ex|e3|b]| O
y (010 |0] 14
es (O[O 1| 1]-2]2
X 1101 ,0]1]1
A; 10]010 0|5 |Z=23

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu que l'optimisation DC peut étre utilisée pour la

résolution d'un probleme de programmation linéaire.
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Conclusion générale & perspectives

La classe des problemes de programmation linéaire est une classe d’optimisation tres
importante, car elle trouve son application dans plusieurs domaines. On peut citer a titre
d’exemple, les sciences économiques.

La recherche de la solution optimale d’un probleme de programmation linéaire a été
résolu par des méthodes exactes, la méthode du simplexe et la méthode adaptée.

Dans ce mémoire, on a concentré sur la résolution d’un probleme de programmation
linéaire qui donne une solution approchée. Pour se faire, nous avons abordé le probleme
de la par une nouvelle approche itérative qui est la programmation DC (Différence of
convex function) et DCA (DC Algorithm). Cette méthode est basée sur la dualité DC.

Dans un premier temps, on a décomposé le probleme de programmation linéaire sous
forme d’un probleme DC et puis on a adapté DCA sur ce probleme décomposé.

L’application a montrée que la vitesse de convergence de l'algorithme dépend du pa-
rametre p et du choix du point initial.

Comme perspectives de travail, on se propose :
e D’implémenter sur ordinateur I'algorithme DC appliqué sur le PL. décomposé, et 'exé-
cuter sur des problemes plus compliqués .
e De comparer cette approche avec les méthodes exactes.
e De chercher un algorithme simple qui nous permet de trouver la projection d’un point
sur un ensemble convexe pour faciliter les calcules.
e Enfin essayer de chercher d’autres décompositions DC de notre probleme.
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3.7 Annexe A : Vue générale sur les méthodes de

résolution d’un PL

La méthode graphique

Considérons le probleme de la programmation linéaire suivant :

7 =cx — max
(P)q Ax < b

ou A est une matrice d’ordre m x n, r € R", ¢ € R", b € R™. Si le nombre de variables
est supérieur d'une unité ou deux unités par rapport au nombre d’équations, alors la
résolution d’un tel probleme peut se faire simplement par la méthode graphique pour les
deux cas.
— 1" cas:n—m=1
On fixe une variable, par exemple x; et on calcule les autres variables (xq, 3, ..., z,)
en fonction de x; dans I’équation Ax = b, on obtient :

Tog = QX1 + g, 1 = Q31 + 1 + Q3, ..., Ty = Q1T + Qi

On remplace ces variables par leurs valeurs dans la fonctionnelle qui devient :
7 = ayx1 + B, une fonction d’une seule variable, dont le maximum sera trouvé en
fonction de signe de a; et des bornes de x;.

— 2™ cas:n—m=2
On fixe deux variables par exemple x; et x5 et on calcule x3, ..., z, en fonction de
x1 et Ty :
T3 = Q3171 + Q3222 + Q3

Tp = Qp1T1 + Qoo + Oy,
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On remplace z3, ..., x,, dans la fonctionnelle Z qui devient :

Z = M1 + Vo2 + 7.

Ensuite dans un plan (zj0x3) on trace tous les demi-plans xz; > 0, qui donneront
le domaine des solutions admissibles. Par suite on tracera la droite Z = v = 0 qui
correspond a y1x1 + Yoxo = 0.

De 12 suivant le signe de 71 et v, on trouvera le point extrAhne qui correspond au
maximum(minimum) désiré.

Exemple 3.1

.
J =1+ 2x9 — r3 —> max

ZE1+I2—|—[L’3:10
2131—$2+.T3:20
\@20,]21,3

Icin =3 m=2 n—m =1, donc on fixe par exemple x; et on calcule les autres en
fonction de x; :

3
T3 — —§I1 + 15

$2:—$1—5

7
Donc Z = 5951 — 25.
- 3 1
On sait que z; > 0,1, 3, c’est a dire, —5301 + 15 >0, §x1 —52>0et x>0,

7
De la x; < 10, 1 > 0 et finalement 0 < z; < 10, donc le max Z= 0<mai<10(§x1 — 25) est
ST1>

atteint pour xy = 10. En suite on trouve zo = z3 =0 et Z = 10.

Exemple 3.2

.
Z = 2x1 + x5 — max

T+ a2 <5

—2x1 +129 <4
201 —4dxy < 4
(z; >0,5=1,2

L’intersection des cing demis plans représentent les contraintes, forme le polygone OABCD,
qui est ’ensemble des solutions admissibles.

La fonction objectif Z est représentée par 'équation 21 + x9 = Zo(Az,).

Pour Zy = 2 on aura 2z, + 29 = 2.

Si 'on déplace la droite (Az,) dans le sens de la fleche, qui le sens de croissance du béné-
fice, l'optimum sera atteint au point extrAlme C' =A; N Ay= (4, 1).

D’ou la solution optimale z° = (4,1) avec Z° = 9.
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(A

Figure 3.8 - Résolution graphique d’un programme linéaire

La méthode des deux phases
Considérons le probleme de la programmation linéaire suivant :

Z =cx — max
(P) S Az <D
;>0,j=1n
e Premiere phase :

La premiere phase de résolution du probleme (p) consiste a déterminer une solution de
base réalisable de (P). Pour cela, on construit le probleme suivant :

— > Tpyi — Maz,
(P){ [Az); 4 Tpri = byi = 1, m,

Ou les z,.; sont appelés des variables artificielles.

Le probleme (P) posede n + m variables et m equations. Le vecteur X (0, ...,0,0b, ..., by,)
est réalisable pour (P') donc I'ensemble des solutions admissibles de (P') est non vide.
D™un autre coté la fonction objectif (— >, #,4; < 0), donc le probleme (P') admet une
solution optimale X (20, 20).

Théoreme 3.1 [/]

Soit {x°, 29} une solution optimale de (P").

St 20 est différent de zéro alors les contraintes du probléme de départ (P) sont contradic-
toires.
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e Deuxieéme phase :
Soit {2, 29} une solution optimale de (P") avec des variables artificielles nulles, alors on

utilise la solution z:°

avec sa matrice A%, comme solution de base de départ du probleme
(P), et ceci constitue la deuxieme phase.
Sial., =0, Viet 3 un indice ig/a;0 € Ap, alors pour revenir a la deuxiéme phase, il faut

exclure cette colonne de Ag.

La M-méthode

Le mathématicien américain Tcharness a proposé une méthode en rassemblant les deux
phases en une seule.

Du probleme (P), on construit un probleme (P") de la maniéré suivante :

Z=cx—M>" x,.;— maz,
[Al']l + Tt = bZ,Z = 1,m,

x; >0,7=1n+m,

Ou M > 0 (un nombre positif tres grand) et x,,;, ¢ = 1,m, des variables artificielles.

Le vecteur X = (0,b) = (v = 0,2,4; = b;,il,m) est une solution de base réalisable de
(P").

Ici on choisit M suffisamment grand de telle sorte & avoir ¢ z — M S ettt < 0Vr >
0,VZ,4; > 0 et ceci dans le but de prouver le probleme (P”) admet une solution optimale
car ¢’est le maximum d’une fonction borné sur un ensemble des contraintes non vide.
On résout le probleme (P”) par la méthode du simplexe avec une solution de base de
départ (0,b) et on obtient une solution optimale X°.

o Interprétation de la solution de (P"):

0

0 i, # 0, alors les contraintes de (P") sont

a. S’il existe au moins un indice 7y tel que x

contradictoires.

0

niip = 0, Vi =1,m, alors 2° est une solution optimale de (P).

b. si x

La dualité
Considérons les problemes suivants :

/
J =cx — max

Ar <b (3.6)
xj > 0,7 = 7
by — min
Ay >c¢ (3.7)
yeR™
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Le probleme (2.5) est dit probleme primal et le probleme (2.6) est appelé probleme dual
du primal.

Remarque 3.3
Le dual est un probleme linéaire et le dual du dual est le primale.

Méthode de construction du dual :
Les différentes transformations sont résumées dans le tableau suivant :

Primal Dual
cx — max by — min
(Ax)l:blalzlaml (Ay)] ch,j:Lnl

(Az); < bji=mi+1,mg | (Ay); <c¢j,j=mn1+1,ny
(Az);geqbi,i =mo+1,m | (Ay); =c¢j,j=n2+L,n

z; >0,7=1m vy € Rji=1,my
r; < 0,7 =n1+ 1,n9 yi > 0,0 =my +1,my
r; €ER,j=ny+1,n Y < 0,2 =mo+1,m

Propriétés de la dualité :
Etant donné un probléme primal (2.5) et son dual (2.6).

Théoréme 3.2 [/]
St x et y sont deux solutions réalisables du primal et du dual respectivement, alors
cr < b/y.

Théoreme 3.3 [1/
Soient 2° et y° deux solutions réalisables du primal et du dual respectivement.
Si ¢z = by alors 2° et y° sont des solutions optimales respectivement du primal et du

dual.

Théoréme 3.4 (Ecarts complémentaires )[1]
Deux solutions réalisables 2° et y° respectivement du primal et du dual sont optimales si
et seulement si :

(Z aijy? 03)339 =0,7=1n
=1
— a;v: —b)y; =0,2=1,m
( Z 79 )yz ) )
j=1
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Résumé

Dans ce travail, on traite la résolution d’un probleme de programmation linéaire par
une méthode approchée, qui est la programmation DC' (classe de problémes d’optimisation
non conveze traitant avec la différence de deuz fonctions convezes) et DCA (Algorithme
DC).

Une décomposition DC a été proposée par nous pour le programme linéaire, sur la-
quelle on a appliqué DCA. On a pu proposé un algorithme PLDCA (DCA appliqué a
un programme linéaire) pour la résolution des programmes linéaires.

Mots clés : Programmation linéaire, Programmation DC, Décomposition DC, Fonc-
tions DC, DCA.

Abstract

In this work we treat the solution of a linear programming problem by DC' programming
method (a class of optimisation problems dealing with the difference between two convex
functions) and DCA algorithm.

A DC' decomposition has been proposed to a linear programming problem and then DCA
was applied. Thus we contructed PLDCA algorithm for solving the linear programming

problem.

Key words : Linear programming, DC programming, DC decompostion, DC functions,
DCA.
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