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Résumé

Ce mémoire est consacré a I’'étude des problemes des oscillations des membranes circulaires et
rectangulaires.

En premier lieu, nous avons étudié les fonctions de Bessel et leurs propriétés essentielles inter-
venant dans notre travail.

Nous avons présenté 'application de ces fonctions dans les vibrations des membranes circu-
laires et aussi que la présentation des solutions des équations des membranes par la méthode de
séparation de variable, nous illustrer par certaines expériences physiques montrant les phénomenes
en question, nous avons ajouté des programmes Matlab, donnent des simulations numériques aux
solutions trouveés.

Enfin, grace a la modélisations des vibrations des membranes nous illustré dans le logicielle
Matlab comment les modes de vibration d’'une membrane circulaire et rectangulaire évoluent dans
le temps.

Mots-clés : Fonctions de Bessel, Oscillations transversales, membranes circulaires et rectan-
gulaires.

Abstract

This thesis is devoted to the study of the problems of oscillations of circular membranes and
rectangular.

First, we studied Bessel functions and their essential properties involved in our work.

We have presented the application of these functions in the vibrations of circular membranes,
and also that the presentation of the solutions of the equations of the membranes by the method
of separation of variable, we illustrate by some physical experiments showing the phenomena in
question, we have added Matlab programs, give simulations digital to the solutions found.

Finally, thanks to the modeling of membrane vibrations illustrated in the software Matlab how
the modes of vibration of a circular and rectangular membrane evolve in time.

Keywords : Bessel functions, transversal oscillations, circulars and rectangulars membranes
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Introduction Générale

Les fonctions de Bessel sont connues depuis le 18 eme siecle, quand les mathématiciens et les
scientifiques ont commencé a décrire les processus physiques par des équations différentielles et
ont joué un role important dans les applications, principalement dans les problemes concernant
les corps circulaires ou cylindriques.

En effet, la solution des équations de la physique mathématique contenant 1'opérateur de Laplace
en coordonnées cylindriques conduit par la méthode classique de la séparation des variables a
I’équation ,

xQ%er%Jr( 2 _pHy=0 (0.1)
qui sert I'équation de Bessel [6 |.
L’équation de Bessel a été pour la premiere fois étudiée par Daniel BERNOULLI dans un travail
consacré aux vibrations des chaines pesantes (Pétersbourg, 1732). BERNOULLI est arrivé au cas
particulier de ’équation (0.1) correspondant a p = 0, et en la résolvant, il a trouvé Iexpression
de Jy(z) sous la forme d’une série entiere ; en outre, il a remarqué, sans donner de démonstration,
que I'équation Jy(z) = 0 a un ensemble infini de solutions réelles.

Le travail suivant dans lequel on trouve des fonctions cylindriques est celui de Leonhard EU-
LER (Pétersbourg, 1738). Considérant le probléeme des vibrations d’'une membrane circulaire,
Euler est arrivé a ’équation (0.1) pour des valeurs entiéres p = n. Résolvant cette équation, il a
trouvé pour les n entiers 'expression de J,(z) sous la forme d’une série suivant les puissances de
x et dans les travaux suivant, il a étendu cette expression au cas des valeurs arbitraires de I'indice
p. En outre, Euler a démontré que, pour les p égaux a un entier augmenté de %, les fonctions J,(z)
s’expriment a l’aide des fonctions élémentaires, il a remarquer, sans donner de démonstration, que
pour p réel la fonction J,(z) admet un ensemble infini de zéro réels et donné une représentation

intégrale de J,(x).

Enfin, dans un travail datant de 1769 EULER a donné pour les cas p = 0 et p = 1 'expression
sous forme de série de la seconde solution de I’équation (0.1) linéairement indépendante de J,(x).

Ainsi, Euler a obtenu les principaux résultats se rapportant aux fonctions cylindriques et a
leurs applications en physique mathématique.
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L’astronome allemand Friedrich BESSEL, qui étudiait en 'occurrence le mouvement des
planetes autour du Soleil, a donné en 1824 des relations de récurrence des fonctions J,(x). Il a
obtenu pour les entieres n une nouvelle représentation intégrale de J,(x), démontré que Jy(z)
admet un ensemble infini et établi les premieres tables pour Jy(x), Ji(x), Ja(x).

Le travail présenté dans ce mémoire les fonctions de Bessel et leur propriétés notamment leurs
applications dans le domaine de la physique mathématique, pour résoudre le probleme des
oscillations libres des membranes.

Dans ce travail nous allons étudier le probleme des vibrations des membranes circulaires et
rectangulaires, dont les solutions de leurs équations différentielles seront présentées par des
fonctions de Bessel.

Dans chaque probleme des vibrations, nous allons exposer la méthode de résolution, ainsi que
la présentation des solutions, et I'implémentation informatique par 'usage du langage Matlab.
Le présent mémoire est organisé comme suit :

Le premiere chapitre, nous allons présenter les fonctions de base de Bessel et leurs propriétés
a savoir 'orthogonalité, relation de récurrence, la forme intégrale et la formule de fourier Bessel.

Dans le deuxieme chapitre, nous allons étudier les problemes de vibration des membranes.

x Deux problemes seront étudier :

— Les oscillations des membranes circulaires.

— Les oscillations des membranes rectangulaires
x Pour chaque type de ces problemes, nous allons présenter la méthode de résolution analytique,
ainsi que I'implémentation en Matlab des solutions obtenus.

Enfin, nous allons terminer par une conclusion et perspective.
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Chapitre 1

Fonctions de Bessel et leurs propriétés

En mathémtiques, et plus précisément en analyse, les fonctions de Bessel découvertes par le
mathématicien suisse Daniel BERNOULLI, portent le nom du mathématicien allemend Friedrich
BESSEL, qui développa 'analyse de ces fonctions en 1817 dans le cadre de ses études du
mouvement des planetes induit par l'interaction gravitationnelle, généralisant les découvertes
antérieures de BERNOULLI. Ces fonctions sont des solutions canoniques y(x) de I’équation
différentielle de Bessel voir [3 |.

Les fonctions de Bessel sont trés utiles dans nombreux domaines de pointe de la physique
faisant intervenir des équations différentielles délicates a résoudre. Les domaines dans lesquelles
nous les trouvons le plus souvent sont la calorimétrie (conduction de la chaleur), la physique
nucléaire (physique de réacteurs), et la mécanique des fluides voir [9 |.

1.1 Présentation de I’équation de Bessel

Soit une équation différentielle de second ordre a coeffcients variables suivante :

2y 42y + (22— pP)y =0 (1.1)

OupeR[9].
Cette équation s’appelle équation de Bessel, que 1'on rencontre dans le nombreux probleme de
physique, particulie ceux présentant une symétrique cylindrique : probléemes de membranes,
oscillations électro-magnétiques dans une cavité cylindrique (comme un fil électrique...).

1.1.1 Résolution de I’équation de Bessel

On peut récrire 1'équation (1.1) sous la forme :
0(zy
o (z)
0z
L’équation différentielle de Bessel est une équation linéaire d’ordre deux. La solution générale est
sous la forme suivante :

)+ (22 =p*)y =0 (1.2)

y = Ciy1 + Coys

Ou Cy et C5 sont des constantes ; y; et yo sont des solutions linéaires indépendantes de 1’équation
(1.2).
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On va chercher la solution de 1’équation sous la forme de la série :
y=2"(ap + a1z + a2’ + ...+ a 2"+ ..) = Z a, 2"t (1.3)
n=0

Ou r est un parametre définissant I'ordre de fonction de Bessel .
En posant ay # 0, le probleme sera de trouver les coefficients a,,, n = 1,2, ... et p € R, la fonction
Y= 5a,2""", sera introduite dans I’équation (1.2). Cherchons ses dérivées :

(e o]

y = Z(?” +n)az !

n=0

8(2’(7/) o - 2 n+r—1
P —;)an(n—l—r) z

En les remplacant dans ’équation (1.2), on trouve :

o0

o0
2 Z an(n +7r)?2" Tt 4 (22 = p?)z Z a,z2"t" =0

n=0 n=0

00 00 00
PN Z an<n + T)22n+r + Z anzn+r+2 o p2 Z anzn—l-'r -0
n=0 n=0 n=0
00 00 00
& Z an(n +r)%2"" + Z Un_o2™ T — p? Z a, 2" =0
n=0 n=2 n=0

& a2 (r* — p?) + a2 (1 + 1) — p*) + Z(an(n + 1)+ an_o — pPa,) 2" =0
n=2

En égalant les coefficients de différnetes puissances de z voir [1 | , on obtient :

2" [r? = p?ag =0

2 [(r+1)? = p?la; =0
22 [(r+2)% — pHag +ag =0

2 (n+ )2 = pHa, + apo =0

Considérons la premiere égalité :[r? — p?|ag = 0, en faisant ag # 0 en outre ap = 1, par
conséquent 12 — p? = 0, donc 7, = p, 1y = —p.

eSir=p:
La deuxieme égalité devient : a1(2p 4+ 1) = 0 ce qui implique que : a; = 0, et il vient que tous les
coefficients impairs de la série sont nuls.
En effet :

—AUp—2

12 yp>2
(n + p)? — p? -

(n+p)? = p)an +ano=0, ¥n>2=a, =
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En tenant compte que : a; =0, a1 = a3 =a5 = ..... = ag+1 = 0 c’est-a-dire que les coefficients
ayant des indices impairs sont nuls . Sur la base de la formule de récurrence, on peut écrire :

Qo 0
a2 = =

22+ 2p)  2(1+p)

ay=——— = (=1
YT 44+ 2p) (=1)
Qo

ag = == = (_1)3263!(1 TR+ PB )

o, = (—1)F 2o .
22K (1 + p) (2 + p)(k +p)
On remarque que tous les coefficients pairs sont exprimés en fonction de ag, on peut prendre alors
B 1
- 2T(p+1)

21+ p)(2+p)

(1.4)

Qg (1.5)

La fonction gamma (notée par la lettre grecque I') est une fonction complexe, considérée également
comme une fonction spéciale.

En tenant compte de :

Tp+1)(p+1)=Tp+2);T(p+2)(p+2) =T(p+3), ec..

Fp+D+Dp+2)..(p+k) =T(p+kE+1),
On peut écrire pour simplifier (1.4) que :

1

= (=1)k
az = (=1) 2k+pEIT (p + k + 1)

En injectant (1.4) dans (1.3), on obtient la premiere solution de ’équation pour p = r est notée
par J,(z) et elle est appelée fonction de Bessel de premiere espece d’ordre p sous la forme suivante :

To(z) =2 {1 T 2pt2) 2A2pr2)2p+d)  246(2p+2)(2p L A)(2p+6) } (16)

eSir=-—p
En remplace p par —p on note la deuxieme solution par J_,(z) et elle appelée fonction de Bessel
de deuxieme espece d’ordre —p

Toplz) =2 {1 T 2pt2)  2A(—2pr2)(—2p+d) } (1.7)

Etude des cas :

eCas1:Sip¢N
La solution (1.6) donne & un facteur prés la fonction de Bessel d’ordre p, qu’on note J,(z) et qu’on
appelle fonction de Bessel de 1 ére espece.

Remarque 1.1.
Pour p non entier J,(2) , J_,(2) sont des fonctions linéairement indépendantes.

Et par conséquent : y = CJ,(z) + CaJ_,(z) c’est la solution générale de I’équation de Bessel .
— Probleme de convergence : la suite (1.6) est convergente, pour n’importe quelle valeur de z
(fini), en appliquant le critere de D’Alembert pour les séries entieres, on otient le résultat.
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eCas2:SipeN
Soit p =n > 0, la solution (1.6) reste valable, mais la solution (1.7) ne l'est pas, car le
dénominateur d'un certain facteur du développement (1.7) est nulle. Avec p = n € N la fonc-

1
tion de Bessel est déterminée a 'aide du développement (1.6), en ajoutant le facteur constant Sl
n!

ie‘J(z)—i 1— 2 + G — 2 +
I onp) 202n+2) 24020 +2)(2n+4) 24.6(2n+2)2n+4)(2n+6)

Le terme général de ce développement est :

Zn+2k:

212 4....2k(2n + 2)(2n + 4)...(2n + 2k)

ay, = (—1)’“

. - (—1)* Z\nt2k
Ou bien a, = m (§> ;

Aussi bien que la formule (x) peut étre sous la forme :

En particulier, pour n =0

Jolz) = i (@!1))2’“ @% (1.9)

k=0
o z 23 2P
En particulier, pour n =1 : Ji(2) = 3 o + 5 + ...

Si en dérivant la fonction Jy et en comparant le résultat avec la série J;, nous voyons sans trop
d

de peine que : d—Jl(z) = Jo(2)
z

Nous trouvons également sans trop de difficulté, la relation suivante :

d

%((JO(Z)) = —Ji(2)

Remarque 1.2.
Jn(z) et J_,(z) seront linéairement dépendantes.
Pour confirmer celui-ci, considérons la série pour J_,(z), et transformons la comme suit :

1o =Y pE (2

En effet :
On connait que la fonction gamma, pour les nombres entiers négatifs et nuls, est égale a I'infini.
Par conséquent, pour k < n — 1, I'(—n + k 4+ 1) = oo et la série sera nulle. La sommation peut

étre débutée de k = n .
B s (—1) N 2k—n
J-nl2) = ; KT(k—n+1) <2>
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On remplace dans J_,(z) 'indice k par r = k — n, on aura :

Jon(2) = — (r -|-(;)1!)Fr(7‘n+ 1) <g)n+2r

T

=0 r!r(ﬁl;; 1) G)MT

r=0

Etant donné que ['(r 4 1) = 7!
Alors
L(r+n+1)=(r+n)

La derniere série détermine la fonction J,(z).
Par conséquent

Toal2) = (1) u(2)

Donc
Jn(2) et J_,(z) sont linéairement dépendantes.

Remarque 1.3.
Voici quelques formules de Bessel d’indices :

L Ji(z) = \/gsin(z)
i Joi(z) = \/gcos(z)

iii. JE4+J% =2
2 2

TZ

e Pour p = n, admet une autre solution que J,(z) de la forme :
Ko (2) = BJo(2)In(z) + 27" Bt (1.10)
k=0

Telle que (1.10) c’est la fonction de Bessel d’indice n du deuxieme espece, cette solution devient
(00) pour z = 0, alors I'intégrale générale de 'équation (1.1) pour p = n est :

Y = C1J,(2) 4 Cokn(2) (1.11)

e Précisons la forme de la solution (1.10) pour p = n = 0, I’équation (1.1) devient :

2y + 2y + 22y =0 (1.12)
D’aprés ce qu’on a dit I'équation (1.12), admet une des solutions est donnée par la formule (1.9),
la deuxieme doit étre cherchée sous la forme :

ko(z) = BJo(2) In(z) + Bo + Bz + B22° + ...

Prenant la combinaison linéaire de ko(z), on peut annuler le terme /3, de plus, supposons que
le terme § qui se trouve différent de zéro égal a 1, par la suite la solution doit étre trouver sous
la forme :

ko(2) = Jo(2) In(2) + Biz + Baz® + ...
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En déterminant les coefficients f3;, (i > 1), on aura :

22 A 1 2° 1 1

Cette fonction est la fonction de Bessel d’indice zéro de deuxieme espece.

oCas3:siszngl,nEN,rl—'rg:Zn—i-l
Par suite les solutions (1.6) et (1.7) sont valables, et linéairement indépendantes, car chez I'une le
2n-+4
2

facteur 22" , chez I'autre le facteur z_%, par la suite le rapport des deux solutions est différent
d’une constante.
En particulier pour p = %, on aura la solution suivante :

B I NS O L
23 2345 246357 ) =z 3 sl T )T 2
2

)

En multipliant cette solution par le facteur constant on obtient la fonction de Bessel

D’une maniere analogue, pour p = ’71, on a :

2
J—TI(Z) = \/ECOSZ

Et par suite la solution de 1’équation (1.1) pour p = % est de la forme :

Y= C’lJ%(z) + CyJ _1(2)

2

Notons sans le démontrer qu’on général pour p = 2”; L la fonction de Bessel est donnée sous la
forme
Tonga (2) = 1/ = | Pu(D)sinz + Qu(D)
nt1(z2) =4/ — | Py(—)sinz n(=)cosz
N TZ z z

Ou P, et ), sont des polynomes de % ; de plus on peut indiquer une autre formule pour tout

n entier .
2 ony1 d"™  sinz
2n+1 = —1 n —
T () = (=1) \/;Z ’ {(Zdz)”< 2 )}
Définition 1.1.

Les fonctions de Bessel ou cylindriques jouent un role fondamental dans les applications, prin-
cipalement dont les problemes concernant les corps circulaires ou cylindrique. on fera une étude
détaillée sur les fonctions de Bessel.

Soit I'équation de Bessel :
1 1 / p2
Zy(2) + ;Zp(z) + 11— ] Zy(z) =0 (1.14)

(Z,(2) : indique que la solution de (1.14) est une fonction de p)
La solution de ’équation (1.14) est une fonction de Bessel définie & un facteur prés :

To(z) =02 (1 T3 +2) 2Ap T D p+ 4)"') (1.15)

9
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eSip=née N donc C = 2"1.n!’ on obtient :
s 2k+n
kzok'n—l—k ( ) (1.16)
OSipgéNalorsC’:;
2rT(p+ 1)

Dans ce cas, la fonction de Bessel est :

Blz) = m {1— ﬁ (5) ST 11><p+2> @4—---}

En vertu de la propiété fondamentale de I'(z) on obtient aussi :

e (—1)F 2\ 2k+p
D= iprham ) (117

Remarque 1.4.
— Pourp=ne N, J_,(2) = (=1)"J.(2).
— La série (1.17) est converge absolument pour n’importe qu’elle valeur finie de z.
(En utilisant le critere de D’Alembert pour les séries entieres on le vérifier facilement dont
le rayon de convergence ).

1.2 Equations se ramenant a ’équation de Bessel
Soit I’équation :
2y + oy + (K- pHy =0 (1.18)

Telle que k est une constante non nulle. Introduisons dans (1.18) le changement de variable
suivant : £ = kz, par suite on aura les dérivées suivantes :

,_dy _dydf . dy.
T dz deédz dE

y”:@:i @ _d ;{;dy ;{72@;
dz? dz \dz dg dg?

Alors I’équation (1.18) devient :

22k? Zf:g + kdz + (K222 = pYy =0
D’ou
e+ €=y =0 (119

C’est exactement I’équation de Bessel (1.1).
D’aprés (1.1), la solution de (1.19) est y = C1J, (&) + CaJ_, (&) et puisque = kz, alors

y = C1J,(kz) + CoJ_p(kz) (1.20)

10



Chapitre 1 Fonctions de Bessel et leurs propriétés

eSip=necN:

y = C1J,(kz) + Coky(kz) (1.21)

Etudions une catégorie importante d’équations se ramenant a 1’équation de Bessel, en introduisant
dans (1.1) une nouvelle variable ¢, et une nouvelle fonction u selon les formules

{y =u (1.22)

z = th

Ou «, B, sont des constantes, de plus £,y sont non nulles.
On a les dérivées suivantes :

dy _dydt
dz  dtdz
ﬂ — itl—/j
dz By
Alors
@ — itlfﬁ@
dz By dt

Py _d (1 apdyy_ 1 1Ly 1-8, sdy
dz? dz \ Py dt By By dt? By dt
De plus, on a :

dy
= =ty 2
it T

du
P _ 1 ta72 tOl*l_ tOl 1_ ta_
ala—1) u—+ 7 +a o + 7z
d*y 9 a1 du Oédzu

En remplacant toutes ces dérivées dans 1’équation (1.1), on aura I’équation suivante :

2

d d
P+ 20+ Dt + (0 = B + 5927 Ju = 0 (1.23)

L’équation (1.1) avait la solution y = CyJ,(z) + CaJ_p(2)
Alors compte tenu de (1.22) on aura :

yt=* = u = Cit=*J,(yt7) + Cot = J_,(7t”) (1.24)

Lorsque p = n est un entier positif J_,(vt?) doit étre remplacer par k,(yt?).
L’équation (1.23) est de la forme :

d*u du
277 - m —
t e —i—atdt +b+ct™u=0 (1.25)
Alors
20+ 1=a
a? — 322 = b
5252]): c (1.26)
26=m

11



Chapitre 1 Fonctions de Bessel et leurs propriétés

On peut inversement trouver pour n’importe qu’elle équation de la forme (1.25), si les constantes
c et m ne sont pas nulles, trouver d’apres les formules de (1.26) «, 3,7 et p et exprimer U'intégrale
générale de (1.25), conformément a la formule (1.24); par la fonction de Bessel.

Si m, ¢ sont nulles alors I’équation (1.25) est ’équation d’Euler.

Soit le cas particulier de I’équation (1.25) :

d*u du

En multipliant I’équation (1.27) par ¢, on voit que a est arbitraire b = 0, ¢ = 1, m = 2 donc les
équations (1.26) seront :
20+1=a
a? — (2p% =0
5272 =1
26 =2

Alors

2 ™
I
| = =

Alors l'intégrale générale de (1.27) est :

1—

2 Ja (1);

De plus si %1 < 0 alors on remplace Jaa (t) par K (t)
Pour a = 1, I"équation (1.27) coincide avec y” + %y’ +y=0

1.3 Présentations graphiques des fonctions de Bessel

— Les graphiques des fonctions de Bessel ressemblent a ceux des fonctions sinus ou cosinus
mais s’aplanissent parce qu’elles sont divisées par un terme de la forme (1/z). La courbe est donné
dans ce figure la fonction de Bessel de premiere espece voir (figure 1.1), représente la fonction de
Bessel de deuxiéme espece voir (figure 1.2) et donnée également le graphe de fonction de Bessel
d’indice fractionnaire voir (figure 1.3).

12
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3%
3,0 ===
300 =-=e-

FIGURE 1.1 — fonction de Bessel de premiere espece

FIGURE 1.3 — fonction de Bessel d’indice fractionnaire

13



Chapitre 1 Fonctions de Bessel et leurs propriétés

1.4 Relations de récurence entre les fonctions de Bessel

Déduisons a présent quelques relations principales qui existent entre les fonctions de Bessel
d’indices différents [1 |.
Soit :

1)k 2k+p
Z k:'F(k:—l—p—i—l) (2) (1.28)

Cd [T (—1)k 2k.(=1)F o1
Ona: dz { 2P } Cdz 2izo KT(k+p+ 1)22k+p = 2= ET(k+p+ 1)22k+pz

En remplacant k par k + 1 et commengant la sommation par £ = 0, on obtient :

dhz) 1 i (=1)" <z>2’“+p“ _ n(?)
dz 20 KID(k+1+p+1) \2 T T
oo d f Jy(2) Jp+1(2)
p\Z p+1{%
Y 0 (T T — 1.29
dZ{ 2P } 2P ( )
D’autre part in(Z) = Tp(2)2 — P (2) - S(2) _ pJp(2)
dz zP 22p 2P p+1
d Jp(z) Ip(2)
= E VA4 - zp+l
pJ,
= ) =P
On a la formule suivante : »
To(2) = =Jpra(2) + ZJp(2) (1.30)

En particulier J)(2) = —J1(2).
Divisons les deux membres de la formule (1.29) par z :

1dJp(z)  Jpna(2)

zdz zP Zpt1
Appliquons cette regle plusieurs fois; on obtient la formule suivante valable pour tout m € N
d™  J,(2) Jpim(2)
= (—mmss 1.31
(zdz)™ 2P (=1) aptm (1.31)
e Considerons le produit z7J,(2) :
Ona: )k 2p+2k—1
i pJ Z 2 k —|—p) p+2k—
dz k'F k+p+ 1) 2vt2k

OrT(p+k+1)=(p+Kkl(p+k);

d (—1)* 2\ 2k+p—1
Alors 22y (2) = 2 2 oo TR s T4 p = 1) <§> = Jpa(2)
Donc d
EZPJ (2) = 2 Jp-1(2) (1.32)

14
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D’autre part on a :

d
—2PJp(2) = pP M (2) + 2P T (2) = 2Py (2)

Avec J)(z2) = ————

Alors
Pjp(z>

Jo(2) = Jpa(2) — (1.33)

Divisions les deux membres de la formule (1.32) par z :

1d
L&) = ()

2dz P

Appliquant plusieurs fois cette formule nous arrivons a une formule générale pour tout m € N

dm) o
(2 = () (131
En combinant les deux formules (1.30) et (1.32) on obtient :
2p
~ Jor1(2) = Jpra(2) + Jpa(2) (1.35)
N n+1 ) (_1)k 2ktp
Dans le cas ou p = 5 (n € N); On sait que Jp( )= Zk>0 KT (k+p+1) (2)
1 —1)* 2k+3
Pourp—§ na:J;(z):Z@O(—)?)(g) 2
KT (k + 5)
Mais 5 ) 1 1 1 1, 1,1 (2k+1)..3.1
+1)...3.
Dk 3) = (k+ 00+ 3) = (k+ 3)(k = 500 = 3) = (k+ 3)..57(5) = S L2207
Alors

(— l)k 2k+1 k: Sh2+3 5
T1(2) = X0 i 3 (2k+ 1 \/‘2_7 =\ Zko k2+) =/ —sinz.

Alors J%(z) =,/ 2 sinz.

En générale pour tout m entier on a;

- (5 (2}
o =2 i (1)

Aussi on a :
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1.5 Orthogonalité des fonctions de Bessel est leurs racines

On a vu quelques équations se ramenant a 1’équation de Bessel de la section 1.2. Parmi ses
équations on a l’équation :

2y + 2y + (K222 = p?)y =0 (1.36)
Cette équation admet comme solution la fonction de Bessel J,(kz)

1 2
ie: y' + ;y'+ (k* — p—2)y =0

En posant t = kz, I’équation se réduit a ’équation de Bessel, donc la solution est la fonction de
Bessel J,(kz).

d? 1d 5, P
7 ——Jp(k2) + _d_J (kz) + (k: — ;) Jp(kz) =0
En multipliant par z, on aura voir[11 | :
d d 9 p? B
= l e —J (kz)} + (k z— ;) Jp(kz) =0 (1.37)
Supposons que p > 0, (p € RT); et en prenant deux valeurs distinctes de k, k; # ko :
d d p?
d d p?
% {Z%Jp(kQZ)} + (k%z — ;) Jp(kQZ) =0 (139)

Multiplions (1.38) par J,(k2z), et (1.39) par J,(k12) et faisant la soustraction on obtient :

+ (ki — k3) ij(klz)Jp(kQZ) =0

Intégrons la formule obtenue par rapport a z sur un intervalle fini (0,1) :

[ {th (282 oy (258 e

l
+(kf—k§)/ 2Jy(k12)Jp(koz)dz = 0 (1.40)
0
Comme s T ) d [ d(ke2)\  d [ dJ,(ki2) 4, (ks2)
R e AN R UL AN WL I e AN ) _ L AIp(2z)
Jp(kgz)dz( 7 ) Jp(/ﬁz)dz (z 7 > - {z 7 Jp(kaz) — = o Jp(klz)}

Alors (1.40) sera :

I I
{Zdjpc(ilzIZ) Jp(kaz) — Zdjp;];zz)'c]p(kﬂ)} + (k] — k3) / 2p(k12) Jp(kaz)dz = 0
0 0
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d
Comme : - (Jp(k2)) = kJ,(kz).
Alors
I

{zk1J)(k12)Jp(kaz) — zkod)(ko2) Jy(kr2) } + (K — K3) / 2y (k12)Jp(kez) dz =0

D’ou
U{ k1) (k) Jy(kal) — ko) (Kol) Jy(Kel) } +
l
+ (kT — k3) / 2Jy(k12)Jy(koz) dz = 0 (1.41)
0

Pourl=1ona:

1
0
On peut démontrer que pour z = 0,
Z]ClJ];(klZ)Jp(ng) — ZkQJII)(kQZ)Jp (klz) =0

Remarque 1.5.
La fonction J,(z) n’admet aucun racine complexe.

En effet (Raisonnant par ’absurde)
Supposons que J,(z) admet une racine z = a + ib; (a # 0);

, - (—1)F a+ib\ >
Jp(a+Zb>:kZ:(]k!F( +k+1)( 2 ) (*)

Tout les coefficients du développement de (%), sont réels alors J,(z) doit avoir une autre racine
z=a—1b (a#0).

Posons ki = a + ib, ky = a — ib, (k1 # ko) dans la formule (1.42).

On a fol zJp(k12)Jy(kez) dz = 0, les composantes J,(k12), J,(kaz) sont imaginaires

conjugués, alors

2Jp(k12)Jp(kez) > 0 (contradiction)

Supposons maintenant que a = 0, i.e : ky = ib, ko = —ib, on a :
. (=1)k b\ 1 b2k
b) = S =z — (b)P
‘]P(Z ) Zk:o k'F(k+p+ 1) 2 (Z ) Zk:o k;'F(p+k+ 1) 22kz+p (**)

La formule (**) ne s’annule pas, car ces facteurs sont tous positifs, alors .J,(z) ne possede
aucune racine complexe, et méme purement imaginaire.

Résultat
e La fonction J,(z) admet un nombre infinie de racine réel positives.
Si z = ky et z = ko sont deux racines réelles positives de I’équation J,(lz) = 0 avec ky # ko, alors
d’apres (1.41) on a :

/l 2Jp(k12)Jp(kez) dz =0 (1.43)
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La formule (1.43) représente la condition d’orthogonalité de fonction de Bessel.
D’aprés le théoreme de Rolle J)(2) doit avoire une infinité de racines réelles positives et si ky, ks
deux racines réelles positives distinctes de 1’équation

T(zl) =0 (1.44)

On obtient la méme chose : fol 2Jp(k12)Jp(kez) dz = 0.
D’aprés Cas 1 et Cas 2, pour le cas général, considérant I’équation

ady(2l) + BT (21) = 0 (1.45)

Ou « et B sont des nombres réels. Soit z = k; et z = ky sont deux racines de I’équation (1.45),
on obtient :

ady(kal) + BT, (kyl) = 0

Il vient que :

!
/ 2Jp(k12)Jp(kez) dz =0
0

e Rappelons des deux résultats connus

A (BN - _en(2)
dz< . ) i (1.46)

d
1 (P Tpra(2)) = 21T, (2)

La premiere de ces formules, montre qu’entre deux racines consécutives de J,41(z), il y'a
exactement une seule racine de J,(2).

La seconde démontre qu’entre deux racines consécutives de J,(2), il y’a exactement une seule
racine de Jp41(2).

Soient a, b deux plus petites racines de J,(z), Jp11(2) prenant en considération que z = 0, est
une racine de zP*1J, 1(z2), en appliquant a la deuxiéme formule de (1.46), le théoréme de Rolle;
alors Jp(z) doit avoir une racine a U'intérieur de (0,b) i.e : @ < b. Alors on dit que la plus petite
racine de J,(2) plus proche de l'origine que celle de J,41(2).

En remarquant que z7?.J,(z) est une racine de zy” + (2p+ 1)y’ + zy = 0.

Io(2) op d (Iel2)

Par conséquent, “£; o

et d% ( ) ne peuvent avoir des racines positives communes donc, il en
est de méme pour J,(2) et J,41(2) .

Alors, il est nécessaire que 1’on sache calculer 'intégrale :

I
/0 22 (zk) dz

Ol z = k est une solution de I'équation a.J,(21) + BJ)(2l) =0 (a, B € R).
On a deux cas a distinguer :

casl : L’orsque z = k, est une racine de J,(zl) =0

Considérant ky = k, et posons k; comme variable qui tendre vers k.
D’aprés la formule (1.41)

Uk J (K1), (1)
ke — k

(k1 + k) /l 2y (k12)Jp(kez) dz =

18
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Lorsque k; — k, on tombe sur une forme indéterminée (F-I).
En résolvant cette (F-I), on aura :

!
2k/ 2J2(kz) dz = PEJ? (ki)
0

Donc z ,
l
/0 2J2(kz) dz = EJ]’f(kz) (1.47)

En vertu le fait que : J)(k2) = —Jp1(kz), car J,(kl) =0

On a l )
l
/0 ng(k‘z) dz = §J§+1(krl) (1.48)
cas2 :
Cas olt z = k est la racine de J)(21) = 0
On obtient : l ,
l
/ 22 (kz) dz = —EJ;’Z(kl)Jp(k:l) (1.49)
0

1 p2
Or J;,’(kl) + HJ;(kl) + (1 — W) Jp(kl) =0

2

p
Et comme J)(kl) = 0, J(kl) = <W - 1> Jp(kl)
Alors
: 2 Ly PN
/ zJ,(kz) dz = B (l — ﬁ) J, (k) (1.50)
0
e Sip>0etp> —1les racines de J,(z) sont réelles. En outre, il suit immédiatement du
développement de la fonction J,(z), contenant seules des puissances paires, que les racines de

Jp(2) sont deux & deux égales en valeur absolue et opposées en signe voir [14 |.
Considérant le développement asymptotique de la fonction de Bessel :

2 pT T -3
Jp(z) = \/acos(z—7—1)+o(z2 );

Jp(2) = % [Cos(z - % - %)) +ol=)]:

Ou bien

Quand z s’éloigne le long de I'axe réel positif, le seconde terme entre crochets tend vers zéro,
quand au premier il passe un nombre infini de fois de —1 & +1, il résulte que J,(z) possede un
nombre infini de racines réelles. Mais de la formule

Jp(—2) = exp(ipm)Jp(2))

qui découle directement du développement (1.7) de la fonction J,(z), on voit que les zéros de

Jp(2) sont disposés d'une maniere symétrique par rapport a l'origine des coordonnées. Il découle

du développement asymptotique de la fonction J,(z) une formule approchée des zéros de J,(z) :
A %’r + p5 + kn' d’autant plus exacte que |k| est plus grand.
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1.6 Fonction génératrice de la fonction de Bessel

Soit la fonction analytique de la variable complexe t :

flz,t) = eilt=1) (1.51)

Les points singuliers essentiels de (1.51) sont ¢t = 0, t = oo et par suite la fonction (1.51) et

développable en série de Laurent !, dans tout le plans complexe t.
Ft) =) an(2)t" (1.52)

Montrons que a,(z) sont des fonctions de Bessel [11 .
En effet : nous avons la représentation intégrale suivante par intégral curviligne :

1 1
an(z) = 50 /zo wler i) dy (1.53)

lg est un contour fermé contournant l'origine dans le sens positif.
Posons u = %, z est une valeur fixe non nulle (z # 0);

Alors ) . . .
" —_ . n t_iT dt
(2 =50 ) 27 e

1 n 22
= ()= 55 (3) / e dt

0

2
’ _z° , . N . ,
Nous pouvons représenter e~ % sur le contour [y par une série entiere uniformément convergente
(_1)k ZQk

Kl 22kgk’
En remplacant cette expression dans la formule précédente, on obtient :

1 O~ (=D)F pzynt2 —n—k—1_t
W) =—Y L (2 " dt
an(2) 27m'k2; Kl (2) /lo ¢

Z2
par rapport a t:e @ =3y

e Sin+k <0, alors t =0, n’est pas un point singulier de la fonction sous le signe somme, d’ou
il vient que flo thlet dt = 0;

e Sin+ k >0, alors le résidu de la fonction sous le signe somme au point ¢ = 0, est m, alors
pour n positif on a

1 & (—1)F  z\nt2k
(o) = L3 Uy
27i ;0 El(n+k)! \2
D’ou
an(2) = Jn(2)
Par conséquent, si on remplace t par (—¢) dans (1.52), on aura a_,(z) = J_n(2),
alors

2D = N (o)t (1.54)

n=—0oo

On appelle donc la fonction f(z,t) = €3~ la fonction génératrice de J, ().

1. Simultanément & pierre Laurent (1813,1854), ce résult a été obtenu en 1841 par K.Weierstass qui ne le publia néanmoins qu’en
1894. On rencontre des séries de la forme (1.43) dans un article de L.Euler (1748).
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1.7 Forme intégrale des fonctions de Bessel

La fonction génératrice dans (1.54), peut étre utilisé pour trouver une représentation intégrale
d’une fonction de Bessel J,(z) [7] .
La premiere étape est de mettre t = e'¢ dans (1.54), ce qui donne :

eFsing — Z Jo(2)e™? . tels que z, p € R.

n=—oo

1
cos(zsin ) )+ Z Jn(2) cosny + Z Jn(2) cosnp

n=—oo

sin(z sin @) Z Jn(2) sinng + Z Jn(2) sinngp

n=—oo

En tenu compte de J_,(z) = (—1)”Jn(z), on obtient :

cos(zsin ) = Jo(z) + 2307, Jan(2) cos 2nep
{ sin(zsinp) = 2 anl Jon_1(z)sin(2n — 1) (1.55)

La formule (1.55) représente le développement des fonctions en série de Fourier,
d’ou

Jon(2) = £ fo cos(zsin ) cos2np dp, n=20,1,...
(1.56)
Jon-1(z) = 2 [ sin(zsin ) sin(2n — 1)p dp, n=1,2,.
De méme on a : Lo
—/ cos(zsin ) cos(2n — 1) dp =0
T Jo
L. : .
—/ sin(z sin @) sin2np dp =0
T Jo
On peut écrire la formule qui réunit les deux formules (1.56) :
L [ cos (np — zsing) dp = £ [T cos (zsin @) cosng de + + [ sin(zsin ) sinne de
Alors pour tout n € N, on a la représentation intégrale :
1 K
In(2) = —/ cos (ngp — zsiny) dp, (n=0,1,..), avec (z € R) (1.57)
T Jo

A Taide du principe, du prolongement analytique, nous pouvons affirmer que cette formule
(1.57) est aussi valable pour (z € C), tennat compte de la partié de la fonction sous le signe
somme, nous pouvons écrire cette formule comme suit :

1 ™
Jn(2) = 2—/ cos (nyp — zsinp) dy (1.58)
7T —T
On peut aussi écrire cette formule comme suit :
n(z) = — / " gilne=zsing) g, (1.59)
2 J_.
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Remarquons que la formule (1.57) n’est pas valable si n ¢ N, dans ce cas, on peut indiquer
une formule plus compliquée pour p quelconque :

1 ™ : [e.o]
Jp(z) = = / cos (ny — zsinp) dy — smﬂpgp / e PeTEshe di (1.60)
0 0

™

e¥—e ¥

ol shy =
Cette formule est valable pour des valeurs de z a droite de I’axe imaginaire.
Appliquant la formule (1.52), on faisant usage de 1’égalité :

la(t—%

pralt=1) 3b(-1) _ Letb)-1)

ZJa+b ZJk thJk

n=-—o0o k=—o00 k=—o00

Multiplions les séries entieres a droite et regroupons les termes en ¢" :

W(a+b) = Z In( (1.61)

k=—o00

Cette formule exprime le théoreme d’adition des fonctions de Bessel d’indice entier
Pour n =0,0on a:

(\/a2 + b2 + 2ab cos a) = Jo(a )+ 2 Z Ji(a ) cos ka (1.62)

1.8 Formule de Fourier-Bessel

Pour des fonctions arbitraires définies dans l'intervalle (0,400), et y vérifiant une condition
supplémentaire, il existe une représentation intégrale analogue a l'intégrale de Fourier, mais conte-
nant au lieu de fonctions Trigonométriques, des fonctions de Bessel [11 ].

Notamment : si f(p) est continue dans (0,4+00) et vérifier les conditions de Dirichlet dans tout
intervalle fini, et en outre, si f0+°° p|f(p)| dp existe,
alors V.n € N, p > 0; au lieu la formule suivante :

(o) = /0 e (sp) ds /0 ) (st) dt (1.63)

Donnons une déduction de la formule (1.63).
Supposons que p est un rayon vecteur, introduisons les coordonnées polaires, et appliquons a la
fonction :

_ ine T = pcosy
oto) = Sy, {7 20

La formule de Fourier, on obtient :

1 too  ptoo +oo oo ,
12 / / ) du dv / / (& m)e” "M dg dn
™ —00 —00 —o0 —o0
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§=scosa {u:tcosﬁ

Posons maintenant . ; )
n = ssina v =tsin [

Alors

] 1 +oo ™ ] +oo (O ) ‘
f(p)ezntp — _/ t dt/ ezptcos(ﬁ—tp) dﬁ/ Sf(S) dS/ emae—zstcos(a—ﬁ) dov
47T2 0 — 0 —7
Introduisons au lieu de 3, la variable d’intégration ', selon la formule :
B —¢ =75+ B on obtient :
ing __ _1 00 3 —ipt sin 3/
Fpeme = sk [ de [37 e g

An2
X fooo Sf(S) ds fjﬂ_ einaefistcos(afwfﬁfig) da

En tenant compte de la périodicité des fonctions trigonométriques, on peut ramener l'intervalle
d’intégration a l'intervalle (—m,7). De méme, en introduisant la variable o’ au lieu de «, selon la
formule : o — o — ' =/

On aura :

f(p)eingo _ ¢ine f()oot dt ffﬂ 6—iptsinﬁ’+z’nﬂ’ dﬂ/ fOOO Sf(S) ds fjﬂ 6—istsina’+ina’ do/

472

En vertu de J,,(2) = o= [T l"==5in9) oo on obtient la formule (1.63).

B Y R

Remarque 1.6.
Dans le cas ou f est donnée dans un intervalle fini (0,/) au lieu de (1.63), on peut considérer
le développement en série suivant des fonctions orthogonales.

1.9 Autres types de fonctions de Bessel

1.9.1 Fonction de Henkel

Les fonctions de Hankel parfois sont appelées fonctions de Bessel de troisieme espece,
sont définies par :

HO(2) = Jyl2) + Y (2)
HO)(2) = J,(2) - i¥y(2)

° ;gl)(z) est appelle fonction de Hankel de premiere espece.
° ngz)(z) est appelle fonction de Hankel de deuxeme espece.

Remarque 1.7. [8 |
On peut écrire K, (z) sous la forme suivant :

™

K,(2) = 2ip+1HI§1)(z‘z)

1.9.2 Fonction de Kelvin

Soit ’équation différentielle suivante :

2= 42— — (i(k2)> +p*)y =0 (1.64)
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Elle est écrite sous la forme de I’équation de Bessel modifiée avec \? = ik?,

alors sa solution générale est

y=CI,(A\z) + DK,(\z)

= CI(i2kz) + DK, (ikz)

Comme [,(z) = (i) P J,(iz), on déduit

y = C(i) P J,(i*kz) + DK, (i kz)

Et nous obtenons des fonctions réelles données par les définitions suivantes :

Remarque 1.8.

ber,(z) = Re Jp(i%z)
beiy(z) = Im Jp(i%z)
ker,(z) = Re(i) 7K, (i?

keiy(z) = Im(i) K, (i% 2)

ber,(z) beiy(z) kery(z) et keiy(z) sont appellées fonctions de Kelvin.
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Chapitre 2

Résolutions des problemes des
oscillations des membranes

Dans ce chapitre, nous intéressons a un probleme des oscillations membranes circulaires et
rectangulaires.

2.1 Oscillations Transversales des Membranes

On a vu les équations des ondes sur un plan et dans I’espace, en I’absence de frantieres de sorte
que 'on n’avait en plus de I’équation différentielle, que des conditions initiales. Les problemes aux
limites pour une équation des ondes sur un plan et dans 1’espace sont beaucoup difficiles que dans
le cas linéaire. On étudiera le probleme aux limites lorsque le domaine étudié est un cercle. On
interprétera physiquement 1’équation des ondes sur une surface comme 1’équation des oscillations
transversales d’'une membrane.

Définition 2.1. [12 ]

Une membrane est une plaque trés mince qui comme dans le cas d'une corde, ne subit que
I’action de la tension. La membrane est soumise a une tension uniforme 7j et se trouve en équilibre
dans le plan (x,y), et si on se limite au cas ou le mouvement a lieu parallelement a 'axe OZ. Le
déplacement u du point (z,y) de la membrane est une fonction de x, de y et de t, qui vérifie une
équation différentielle analogue a celle des cordes :

0? 0? 0?
8_;; = a? (—u+—u) + f(z,y,t) o a = ,/% ou ty : la tension uniforme, p : le tension

ox?  Oy?
superficielle.

11 faut en outre considérer les conditions initiales :

Ujg=0 = o1(z,y)

ou
(*) Mo P2(,y)

Aussi, les conditions aux limites que doit satisfaire u sur le contour (¢) ou (c) est la frontiere de
la membrane.
On étudiera que le cas ou la membrane est fixée sur le contour (c),

i.e.u =0 sur (c) (xx)
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On verra seulement le cas ou f(z,y,t) = 0 i.e la membrane ne subit aucune force extérieure.

2.2 Membrane Circulaire

Le cas d'une membrane circulaire (voir figure 2.1) donne un exemple concret du développe-
ment d’une fonction donnée en fonctions de Bessel. Ceci est trés important, car on rencontre ces
développements dans plusieurs probléemes de la physique mathématique.

FIGURE 2.1 — Membrane circulaire

On étudiera, les oscillations (vibrations) libres d’'une membrane circulaire dont le contour est
une circonférence de rayon [, et dont le centre est a l'origine des coordonnées.

2.3 Explication physique sur les vibrations des membranes circulaires

La réalisation d’une expérience avec une membrane en caoutchouc, fixée a un pot de fleur
circulaire de diametre 298 mm. Le fond du pot de fleur a été ajouté afin de placer un haut-parleur
qui excite la membrane par le dessous. Ce haut-parleur est relié a un amplificateur qui, lui-méme,
est raccordé a un ordinateur (Figure 2.2 et Figure 2.3).

L’un des avantages de cette expérience est de permettre d’exercer une excitation a une fré-
quence précise et mesurable directement.

L’utilisation d’une membrane et d’un haut-parleur permet aussi I’observation de modes lorsqu’on
émet de la musique.

Nous avons essayé de faire vibrer le membrane sans sable et de 1'observer a la lumiere strobo-
scopique. Cela nous a permis de voir a 'ceil nu certains modes de vibration au relenti. Le but
de cette expérience était aussi de voir la fréquence fondamentale de la membrane. Cela a été un
échec, car la membrane était trop grande ce qui implique une fréquence fondamentale tres basse
(au-dessous de 5Hz), donc impossible a produire avec nos moyens, particulierement au niveau du
haut-parleur.

Nous avons aussi relié un synthétiseur a 'amplificateur (Figure 2.2 ) pour observer les vibrations
de la membrane quand nous jouons un morceau de musique voir [2 |.
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membrane
pot de fleur

[ ke
l ) haut parieur

FIGURE 2.3 — Schéma du montage de la membrane
FIGURE 2.2 — Photo d’installation de la membrane

Une autre expérience réalise une variante de la membrane nommeée Tonoscope (Figure 2.4). La
membrane est plus petite et il ne fonctionne pas grace un haut-parleur, la particularité est qu’on
émet des sons a la voix directement via un tube (Figure 2.5). Le tonoscope est construit a partir
de tuyaux de canalisation en pvc de 8,5cm de diametre interne et d’'une membrane provenant
d’un ballon de baudruche. Ce dispositif a eu beaucoup de succes a la Féte de la Science puisqu’il
permettait aux visiteurs de visualiser les motifs créés par leur propre voir [2 ].

membrane

caisse de
résonance

tube pour
parler/chanter

FIGURE 2.5 — Schéma du montage de la membrane

FIGURE 2.4 — Photo du Tonoscope

27



Chapitre 2 Résolutions des problémes des oscillations des membranes

2.4 Modélisation des oscillations d’une membrane circulaire

L’équation différentielle régissant le mouvement des différents points de la membrane peut-étre
obtenue grace aux outils Mathématiques.
Il existe une infinité de solution particuliéres de cette équation, appelées "modes propres”, ou
tous les points de la membrane oscillent a la méme fréquence. Ces Solutions particulieres sont
trées importantes, car un mouvement quelconque de la membrane peut s’interpréter comme une
combinaison des différents modes propres.
Les animations représentant quelques-uns des modes propres de la membrane (figure 2.6), ont été
réalisées a 'aide du logiciel Maple.
On constate que certains points de la membrane restent constamment immobiles : ils forment les
7 lignes nodales ”.
D’autres points oscillent avec une amplitude maximale : ce sont les ” ventres ” de vibration.

Mode fondamental Mode(1.1)

Mode (2,1) Mode (0.1}

r

Mode (3.1) Mode (1,2}

FIGURE 2.6 — Les modes propres de la membrane
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2.5 Résolution de I’équation de la membrane circulaire

Considérons I’équation de la membrane :

0*u u  O*u
w:cﬂ <@+a_gﬁ)’(“7é0) (2.1)

Introduisons au lieu des coordonnées (z,y), les coordonnées polaires (r,0), on aura u = 0 pour
u=1[voir[12 | .
Cherchons la solution de I’équation (2.1) sous la forme :

u = (acoswt + Fsinwt)v (2.2)

Otu v est une fonction de r et de 0.
En substituant (2.2) dans (2.1), on aura :
v D w
L T k=0 k== 2.3
Ox? + oy? tRv=0, a (2:3)
Exprimons la formule (2.3) en moyen de (r,0) voir [10 |, pour cela il suffit de transformer le
v 0% x =rcosf

laplacien : Av = 2 + 95 (%) en coordonnées polaires : y = rsinf
Cherchons les dérivées premieres de la fonction v :
ov_ovor 000 v o ov —k
Oz Ordz 000z Or /o212 Oy1+ 4
== @ = % 0 — @1 in6;
or _or 0 apr Y
@ = @@ + @% = @sine—f— @10089'
dy Ordy 000y Or o0 r ’

Cherchons les dérivées secondes de la fonction v :

2
% 2 (@ cos O — @lsinﬁ) =

0r2 Oz \Or dbr
O ,  Ousin’@ _Ovsinfcosf  O*vsin®f
~ oz " 9+E r * 00 +892 o
v 9 (O . ovl
a7 = ay (ESIHG"‘%;COSH) =
Pv ., Ovcos’l _Ovsinfcos  O*vcos®h
ot e T % s T 2

Alors :
(*)<:>A —@+1@+i@
U_arQ ror  r2002

Par suite, la formule (2.3) sera :

v 10v 1 0%
L I L k=0 2.4
8r2+7"87"+7“2892+ v (2.4)
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Cherchons les solutions particulieres de ’équation (2.4) ; Posons v(r,0) = R(r)T(0).
En suivant la méthode de Fourier (séparation de variables), en substituant v(r, ) dans (2.4);
On aura :

7(0) {R”(r) + %R’(r) + k?R(r)} + %T”(@)R(r) 0
Ou bien :

T'(60) _ PR+ rR(0) A KPR
T(6) R(r)

On aura deux équations différentielles :

T"(0) +XNT(6)=0; (a)

R"(r) + %R’(T) + (k:2 - A—z) R(r)=0; (b)

2
L’équation (a) donne une solution sous la forme :

T(0) = Ccos A0+ Dsin A0

A cause de sens physique du probleme, v(r,#) doit étre une fonction périodique de 6, de
période 27, par suite 7'(f) doit avoir la méme propriété, ce qui n’est possible que si A = n € N,
ie. A=0,1,2,....n, ...

Désignons les expressions correspondant pour 7'(8), R(r) par

To(e), Tl(g), ceey Tn(8>, ceey Ro(T’>, Rl(’/’)7 ceey RR(T),
Alors on obtient une infinité de solutions pour (2.1); de la forme :
u = (acoswt + fsinwt) (C cosnb + Dsinnb) R, (r) (2.5)

Avec w = ak.
Nous savons que R, (r) est la solution de 1'équation (b) :

2

R+ L) + (K ) Rulr) =0 2:6)

r2
Comme on I'a vu déja, I'intégrale générale de cette équation est :
R, (r) = C1Jn(kr) + Co K, (kr) (2.7)

Ou J,(kr) est la fonction de Bessel d’ordre n du premiere espece et K, (kr) est la fonction de
Bessel d’ordre n du deuxieme espece.

Par ailleurs, K, (kr) = 400, pour r = 0. Puisque d’aprés le méme sens physique du probléme,
les solutions qu’on cherche doivent rester bornées en tout point de la membrane parmi ces points
lorigine 7 = 0. Or pour r = 0, on a K,(kr) = +o0, par convention on pose Co = 0; i.e.
R,(r) = CyJ,(kr) sans restreindre la généralité, on prend Cy = 1 ie. R,(r) = J,(kr); Avec la
condition frontiere J,(kr) =0;r =1

i.e. Jo(kl) = 0|posons kl = u, J,(1n) =0 (2.8)
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Nous savons que ’équation (2.8) admet une infinité de racines réelles positives ;

ML By HE s s -eee (2.9)
Aux quelles correspondre les valeurs :
KR, LR = % (2.10)
Du paramétre k .
Ona : k= w les valeurs wy, , = ak‘ff;) (n=0,1,2,...... ;m=1,23......) (2.11)

a?’

De fréquence w.
Les neuf premieres racines des six premieres fonctions de Bessel sont données dans le tableau

suivant :

Jo J1 Jo J3 Jy Js
2.404 3.832 5.135 6.379 7.586 8.780
5.520 7.016 8.417 9.760 | 11.064 | 12.339
8.654 | 10.173 | 11.620 | 13.017 | 14.373 | 15.700
11.792 | 13.323 | 14.796 | 16.224 | 17.616 | 18.982
14.931 | 16.470 | 17.960 | 19.410 | 20.827 | 22.220
18.076 | 19.616 | 21.117 | 22.583 | 24.018 | 25.431
21.212 | 22.760 | 24.270 | 25.749 | 27.200 | 28.628
24.353 | 25.903 | 27.421 | 28.909 | 30.371 | 31.813
27.494 | 29.047 | 30.571 | 32.050 | 33.512 | 34.983

TABLE 2.1 — les neuf premieres racines des six premieres fonctions de Bessel

Les racines exposées pouvent étre données par la formule suivante :

4n? — 1 1.
(2n—1+4m) ’

1
g)zzw{zn—uzxm}—ﬂ

Les solutions particulieres de (2.1)peuvent étre données sous la forme :

(08 cO8 03, + 02, st ) cos T, (Kr)

+ (ﬁf,}?n COS Wiy, pt + ﬁg?n Sin Wyt ) sinnfd.J, (kﬁg)r) (m,n=1,2,3,...) (2.12)

Notons que pour A = 0, I’équation (a) a comme solution une constante, la deuxiéme n’est pas
valable, car elle n’est pas périodique.
Pour n = 0 cas la formule (2.5) donne la solution :

m,0 m,0

(a(l) COS Wiy ot + o sin wm,0t> Jo (kf?g)r)

On peut également la trouver, en remplacant dans la formule (2.12) n = 0; Il ne reste qu’a
vérifier les conditions initiales,

ou

Ujt=0 = ¥1 (7”, 0)7 Eh‘/zo = ()02<r7 9) (213>

1. Une autre formule approchée a été donnée dans le chapitre I ,n; ~ %’ +n% + km donne presque les mémes valeurs.
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Considérons les solutions particulieres obtenues, et cherchons la fonction u sous la forme d'une
série double,

u(r,0,t) =32 > %, (a%?n COS Wiyt + ag?n sin wm,nt> cosnb.J, <k§,’f)7’) +
DD P (@Q)n COS Wyt + 653% sin wmvnt> sinnéJ, <k§f{”)r>

Cherchons la dérivée :

0 "
8_1; = ZZO:O Z:;:l Wi {a,(i)n COS Wy nt — ozﬁ,}h)n sin wmvnt} cosnbJ, (k’ﬁn)r> +

Y D e Wi {(6,(7% COS Wy it — Bg)n sin wm,nt} sinnf.J, (kf?'r’)
On pose t =0, on aura :

o1(r,0) =30 >, (af}t?n cosnf + B4, sin n9> I (k,@r)

(2.14)
Pa(r,0) =3 2 0> Wiy, (a%)n cosnf + B, sin n@) I (l{:ﬁ?f)

En développant ¢ (r,0) comme fonction périodique en série de Fourier; On a :

1) )
+ (gog) cosnf + WY sin nb)

n=1

(
0

AS)

¥1 (Ta ‘9) =

N ‘

1 ™
@57,1) e —/ ('01(777 9) COS 77/0 de, n = 07 17273’
m

1 ™
gl = —/ p1(r,0)sinnb df, n=1,23,..
7r

—Tr

En comparant ce développement avec la premiere formule de (2.14) on a :

SO(()l) =230 ag,)o Jo (Kﬁ?r)
oV = Yoy oV g, KWy (2.15)
Ui = o B o (K7

. . N , . 1 1 1 N ,
Si on arrive a déterminer agn)o, agn,)n, fn?n, le probleme est résolu.

On a trouvé que gog), \I!g) sont des fonctions développées en séérie de fonctions de Bessel,
donnons la généralisation de cet effet ;

Soit f(r) une fonction peut étre développée en série de fonction de Bessel, de la forme :

f(r) = i Ao (K7) (2.16)
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Supposons que le développement (2.16) existe, et peut étre intégrer terme a terme.
Démontrer que le systeme :

{Jn <k§")r) I <k§n)r) I <k§")7’) dy (k,@r) ,} est orthogonal.
i.e.: /l rJn (k:g”)r) I (k:g”)r) dr=0 (7+# o) (2.17)
0

En effet, si on remplace dans I’équation (2.16); k par kg"), k) et R,.(r) respectivement par
I (k@r), J, (kg")r) on aura :

P2 Cg:za r) % dJ, (f%) X (k§")2 - Z_j) 5 (K)o
n) n)
P2 5:? ) X % dJ, (dlf r) . (kgn)Q B :_z> 5, (K)o

En multipliant la premiere par rJ, <k§")r), et la deuxieme par r.J, (k;((,n)'r’>, en soustrayant et en
intégrant par rapport a r de 0 a [, on aura :

a2J, (k&
e

9 1) g, (1) 0, () g {2 gy
+ ) (f%) Ju (K§77) = i) (f%) Ju (Kr) 4 dr
= (K =Y foda (K)o (K87 dr
dJ, (kﬁ”%)

= |l (W) - i) (i) I (K7)

dr dr
Comme J, (k( z) —J, <k z) —0
Donc

l
/ rdp (kﬁ")r) I (k((,")r) dr =20
0

Ce qu’il fallait & démontrer.
Multiplions les deux nombres de la formule (2.16) par J, (kp )7") et intégrons par rapport a r

de O al;
Alors on a; En vertu de (2.17)

/ f(r r dr = Ap/ Ji (k;")r) rdr

fo <k:§n 7“> r dr
fo J? </{:§n 7’) r dr

Par suite on peut déterminer les coefficients A,,, A, =
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Alors nous pouvons ainsi déterminer les coefficients «, [ tels que :

o1 f[f oS g (k:,(,g)r) rdr
mo0 — o
2 fol JZ <k:7(3)7‘> rdr

«

1 ™ ! (0)
= ST dl [ rei(r,0)Jy (kw'r) dr
2 fol JZ (k:,(g)r> rdr—m ° ( )

B fol rcpq(ll)(]n <kq(ﬁ)r) dr B

(1)

Omon ;
RGO
1 _ )
— fl J2 k(n) p f_ﬁ do fé Tcpl(r, 9) cosnb.J, (]gﬁn)r> dr
T fo Ty ( ™ 7“> r dr
(1) fol rl g, (kfjj)r) dr
ﬁm,n = _

fol rJ2 (kﬁ?r) dr
- 7rfl rJ? <11<:(")7’> r dr = o fol rea(r,0) sinnff, <k:§:f)r> dr
o TJn (Fm

De la méme maniere, on détermine a(?, ) il faut simplement remplacer ¢, par ¢, et ¢ par
1o dans les formules précédentes, et deviser les expressions par wy, ;.
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2.6 Membrane Rectangulaire

Nous allons voir le cas d'une membrane rectangulaire (Figure 2.7)

FIGURE 2.7 — Membrane rectangulaire

Le membrane rectangulaire dont le contour est un rectangle de cotés :
r=0,z=1,y=0y=m (2.18)

sur le plan (x,y). On consdere qu'il n’y a pas de force extérieure, c’est-a-dire que f = 0 voir [12

).

Il faut donc trouver la solution de I’équation
Pu  , (O*u  Du
. — + = 2.19
oz~ (89&2 * 3y2> ’ (2.19)
qui vérifie les conditions (k) et ().

En appliquant & nouveau la méthode des ondes stationnaires (de Fourier), on cherche une
solution particuliére de 'équation (2.19) sous la forme :

(acoswt + Bsinwt) U(x,y), (2.20)

Pu  O%*u

(acoswt + Bsinwt) U(z,y) = a* (W + 9

> (v coswt + Bsinwt)

Et en supposant que :
2

K = % (2.21)
On obtient pour U ’équation :
0?U  0*U
— 4+ —— + kU =0.
0x? + Oy? +

On va cherche maintenant une solution particulier de cette équation sous la forme :

U(ZL‘, y) = X(:L‘)Y(y), (2'22)
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Ce qui donne :

X"(@)Y (y) + X(2)Y"(y) + KX (2)Y (y) = 0,

Soit :
X'a) _Y')+RY )
X(x) Y(y)
Ol A? est une constant pour Iinstant non déterminée.
On a donc les deux équations :
X"(x) + XX (x) =0, Y'(y) + 11*Y (y) = 0, (2.23)

Ou
M2:k2—)\2, M2+A2:k2

Les équation (2.23) donnent la forme générale des fonctions X (z) et Y (y) :
X(x) = Cysin \x + Cycos Az, Y (y) = Cssin py + Cy cos py.

A partir de la condition :
u =0 sur (c)

On obtient :
U(z,y) =0 sur (c)

Et cette derniere condition se décompose a son tour’en :
X(0)=0, X(1)=0, Y(0)=0, Y(m) =0,

D’ou I'on voit que Cy = Cy = 0, et si on rejette les facteurs constants C; et (3, qui ne sont pas
nuls, on a :

X(x) =sin Az, Y(y) = sin py, (2.24)
Ou
sin Al = 0, sin um = 0. (2.25)
Il résulte des équations (2.25) que A et p ont une infinité de valeurs :
om T
)\:)\1,)\2,...,)\0-,...; = M1, U2y ooy try -..] )\U:T, MT:% (226)

En prenant de fagon arbitraire une des valeurs de A et de p dans les séries (2.26), on obtient la
valeur correspondante de la constante k? :

2 2
2 2 2 90O T
ky, =X tp,=m <_l2 + _mQ)

Et & partir de cette valeur de k2, on trouve la valeur correspondante de la fréquence w & partir
de (2.21) :

o2 2
wy, =ad’kl, = a’n’ <l_2 + W) . (2.27)

En remplacant A par A, et p par p, dans l'expression (2.20), et en désignant par o, ,, Bs les
valeurs correspondantes de « et 3, on obtient pour 1’équation (2.19), une infinité de solutions qui
vérifient la condition aux limites (%), sous la forme :

onxT . TMY

(@t r COS Wy ot + By SID W, 1) SIN - sin —
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C’est-a-dire une infinité d’oscillations harmoniques libres (propres) de la membrane, correspondant
aux oscillations de la corde.

Les constantes «, [ sont définies a partir des conditions initiales. En supposant que ¢ = 0 dans
les formules :

o
) . omx . TTY
U= E (O, r COS Wy ot + By SiD W, 1) Sin - sin ——,
m
o,7=1
) oTr | TTY
— = E W7 (Bor COS Wy t — Oy - SIN W, 1) SIN —— sin —,
ot | l m
o, 7=

On obtient a partir de (x) :

x
. oTXx | TTY
U= = 1(z,y) = Qg7 SIN —— sin ——=,
) m
o,r=1
ou Ty
— = oz E BorWeor sm sm —
Ot |t=0 l m
o,r=1

Ces formules ne sont que les développements des fonctions ¢ et @9 en séries doubles de Fourier,
et les coefficients a et 3 sont définis, comme il est aisé de le constator, au moyen des formules :

— ﬂ U]
o = ) 06 s 2 2 29
/BO',T/I‘UO',T ~ Im fo fo ¥2 577]) sin ;o SHl =07 d§ d7l

ce qui donne la solution du probleme considéré.

2.7 Meécanisme de déformation membranaire (Terme biologique)

Le trafic membranaire nécessite la génération de transporteurs lipidiques a haute courbure
représentés par des tubules et des vésicules. Les mécanismes sont déformées ont attiré beaucoup
d’attention récemment. Une avancée majeure a été la démonstration que les interactions directes
entre les protéines cytosoliques et les bicouches lipidiques sont importantes dans I'acquisition de la
courbure membranaire. Plutot que d’étre entrainée uniquement par la formation d’échafaudages
structuraux associés a la membrane, la déformation de la membrane, la déformation de la mem-
brane nécessite une perturbation physique de la bicouche lipidique. Une variété de protéines ont
été identifiées qui se lient et déformation de la membrane nécessite une perturbation physique de
la bicouche lipidique. Un theme émergent dans ce processus est I'importance des peptides amphi-
pathiques qui pénétrent partiellement dans la bicouchelipidique. des vibrations des membranes
circulaires et rectangulaires.

37



Conclusion et Prespectives

Conclusion et Prespectives

Nous avons étudié dans ce mémoire, les principaux résultats connus sur la théorie des fonctions
de Bessel. On a commencé par une étude plus ou moins détaillée des propriétés essentielles des
fonctions de Bessel : relations entre les fonctions de Bessel, I'orthogonalité des fonctions de Bessel,
fonction génératrice, forme intégrale des fonctions de Bessel ...

On rencontre souvent les fonctions de Bessel dans les problemes appliqués de la physique
mathématique. A titre d’exemple, nous avons considéré le probleme des oscillations des mem-
branes circulaires et rectangulaires qui sont 1'un des phénomenes physique. Les plus examinés
depuis 1738 (la premiere étude a été fait par Leonard Euler).

Les méthodes fondamentales de I’étude des propriétés des fonctions de Bessel, sont
les méthodes développées dans le chapitre I au moment de la résolution des problemes des vibra-
tions libres des membranes circulaire et rectangulaire. Nous étions obligés d’appliquer la méthode
de séparation des variables connues sous le nome : méthode de Fourier.

Dans ce travail nous avons résolu 1’équation des ondes pour des membranes fixées sur un
contour, nous avons réalisé quatre programmes : deux en Matlab pour la membrane rectangu-
laire, un pour membrane circulaire et un programme de ’animation d’une fonction de Bessel.

Comme perspective, une étude sur des membranes deformées aura au intérét particulier car :
la déformation de la membrane nécessite une perturbation physique de la bicouche lipidique. Un
theme émergent dans ce processus est 'importance des peptides amphipathiques qui pénetrent
partiellement dans la bicouche lipidique. des vibrations des membranes circulaires et rectangu-
laires.

Alors, nous pensons a revoir le probleme des oscillations ainsi que la programmation
numérique.

38



Annexe A

Programme informatique Matlab de la
membrane rectangulaire

% Création d’un maillage qui représente la membrane
x=linspace(0,2,2) ;
y=linspace(0,2,2) ;
[X,Y] = meshgrid(y,x) ;
% initialisation des constantes
fps = 6.0
dt=1 / fps
N=fps *20;

% taille de la membrane

1=30
m=30

% permet de faire varier le temps

for k = 0 :N-1
t = k*dt;

% solution de I’équation de la membrane rectangulaire calculée pour m=1 et n=1

umn = (2048/5)/(pi%) * cos(1.25 * pi * sqrt(5) * t) x 0.5 * ((cos(pi * ((1/1) * X — (1/m) *Y)) —
cos(pi * ((1/1) * X + (1/m) xY))))

% affiche la surface et les axes

surf(X,Y,umn)
axis([0,4,0,2,-0.3,0.3])

% enregistre les images
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M=getframe() ;
end

% Affiche le film apres avoir fait les calculs et enregistre les images

movie(M,2,fps)
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FIGURE A.1 — Membrane rectangulaire mode (30,30)
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Annexe B

Programme informatique Matlab de
déformation de la membrane
rectangulaire

Ce programme Matlab illustre comment les modes de vibrations d’'une membrane rectangulaire
évoluent dans le temps et interagissent les uns avec les autres.
Les plus simples mouvements vibrants correspondent a 1’évolution périodique de la soi-disant
mode normal, qui ont des déplacements initiaux de la forme zz ou 1, m sont des nombres en-
tiers positifs et la membrane est le rectangle z < [ et y < m la valeur de ¢ est définie comme
A = (I +m)/2 le mouvement générale de la membrane est obtenu en exprimant le déplacement
initiale comme une superposition de modes normaux (en utilisant une double série de sinus de
Fourier) et en superposant leur évolution. la fonction superposition de mode permet a I'utilisateur
de tracer une combinaison linéaire des 4 premiers mode normaux (0 < o , 7 <2) et de voir leur
évolution dans le temps. L’utilisation est également autorisé a modifier la largeur et la langueur
de la membrane, on peut voir que la dynamique des modes superposés dépend de si la membrane
est un carré ou un rectangle.

% %% taille de 1’assiette
1=1;
m=1;
%%% Forme de mode
o=1;
T=1;
%% Ordre de grandeur
A=1;
%% modes x et y
x=linspace(0,1,100) ;
y=linspace(0,m,100) ;
[zz, yy| = meshgrid(z,y);
phiz=sin(c*pi*zz/1);
phiy=sin(7*pi*yy/m):
%%% déviation de déplacement
zz=A*phix *phiy ;
mesh(zx,yy,zz)
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%% déplacement /déviation
w=0.1;
figure()
axis([-1/2 1/2 -m/2 m/2 -A A))
view(45,45)
for t=1 :0.1 :100
cla
zz=A*phiz. *phiy*sin(w*t) ;
mesh(xx,yy,zz)
drawnow
end
%%% displacement /deflection
w=0.1;

figure()
for t=1 :0.1 :100
cla:

zz=A*phiz *phiy
mesh(zx,yy,zz)
axis([0 1 0 m -A A])
view(45,45)

drawnow

end

FIGURE B.3 — Membrane rectangulaire mode (2,2)

FIGURE B.2 — Membrane rectangulaire mode (1,1)
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Annexe

Programme informatique Matlab de la

membrane circulaire

Sur un coup de téte, nous écrivons un programme en Matlab pour simuler les modes d’une
membrane circulaire 2D vibrant dans l'espace 3D, aussi appelée tambour. Le programme prend
les deux variables pour le mode de la membrane (n,m) ou : n est le nombre de neeuds radiaux, et
m est le nombre de nceuds coucentriques (1= aucun seulement centre et bord, 2=centre, bord, et
1 de plus, etc.) puis génére un tracé de la membrane, en utilisant le lissage laplacien pour créer

la surface.
function | | = drumsolvee(n,m)

granrad=0.02;
grantheta=(2*pi) /360 ;
changetol = 0.0001

radmax = 5;
zmax = 1;

rad=|[0 :granrad :radmax] ;
theta=[0 :grantheta :2*pi] ;

for a=1 :length(rad)
x( :,a)=rad(a)*cos(theta) ;
y( :,a)=rad(a)*sin(theta) ;
movable(1 :length(theta),a)=1;
end

if (n>0)
for a=1 m
myangle=(a-1)*(pi./n) ;
movable(1+round(myangle./grantheta), :)=0;
z(14round(myangle. /grantheta), :)=0;
movable(1+round((pi+myangle)./grantheta), :)=0;
z(14+round((pi+myangle)./grantheta), :)=0;
end
end
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if (m>0)
for a=1 :m+1
myrad=(a-1)*(radmax/m) ;
movable( :,1+round(myrad./granrad))=0;
z( :,14+round(myrad. /granrad))=0;
end
end

rowstart = 1;

for b=2 :length(rad)-1
if (m==0 || movable(2,b)==1)
blockstart = rowstart ;
for a=1 :length(theta)
if movable(a,b)==1
z(a,b)=Dblockstart ;
end
blockstart=blockstart™*-1 ;
end
end
else
rowstart = rowstart*-1;
end
end
done=0;
while done==0
done=1;
for b=1 :length(rad)
for a=1 :length(theta)
if (movable(a,b) == 1)
div = 3;
if (a==1)
neighbortotal = z(length(theta),b);
else
neighbortotal = z(a-1,b);
end
if (a==length(theta))
neighbortotal = neighbortotal+z(1,b);
end
neighbortotal = neighbortotal+z(a+1,b);
end
if (b>1)
neighbortotal = neighbortotal+z(a,b-1);
else
neighbortotal = neighbortotal+z(mod((a+round(pi./grantheta)-1),length(theta))+1,2);
end
if (b<length(rad)) neighbortotal = neighbortotal+z(a,b+1);
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div = div+1;

end

new = neighbortotal. /div;

if abs(new-z(a,b))>changetol
done = 0;

end

z(a,b)=new ;

end

end

end

end

z=z.*zmax. /max(max(abs(z))) ;
figure(1) ;

for i=1:5;

for rho=0 :pi./12 :2*pi; coeff = sin(rho);
clf;

mesh(x,y,coeff.*z) ;

axis([-radmax radmax -radmax radmax -2*zmax 2*zmax -1*zmax zmax]);
M(1)=getfr
ame() ;
end
end
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FIGURE 3.1 — Membrane circulaire mode (2,6) FIGURE 3.2 — Membrane circulaire mode (6,2)
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FIGURE 3.3 — Membrane circulaire mode (8,8)
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Annexe A

Animation d’une fonction de Bessel sous
Matlab

clear all;

FilmBessel=figure('position’, [100 250 300 200]) ;
% construction de I’animation

M=moviein(15);

% construction d’'un maillage dans le plan (x,y)
[z, y]=meshgrid(]-10 :0.5 :10]) ;

for k=1 :15
z=Besselj(0,(k-1)*0.2%sqrt(z."24y."2)

% affiche la surface et les axes

surf(z, y, 2) ;

% mise a I’échelle et apparence de I'axe

axis ( [-1010 — 1010 —0.51] );
figure(FilmBessel) ;

% enregistre les images

M(z,k)=getframe ;

end
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-10 -10

FIGURE A.1 — Animation d’une fonction de Bessel
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