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I 

Avant-propos 

 

Un système asservis est un système qui prend en compte l'évolution de ses sorties pour 

les maintenir ou  les modifier conformément  à une consigne durant son fonctionnement. 

Le  principe  de  base  d'un  asservissement  est  de mesurer ,à chaque instant,  la 

différence  entre  la  valeur réelle  et  la  valeur  ciblée  de  la  grandeur  asservie,  et  d'activer   

les  actionneurs  agissant sur cette grandeur pour l'objectif de  réduire cet écart. 

L'objectif principal de ce manuel de cours, intitulé « Systèmes Asservis Numériques », 

est  de  présenter  les  notions de base des systèmes  asservis linaires dans le domaine discret, 

il est destiné aux étudiants en Master Electronique des Systèmes Embarqués. Les informations 

contenues dans ce cours ont été organisées de la meilleure façon possible afin d’être 

exhaustives tout en étant également assimilable par l’ensemble des étudiants. Une 

organisation particulière a été mise sur la forme de ce manuel en respectant le canevas officiel 

de notre tutelle, ce qui permet ,aux étudiants, d’en faciliter la compréhension.   

Ce cours est organisé en Trois chapitres, dans le premier, on présente une étude sur 

l’échantillonnage d’un signal. Dans le deuxième  chapitre, on traite l'Analyse des systèmes 

échantillonnés dans l’espace d’état en se basant sur l'étude de la stabilité et la précision des 

systèmes échantillonnés asservis ainsi que l'étude de la commandabilité et l'observabilité des 

systèmes dans l'espace d'état. Dans  le dernier chapitre on va présenter la synthèse des 

systèmes échantillonnes dans l’espace d’état 
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 Chapitre 1  

Etude de l’échantillonnage d’un signal 

 

1.1.  Introduction  

Dans l'industrie,  l'utilisation des outils numériques de traitement (ordinateurs, 

calculateurs, automates programmables..etc...) est indispensable et nécessaire  en raison de la 

complexité des systèmes, ainsi que celle des traitements à réaliser. 

L'échantillonnage est l'une des techniques du traitement du signal qui est très utilisée 

par des systèmes numériques dans les différents domaines , son principe est de transformer un 

signal analogique en une suite de valeurs numériques pour pouvoir être traités 

Pour transformer un signal continu en un signal discret, on a recours à deux opérations 

successives : L’échantillonnage consiste à prélever les valeurs instantanées d’un signal à des 

instants précis,   puis la conversion analogique numérique (CAN) qui transforme ces 

échantillons en une suite de nombres codés sous forme binaire.  

 

1.2.      Principes fondamentaux de l’échantillonnage des signaux 

 

1.2.1.Modèle Mathématique d'échantillonnage: 

 

L'objectif de l’échantillonnage est de transformé un signal temporel 𝒙(𝒕) en une suite 

numérique 𝒙(𝒌𝑻𝒆) de valeurs prises à des instants 𝒌𝑻𝒆.  

Soit un signal analogique x(t) représenté par une suite de valeur discrète : 

𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑘𝑇𝑒)                                                      (1.1) 

Avec : 𝒌 est un nombre entier  (𝑘 =  0, 1, 2, … 𝑛) et 𝑻𝒆 une période d’échantillonnage 

Le peigne de Dirac 𝒑(𝒕)  représenté par la figure 1.1  est défini par : 

  𝑝(𝑡) =  𝛿𝑇(𝑡) = ∑ 𝛿(𝑡 − 𝑘𝑇𝑒)+∞
𝑘=0                                                                            (1.2) 

 

 

 

 

 

Figure 1.1  peigne de Dirac 

 

𝒑(𝒕) 

0 𝒌𝑻𝒆 𝟐𝑻𝒆 𝑻𝒆 𝟑𝑻𝒆 

1 

𝒕 
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Mathématiquement , l’échantillonnage est une opération de multiplication d'un signal 

x(t) par une fonction d’échantillonnage 𝒑(𝒕) (peigne de Dirac)  représentée sur la figure 1. 

 

x∗(t) = 𝑥(𝑘𝑇𝑒) = x(t). 𝑝(𝑡) = x(t). ∑ 𝛿(𝑡 − 𝑘𝑇𝑒)+∞
𝑘=0                                                  (1.3) 

 

x∗(t) = ∑ 𝑥(𝑘). 𝛿(𝑡 − 𝑘𝑇𝑒) =  {𝑥(𝑘𝑇𝑒)} = {𝑥(0), 𝑥(𝑇𝑒), 𝑥(2𝑇𝑒) … … … 𝑥(𝑘𝑇𝑒)}+∞
𝑘=0     (1.4) 

 

I.2.2. Théorème de Shannon 

 Malheureusement,  l´échantillonnage d'un signal continu x(t)  conduit à une perte 

d’information du ce dernier. Cette perte d’information est plus grande lorsque la fréquence 𝑓𝑒 =
1

𝑇𝑒
 est 

petite. Donc  le cas idéal est d' échantillonner à une fréquence infinie. 

 Le choix de la période d’échantillonnage dépend du type de système utilisé et des possibilités offertes 

par les outils numériques. Dans tout les cas, l’´echantillonnage doit respecter le théorème de 

Shannon. 

Soit |𝒙∗(𝒇)| le  spectre  d'un signal x(t) nous montre que cela est possible s’il n’existe 

aucun recouvrement (sans chevauchement) entre les différents segments de spectre (Figure1.2).  

 

 

 

 

 

Figure 1.2  Spectre d’un signal échantillonné sans recouvrement 

  

pour préserver, lors de son échantillonnage, l’information contenue dans un signal le théorème 

de Shannon précise que la fréquence d’´echantillonnage 𝑓𝑒 doit être au moins égale à deux fois la plus 

grande fréquence contenue dans le spectre du signal que l’on veut échantillonner : 

 

 

𝒇𝒆 > 2𝒇𝒎𝒂𝒙 

 

 

 

 

−𝒇𝒎𝒂𝒙 
𝒇𝒆 

𝒇 +𝒇𝒎𝒂𝒙 𝟎     −𝒇𝒆 

|𝒙∗(𝒇)| 
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1.2.3.Reconstruction d’un signal continu  

 

L’opération inverse de l’échantillonnage, c’est-à-dire la transformation d’une suite 

d’échantillons en un signal continu (CNA) acceptable technologiquement par les actionneurs, 

est appelée reconstitution (ou reconstruction. Cette étape est indispensable en commande 

numérique ; en effet, à partir des nombres générés par l’ordinateur (généralement un 

calculateur numérique), une grandeur de commande analogique doit être construite afin 

d’activer le système à commander. En fait, cette opération est réalisée à l’aide de filtres ou de 

bloqueurs. L'objectif est de reconstruire un signal continu (analogique) le plus proche 

possible du signal dont le spectre est celui de la bande [0, 𝑓𝑒/2]. 

 

A-Bloqueur d’ordre zéro (BOZ)  

 

Un bloqueur d’ordre zéro (𝑩𝑶𝒁) en anglais ``zero order holder`` qui permet d’obtenir 

un signal analogique à partir d’une suite d’échantillons ou d’un signal numérique. En effet, le 

bloqueur d’ordre zéro maintient à sa sortie la valeur de l’échantillon d’entrée, durant la 

période d’échantillonnage qui sépare deux échantillons consécutifs (𝑘𝑇𝑒 𝑒𝑡 (𝑘 + 1)𝑇𝑒). Un 

exemple est montré par la figure 1.3 ; où la sortie garde la même valeur jusqu'à l'arrivée d'une 

nouvelle valeur en entrée.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.3   Bloqueur d’Ordre Zéro (BOZ) 

 

La réponse impulsionnelle 𝑏0(𝑡) du bloqueur est une différence entre un signal échelon 𝜀(𝑡) 

et un autre retardé d'une période  T, elle  s'écrit : 

 

𝑏0(𝑡) = 𝜀(𝑡) − 𝜀(𝑡 − 𝑇𝑒)   

   

Où 𝜀(𝑡): la fonction échelon unitaire 

 

 

t 

δ(t) 

B0(p) 

t 

1 

T 

1 
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En utilisant la transformée de Laplace, on déduit la fonction de transfert du BOZ : 

𝐵0(𝑝) =
1−𝑒−𝑇𝑒𝑝

𝑝
                                                                                                                    (1.5) 

 

B- Bloqueur d’ordre un (BOU) 

 

Le principe du bloqueur d’ordre un (BOU) est de reproduire exactement un signal 

linéaire échantillonné par  la réalisation d'une extrapolation linéaire de l’évolution de signal 

avant échantillonnage à partir des deux dernières prises d’information: 

 

La figure suivante montre un exemple d'un bloqueur d'ordre un:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.4 bloqueur d’ordre 1  

 

La fonction de transfert d’un bloqueur d’ordre un 𝐵1(𝑝)est donnée par l’équation 

suivante : 

𝐵1(𝑝) =
1+𝑇𝑒𝑝

𝑇𝑒
(

1−𝑒−𝑝𝑇𝑒

𝑝
)

2

                                                                                                (1.6) 

 

 

Remarque : 

Il existe plusieurs sortes de bloqueurs : 

 pour un bloqueur d’ordre 0, permet d'avoir  un histogramme en barres. 

 pour un bloqueur d’ordre 1,son objectif est d'avoir une interpolation linéaire basique ( on 

aura des segments reliant directement deux valeurs successives). 

 pour un bloquer d’ordre 2, son principe est d'avoir une parabole entre 2 valeurs 

 pour un bloqueur d’ordre n, on obtiendra entre 2 valeurs successives une courbe 

d'ordre 𝐧. 

 

 

 

𝑥𝐵𝑂𝑈(𝑡) 

𝑥(𝑘𝑇𝑒) 

0 2𝑇𝑒  𝑇𝑒  3𝑇𝑒  4𝑇𝑒  𝒕 
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1.3. Transformée en z 

1.3.1.Définition 

Soit un signal continu x(t), La transformée de Laplace de ce dernier s’´ecrit : 

 

 

𝑋(𝑝) = ∫ 𝑥(𝑡). 𝑒−𝑝.𝑡  𝑑𝑡
∞

0
                                                                                                (1.7) 

 

La transformée de Laplace d’un signal discret à une donnée d’une période T  est: 
 

 

 

𝑋∗(𝑝) = ∫ 𝑥∗(𝑡). 𝑒−𝑝.𝑡 𝑑𝑡
∞

0

 

 

 

𝑋∗(𝑝) = ∑ 𝑥(𝑘). 𝑒−𝑝.𝑘.𝑇  

∞

𝑘=0

 

 

Où: 𝑥∗(𝑡) est le signal échantillonné de 𝑥(𝑡). 𝑇𝑒est la période d’échantillonnage.  

 

A  partir de ce résultat , la transformée en z des   signaux discrets à été proposée avec 

𝑧 = 𝑒𝑇𝑒𝑝. 

 

Donc on appelle la  transformée en z d'un signal  à temps discret x(k)  (signal causal) 

la série entière 𝑋(𝑧) définie par : 

𝑋(𝑧) = 𝑍{𝑥(𝑘)} = ∑ 𝑥(𝑘)𝑧−𝑘∞
𝑘=0                                                                             (1.8) 

Tel que 𝑧 est une variable complexe où X(𝑧) est un fonction complexe de la variable 𝑧. 

 

La transformée en𝑍est généralement définie sur une partie du plan complexe pour 

laquelle|𝑧|  > 𝑅0.  

La valeur 𝑅0 définissant la limite de convergence est appelée rayon de convergence de la 

transformée en 𝑍. 
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Remarque:  

 La transformée en Z  Est l’outil mathématique qui facilite l’analyse des boucles de 

régulation numérique et elle permet de déterminer la solution d’une équation aux différences 

à coefficients constants 

 

1.3.2 Propriétés de la transformée en Z 

 

a)     Linéarité  

Soit  𝑋(𝑧) = 𝑧{𝑥(𝑘)} et 𝑌(𝑧) = 𝑧{𝑦(𝑘)}   alors: 

𝑧{𝛼. 𝑥(𝑘) + 𝛽. 𝑦(𝑘)} = 𝛼. 𝑋(𝑧) + 𝛽. 𝑌(𝑧)                                               (1.9) 

 

b)    Multiplication par une rampe 

Soit  𝑋(𝑧) = 𝑧{𝑥(𝑘)}  et  et  k est un nombre réel alors: 

𝑧{𝑘. 𝑥(𝑘)} = −𝑧
𝑑

𝑑𝑧
𝑋(𝑧)                                                                                                     (1.10) 

c)    Multiplication par une exponentielle 

𝑧{𝑒−𝑎𝑘 . 𝑥(𝑘)} = 𝑋(𝑧𝑒𝑎)                                                                                       (1.11) 

 

d)    Changement d'échelleen z 

𝑋(𝑧) = 𝑧{𝑥(𝑘)}   ⇒ 𝑧{𝑎𝑘𝑥(𝑘𝑇𝑒)} = 𝑋 (
𝑧

𝑎
) ∀ 𝑎 ∈ 𝑅                                                          (1.12) 

 

e)   Théorème du retard 

 Soit 𝑥(𝑘) = 0 pour 𝑘 < 0 (fonction causale) 

𝑋(𝑧) = 𝑧{𝑥(𝑘)}   ⇒ 𝑧{𝑥(𝑘 − 𝑛} = 𝑧−𝑛𝑋(𝑧) 𝑝𝑜𝑢𝑟𝑘 ≥ 𝑛                           (1.13) 

f)   Avance  

La transformée en 𝑧  d’un signal discret avancé de 𝒏périodes d’échantillonnageest : 

 

𝑋(𝑧) = 𝑧{𝑥(𝑘)}   ⇒ 𝑧{𝑥(𝑘 + 𝑛} = 𝑧𝑛𝑋(𝑧) − 𝑧𝑛𝑥(0) − 𝑧𝑛−1𝑥(1) − ⋯ − 𝑧 𝑥(𝑛 − 1) (1.14) 

 

g)      Retard 

TZ[x(k − n)] = z−nX(z)                                                                                                                  (1.15) 
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h)  Sommation 

TZ[∑ x(i)∞
i=0 ] =

z

z−1
X(z)                                                                                   (1.16) 

 

i)  Théorème du la valeur initiale 

𝑥(0+) = lim
𝑘→0

{𝑥(𝑘)} = lim
𝑧→+∞

{𝑋(𝑧)}     (1.17) 

 

j)  Théorème du la valeur finale 

𝑥(∞) = lim
𝑡→∞

{𝑥(𝑡)} = lim
𝑧→0

{(
𝑧−1

𝑧
) 𝑋(𝑧)}     (1.18) 

 

k)  Théorème de la convolution discrète 

le produit de convolution discrète de deux fonctions 𝑓 𝑒𝑡 𝑔 est : 

(𝑥 ∗ 𝑦)(𝑘) = ∑ 𝑥(𝑘)𝑦(𝑘 − 𝑛)

+∞

𝑘=−∞

 

     𝑍{(𝑥 ∗ 𝑦)(𝑘)} = 𝑋(𝑧). 𝑌(𝑧)                                                                                           (1.19) 

 

1.3.3.Exemples des signaux échantillonnés usuels 

Exemple 1:  

Soit 𝜹(𝒌𝑻𝒆) une impulsion unité échantillonnée donnée  par la figure 1.5   : 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝜹(𝒌𝑻𝒆) = {
1   𝑠𝑖      𝑘 = 0       
0  𝑠𝑖       𝑘 ≠ 0        

                                                                                (1.20) 

 

En utilisant  la définition de la transformée en z précédente, on trouve : 

𝑋(𝑧) = 𝑍(𝑥(𝑘𝑇𝑒) = 𝑍(𝛿𝑘) = ∑ 𝛿𝑘𝑧−𝑘 = 𝛿0

∞

𝑘=0

𝑧0 = 1 

Figure 1.5  Impulsion de Dirac 

𝟏 

𝜹∗(𝒕) 

𝟎 𝟐𝑻𝒆 … … . 𝒕 𝑻𝒆 𝟑𝑻𝒆 𝒌𝑻𝒆 
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Donc:  𝑋(𝑧) = 𝑍{𝛿∗(𝑡)} = 1 

 

Exemple 2:  

Soit 𝒆(𝒌𝑻𝒆) un échelon unité échantillonnée donnée  par la figure 1.6   : 

 

 

 

 

 

 

 

𝒆(𝒌𝑻𝒆) = {
1    ∀ 𝑘 ≥ 0        
0    ∀ 𝑘 < 0        

                                                                                                (1.21) 

 

En appliquant la définition on trouve : 

𝐸(𝑧) = 𝑍(𝑒(𝑘𝑇𝑒) = 𝑍(𝑒𝑘) = ∑ 𝑧−𝑘 = 1 +

∞

𝑘=0

𝑧−1 + 𝑧−2 + ⋯ 

                                                  =
1

1 − 𝑧−1
=

𝑧

𝑧 − 1
 

Donc:  𝐸(𝑧) = 𝑍{𝑒∗(𝑡)} =
𝑧

𝑧−1
 

Remarque : La série∑ 𝑧−𝑘∞
𝑘=0 forme une série géométrique convergente de raison𝑞 = 𝑧−1. 

 

Exemple 3:  

 

Soit 𝒓(𝒌𝑻𝒆) une Rampe unité échantillonnée donnée  par: 

 

r(kTe) = {
𝑘𝑇𝑒    ∀ 𝑘 ≥ 0        
0     ∀ 𝑘 < 0        

                                                                                  (1.22) 

 

En appliquant la définition on trouve : 

𝑅(𝑧) = 𝑍(𝑅(𝑘𝑇𝑒) = 𝑍(𝑟𝑘) = ∑ 𝑘𝑇𝑒𝑧−𝑘 =

∞

𝑘=0

𝑇𝑒 ∑ 𝑘𝑧−𝑘 =

∞

𝑘=0

𝑧𝑇𝑒 ∑ 𝑘𝑧−𝑘−1

∞

𝑘=0

 

                                                        = −𝑧𝑇𝑒 ∑
𝑑

𝑑𝑧
𝑧−𝑘 = −𝑧𝑇𝑒

𝑑

𝑑𝑧
(

𝑧

𝑧 − 1
)

∞

𝑘=0

=
𝑇𝑒𝑧

(𝑧 − 1)2
 

R(z) = Z{r∗(t)} =
Tez

(z − 1)2
 

Figure 1.6  Echelon unité 

𝟎 𝟐𝑻𝒆 𝑻𝒆 𝟑𝑻𝒆 𝒌𝑻𝒆 

𝟏 

𝒆∗(𝒕) 

… … . 𝒕 
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1.3.4 Quelques transformées en z 

Le tableau suivant donne les transformées en z de quelques fonctions: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Signal causal 

𝑘 ↦ 𝒙(𝒌), 𝑘 ∈ ℕ 

Signal causal 

  𝑿(𝒛) 

𝑒(𝑘) = 1 
𝑧

𝑧 − 1
 

{
𝛿(0) = 1                 
𝛿(𝑘) = 0  𝑠𝑖 𝑘 ≠ 0

 1 

𝑟(𝑘) = 𝑘 
𝑧

(𝑧 − 1)2
 

𝑑(𝑘) = 𝑘2 
𝑧(𝑧 − 1)

(𝑧 − 1)3
 

𝑥(𝑘) = 𝑎𝑘, 𝑎 ∈ ℝ − {0} 
𝑧

𝑧 − 𝑎
 

𝑥(𝑘) = 𝑎𝑘𝑓(𝑘), 𝑎 ∈ ℝ − {0} 𝐹 (
𝑧

𝑎
) 

𝑥(𝑘) = 𝑘𝑓(𝑘) −𝑧
𝑑

𝑑𝑧
𝐹(𝑧) 

𝑥(𝑘) = 𝑘𝑎𝑘𝑓(𝑘) −𝑧
𝑑

𝑑𝑧
𝐹 (

𝑧

𝑎
) 

𝑥(𝑘) = 𝑦(𝑘 − 𝑛), (𝑘 − 𝑛) ∈ ℕ 

𝑶𝒖 
𝑥(𝑘) = 𝑦(𝑘 − 𝑛)𝑒(𝑘 − 𝑛) 

𝑧−𝑛𝑌(𝑧) 

𝑥(𝑘) = 𝑦(𝑘 + 1) 𝑧𝑌(𝑧) − 𝑧𝑦(0) 

𝑥(𝑘) = 𝑦(𝑘 + 2) 𝑧2𝑌(𝑧) − 𝑧2𝑦(0) − 𝑧𝑦(1) 

𝑥(𝑘) = 𝑦(𝑘 + 𝑛) 
𝑧𝑛𝑌(𝑧) − 𝑧𝑛𝑦(0) − 𝑧𝑛−1𝑦(1) − ⋯

− 𝑧𝑦(𝑛 − 1) 

𝑠𝑖𝑛(𝑘𝜔𝑇𝑒) 
𝑧𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑇𝑒)

𝑧2 − 2𝑧𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑇𝑒) + 1
 

𝑐𝑜𝑠(𝑘𝜔𝑇𝑒) 
𝑧2 − 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑇𝑒)

𝑧2 − 2𝑧𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑇𝑒) + 1
 

𝑒−𝑎𝑘𝑇𝑒 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝜔𝑇𝑒) 
𝑒−𝑎𝑇𝑒𝑧𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑇𝑒)

𝑧2 − 2𝑒−𝑎𝑇𝑒𝑧𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑇𝑒) + 𝑒−2𝑎𝑇𝑒
 

𝑒−𝑎𝑘𝑇𝑒𝑐𝑜𝑠(𝑘𝜔𝑇𝑒) 
𝑧2 − 𝑒−𝑎𝑇𝑒𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑇𝑒)

𝑧2 − 2𝑒−𝑎𝑇𝑒𝑧𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑇𝑒) + 𝑒−2𝑎𝑇𝑒
 

𝑥(0) lim
𝑧→∞

𝑋(𝑧) 

𝑦(∞) lim
𝑧→1

[(1 − 𝑧−1)𝑌(𝑧)] 
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1.4.Transformée en   Z inverse 

La transformée en Z inverse permet de retrouver les échantillons du signal: 

𝑍−1{𝑋(𝑧)} = 𝑥(𝑘) 

Pour retrouver l’originale d’une fonction 𝑿(𝒛) donnée, il existe plusieurs méthodes: 

1.4.1. Méthode de Décomposition en somme de fonctions : 

 On décompose la fonction X(z) en en une somme des fractions rationnelles en z                     

( éléments simples)  et après en cherche dans la table de la transformée en Z leurs fonctions 

originales.  

Soit une fonction 𝐹(𝑧) de la forme :𝑋(𝑧) =
𝑁(𝑧)

𝐷(𝑧)
et supposons que 𝐹(𝑧) a uniquement 

des pôles simples réels différents de zéro.  

soit 𝑝𝑖 , 𝑖 =  1, . . . 𝑛, les pôles de 𝐹(𝑧).  

La décomposition en éléments simples de
𝑭(𝒛)

𝒛
nous permet d’écrire la transformée en z 

sous la forme :  

 

𝑋(𝑧) = 𝑧
𝑁(𝑧)

𝐷(𝑧)
= 𝐴0 + ∑ 𝐴𝑖

𝑧

𝑧 − 𝑝𝑖

𝑛

𝑖=1

 

Alors, en utilisant la table de transformées en z, on obtient : 

 

𝑥(𝑘) = 𝛿(𝑘) + ∑ 𝐴𝑖𝑝𝑖
𝑘𝑒(𝑘)

𝑛

𝑖=1

 

 

Remarque:  la Méthode de Décomposition peut être utilisée lorsque la fonction 𝑋(𝑧) 

possède des pôles complexes ou/et des pôles multiples. 

 

Exemple : 

 

Déterminer la transformée en z inverse de la fonction : 

𝑋(𝑧) =
𝑧2

𝑧2 − 3𝑧 + 2
 

Solution 

On a: 

𝑋(𝑧) =
𝑧2

𝑧2 − 3𝑧 + 2
=

𝑧2

(𝑧 − 1)(𝑧 − 2)
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On décompose   
𝑋(𝑧)

𝑧
=

𝑧

(𝑧−1)(𝑧−2)
en éléments simples, on obtient :  

 
𝐹(𝑧)

𝑧
=

−1

(𝑧−1)
+

2

(𝑧−2)
   donc 𝐹(𝑧) =

−𝑧

𝑧−1
+

2𝑧

𝑧−2
 

Donc  : 𝑥(𝑘) = −𝑒(𝑘) + 2 × 2𝑘𝑒(𝑘) = −𝑒(𝑘) + 2𝑘+1𝑒(𝑘) 

tel que : e(k) est un échelon unitaire 

 

1.4.2. Division polynomiale 

Soit 𝑋(𝑧) =
𝑁(𝑧)

𝐷(𝑧)
, cette méthode consiste à diviser N(z) par D(z) définis en puissance positive 

de z pour obtenir une série en puissance décroissante de (z-1) dont les coefficients sont les 

valeurs x(k) recherchées. 

 

𝑋(𝑧) =
𝑁(𝑧)

𝐷(𝑧)
=

𝑏0𝑧𝑚+𝑏1𝑧𝑚−1+⋯+𝑏𝑚

𝑎0𝑧𝑛+𝑎1𝑧𝑛−1+⋯+𝑎𝑛
                                                                                      (1.23) 

 

             𝑁(𝑧)             𝐷(𝑧) 

                             𝑋(𝑧) = 𝑋(0) + 𝑋(1). 𝑧−1 + 𝑋(2). 𝑧−2 + 𝑋(3). 𝑧−3 + 𝑋(4). 𝑧−4 + ⋯ .. 

 

 

 

Aprés  on déduit X(0),X(1),X(2),X(3)........etc    (Par identification) 

Exemple : 

 

Déterminer la transformée en z inverse de la fonction  par la méthode de division 

polynomiale: 

𝑋(𝑧) =
𝑧2

𝑧2 − 3𝑧 + 2
 

Solution 

 

 

             𝑧2                      𝑧2 − 3𝑧 + 2                       

          −𝑧2 + 3𝑧 − 2           𝑋(𝑧) = 1 + 3. 𝑧−1 + 7. 𝑧−2 + 15. 𝑧−3 + ⋯ + 𝑋(𝑖). 𝑧−𝑖 + ⋯ 

+3𝑧 + 2 

           : 

           : 

Par  identification,  on en déduit X(0)=1, X(1)=3, X(2)=7, X(3)=15........etc     
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Remarque:    La  Résolution d’équations aux différences l’aide de la transformée en Z est la 

suivante : 

a. Appliquer la transformée en Z aux 2 membres de l’équation aux différences en x(k) 

b. Calculer X(z) en utilisant les propriétés de la transformée en Z 

c. Décomposer X(z) en fonctions rationnelles simples 

d. Utiliser la table de transformées pour obtenir x(k) par  la transformée inverse 

 

1.5.Transformée en « z » modifiée 

L'inconvénient de la transformée en Z est le manque d'information sur les valeurs 

prises par 𝑥(𝑡) entre les instants d'échantillonnage. Pour remédier a ce problème L'utilisation 

de la transformée en z modifiée 𝑍𝑚𝑥(𝑡)  est indispensable et en  plus cette dernière  technique 

reste le seul moyen pour calculer la transformée en z d'un signal retardé.  

La transformée en z  modifiée de 𝑥(𝑡), est une transformée en z de 𝑥(𝑡 − (1 − 𝑚)𝑇), 

avec 𝑚 ∈ [0,1].  

L’expression de 𝑍𝑚𝑥(𝑡) peut être calculée en utilisant l'une des deux méthodes 

suivantes : 

a) la série : 

 

Zmx(t) = Z[x(t − (1 − m)Te)] = z−1 ∑ x∞
k=0 ((k + m)Tez−k                                           (1.24) 

 
b) la méthode des résidus  

 

 𝑍𝑚𝑥(𝑡) = 𝑍[𝑥(𝑡 − (1 − 𝑚)𝑇𝑒)] = 𝑧−1 ∑ [résidus de 
𝑋(𝑝)𝑒𝑚𝑝𝑇𝑒

1−𝑒𝑝𝑇𝑒𝑧−1
]

𝑝=𝑝𝑖
𝑝𝑖

                    (1.25) 

 

Tel que :   𝑝𝑖 sont les pôles de la fonction 𝑋(𝑝)et  𝑋(𝑝) = 𝑇𝐿(𝑥(𝑡))  
 

1.5.1.Exemple 

Soit 𝑓(𝑡) = 𝑒−𝑎𝑡 . 𝜀(𝑡) ⇒  𝐹(𝑝) =
1

𝑝+𝑎
 . Calculons le transformée en zmodifiée 𝑍𝑚𝑓(𝑡). 

 𝑍𝑚𝑓(𝑡) = 𝑧−1 ∑ [résidus de 
𝐹(𝑝)𝑒𝑚𝑝𝑇𝑒

1 − 𝑒𝑇𝑒𝑝𝑧−1
]

𝑝=𝑝𝑖𝑝𝑖

 

                          = 𝑧−1. 𝑅é𝑠𝑖𝑑𝑢𝑑𝑒 𝑝ô𝑙𝑒 𝑝=−𝑎   𝑑𝑒 [
(

1

𝑝+𝑎
) 𝑒𝑚𝑝𝑇𝑒

1 − 𝑒𝑇𝑒𝑝𝑧−1
] 

                          = 𝑧−1 [
𝑒−𝑚𝑎𝑇𝑒

(1 − 𝑒−𝑎𝑇𝑒𝑧−1)
] =

𝑒−𝑚𝑎𝑇𝑒

(𝑧 − 𝑒−𝑎𝑇𝑒)
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1.5.1. Propriétés de la transformée en z modifiée 

 

a) Linéarité  

 𝑍𝑚{𝛼. 𝑥(𝑡) + 𝛽. 𝑦(𝑡)} = 𝛼. 𝑍𝑚𝑥(𝑡) + 𝛽. 𝑍𝑚𝑦(𝑡)                                                  (1.26) 

 

b) Translation complexe 

𝑍𝑚𝑋(𝑝 + 𝑎) = 𝑒−𝑎𝑇𝑒(𝑚−1)𝑋(𝑧𝑒𝑎𝑇𝑒)                                                                                  (1.27 ) 

 

c) Théorème de valeur initiale 

𝑥(0) = lim
𝑘→0
𝑚→0

𝑥𝑚(𝑘𝑇𝑒) = lim
𝑧↦∞
𝑚→0

𝑋𝑚(𝑧)                                                                        (1.28) 

 

d) Théorème de valeur finale 

𝑥(∞) = lim
𝑘↦∞

𝑥𝑚(𝑘𝑇𝑒) = lim
𝑧↦1

𝑋𝑚(𝑧)                                                                             (1.29) 

 

1.6. Fonction de  transfert échantillonnée  
 

 l’analyse d’un système commandé par calculateur numérique passe par la définition 

d’un système à temps discret, comprenant le procédé commandé de nature généralement 

continue, et les convertisseurs analogique-numérique et numérique analogique, que l’on peut 

respectivement assimiler au bloqueur d’ordre zéro et à l’échantillonneur, selon le schéma de 

la figure 1.7. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.7  Système échantillonné 

y(k) u(k) 
     G(p) B0(p) 

T 

Système 

échantillonné 

y(k) u(k) 



Chapitre 1                                                                                 Etude de l’échantillonnage d’un signal 
 

14 
 

La fonction de  transfert en z de système échantillonné  suivant le schéma de la figure  est 

donnée par: 

𝐺(𝑧) = (
𝑧−1

𝑧
) 𝒁  [

𝐺(𝑝)

𝑝
]                                                                                            (1.30) 

 

Démonstration: 

𝐺(𝑧) = 𝑍[𝐵0(𝑝). 𝐺(𝑝)] = 𝑍 [
1−𝑒−𝑇𝑝

𝑝
. 𝐺(𝑝)]  

𝐺(𝑧) = (1 − 𝑧−1)𝒁 [
𝐺(𝑝)

𝑝
]   avec z=𝑒𝑇𝑝 

Donc:      

𝐺(𝑧) = (
𝑧−1

𝑧
) 𝒁 [

𝐺(𝑝)

𝑝
]  

 

Exemple 

Soit un système échantillonné représenté par la figure suivante : 

 

 

 

 Avec 𝐺(𝑝) =
1

𝑝(𝑝+1)
 

La fonction de transfert échantillonnée est: 

𝐺(𝑧) = 𝑍[𝐵0(𝑝). 𝐺(𝑝)] = (
𝑧 − 1

𝑧
) 𝒁 [

𝐺(𝑝)

𝑝
] 

En faisant la décomposition en éléments simples : 

𝐺(𝑝)

𝑝
=

1

𝑝2(𝑝 + 1)
=

−1

𝑝
+

1

𝑝2
+

1

𝑝 + 1
 

En utilisant la table des transformée,  on trouve:  

𝐺(𝑧) = (
𝑧 − 1

𝑧
) [−

𝑧

𝑧 − 1
+

𝑇𝑒𝑧

(𝑧 − 1)2
+

𝑧

𝑧 − 𝑒−𝑇𝑒
] =

𝑘(𝑧 − 𝑏)

(𝑧 − 1)(𝑧 − 𝑎)
 

 

𝐴𝑣𝑒𝑐:  𝑘 = 𝑒−𝑇𝑒 − 1 + 𝑇𝑒, 𝑎 = 𝑒−𝑇𝑒 , 𝑏 = 1 −
𝑇𝑒(1 − 𝑒−𝑇𝑒)

𝑒−𝑇𝑒 − 1 + 𝑇𝑒
 

Si  𝑇𝑒 = 1𝑠  alors : 

𝐺(𝑧) =
0.3679(𝑧 + 0.7183)

(𝑧 − 1)(𝑧 − 0.3679)
 

 

y(k) u(k) 
     G(p) B0(p) 

T 
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1.7.Fonction de transfert et équation récurrente 

En général la forme de l'équation récurrente linéaire est donnée par : 

 

𝑎𝑛 . 𝑠(𝑘 + 𝑛) + 𝑎𝑛−1. 𝑠(𝑘 + 𝑛 − 1) + ⋯ + 𝑎1. 𝑠(𝑘 + 1) + 𝑎0. 𝑠(𝑘) = 𝑏𝑚 . 𝑒(𝑘 + 𝑚) +

𝑏𝑚−1. 𝑒(𝑘 + 𝑚 − 1) + ⋯ + 𝑏1 𝑒(𝑘 + 1) + 𝑎0 𝑒(𝑘)                                                 (1.31) 

 

Avec:  n est appelé l’ordre du système. 

         e(i): Les entrées de système, (i=1....m)   

          s(j): Les entrées de système, (j=1....n)   

          bi  : Les coefficients des entrées , (i=1....m)   

          aj : Les coefficients des entrées , (j=1....n)   

 

En faisant la transformée en z l’équation (1.29) devient : 

(𝑎𝑛𝑧𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑧𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑧 + 𝑎0)𝑆(𝑧) = (𝑏𝑚𝑧𝑚 + 𝑏𝑚−1𝑧𝑚−1 + ⋯ + 𝑏1𝑧 + 𝑏0)𝐸(𝑧) 

Donc la fonction de transfert 𝐻(𝑧) du système est : 

𝐻(𝑧) =
𝑆(𝑧)

𝐸(𝑧)
=

𝑁(𝑧)

𝐷(𝑧)
=

𝑏𝑚𝑧𝑚 + 𝑏𝑚−1𝑧𝑚−1 + ⋯ + 𝑏1𝑧 + 𝑏0

𝑎𝑛𝑧𝑝𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑧𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑧 + 𝑎0
=

∑ 𝑏𝑖𝑧𝑗𝑚
𝑗=0

∑ 𝑎𝑖𝑧𝑖𝑛
𝑖=0

                      (1.32) 

Remarque: Si les conditions initiales ne  sont pas nulles la représentation en Z du système est 

donnée par : 

𝑆(𝑧) =
𝑁(𝑧)

𝐷(𝑧)
𝐸(𝑧) +

𝐼(𝑧)

𝐷(𝑧)
 

Avec 𝐼(𝑧): est un polynôme qui dépend  des conditions initiales. 

 

La forme pôles, zéros, gain est obtenue en faisant la factorisation du numérateur et du 

dénominateur, alors: 

𝐻(𝑧) =
𝑁(𝑧)

𝐷(𝑧)
=

𝑏𝑚(𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2) … … . (𝑧 − 𝑧𝑚)

𝑎𝑛(𝑧 − 𝑝1)(𝑧 − 𝑝2) … … . (𝑧 − 𝑝𝑛)
 

𝐻(𝑧) =
∑ 𝑏𝑖𝑧𝑗𝑚

𝑖=0

∑ 𝑎𝑖𝑧𝑖𝑛
𝑖=0

= 𝐾
∏ (𝑧 − 𝑧𝑗)𝑚

𝑗=0

∏ (𝑧 − 𝑝𝑖)𝑛
𝑖=0

       𝐴𝑣𝑒𝑐 𝐾 =
𝑏𝑚

𝑎𝑚
 

Avec: 𝑧𝑖  (i=1....m)  sont les zéros de la fonction de transfert 𝐻(𝑧). 

           𝑝𝑖 (i=1....n )  sont les pôles de la fonction de transfert  𝐻(𝑧). 
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Exemple 

Soit l’équation récurrente 𝑠(𝑘) = 𝑒(𝑘) − 0.6. 𝑒(𝑘 − 1) − 0.7𝑠(𝑘 − 1) 

La transformée en Z  de cette dernière est : 

𝑆(𝑧) = 𝐸(𝑧) − 0.6. 𝑧−1𝐸(𝑧) − 0,7𝑧−1𝑆(𝑧) 

Donc:  

𝐻(𝑧) =
𝑆(𝑧)

𝐸(𝑧)
=

𝑧 − 0.6

𝑧 + 0,7
 

 

1.8.Transformation bilinéaire d’un transfert échantillonné 

La transformation bilinéaire consiste à remplacer la variable complexe de Laplace p 

par une autre fonction en Z: 

𝑝 ≈
2(1−𝑧−1)

𝑇𝑒(1+𝑧−1)
 , avec Te : la période d'échantillonnage. 

Cette transformation est appelée une  transformation trapézoïdale ou de Tustin. 

Donc la  fonction de transfert discrète sera calculée comme suit :  

𝑮(𝒛) = 𝑮(𝒑)|
𝒑=

𝟐(𝟏−𝒛−𝟏)

𝑻𝒆(𝟏+𝒛−𝟏)

                                                                                                      (1.33) 

Exemple 

Soit un système continu suivant : 

𝐺(𝑝) =
5

𝑝 + 3
 

En appliquant la transformation bilinéaire, ce système sera discrétisé comme suit : 

𝐺(𝑧) = 𝐺(𝑝)|
𝑝=

2(1−𝑧−1)

𝑇𝑒(1+𝑧−1)

=
10

𝑝 + 10
|

𝒑=
𝟐(𝟏−𝒛−𝟏)

𝑻𝒆(𝟏+𝒛−𝟏)

 

𝐺(𝑧) =
5

𝟐(𝟏−𝒛−𝟏)

𝑻𝒆(𝟏+𝒛−𝟏)
+ 3

=
5

2(z−1)

𝑇𝑒(z+1)
+ 3

 

Donc : 

𝐺(𝑧) =
5. 𝑇𝑒(z + 1)

2(z − 1) + 3𝑇𝑒(z + 1)
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1.9.Exercices Corrigées 

 

Exercice N°1  : 

Soient les signaux suivants: 

 - L’échelon  :    e(k) = {5 si k ∈ N
0 Ailleurs

          - La rampe :   r(k) = {k si k ∈ N
0 Ailleurs

 

- Calculer la transformée en Z du signal x(k) Suivant : 

 

      x(k) = 4. e(k) + 3. r(k)    

 

Solution: 

 

-  Calcul de  la transformée en Z  du signal x(k): 

 

En appliquant la définition on trouve : 

𝐸(𝑧) = 𝑍(𝑒(𝑘𝑇𝑒) = 𝑍(𝑒𝑘) = 5 ∑ 𝑧−𝑘 = 5 (1 +

∞

𝑘=0

𝑧−1 + 𝑧−2 + ⋯ ) 

                                                  =
5

1 − 𝑧−1
=

5. 𝑧

𝑧 − 1
 

                                                                     

 

En appliquant la définition  de la TZ ,on trouve : 

𝑅(𝑧) = 𝑍(𝑅(𝑘)) = ∑ 𝑘. 𝑧−𝑘 =

∞

𝑘=0

∑ 𝑘𝑧−𝑘 =

∞

𝑘=0

𝑧 ∑ 𝑘𝑧−𝑘−1

∞

𝑘=0

 

                                                        = −𝑧 ∑
𝑑

𝑑𝑧
𝑧−𝑘 = −𝑧

𝑑

𝑑𝑧
(

𝑧

𝑧 − 1
)

∞

𝑘=0

=
𝑧

(𝑧 − 1)2
 

R(z) =
z

(z − 1)2
 

Nous avons   x(k) = 4. e(k) + 3. r(k) 

 

  𝑋(𝑧) = 𝑍(𝑥(𝑘)) = 𝑍(4. e(k) + 3. r(k)) = 20.
𝑧

𝑧−1
+ 3.

z

(z−1)2 
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Exercice N°2  : 

On considère le système régi  par l’équation récurrente suivante : 

y(k + 2) + 0.6  y(k + 1) + 0.05 y(k) = 3. u(k) 

1) Déterminer la fonction de transfert H(z)=Y(z) / U(z) ? 

2) Etudier la stabilité ? 

3) Calculer la  réponse impulsionnelle ? 

4) Calculer la réponse indicielle ?  

 

Solution: 

1) Nous avons:  
y(k + 2) + 0.6  y(k + 1) + 0.05 y(k) = 3. u(k) 

En faisant la transformée en Z: 

z2Y(z) + 0.6 . Z. Y(z) + 0.05 Y(z) = 3. U(z) 

 

donc   

H(z) =
3

z2 + 0.6 z + 0.05
  

2) Etude de stabilité: 

H(z) =
3

(z + 0.5). (z + 0.1)
 

 

z1 + 0.5 = 0 → z1 = −0.5    et  z2 + 0.1 = 0 → z2 = −0.1 

 
|z1| = 0.5 < 1 𝑒𝑡 |z2| = 0.1 < 1   donc le système est stable. 

3) Calcul de  la  réponse impulsionnelle: 

 

H(z) =
Y(z)

U(z)
=

3

(z+0.5).(z+0.1)
  et U(z)=1 

Alors  

Y(z) =
3

(z+0.5).(z+0.1)
.1 

En utilisant la décomposition en élément simple: 

Y(z) = 60 +  
15 z

(z + 0.5)
− 75

z

(z + 0.1)
 

Donc:       y(k) = 60 . δ(k) + 15. (−0.5)k − 75. (−0.1)k 

4) Calcul de  la  réponse indicielle: 

H(z) =
Y(z)

U(z)
=

3

(z+0.5).(z+0.1)
  et 𝑈(𝑧) =

𝑧

𝑧−1
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Alors  

Y(z) =
3

(z + 0.5). (z + 0.1)
.

𝑧

𝑧 − 1
 

En utilisant la décomposition en élément simple: 

Y(z) =  
5 z

(z + 0.5)
− 6.82

 z

(z + 0.1)
+ 1.82

z

(z − 1)
 

Donc:       y(k) = 5. (−0.5)k − 6.82. (−0.1)k + 1.82 

 

Exercice N°3 : 

Soit  le système échantillonné  représenté par la figure suivante : 

 

 

 

 

 

 Tel que :  𝑮(𝑷) =
𝟑

𝒑+𝟕
  ,  T=1 s  

1) Démontrer que la fonction de transfert du bloqueur d’ordre zéro est  𝑩𝟎(𝑷) =
𝟏−𝒆−𝒑𝑻

𝒑
 ? 

2) Déterminer la fonction de transfert échantillonné Ge(z)?  

3) Comparer entre G(z) et la fonction de transfert échantillonné Ge(z) ? 

4) Trouver la valeur initiale et finale de g(k) ? 

 

Solution: 

 

1)   𝑏0(𝑡) = 𝑒(𝑡) − 𝑒(𝑡 − 𝑇) 

𝐵0(𝑝) = 𝐸(𝑝) − 𝑒−𝑇𝑝𝐸(𝑝) =
1

𝑝
− 𝑒−𝑇𝑝

1

𝑝
=

1 − 𝑒−𝑇𝑝

𝑝
 

 

2) 𝐺𝑒(𝑧) =
𝑧−1

𝑧
 𝑇𝑍 {

𝐺(𝑝)

𝑝
} =

𝑧−1

𝑧
𝑇𝑍 {

3

𝑝(𝑝+7)
} =

3(𝑧−1)

7.𝑧
𝑇𝑍 {

7

𝑝(𝑝+7)
} =

3(𝑧−1)

7.𝑧

𝑧(1−𝑒−7)

(𝑧−1)(𝑧−𝑒−7)
 

𝐺𝑒(𝑧) =
3

7.

(1 − 𝑒−7)

(𝑧 − 𝑒−7)
 

 

B0(P) G(P) 
T yk uk 
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3)  

G(z) = TZ {
3

p+7
} = 3

z

(z−e−7)
  et  𝐺𝑒(𝑧) =

3

7.

(1−𝑒−7)

(𝑧−𝑒−7)
 

Donc  𝐺𝑒(𝑧) ≠ 𝐺(𝑧) 

 

4)  

La valeur initiale: 

   𝑔(0) = lim
𝑘→0

{𝑔(𝑘)} = lim
𝑧→+∞

{𝐺(𝑧)} = lim
𝑧→+∞

3
𝑧

(𝑧−𝑒−7)
= 3 

La valeur Finale:   𝑔(∞) = lim
𝑡→∞

{𝑔(𝑡)} = lim
𝑧→0

{(
𝑧−1

𝑧
) 𝐺(𝑧)} = lim

𝑧→0
{(

𝑧−1

𝑧
) 3

𝑧

(𝑧−𝑒−7)
} = 0 
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Chapitre II  

 

Analyse des systèmes échantillonnés dans l’espace d’état 

 

2.1 Introduction  

 Dans la modélisation des systèmes discrets  il existe trois formes de modèles qui sont 

:la fonction de transfert; l'équation aux différences  et la représentation d'état. 

 Deux approches sont souvent utilisées pour avoir la représentation d’état des systèmes 

discrets : la représentation directe par analogie avec la représentation d’état en temps continu 

et la méthode de discrétisation des équations d’état  d'un système continu. mais la  première 

approche est très  privilégiée car elle permet de généraliser très rapidement les propriétés 

démontrées aux systèmes continus. 

2.2. Discrétisation d'un d’un système continu 

2.2.1.Equations d'états 

Soit la représentation d'état d'un système  continu suivante  : 

{
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = C x(t) + D u(t)
                                                                                                         (2.1) 

Avec :   

u(t) est l'entrée du système ( commande ), x(t) est un vecteur d'état,  y(t) est un vecteur 

de sortie,  A est une matrice d'état, B  vecteur colonne d'entrée et  C est un vecteur ligne  de 

sortie. 

 Dans la discrétisation des systèmes continu , l'utilisation des Convertisseurs 

Analogique Numérique (CAN) et des Convertisseurs Numérique Analogique (CNA)  est 

indispensable pour effectuer une transformation des signaux continus aux signaux discret ou 

bien le contraire. 
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La figure 2.1 montre une  discrétisation d’un système continu en utilisant les convertisseurs  

CAN et CNA: 

 

 

 

 

 Figure.2.1 : Discrétisation d’un procédé continu 

 La forme générale d'un système discret  est : 

{
x(k + 1) = A x(k) + B u(k)

y(t) = C x(k) + D u(k)
                                                                 (2.2) 

Avec :  A est une a matrice carrée de commande,  B est un vecteur colonne et  C est un 

vecteur ligne. 

2.2.2. Représentation et résolution de l’équation d’état d’un système discret 

Soit  un système  continu suivant  : 

{
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = C x(t) + D u(t)
 

La solution du ce système s'écrit: 

𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝑥(0) + ∫ 𝑒𝐴(𝑡−𝜏)𝐵 𝑢(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0
                                                            (2.3) 

 𝑦(𝑡) = 𝐶 𝑥(𝑡) + 𝐷 𝑢(𝑡)                                                                                 (2.4) 

Le signal de commande discret s'écrit: 

 

𝑢(𝑘) = 𝑢(𝑡), ∀ 𝑡 ∈ [𝑘𝑇𝑒, (𝑘 + 1)𝑇𝑒]    Avec Te : la période d’échantillonnage 

 

 

 

u(k) y(k) y(t) u(t) Convertisseur 

CNA 

Procédé 

Continu 

Convertisseur 

CAN 
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alors on peut facilement calculer la solution d’état aux différents instants 

d’échantillonnage comme suit: 

 

𝑥[(𝑘 + 1)𝑇𝑒] = 𝑒
𝐴𝑇𝑒  𝑥(𝑘𝑇𝑒) + ∫ 𝑒𝐴(𝑇𝑒−𝜏)𝐵 𝑢(𝜏)𝑑𝜏

𝑇𝑒

0

 

𝑥[(𝑘 + 1)𝑇𝑒] = 𝑒
𝐴𝑇𝑒  𝑥(𝑘𝑇𝑒) + ∫ 𝑒𝐴(𝑇𝑒−𝜏)𝑑𝜏  𝐵 𝑢(𝑘)

𝑇𝑒

0

 

𝑥[(𝑘 + 1)𝑇𝑒] = 𝑒
𝐴𝑇𝑒  𝑥(𝑘𝑇𝑒) + [𝐴

−1(𝑒𝐴𝑇𝑒 − 𝐼)]𝐵 𝑢(𝑘) 

Donc:   

{
x(k + 1) = F x(k) + G u(k)

y(t) = C x(k) + D u(k)
                                                                 (2.5) 

avec  𝐹 = 𝑒𝐴𝑇𝑒  ,    𝐺 = 𝐴−1(𝑒𝐴𝑇𝑒 − 𝐼)𝐵 

2.3. Stabilité d’un système discret 

2.3.1  Stabilité BIBO des systèmes 

   

Soit un système discret  H(z)   tel que:  

H(z) =
N(z)

D(z)
=

bm(z−z1)(z−z2)…….(z−zm)

an(z−zp1)(z−zp2)…….(z−zpn)
                                                        (2.6) 

et soient  𝑧𝑝𝑖  les pôles de ce dernier avec  i=1...n, alors le système est stable si  |𝑧𝑝𝑖 | < 1, ∀ 𝑖  

 

Exemple 1: 

 Soit le système décrit  par la fonction de transfert : 

 

H1(z) =
10

(z − 0.2)(z − 0.7)(z − 0.9)
 

 |𝑧𝑝1 | = 0.2 < 1  , |𝑧𝑝2 | = 0.7 < 1 et  |𝑧𝑝2 | = 0.9 < 1    alors le  système  𝐻1(𝑧) est stable 

(car Les pôles sont de module inférieur à 1) 
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Exemple 2  

Soit le système  H2(z) donné  par la fonction de transfert : 

 

H2(z) =
13

(z − 3)(z − 5)
 

𝐻2(𝑧) est instable car Le pôle  |𝑧𝑝1 | = 3 > 1    

2.3.2  Critère de Jury 

Le Schéma général d’un système échantillonné asservi  est donné par la  Figure 2.2 suivante:. 

 

 

 

 

 

 

Figure.2.2 :  Système échantillonné asservi. 

 

Avec  A(z) est la Chaîne Directe et B(z) est la Chaîne de retour 

 

La FTBF (Fonction de Transfert en Boucle Fermée) du système est: 

 

FTBF =
S(z)

E(z)
=

FTCD

1+FTBO
=

A(z)

1+A(z).B(z)
                                                                 (2.7) 

Tel que: 

             FTCD: Fonction de Transfert de la Chaîne Directe 

             FTBO: Fonction de Transfert de la Boucle Fermée 

 

  

E(z) 
 A(z) 

S(z) ε(z) 

B(z) 

R(z) 

   +    

           -    

        

Consigne    

        

Sortie   
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Soit le  polynôme caractéristique suivant : 

 

𝑃(𝑧) = 1 + 𝐴(𝑧). 𝐵(𝑧) = 𝑎𝑛𝑧
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑧

𝑛−1 +⋯ . . +𝑎1𝑧 + 𝑎0                                          (2.8) 

A  partir de la connaissance du polynôme caractéristique 𝑃(𝑧) , il est  possible d’évaluer la 

stabilité d’un système sans en calculer les racines  en utilisant critère de Jury. 

 

Théorème :  Un système linéaire discret est asymptotiquement stable si et seulement si les 

coefficients de son polynôme caractéristique vérifient les relations Suivante:  

. 

𝑛 = 2:  {

𝑎0 + 𝑎1 + 𝑎2 > 0
𝑎0 − 𝑎1 + 𝑎2 > 0
𝑎2 − 𝑎0 > 0

                                                                                                   (2.9) 

 

𝑛 = 3:  {

𝑎0 + 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 > 0
−𝑎0 + 𝑎1 − 𝑎2 + 𝑎3 > 0

𝑎3 − |𝑎0| > 0

𝑎0𝑎2 − 𝑎1𝑎3 − 𝑎0
2 + 𝑎3

2 > 0

                                                                            (2.10) 

 

𝑛 = 4:  

{
 

 
𝑎0 + 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + 𝑎4 > 0
𝑎0 − 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎3 + 𝑎4 > 0

𝑎4
2 − 𝑎0

2 − |𝑎0𝑎3 − 𝑎1𝑎4| > 0

(𝑎0 − 𝑎4)
2 ( 𝑎0 − 𝑎2  + 𝑎4) + (𝑎1 − 𝑎3)(𝑎0𝑎3 − 𝑎1𝑎4) > 0

                           (2.11) 

 

 

Remarques: 

-  Les ordres supérieurs peuvent être générés facilement mais sont fastidieux. 

-  Pour Simplifier on suppose que 𝑎𝑛 > 0 et dans le cas contraire il suffit de multiplier tous 

les coefficients par -1. 
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2.3. 3  Critère de Routh 

 

Le critère de Routh-Hurwitz est basé sur le passage d'un plan en z vers un autre plan 

en w par l'utilisation de la transformée bilinéaire  suivante: 

 𝑧 =
1 + 𝑤

1 −𝑤
 

 

Donc on obtient un polynôme  caractéristique (dénominateur de la fonction de 

transfert ) en w suivant:  

𝐷(𝑤) =  𝑎𝑛𝑤
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑤

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑤 + 𝑎0                                                      (2.12) 

D(w) possède  toutes ses racines à partie réelle négative si :  

− Tous les coefficients  𝑎𝑖 ≠  0 sont de même signe, ∀𝑖(i=1...n). 

−Tous les termes de la première colonne du tableau de ROUTH sont de même signe.  

Formons le tableau de ROUTH : 

𝑤𝑛 𝑎𝑛 𝑎𝑛−2 𝑎𝑛−4 𝑎𝑛−6 

𝑤𝑛−1 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−3 𝑎𝑛−5 7 

𝑤𝑛−2 𝑐1 𝑐2 𝑐3 𝑐4 

𝑤𝑛−3 𝑑1 𝑑2 …… …… 

𝑤𝑛−4 𝑒1 …… …… …… 

…… …… …… …… …… 

𝑤1 …… …… …… …… 

𝑤0 …… …… …… …… 
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Avec: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exemple 

Soit un système 𝐻(𝑧) =
𝑁(𝑧)

𝐷(𝑧)
 dont le dominateur est : 

𝐷(𝑧) = 𝑧2 + (0,37𝐾 − 1,37)𝑧 + 0,37 + 0,26𝐾 

Pour étudier la stabilité par le critère de ROUTH, nous transformons  𝐷(𝑧) en  𝐷(𝑤). 

Après remplacement  𝑧 =
1+𝑤

1−𝑤
 ,  nous trouverons : 

𝐷(𝑤) = (2,74 − 0,11𝐾)𝑤2 + (1,26 − 0,52𝐾) + 0,63𝐾 

D(w) possède  toutes ses racines à partie réelle négative si :  

- Tous les coefficients  𝑎𝑖 ≠  0  (i=1..3) sont de même signe, c'est à dire: 

 

 

 

 

 

 

Formons le tableau de ROUTH : 

 

𝑤2 2,74 − 0,11𝐾 0,63𝐾 

𝑤1 1,26 − 0,52𝐾 0 

𝑤0 0,63𝐾 0 

 

 

𝑐1 =
𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 − 𝑎𝑛𝑎𝑛−3

𝑎𝑛−1
 

𝑐2 =
𝑎𝑛−1𝑎𝑛−4 − 𝑎𝑛𝑎𝑛−5

𝑎𝑛−1
 

𝑑1 =
𝑐1𝑎𝑛−3 − 𝑐2𝑎𝑛−1

𝑐1
 

𝑑2 =
𝑐1𝑎𝑛−5 − 𝑐3𝑎𝑛−1

𝑐1
 

 

2,74 − 0,11𝐾 ⟹ 𝐾 <
2,74

0,11
= 24,9 

1,26 − 0,52𝐾 ⟹ 𝐾 <
1,26

0,52
= 2,42 

0,63𝐾 ⟹ 𝐾 > 0 
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En utilisant la première colonne de tableau précédent : 

 

 

 

 

 

 

Donc le Système  est stable si 0 < 𝐾 < 2,42 

 

2.4.  précision d’un système discret 

Soit le d’un système échantillonné: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Calcul de  l'erreur statique : 

D'aprés le schéma précédent:        ε(z) = 𝐸(𝑧) − 𝑅(𝑧)      

On a  R(z)  =  S(z) . B(z)  ,  S(z)  =  ε(z) . A(z)  

      ε(z) = E(z) − ε(z).A(z).B(z)       

Donc:   

ε(z) =
𝐸(𝑧)

1+𝐴(𝑧).𝐵(𝑧)
                                                                                                            (2.13) 

 

Et en utilisant  le théorème de la valeur finale, l' erreur statique ε𝑠  sera calculée de la manière 

suivante : 

ε𝑠 = lim
𝑡→∞

ε(t) = lim
𝑛→∞

ε(nT) = lim
𝑧→1

(𝑧 − 1)
𝐸(𝑧)

1+𝐴(𝑧).𝐵(𝑧)
                                        (2.14) 

 

2,74 − 0,11𝐾 ⟹ 𝐾 <
2,74

0,11
= 24,9 

1,26 − 0,52𝐾 ⟹ 𝐾 <
1,26

0,52
= 2,42 

0,63𝐾 ⟹ 𝐾 > 0 

E(z) 
 A(z) 

S(z) ε(z) 

B(z) 

R(z) 

   +    

           -    

        

Consigne    

        

Sortie   
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 Il est  intéressant d'introduire la notion de constante d'erreur Pour  pouvoir calculer  l' 

erreur statique ε𝑠 qui  liée à l'ordre de l'entrée utilisée.  

Soient les entrées-test classiques de la forme suivante : 

 

𝑒(𝑡) = 𝑒0
𝑡𝑚

𝑚!
𝛤(𝑡)                                                                                                                (2.15) 

 

- Si m = 0 : Echelon de position 

ep(z) = e0.
z

z − 1
 

 

εp(∞) = lim
𝑧→1

(𝑧 − 1)𝑒0.
𝑧

𝑧 − 1
 

1

1 + 𝐴(𝑧). 𝐵(𝑧)
=   lim

𝑧→1
 

𝑒0 𝑧

1 + 𝐴(𝑧). 𝐵(𝑧)
=
𝑒0
𝑘𝑝

 

 

Avec  𝑘𝑝 = lim
𝑧→1

(1 + 𝐴(𝑧). 𝐵(𝑧)) 

Telle que  𝑘𝑝:  La constante d'erreur de position 

- Si m = 1:  Echelon de vitesse  

ev(z) = e0.
T z

(z − 1)2
 

εv(∞) = lim
z→1

(z − 1) e0.
T z

(z − 1)2
 

1

1 + A(z). B(z)
=   lim

z→1
 

e0 T z

(z − 1)(1 + A(z). B(z))
=
e0
kv

 

Avec  𝑘𝑣 = lim
𝑧→1

(𝒛 − 𝟏)[1 + 𝐴(𝑧). 𝐵(𝑧)] 

Telle que  𝑘𝑣: La constante d'erreur de vitesse. 

 

- Si m = 2:  Echelon d'accélération 

 

ea(z) = e0.
T2 z (z + 1)

2 (z − 1)3
 

εa(∞) = lim
𝑧→1

(𝑧 − 1) 𝑒0.
𝑇2 𝑧 (𝑧 + 1)

2 (𝑧 − 1)3
 

1

1 + 𝐴(𝑧). 𝐵(𝑧)
=   

𝑒0 𝑇
2

𝑘𝑎
 

Avec   𝑘𝑎 = lim
𝑧→1

(𝒛 − 𝟏)𝟐[1 + 𝐴(𝑧). 𝐵(𝑧)] 

 

Telle que  𝑘𝑎: Constante d'erreur d'accélération 
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- Si  l'entrée  est d'ordre m quelconque 

Soit  𝑒𝑚(𝑡) suivante: 

𝑒𝑚(𝑡) = 𝑒0
𝑡𝑚

𝑚!
𝛤(𝑡) 

Cette entrée  correspond à l'erreur  εm  : 

 

εm(∞) =
𝑒0 𝑇

𝑚

𝑘𝑚
 

Avec :     𝑘𝑚 = lim
𝑧→1

(𝒛 − 𝟏)𝒎[1 + 𝐴(𝑧). 𝐵(𝑧)] 

 

Telle que  𝑘𝑚: Constante d'erreur 

 

 Evaluation de l'erreur statique 

 

La  fonction de transfert en boucle ouverte (FTBO) du système étudié est donnée par: 

 

𝐹𝑇𝐵𝑂(𝑧) = 𝐴(𝑧). 𝐵(𝑧) =
𝐾.𝑃(𝑧)

(𝒛−𝟏)𝒏 𝑸(𝒛)
                                                                                  (2.16) 

 

Avec : n est l'ordre du système, P(z) et Q(z) sont des polynômes en z qui ne possèdent pas de 

racines égales à 1. 

 

La valeur de la constante d'erreur dépend des valeurs relatives de m et de n. 

 

- si m = n  (cas particulier): 

 

𝑘𝑚 = lim
𝑧→1

(𝒛 − 𝟏)𝒎[1 +
𝐾.𝑃(𝑧)

(𝒛−𝟏)𝒎 𝑸(𝒛)
]                                                                                    (2.17) 
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Le tableau d'erreurs statiques illustre les différentes erreurs statique Selon l'ordre de 

l'entrée appliquée au système et le nombre de pôles égaux à 1 : 

 

 

 

Remarques: 

 Si m=n, l'erreur est d'autant plus faible que la constante d'erreur est plus élevée. 

  si la fonction de transfert en boucle ouverte du système possède au moins (m+1) 

pôles égaux à 1,on peut obtenir une précision parfaite. 

 

2.5. Notions de gouvernabilité et d'observabilité 

2.5.1.Gouvernabilité 

 L'objectif principale lors de la commande d'un système quelconque est d'améliorer les 

performances de ce dernier (stabilité, rapidité et la précision).  

La commandabilité  consiste à déterminer le signal de commande e(t), pour amener le système 

de l’état initial  x(t1) vers un état final x(t2) souhaité, entre deux instants donnés, t1 et t2. 

 

     Ordre  m de l'entrée  

Nbre de 

Pole (z=1) de 𝐹𝑇𝐵𝑂(𝑧) 

𝛆𝐩 

0 

𝛆𝐯 

1 

𝛆𝐚 

2 

𝛆𝐣 

j 

 

0 

𝒆𝟎
𝑘𝑝

 ∞ ∞ ∞ 

1 0 𝒆𝟎𝑻

𝑘𝑣
 

∞ ∞ 

2 0 0 𝒆𝟎 𝑻
𝟐

𝑘𝑎
 

∞ 

3 0 0 0 𝒆𝟎 𝑻
𝟑

𝑘𝑗
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- Critère de commandabilité 

 On dit qu'un système  est complètement accessible et commandable si et seulement si 

les vecteurs: B , AB,A2B , . . . ,An-1B sont linéairement indépendants.  

On définit la matrice de commandabilité  C suivante : 

 C=[ B , AB,A2B , . . . ,An-1B]                                                                         (2.18) 

C  est une matrice formée des n vecteurs colonnes 

 Le système est  complètement commandable si et seulement si la matrice C est 

régulière  ( son déterminant n’est pas nul ). 

2.5.2.Observabilité d'état d’un Système 

Définition  

On dit qu'un système  est observable à un instant k1Te, si  on peut   calculer l’état du système 

à l’instant k1Te   en  connaissant le signal d’entrée et le signal de sortie sur un intervalle 

temporel  [k1Te, k2Te] .  

On dit qu'un système  est complètement observable Si ce dernier   est observable quel que soit 

l’instant k1Te. 

Critère d’observabilité 

On dit qu'un système  est complètement observable si et seulement si les vecteurs colonnes : 

 CT, AT CT, [AT]2CT, . . . , [AT]n-1CT sont linéairement indépendants. 

 

On définit la matrice d’observabilité Ob de la manière suivante: 

Ob = [  CT, ATCT, [AT]2CT, ……… . . , [AT]n−1CT  ]                                                             (2.19) 

La matrice Ob est une matrice formée des n vecteurs colonnes 

On dit qu'un système  est complètement observable si et seulement si le déterminant de  la 

matrice d’observabilité n’est pas nul ( Ob est une matrice régulière).  
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Exemple 1 

Soit in système discret donnée par les équations d'états suivante :  

{
x(k + 1) = A x(k) + B u(k)

y(t) = C x(k) + D u(k)
 

 Avec:   𝐴 = [
2 3
1 2

] , 𝐶 = (2 1)  

 En général,  La matrice d’observabilité est : 

 

𝑂𝑏 = [  𝐶𝑇 , 𝐴𝑇𝐶𝑇 , [𝐴𝑇]2𝐶𝑇 , ……… . . , [𝐴𝑇]𝑛−1𝐶𝑇   ] 

 

Dans notre cas    n=2  alors   𝑂𝑏 = [  𝐶𝑇 , 𝐴𝑇𝐶𝑇  ]  

𝐶𝑇 = (
2
1
) ,   𝐴𝑇 = [

2 1
3 2

]  𝐸𝑡 𝐴𝑇𝐶𝑇 = (
5
8
) 

 

Donc  La matrice d’observabilité devienne:  𝑂𝑏 = [  
2 5
1 8

 ] 

 

 Le système est donc complètement observable car  𝐷𝑒𝑡(𝑂𝑏) =  11 ≠ 0. 

 

Exemple 2 

Soit in système discret donnée par les équations d'états suivante :  

{
x(k + 1) = A x(k) + B u(k)

y(t) = C x(k) + D u(k)
 

𝐴 = [
−1 1
−1 2

] , 𝐶 = (1 −1)  

 

En général, La matrice d’observabilité est définie par : 

 

𝑂𝑏 = [  𝐶𝑇 , 𝐴𝑇𝐶𝑇 , [𝐴𝑇]2𝐶𝑇 , ……… . . , [𝐴𝑇]𝑛−1𝐶𝑇   ] 

 

Dans notre cas    n=2  alors   𝑂𝑏 = [  𝐶𝑇 , 𝐴𝑇𝐶𝑇  ]  

Donc  La matrice d’observabilité devienne:  𝑂𝑏 = [  
1 0
−1 −1

 ] 

Le système est donc complètement observable car    𝐷𝑒𝑡(𝑂𝑏) =  −1 ≠ 0. 
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2.6.Exercices Corrigées 

 

Exercice N° 1: 

Soit le système discret donné par la fonction  F(z) suivante : 

𝑭(𝒛) =
𝟒 𝒛 − 𝟐

𝟒𝒛𝟑 + (𝟒𝑲− 𝟖)𝒛𝟐 + (𝟓 − 𝟒𝑲)𝒛 + (𝟑𝑲 − 𝟏)
 

- En utilisant le  critère de Jury , Etudier en fonction du paramètre K la stabilité de système  

F(z). 

 

Solution : 

 

L'ordre du système est n=3donc le critère de Jury est : 

𝑛 = 3:  {

𝑎0 + 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 > 0
−𝑎0 + 𝑎1 − 𝑎2 + 𝑎3 > 0

𝑎3 − |𝑎0| > 0

𝑎0𝑎2 − 𝑎1𝑎3 − 𝑎0
2 + 𝑎3

2 > 0

 

 

  

{
 
 

 
 

3𝐾 > 0 

𝐾 <
18

11

4 − |3𝐾 − 1| > 0  𝑑𝑜𝑛𝑐 − 1 < 𝐾 <
5

3
 

 

3(𝐾 − 1)2 > 0

 

 En utilisant l'intersection des intervalles de la variable K,on trouve que   le système est stable 

si : 

𝐾 = ]0,1[ ∪ ]1, 18/11[ 

Remarque: Si K=0,K=1 ou K=18/11 on dit le système F(z) est à la limite de stabilité 

 

Exercice N° 2: 

 

Soit un système  F(z) décrit par :  

𝐹(𝑧) =  
𝑆(𝑃)

𝐸(𝑃)
=

𝐴(𝑃)

1 + 𝐴(𝑃). 𝐵(𝑃)
=

1

P3   +  3P2 +  3P + 1 + K
 

En utilisant le critère de ROUTH –Hurwitz, Pour quelle valeur de K le système est stable ?  
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Solution : 

 

 critère d’Hurwitz  : 1 + K > 0 →K > -1 

 critère de Routh-Hurwitz :  utilisation du tableau de Routh 

 

 

Les conditions pour avoir la stabilité du système F(z) sont : 

 














01

0
3

)1(9

K

K

  

 

Donc le système est stable si 𝐾 ∈: -1 < K < 8 (condition nécessaire et suffisante de stabilité 

 

Remarques : 

 

 Si K = -1 ou K = 8, le système est à la limite de  stabilité (système oscillant  

 .K < -1, il existe un seul changement de signe dans la 1ère colonne ( un seul pôle 

instable). 

 K > 8, existence deux  pôles instables ( deux changement de signe dans la 1ère 

colonne). 
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Exercice N°3: 

 

I) Considérons un système régi par les équations :  

{
x(k + 1) = A x(k) + B u(k)

y(t) = C x(k) + D u(k)
            (1) 

𝐴 = [
−1 1
−1 2

] , 𝐶 = (1 −1)  

- Etudier l'observabilité de système (1) ? 

II)  Soit un système 𝐻(𝑧) =
𝑁(𝑧)

𝐷(𝑧)
 dont le dominateur est : 

𝐷(𝑧) = 𝑧2 + (0,37𝐾 − 1,37)𝑧 + 0,37 + 0,26𝐾 

- Etudier la stabilité de  système 𝐻(𝑧) en utilisant le critère de Routh?  

III) Soient deux systèmes 𝐻1(𝑧) et 𝐻2(𝑧)  dont les polynômes caractéristiques sont : 

 

𝑷𝟏(𝒛) =  𝒛
𝟐 + (𝟑 𝑲 + 𝟏) 𝒛 + (𝟐 𝒌 + 𝟑)   

𝑷𝟐(𝒛) =  𝒛
𝟑 + 𝟑 𝒛𝟐 − 𝟓 𝒛 + 𝟐   

- Etudier la stabilité des  systèmes 𝐻1(𝑧) et 𝐻2(𝑧) en utilisant  le critère de jury?    

Solution : 

 

I)  La matrice d’observabilité est définie par : 

 

𝑂𝑏 = [  𝐶𝑇 , 𝐴𝑇𝐶𝑇 , [𝐴𝑇]2𝐶𝑇 , ……… . . , [𝐴𝑇]𝑛−1𝐶𝑇   ], 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑛 = 2 

 

𝑂𝑏 = [  𝐶𝑇 , 𝐴𝑇𝐶𝑇  ] ,𝐶𝑇 = (
1
−1
) ,   𝐴𝑇 = [

−1 −1
1 2

]  𝐸𝑡 𝐴𝑇𝐶𝑇 = (
0
−1
) 

 

Donc 𝑂𝑏 = [  
1 0
−1 −1

 ]  

 

𝐷𝑒𝑡(𝑂𝑏) =  −1 ≠ 0, alors  Le système est donc complètement observable. 
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II) Pour étudier la stabilité par le critère de Routh, nous transformons 𝐷(𝑧) en 𝐷(𝑤). 

Après remplacement  𝑧 =
1+𝑤

1−𝑤
 ,  nous trouverons : 

 

𝐷(𝑤) = (2,74 − 0,11𝐾)𝑤2 + (1,26 − 0,52𝐾) 𝑤 + 0,63𝐾 

 

 

𝑤2 2,74 − 0,11𝐾 0,63𝐾 

𝑤1 1,26 − 0,52𝐾 0 

𝑤0 0,63𝐾 0 

 

Système stable si 𝟎 < 𝐾 < 2,42 

 

 

III)    

 Système 𝐻1(𝑧):  𝑷𝟏(𝒛) =  𝒛
𝟐 + (𝟑 𝑲 + 𝟏) 𝒛 + (𝟐 𝒌 + 𝟑) 

 

𝑛 = 2:  {

𝑎0 + 𝑎1 + 𝑎2 > 0
𝑎0 − 𝑎1 + 𝑎2 > 0
𝑎2 − 𝑎0 > 0

      {
2 𝐾 + 3 + 3𝐾 + 1+ 1 > 0
2 𝐾 + 3 − 3𝐾 − 1+ 1 > 0

1 − 2 k − 3 > 0
 

 

 {
 𝐾 > −1
 𝐾 < 3
𝐾 < −1

  Donc le Système est instable 

 

 Système 𝐻2(𝑧):  𝑷𝟐(𝒛) =  𝒛
𝟑 + 𝟑 𝒛𝟐 − 𝟓 𝒛 + 𝟐 

𝑛 = 3:  {

𝑎0 + 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 > 0
−𝑎0 + 𝑎1 − 𝑎2 + 𝑎3 > 0

𝑎3 − |𝑎0| > 0

𝑎0𝑎2 − 𝑎1𝑎3 − 𝑎0
2 + 𝑎3

2 > 0

                    

𝑛 = 3:  {

1 > 0
−9 > 0      𝑭𝒂𝒖𝒙  
−1 > 0 𝑭𝒂𝒖𝒙

8 > 0

             Donc Le Système est instable 

 

⟹𝐾 <
2,74

0,11
= 24,9 

⟹𝐾 <
1,26

0,52
= 2,42 

⟹𝐾 > 0 
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Exercice N°4: 

Soit le système asservi de la figure 1 : 

 

 

 

 

 

1) Etudiez la stabilité de ce système ? 

2) Calculez le Gain statique en boucle fermée ? 

3) Calculez l’erreur statique pour  l’entrée Echelon ? 

4) Calculez les différentes erreurs statiques pour les entrées canoniques suivante:  Rampe 

et entrée parabolique ? 

 

Solution : 

 

1) Utilisons pour cela le critère de Routh : 

𝐹𝑇𝐵𝑂(𝑃) =
4

𝑃(𝑃 + 2)
=

2

𝑃(
𝑃
2 + 1)

 

𝐹𝑇𝐵𝐹(𝑃) =

2

𝑃(
𝑃
2 + 1)

1 +
2

𝑃(
𝑃
2
+ 1)

=
1

𝑃2

4 +
𝑃
2 + 1

 

𝑃2 :    
1

4
          1 

𝑃1 :    
1

2
          0            →    Tous les signes de la 1ere colonne sont de même signes alors le 

système est stable 

𝑃0 :    1 

2) Gain statique en boucle fermée : 𝐾𝑠 = lim
𝑃→0

𝐹𝑇𝐵𝐹(𝑃) = 1 

 

3) L’erreur statique pour l’Entrée Echelon :  

 

ε𝑠 = lim
𝑃→0

P.
𝐸(𝑃)

1+𝐹𝑇𝐵𝑂(𝑃)
= 0 ,   Avec 𝐸(𝑃) =

1

𝑃
 et   𝐸0 = 1 

Figure 1. Système de deuxième ordre en boucle fermée 

   +   - 

        

E 4

𝑃(𝑃 + 2)
 

S ε 
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L e système  est de classe 1  donc  𝐾𝑒 = ∞ ,  

 et   ε𝑠 =
𝐸0

1+𝐾𝑒
=

1

∞
= 0 

 

Entrée Rampe (vitesse) : 

 

ε𝑠 = lim
𝑃→0

P.
𝐸(𝑃)

1+𝐹𝑇𝐵𝑂(𝑃)
=

1

2
 Avec 𝐸(𝑃) =

1

𝑃2
 et   𝐸0 = 1 

Le  système est  de classe 1 ,a Alors 𝐾𝑣 = 𝐾 = 2,.  

donc: 𝜉𝑠 =
𝐸0

𝐾𝑣
=

1

∞
=

1

2
 

 

 Entrée parabolique ( accélération) : 

 

ε𝑠 = lim
𝑃→0

P.
𝐸(𝑃)

1+𝐹𝑇𝐵𝑂(𝑃)
= ∞ Avec 𝐸(𝑃) =

1

𝑃3
 et   𝐸0 = 1 

L e système  est de classe 1  alors: 

 𝐾𝑎 = 0 et    ε𝑠 =
𝐸0

𝐾𝑎
= ∞ 
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Chapitre 3  

Synthèse Des Systèmes Echantillonnés Dans L’espace D’état 

 

3.1. Introduction  

 La représentation d'état du système  échantillonné permet de connaître son 

comportement "interne" et "externe"   contrairement à la fonction de transfert  qui permet de 

connaitre s juste son comportement "externe". 

           Le type de modèle  qui est utilisé dans la commande par retour d’état est  la 

représentation d’état. L’idée consiste toujours à piloter le système par un signal de consigne et 

à générer automatiquement le signal de commande pour l'objectif d'améliorer les 

performances des systèmes (stabilité, rapidité et la précision).  

Le Principe du retour d’état  est illustré dans la figure 3.1 par  une représentation schématique:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.1 : Principe du retour d’état 

 

Dans le cas des systèmes multivariable, la simplicité  d'utilisation de la fonction de 

transfert est perdue. De plus, seules les parties observables et gouvernables sont 

représentées et  les conditions initiales ne sont pas facilement prises en compte. 

Malgré tout, les représentations fréquentielles, à la base de ces représentations, 

donnent une vision irremplaçable sur les comportements externes des systèmes. Par 

ailleurs, la représentation d’état permet d’utiliser les techniques de calcul disponibles 

en algèbre linéaire, et des outils de synthèse puissants ont pu être développés: 

commande optimale linéaire quadratique, placement de pôles, , commande H∞, 

commande linéaire quadratique, ....etc 

Système 

Dispositif 

de Retour 

- 

+ 
Signal de Consigne  

 

Etat du  

Système 

 

Signal de 

Commande 
Signal de 

Sortie 
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 3.2. Principe de la commande par retour d’état 

 La synthèse d'un retour d'état peut être faite par différentes approches (le 

placement des valeurs propres, la commande modale, la commande optimale, la 

commande découplée...). 

 Le schéma bloc de la commande par retour d’état a la structure Figure 3.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Figure 3.2: Schéma blocs d’une commande par retour d’état 

 

Le vecteur de commande U(k) est composé  d’un retour d’état effectué  par l’intermédiaire 

d’une  matrice K (matrice de gain). il est possible d’adjoindre une matrice L en aval de la 

consigne W(k), afin d’agir sur la matrice des gains statiques en boucle fermée. 

Le vecteur de commande U(k) est: 

𝑈(𝑘) = 𝐾.𝑋(𝑘) + 𝐿.𝑊(𝑘)                              (3.1) 

 

Tel que:  

V(k) : Entrée  (vecteur d’ de dimension (e,1)) 

Y(k) : Sortie ( vecteur de dimension (s,1)). 

X(k) :Etat du système (vecteur de dimension (n,1)) 

W(k) : Consigne  (vecteur de dimension (s,1)) 

U(k) : Commande ( vecteur de de dimension (e,1)). 

F : Matrice d’état de dimension (n,n) 

H : Matrice d’entrée de dimension (n,e) 

C Matrice de sortie ( dimension (s,e)) 

D Matrice de couplage entrée - sortie ( dimension (s,e)) 

K : matrice de retour d'état (dimension (e,n)) 

X(k) 
L 

D 

H z-1 C 

Y(k) 

K 

F 

X(k+1) + U(k) V(k) W (k) 

+ 

+ 

+ + 

+ 
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L : matrice de compensation ( dimension (e,e)) 

On pose  V(k) : vecteur intermédiaire de commande : 

𝑉(𝑘) = 𝐿𝑊(𝑘)                           (3.2) 

tel que V est un vecteur intermédiaire de commande. 

Donc U(k) devient : 

𝑈(𝑘) = 𝐾.𝑋(𝑘) + 𝑉(𝑘)                                                                           (3.3) 

Les équations d'état discrètes d'un système linéaire sont : 

 

{
𝑋(𝑘 + 1) = 𝐹. 𝑋(𝑘) + 𝐻. 𝑈(𝑘)

𝑌(𝑘) = 𝐶. 𝑋(𝑘) + 𝐷.𝑈(𝑘)
                                 (3.4) 

 

Les équations d’état en boucle fermée avec le retour d’état défini sont données par : 

 

{
𝑋(𝑘 + 1) = (𝐹 + 𝐻. 𝐾). 𝑋(𝑘) + 𝐻. 𝑈(𝑘)

𝑌(𝑘) = (𝐶 + 𝐷.𝐾). 𝑋(𝑘) + 𝐷.𝑉(𝑘)
  (3.5) 

 

  Dans le cas des systèmes monovariables, les valeurs propres de la matrice (F+H.K) 

correspondent aux pôles de la fonction du transfert de ces derniers. 

 

 Les valeurs propres de la matrice F détermine la dynamique du système en boucle 

ouverte  et les valeurs propres de la matrice F+H.K fixeront les performances en boucle 

fermée. Donc la problématique de la commande par retour d’état est de déterminer la matrice 

de gain K, les matrices F et H pour fixer les valeur propres de (F+H.K) . 

 

Remarques: 

- La  matrice de gain K est de dimension (1, n) et la solution est unique.. 

- Le nombre de valeurs propres est égal à la taille de la matrice d’état ( donc n 

conditions à satisfaire). 
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3.3.  Placement des pôles par retour d’état et par retour de sortie 

 

L’objectif général dans l’automatique  est de déterminer des lois de commande qui 

assurent aux systèmes linéaires des bonnes performances. les pôles d’un système LTI sont 

prépondérants dans le comportement transitoire de ce dernier. il est souvent souhaitable que 

les valeurs propres de la matrice d’évolution A soient bien localisées dans le plan complexe 

dans le cas ou ce système est décrit par une représentation d’état,  

Pour un système monovariable nous considérons que la matrice d’état est développée sous sa 

forme compagne (décomposition canonique gouvernable).  

3.3.1. Décomposition canonique 

La fonction de transfert  d'un système linéaire est de la  forme suivante : 

Y(z)

U(z)
=

b0+b1z+⋯+bmz
m

a0+a1z+⋯+an−1z
n−1+zn

        , m < 𝑛                                                         (3.6) 

 

Les équations d'état ont pour expression : 

 

{
𝑋𝑐(𝑘 + 1) = 𝐹.𝑋(𝑘) + 𝐻.𝑈(𝑘)

𝑌(𝑘) = 𝐶.𝑋(𝑘)
 

{
 
 

 
 

𝑋𝑐(𝑘 + 1) =

[
 
 
 
 

0
0

0
−a0        

 

1
0

0
−a1        

0
1

0
…

   

…
. . .

0
…

0
0

1
−a n−1  ]

 
 
 
 

. 𝑋(𝑘) +

[
 
 
 
0
0
:
0
1]
 
 
 

. 𝑈(𝑘)

𝑌(𝑘) = [b0   b1…bm 0…0]. 𝑋𝑐(𝑘)

                                      (3.7) 

 

Soit A(z) l'équation caractéristique qui est définie comme suit : 

𝐴(𝑧) = det(𝑧. 𝐼 − 𝐹𝑐) = a0 + a1z +⋯+ an−1zn−1 + zn−1                                   (3.8) 

 

La matrice D est nulle car le degré du numérateur est inférieur au degré du dénominateur, 

Alors: 

 

{
𝑋𝑐(𝑘 + 1) = (𝐹𝑐 + 𝐻𝑐 . 𝐾𝑐). 𝑋𝑐(𝑘) + 𝐻𝑐 . 𝑉(𝑘)

𝑌(𝑘) = 𝐶𝑐 . 𝑋(𝑘)
                                                                   (3.9) 

avec Kc la matrice de retour d’état 
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Les valeurs propres recherchées que nous noterons α(z) sont les racines de l'équation 

caractéristique: 

α(z) = det(z. I − (𝐹𝑐 + 𝐻𝑐 . 𝐾𝑐)) = 𝛼0 + 𝛼1. 𝑧 + 𝛼2𝑧
2 +⋯+ 𝑧𝑛                                     (3.10) 

 

la matrice de gain K pour un système monovariable  (de dimension (1,n) ) est: 

𝐾𝑐 = [ 𝑘1 𝑘2 ……𝑘𝑛]                                                                                                          (3.11) 

 

La matrice d’état en boucle fermée est : 

 

𝐹𝑐 +𝐻𝑐 . 𝐾𝑐 =

[
 
 
 
 
 
0  1 0       0 0
0  1 0       0 0
:   ∶   ∶    ∶  ∶
0  0 0       1 0
0  0 0       0 1

   𝑑1 𝑑2 . .     . .  𝑑𝑛]
 
 
 
 
 

                                                                                       (3.12) 

 

Tel que : 𝑑1 = (𝑘1 − 𝑎0), 𝑑2 = (𝑘2 − 𝑎1), … . . 𝑑𝑛 = (𝑘𝑛 − 𝑎𝑛−1)  

 

Le polynôme caractéristique en boucle fermée (Fc+Hc .Kc ) vaut alors : 

α(z) = (𝑎0−𝑘1) − +(𝑎1−𝑘2). 𝑧 + (𝑎2−𝑘3)𝑧
2 +⋯+ (𝑎𝑛−1−𝑘𝑛)𝑧

𝑛−1 + 𝑧𝑛                 (3.13) 

 

Fixer les valeurs propres de (Fc+Hc.Kc ) revient à calculer les coefficients αi du α(z) .  

par identification des formules (3.10) et (3.12), on obtient la matrice K comme suit : 

 

{

𝑘1 = 𝑎0 − α0
𝑘2 = 𝑎1 − α1

:
       𝑘𝑛 = 𝑎𝑛−1 − α𝑛−1

                                                                                                      (3.14) 

 

Remarque:  le calcul du vecteur K est simple puisqu’il fait appel aux paramètres ai issus de la 

modélisation du processus et des coefficients αi fixés par l’utilisateur pour placer les valeurs 

propres du système commandé. 
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3.3.2. Décomposition d'état quelconque 

Considérons un système d’état qui n’est pas sous la forme souhaitée suivant :   

{
 𝑋(𝑘 + 1) = 𝐹. 𝑋(𝑘) + 𝐻. 𝑈(𝑘)

𝑌(𝑘) = 𝐶.𝑋(𝑘)                          
                                                                                        (3.15) 

Nous présenterons deux méthodes pour obtenir la forme compagne  

 

- Calcul de K à partir d'une matrice de transformation M  

Pour avoir  la forme canonique gouvernable (3.9), nous cherchons  M du vecteur d'état X(k). 

posons :  

𝑋(𝑘) = 𝑀. 𝑋𝑐(𝑘)                                                                                                                 (3.16) 

Avec : 

X(k) : Etat du système (vecteur d'état). 

Xc (k) : Nouveau vecteur d’état qui donne une décomposition sous forme compagne. 

Pour  le vecteur d'état  Xc (k) d’état, les équations deviendront : 

 

{
𝑋𝑐(𝑘 + 1) = 𝑀

−1. 𝐹.𝑀. 𝑋𝑐(𝑘) + 𝑀
−1𝐻.𝑈(𝑘)

𝑌(𝑘) = 𝐶.𝑀.𝑋(𝑘)
                                                                 (3.17) 

 

avec: 𝐹𝑐 = 𝑀
−1. 𝐹. 𝑀   , 𝐻𝑐 = 𝑀

−1𝐻   , 𝐶𝑐 = 𝐶.𝑀 

Il vient:   

{
𝑋𝑐(𝑘 + 1) = 𝐹𝑐 . 𝑋𝑐(𝑘) + 𝐻𝑐 . 𝑈(𝑘)

𝑌(𝑘) = 𝐶𝑐 . 𝑋𝑐(𝑘)
                                                                                    (3.18) 

Identifions (3.17) et (3.18)  : 

  

𝑀 = [𝑀1 𝑀2…𝑀𝑛]                                                                                                             (3.19) 

𝑀−1. 𝐹. 𝑀 = 𝐹𝑐                      𝐹.𝑀 = 𝑀𝐹𝑐                                                                            (3.20) 

𝑀−1. 𝐻 = 𝐻𝑐                        𝐻 = 𝑀.𝐻𝑐                                                                              (3.21) 

Si nous explicitons dans (3.20) et (3.21) les formes de Fc et Hc , nous obtenons: 

𝐹. [𝑀1 𝑀2…𝑀𝑛] = [𝑀1 𝑀2…𝑀𝑛]

[
 
 
 
 

0
0

0
−a0        

 

1
0

0
−a1        

0 
1

0
…

     

 …
. . .

…
…

0
0

1
−a n−1  ]

 
 
 
 

                                 (3.22) 
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𝐻 = 𝑀.𝐻𝑐 = [𝑀1 𝑀2…𝑀𝑛]

[
 
 
 
0
0
:
0
1]
 
 
 

                (3.23) 

 

La valeur Mn est fournie par (3.23) et en développant (3.22) nous obtenons: 

 

{
  
 

  
 
 𝑀𝑛 = 𝐻                                       
𝑀𝑛−1 = 𝐹.𝑀𝑛 + 𝑎𝑛−1 . 𝑀𝑛     
𝑀𝑛−2 = 𝐹.𝑀𝑛−1 + 𝑎𝑛−2 .𝑀𝑛

:
:

𝑀1 = 𝐹.𝑀2 + 𝑎1 . 𝑀𝑛

0 = 𝐹.𝑀1 + 𝑎0 .𝑀𝑛

               

                                                                                          (3.24) 

 

Pour déterminer la matrice de gain K dans le système donné par  (3.15) ,on remarque que la 

commande est la même dans les deux représentations ,alors: 

U(k) = Kc ⋅Xc (k) + V(k) = K⋅X(k) + V(k) ⇒Kc ⋅Xc (k) = K⋅X(k) 

puisque  X(k) = M⋅Xc (k) ,donc: 

 

𝐾 = 𝐾𝑐 .𝑀
−1                                                                                                                        (3.25) 

 

- Calcul de K par la méthode de Bass-Gura. 

 

Nous allons décrire une méthode d'obtention directe de la matrice K en utilisant l'expression 

du polynôme α(z), du système commandé (3.10). 

α(z) = det(z. I − (𝐹 + 𝐻. 𝐾)) = 𝛼0 + 𝛼1. 𝑧 + 𝛼2𝑧
2 +⋯+ 𝑧𝑛 

 

Nous pouvons transformer l'expression α(z) en faisant la décomposition suivante : 

 

α(z) = det[(z. I − F). (I − (𝑧. 𝐼 − 𝐹)−1H.K] 

α(z) = det[(z. I − F)]. det [(I − (𝑧. 𝐼 − 𝐹)−1H.K] 

 

Puisque  𝑑𝑒𝑡[(z. I − F)] = 𝐴(𝑧)  ,  il vient:  

  α(z) = A(z). det [(I − (𝑧. 𝐼 − 𝐹)−1H.K] 
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Le deuxième terme est un scalaire dans un cas monovariable ,donc : 

α(z) = A(z). (1 − det((𝑧. 𝐼 − 𝐹)−1H.K)) 

Alors nous pouvons exprimer: 

α(z) − A(z) = −A(z). det((𝑧. 𝐼 − 𝐹)−1H.K) 

Un développement de cette expression conduit: 

(𝑎𝑛−1 − 𝛼𝑛−1 ) = 𝐾. 𝐻 

(𝑎𝑛−2 − 𝛼𝑛−2 ) = 𝐾. 𝐹. 𝐻 + 𝐾. 𝑎𝑛−1 . 𝐻 

(𝑎𝑛−3 − 𝛼𝑛−3 ) = 𝐾. 𝐹2. 𝐻 + 𝐾. 𝑎𝑛−1 . 𝐹.𝐻 + 𝐾. 𝑎𝑛−2 . 𝐻 

:
:
 

en posant : 

 

𝛼 = [𝛼𝑛−1  𝛼𝑛−2  𝛼𝑛−3…𝛼0]                                                                                            (3.26)      

𝐴 = [𝑎𝑛−1  𝑎𝑛−2  𝑎𝑛−3…𝑎0]                                                                                             (3.27) 

 

On obtient la forme matricielle suivante: 

[𝐴 − 𝛼] = 𝐾. [𝐻  𝐹. 𝐻  𝐹2. 𝐻 …  𝐹𝑛−1. 𝐻]

[
 
 
 
 
1
0
0
0…
0

      

𝑎𝑛−1
1
0
0…
0

      

𝑎𝑛−2
𝑎𝑛−1
1
0…
0

      

𝑎𝑛−3
𝑎𝑛−2
𝑎𝑛−1
1…
0

      

…
……
……
…

       

𝑎1
𝑎1
𝑎1
𝑎1…
1 ]
 
 
 
 

        (3.28) 

[𝐴 − 𝛼] = 𝐾.𝐺. 𝑇  

 

on tire : 

𝐾 = [𝐴 − 𝛼].𝑇−1. 𝐺−1                                                                                                      (3.29) 

 

  𝑇𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒  𝐺 = [𝐻  𝐹.𝐻  𝐹2. 𝐻 …  𝐹𝑛−1. 𝐻] 𝑒𝑡 𝑇 =

[
 
 
 
 
1
0
0
0…
0

      

𝑎𝑛−1
1
0
0…
0

      

𝑎𝑛−2
𝑎𝑛−1
1
0…
0

      

𝑎𝑛−3
𝑎𝑛−2
𝑎𝑛−1
1…
0

      

…
……
……
…

       

𝑎1
𝑎1
𝑎1
𝑎1…
1 ]
 
 
 
 

  

 

Avec G est  une matrice de gouvernabilité.  
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-  Calcul de la matrice L. 

Le calcul de la matrice K ne garantit pas un gain statique unitaire entre la consigne W et la 

sortie Y. 

La fonction de transfert est donné par : 

𝐹(𝑧) = 𝐶. [𝑧. 𝐼 − 𝐹]−1. 𝐻 

 

La fonction de transfert d'un système commandé par retour d'état est: 

𝐻(𝑧) = 𝐶. [𝑧. 𝐼 − 𝐹 − 𝐻. 𝐾]−1. 𝐻 

dont le gain statique vaut :  Ks = 𝐶. [𝐼 − 𝐹 − 𝐻. 𝐾]−1. 𝐻 

 Donc la valeur de L est l'inverse de gain Ks. 

𝐿 =
1

Ks
                                                                                                                                 (3.30) 

 

-  Etapes pour calcul de K et L 

 

a) Vérifier  que la décomposition d'état est commandable 

𝑅𝑎𝑛𝑔(|𝐻 , 𝐹. 𝐻,  𝐹2. 𝐻, …  , 𝐹𝑛−1. 𝐻| = 𝑛 

 

b) Calcul du polynôme caractéristique du système : 

A(z) = det(z. I − F) = 𝑎0 + 𝑎1. 𝑧 + 𝑎2𝑧
2 +⋯+ 𝑧𝑛 

c) Choisir la dynamique en boucle fermée 

α(z) = (z − 𝑧1)(z − 𝑧2)(z − 𝑧3)…… (z − 𝑧𝑛) = 𝛼0 + 𝛼1. 𝑧 + 𝛼2𝑧
2 +⋯+ 𝑧𝑛 

d) Calculer  la matrice K  en utilisant l'une des deux méthodes suivantes: 

d-1. En utilisant  la transformation M: 

{
  
 

  
 
 𝑀𝑛 = 𝐻                                       
𝑀𝑛−1 = 𝐹.𝑀𝑛 + 𝑎𝑛−1 . 𝑀𝑛     
𝑀𝑛−2 = 𝐹.𝑀𝑛−1 + 𝑎𝑛−2 .𝑀𝑛

:
:

𝑀1 = 𝐹.𝑀2 + 𝑎1 . 𝑀𝑛

0 = 𝐹.𝑀1 + 𝑎0 .𝑀𝑛

               

 

𝐾𝑐𝑖 = (𝑎𝑖−1 − 𝛼𝑖−1 )  , 𝑖 ∈ {1…𝑛}  

𝐾 = 𝐾𝑐 .𝑀
−1   

d-2. En utilisant   la méthode de Bass-Gura 

 

𝛼 = [𝛼𝑛−1  𝛼𝑛−2  𝛼𝑛−3…𝛼0]       , 𝐴 = [𝑎𝑛−1  𝑎𝑛−2  𝑎𝑛−3…𝑎0]     
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𝐺 = [𝐻  𝐹.𝐻  𝐹2. 𝐻 …  𝐹𝑛−1. 𝐻] 

𝑇 =

[
 
 
 
 
1
0
0
0…
0

      

𝑎𝑛−1
1
0
0…
0

      

𝑎𝑛−2
𝑎𝑛−1
1
0…
0

      

𝑎𝑛−3
𝑎𝑛−2
𝑎𝑛−1
1…
0

      

…
……
……
…

       

𝑎1
𝑎1
𝑎1
𝑎1…
1 ]
 
 
 
 

 

 

𝐾 = [𝐴 − 𝛼].𝑇−1. 𝐺−1 

 

e) Calcul de la compensation L : 

𝐿 =
1

𝐶. [𝐼 − 𝐹 − 𝐻.𝐾]−1. 𝐻
 

 

3.4. - Estimateur d’état et de sortie 
 

3.4.1.Principe 

 L'utilisation de capteurs est indispensable dans la mise en œuvre de la commande par 

retour d'état , ces capteurs permettent de donner à chaque instant la valeur de l'état .  

malheureusement, souvent  toutes les variables d'état ne soient pas accessibles à la mesure car  

les capteurs sont difficiles à réaliser pour des raisons techniques ou bien parfois trop coûteux. 

ce qui rend  l’implémentation directe de la commande est impossible.  

L’idée est donc de reconstruire l’état à partir des informations disponibles ( la sortie et la 

commande ). On utilise pour cela un système dynamique permettant d’approximer x(t), Ce 

système est en quelque sorte un capteur logiciel ,ce dernier est un algorithme qui donne les 

variables d'état non mesurées du système à chaque instant une estimation en ligne. 

 

Il existe trois type d'observateur: 

Observateur d'ordre complet: il permet d'estimer toutes les variables d'états sans exeption 

(mesurables et non mesurables)  du système. 

Observateur d'ordre  réduit: est un observateur qui estime  les variables d'états dont le 

nombre est inférieur à n (nombre des états du système) 

Observateur d'ordre  minimum: Si l'ordre de l'observateur est  le minimum possible. 
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3.4.2.Architecture d'un Observateur 

 

 

Le schéma  généra d’un observateur est représenté par la figure 3.3, suivante :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.3: Architecture générale d’un observateur 

 

 L'estimation de l'état dépende de  la dynamique du système en prenant en compte la 

commande u(t)  et  la sortie du système y(t)  . 

 

{
𝑋(𝑘 + 1) = 𝐴. 𝑋(𝑘) + 𝐵. 𝑈(𝑘)

𝑌(𝑘) = 𝐶. 𝑋(𝑘) + 𝐷. 𝑈(𝑘)
                     {

𝑋(𝑘 + 1) = 𝐴. 𝑋̂(𝑘) + 𝐿. (𝑦(𝑘) − 𝐶 𝑋̂(𝑘))

𝑌(𝑘) = 𝐶. 𝑋̂(𝑘)
 

 

Tel que :  La matrice L représente le  gain de l’observateur.  

 

 

L’objectif d'utilisation d'un observateur est de trouver l’estimation 𝑋̂(𝑘) de telle sorte que :  

 

 lim
𝑡→∞

𝑋̂(𝑘) = 𝑥(𝑘) 

 

Tel que 𝑥0(𝑡) n’est pas connue, donc c'est la même chose pour  𝑋0̂(𝑘) .  
 

 

Soit  l’erreur d’estimation 𝑒(𝑘) = 𝑥(𝑘) − 𝑋̂(𝑘)  alors la conception de l’observateur consiste 

à trouver la matrice de gain L tel que :  

 

Observateur 

 Entrée U 

 

Sortie  Y 

Système Capteur 
 Etat X 

 

Etat Estimé   𝑋̂ 
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lim
𝑡→∞

𝑒(𝑘) = 0 

 

Sachant que :  {
𝑋(𝑘 + 1) = 𝐴. 𝑋̂(𝑘) + 𝐿. (𝑦(𝑘) − 𝐶 𝑋̂(𝑘))

𝑌(𝑘) = 𝐶. 𝑋̂(𝑘)
 

 

𝑋̂(𝑘 + 1) − 𝑋(𝑘 + 1) = [𝐴 − 𝐿 𝐶] 𝑒(𝑘) 
 

L’erreur de prédiction à  l’instant k + 1 est : 

 

𝑒(𝑘 + 1) = 𝑋(𝑘 + 1) − 𝑋̂(𝑘 + 1) 
 

Donc 𝑒(𝑘 + 1) = [𝐴 − 𝐿 𝐶] 𝑒(𝑘) 
 

 Cette  dernière équation permet d’étudier la convergence de 𝑒(𝑘) . E n choisissant 

correctement le vecteur L ,nous pouvons, en utilisant la méthode de placement des pôles, 

déterminer la rapidité de convergence de 𝑒(𝑘). 

 

3.5. Exercices Corrigés 

Exercice N°1: 

Soit un système à temps discret régi par les équations d’état suivantes : 

 

{
𝑋(𝑘 + 1) = 𝐴. 𝑋(𝑘) + 𝐵. 𝑈(𝑘)

𝑌(𝑘) = 𝐶. 𝑋(𝑘)
  

 

Avec: 𝐴 = [
−1 −2
2 2

]  𝑒𝑡  𝐵 = (
1
−1
) 

 

1)  Vérifier la commandabilité du système? 

2)  Déterminer le vecteur de gain  g1 qui assure à ce système la réponse pile à l’état 0 à partir 

de n’importe quel état x(0), pour une commande à retour d’état et pour un signal de consigne 

nul, et ce, en un temps égal à 2 fois la période d’échantillonnage. 

3)  Donner une simulation pour un fonctionnement du système en boucle fermée pour vérifier 

la réponse pile à l’état x(2) = 0.à partir d’un vecteur d’état initial x(0) quelconque.  

 

Solution: 

1) Vérification de la commandabilité: 

𝐶 = [  𝐵    𝐴𝐵 ]  
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𝐴𝐵 = (
1
0
)    𝑑𝑜𝑛𝑐   𝐶 = [

1 1
−1 0

] 

𝐷𝑒𝑡 𝐶 = |
1 1
−1 0

| = 1 

le système est complètement commandable car 𝐷𝑒𝑡 𝐶 ≠ 0  

 

   2) On cherche d'abord  U(k) pour 0 ≤ 𝑘 < 0   qui  permet d'amener le système à 0 en 2 

échantillons. 

 

On a: [𝐴]−2𝑥(2) = 𝑥(0) + [[𝐴]−1 𝐵      [𝐴]−2𝐵]. (
𝑢(0)
𝑢(1)

)  

(
𝑢(0)
𝑢(1)

) = [[𝐴]−1 𝐵               [𝐴]−2𝐵]. (−𝑥(0) 

 

Calculons tout d’abord[𝐴]−1: 

[𝐴]−1 =
1

det (𝐴)
[
2 2
−2 1

] = [
1 1

−1 −
1

2

]                    [𝐴]−1 𝐵 = (
0

−
1

2

) 

Alors: 

[𝐴]−2 = [
1 1

−1 −
1

2

] . [
1 1

−1 −
1

2

] = [
0

1

2

−
1

2
−
3

4

] 

Donc: [𝐴]−2𝐵 = (
−
1

2
1

4

) 

D'ou: [[𝐴]−1 𝐵               [𝐴]−2𝐵] = [
0

1

2

−
1

2

1

4

]                  [[𝐴]−1 𝐵               [𝐴]−2𝐵]−1 =

[
−1 −2
−2 0

]         

Le vecteur de gain 𝑔1 = (−1 − 2) permet d' assurer la réponse pile (de la première ligne de 

la matrice précédente) 

 

3) Simulation des premiers échantillons de fonctionnement du système à partir de l’état initial 

proposé: 

𝑥(1) = 𝐴 𝑥(0) + 𝐵 𝑢(0) 
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(
𝑥1(1)
𝑥2(1)

) = [
−1 −2

2 2
] (
1
1
) − (

1
−1
)𝑔1. 𝑥(0) 

Soit:    

(
𝑥1(1)
𝑥2(1)

) = [
−1 −2

2 2
] (
1
1
) − [

−1 −2

1 2
] (
1
1
) 

Puis: 𝑥(2) = 𝐴 𝑥(1) + 𝐵𝑢(1)      

 

(
𝑥1(2)
𝑥2(2)

) = [
−1 −2

2 2
] (
0
1
) − (

1
−1
)𝑔1. 𝑥(1)             

    (
𝑥1(2)
𝑥2(2)

) = [
−1 −2

2 2
] (
0
1
) − [

−1 −2

1 2
] (
0
1
) = (

0
0
)  

Donc évidemment; x(k)=0 pour k>2  

 

Exercice N°2: 

 

Soit un système observable donné sous la forme suivante : 

 

{
𝑋(𝑘 + 1) = 𝐴. 𝑋(𝑘) + 𝐵. 𝑈(𝑘)

𝑌(𝑘) = 𝐶. 𝑋(𝑘)
  

 

Avec: 𝐴 = [
0 0 −1
1 0 −3
0 1 −2

]  𝑒𝑡  𝐶 = (0 0 1) 

1) Déterminer la matrice [𝐴 − 𝐿 𝐶]? 

2) Déduire les pôles en fonction des éléments  de la matrice de gain L? 

 

Solution  

 

1)  

[𝐴 − 𝐿 𝐶] =  [
0 0 −1
1 0 −3
0 1 −2

] − (
𝐿1
𝐿2
𝐿3

) (0 0 1) 

[𝐴 − 𝐿 𝐶] =  [
0 0 −1
1 0 −3
0 1 −2

] = [
0 0 −1 − 𝐿1
1 0 −3 − 𝐿2
0 1 −2 − 𝐿3

] 

 

2) Les pôles sont respectivement −1 − 𝐿1 , −3 − 𝐿2   et −2 − 𝐿3   

Remarque en choisissant  𝐿1, 𝐿2 𝑒𝑡 𝐿3 , nous pouvons placer où on le souhaite en fonction 

d’un cahier des charge donné. 
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Exercice N°3: 

Soit un système discret suivant: 

{
𝑋(𝑘 + 1) = 𝐴. 𝑋(𝑘) + 𝐵. 𝑈(𝑘)

𝑌(𝑘) = 𝐶. 𝑋(𝑘)
  

 

Avec: 𝐴 = [
0 1
20 0

] , 𝐵 = [
0
1
]  𝑒𝑡 𝐶 = (1  0) 

1) Vérifier l'observabilité du système? 

2) Déterminer la matrice de gain  d'observateur L tel que les valeurs propres sont 0.2 et 0.3? 

 

Solution:  

 

1) En général, La matrice d’observabilité est définie par : 

𝑂𝑏 = [  𝐶𝑇 , 𝐴𝑇𝐶𝑇 , [𝐴𝑇]2𝐶𝑇 , ……… . . , [𝐴𝑇]𝑛−1𝐶𝑇   ] 

Dans notre cas    n=2  alors   𝑂𝑏 = [  𝐶𝑇 , 𝐴𝑇𝐶𝑇  ]  

 

Donc  La matrice d’observabilité devienne:  𝑂𝑏 = [  
1 0
0 1

 ] 

Le système est donc complètement observable car    𝐷𝑒𝑡(𝑂𝑏) =  1 ≠ 0. 

2) 

𝑋̂(𝑘 + 1) = 𝐴  𝑋̂(𝑘) + 𝐵. 𝑢(𝑘) + 𝐿 𝐶 (𝑥(𝑘) − 𝑋̂(𝑘) 

 

𝑋̂(𝑘 + 1) − 𝑋(𝑘 + 1) = [𝐴 − 𝐿 𝐶] 𝑒(𝑘) 

On calcul 𝐿𝑇    pour que       𝐴𝑇 − 𝐶𝑇𝐿𝑇  possède les valeurs propres égale  à 0.2 et 0.3 

[𝐴]𝑇 = [
0 20
1 0

] et 𝐶𝑇 = [
1
0
] 

En utilisant la formule d'Ackermann on trouve :  𝐿 = [
−0.5
20.06

] 
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