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Avant-propos

Un systéme asservis est un systéme qui prend en compte I'évolution de ses sorties pour
les maintenir ou les modifier conformément a une consigne durant son fonctionnement.

Le principe de base dun asservissement est de mesurer ,a chaque instant, la
différence entre la valeur réelle et la valeur ciblée de la grandeur asservie, et d'activer
les actionneurs agissant sur cette grandeur pour I'objectif de réduire cet écart.

L'objectif principal de ce manuel de cours, intitulé « Systéemes Asservis Numériques »,
est de présenter les notions de base des systemes asservis linaires dans le domaine discret,
il est destiné aux étudiants en Master Electronique des Systemes Embarqués. Les informations
contenues dans ce cours ont été organisées de la meilleure fagon possible afin d’étre
exhaustives tout en étant également assimilable par 1’ensemble des étudiants. Une
organisation particuliére a été mise sur la forme de ce manuel en respectant le canevas officiel
de notre tutelle, ce qui permet ,aux étudiants, d’en faciliter la compréhension.

Ce cours est organisé en Trois chapitres, dans le premier, on présente une étude sur
I’échantillonnage d’un signal. Dans le deuxieme chapitre, on traite I'Analyse des systémes
échantillonnés dans 1’espace d’état en se basant sur I'étude de la stabilité et la précision des
systéemes échantillonnés asservis ainsi que I'étude de la commandabilité et I'observabilité des
systemes dans l'espace d'état. Dans le dernier chapitre on va présenter la synthese des

systemes échantillonnes dans I’espace d’état
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Chapitre 1 Etude de ’échantillonnage d’un signal

Chapitre 1

Etude de I’échantillonnage d’un signal

1.1. Introduction

Dans lindustrie, [l'utilisation des outils numériques de traitement (ordinateurs,
calculateurs, automates programmables..etc...) est indispensable et nécessaire en raison de la
complexité des systemes, ainsi que celle des traitements a réaliser.

L'échantillonnage est I'une des techniques du traitement du signal qui est trés utilisée
par des systéemes numériques dans les différents domaines , son principe est de transformer un
signal analogique en une suite de valeurs numériques pour pouvoir étre traités

Pour transformer un signal continu en un signal discret, on a recours a deux opérations
successives : L’échantillonnage consiste a prélever les valeurs instantanées d’un signal a des
instants précis, puis la conversion analogique numérique (CAN) qui transforme ces

échantillons en une suite de nombres codés sous forme hinaire.

1.2.  Principes fondamentaux de I’échantillonnage des signaux

1.2.1.Modéle Mathematique d'échantillonnage:

L'objectif de I’échantillonnage est de transformé un signal temporel x(t) en une suite
numeérique x(kT.) de valeurs prises a des instants kT,.

Soit un signal analogique x(t) représenté par une suite de valeur discréte :

x(t) = x(kT,) (1.1)
Avec : k est un nombre entier (k = 0,1,2,...n) et T, une période d’échantillonnage

Le peigne de Dirac p(t) représenté par la figure 1.1 est défini par :
p(t) = 87(t) = X§Z% 6(¢ — kTe) (1.2)

p(®

0" ¢ 2r, 3r, KT, ¢

Figure 1.1 peigne de Dirac
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Mathématiquement , I’échantillonnage est une opération de multiplication d'un signal

X(t) par une fonction d’échantillonnage p(t) (peigne de Dirac) représentée sur la figure 1.
x*(t) = x(kT,) = x(t).p(t) = x(t). 2% 8(t — kT,) (1.3)
x*(t) = X5 x(k). (e — k1,) = {x(kT,)} = {x(0),x(T,), x(2T,) ... ... ... x(kT,)} (1.4)

1.2.2. Théoreme de Shannon

Malheureusement,  I"échantillonnage d'un signal continu x(t) conduit a une perte

d’information du ce dernier. Cette perte d’information est plus grande lorsque la fréquence f, = Tl est
e

petite. Donc le cas idéal est d' échantillonner a une fréquence infinie.
Le choix de la période d’échantillonnage dépend du type de systéme utilisé et des possibilités offertes
par les outils numériques. Dans tout les cas, 1’’echantillonnage doit respecter le théoréme de
Shannon.

Soit |x*(f)| le spectre d'un signal x(t) nous montre que cela est possible s’il n’existe

aucun recouvrement (sans chevauchement) entre les différents segments de spectre (Figurel.2).

|
]
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Figure 1.2 Spectre d’un signal échantillonné sans recouvrement

pour préserver, lors de son échantillonnage, 1I’information contenue dans un signal le théoréme
de Shannon précise que la fréquence d’’echantillonnage f, doit étre au moins égale a deux fois la plus

grande fréquence contenue dans le spectre du signal que I’on veut échantillonner :

fe> 2fmax
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1.2.3.Reconstruction d’un signal continu

L’opération inverse de 1’échantillonnage, c’est-a-dire la transformation d’une suite
d’échantillons en un signal continu (CNA) acceptable technologiquement par les actionneurs,
est appelée reconstitution (ou reconstruction. Cette étape est indispensable en commande
numérique ; en effet, a partir des nombres générés par 1’ordinateur (généralement un
calculateur numérique), une grandeur de commande analogique doit étre construite afin
d’activer le systéme a commander. En fait, cette opération est réalisée a 1’aide de filtres ou de
bloqueurs. L'objectif est de reconstruire un signal continu (analogique) le plus proche

possible du signal dont le spectre est celui de la bande [0, f,/2].

A-Bloqueur d’ordre zéro (BOZ)

Un bloqueur d’ordre zéro (BOZ) en anglais ~"zero order holder ™ qui permet d’obtenir
un signal analogique a partir d’une suite d’échantillons ou d’un signal numérique. En effet, le
bloqueur d’ordre zéro maintient a sa sortie la valeur de 1’échantillon d’entrée, durant la
période d’échantillonnage qui sépare deux échantillons consécutifs (kT, et (k + 1)T,). Un
exemple est montré par la figure 1.3 ; ou la sortie garde la méme valeur jusqu'a l'arrivée d'une

nouvelle valeur en entrée.

5('[)‘ A
14

—> Bolp) [—

v

v
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—

Figure 1.3 Bloqueur d’Ordre Zéro (BOZ)

La réponse impulsionnelle by (t) du bloqueur est une différence entre un signal échelon &(t)

et un autre retardé d'une période T, elle s'écrit :

by(t) = e(t) —e(t —Te)

Ou ¢(t): la fonction échelon unitaire
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En utilisant la transformée de Laplace, on déduit la fonction de transfert du BOZ :

1-e~Tep

By(p) = (1.5)

p

B- Bloqueur d’ordre un (BOU)

Le principe du bloqueur d’ordre un (BOU) est de reproduire exactement un signal
linéaire échantillonné par la réalisation d'une extrapolation linéaire de 1’évolution de signal

avant échantillonnage a partir des deux dernieres prises d’information:

La figure suivante montre un exemple d'un bloqueur d'ordre un:

x(kT,)

Xgou (1)

0 T, 2T, 3T, 4T, t

Figure 1.4 bloqueur d’ordre 1

La fonction de transfert d’un bloqueur d’ordre un B,(p)est donnée par I’équation

suivante :
2

By (p) = 2 (1210) (L.6)

Te 14

Remarque :
Il existe plusieurs sortes de bloqueurs :
» pour un bloqueur d’ordre 0, permet d'avoir un histogramme en barres.
» pour un bloqueur d’ordre 1,son objectif est d'avoir une interpolation linéaire basique ( on
aura des segments reliant directement deux valeurs successives).
» pour un bloquer d’ordre 2, son principe est d'avoir une parabole entre 2 valeurs
» pour un bloqueur d’ordre n, on obtiendra entre 2 valeurs successives une courbe

d'ordre n.
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1.3. Transforméeen z
1.3.1.Définition

Soit un signal continu x(t), La transformée de Laplace de ce dernier s’ ecrit :

X(p) = fooox(t).e‘p't dt (1.7)

La transformée de Laplace d’un signal discret a une donnée d’une période T est:

o)

X*(p) =j x*(t).e7Ptdt

0

o)

X*(p) — Z X(k).e_p'k'T

k=0

Ou: x*(t) est le signal échantillonné de x(t). T,est la période d’échantillonnage.

A partir de ce résultat , la transformée en z des signaux discrets a été proposée avec

z =eleP,

Donc on appelle la transformée en z d'un signal a temps discret x(k) (signal causal)
la série entiere X (z) définie par :
X(2) =Z{x(K)} = Xy o x(k)z ™k (1.8)
Tel que z est une variable complexe ou X(z) est un fonction complexe de la variable z.

La transformée enZest généralement définie sur une partie du plan complexe pour
laquelle|z| > R,.
La valeur R, définissant la limite de convergence est appelée rayon de convergence de la

transformée en Z.



Chapitre 1 Etude de ’échantillonnage d’un signal

Remarque:
La transformée en Z Est I’outil mathématique qui facilite I’analyse des boucles de
régulation numérique et elle permet de déterminer la solution d’une équation aux différences

a coefficients constants
1.3.2 Propriétés de la transformée en Z

a) Linéarité
Soit X(z) = z{x(k)}etY(z) = z{y(k)} alors:
z{a.x(k) + B.y(k)} = a. X(z) + B.Y(2) (1.9)

b) Multiplication par une rampe
Soit X(z) = z{x(k)} et et kestun nombre réel alors:
z{k. x(k)} = —z+-X(2) (1.10)
c) Multiplication par une exponentielle
z{e % x(k)} = X(ze%) (1.11)

d) Changement d'échelleen z

X(2) = z{x(k)} = z{a*x(kT,)} =X (i) Va€eR (1.12)

e) Théoreme du retard
Soit x(k) = 0 pour k < 0 (fonction causale)
X(2) = z{x(k)} = z{x(k —n}=2z"X(z) pourk =n (1.13)
f) Avance

La transformée en z d’un signal discret avancé de npériodes d’échantillonnageest :

X(z) = z{x(k)} = z{x(k +n}=2z"X(z) —z"x(0) —z"x(1) —--—zx(n—1) (1.14)
g) Retard
TZ[x(k — n)] = z7"X(z) (1.15)
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h) Sommation

TZIEZ, x(D)] = == X(2) (1.16)

i) Théoréme du la valeur initiale
x(0%) =lim{x(k)} = li{un {X(2)} (1.17)
k-0 Zo+0o

j) Théoreme du la valeur finale

x(e0) = lim{x(£)} = lim {(;1) X(2)} (1.18)

t—oo

k) Théoréme de la convolution discrete

le produit de convolution discréte de deux fonctions f et g est :

G = ) xRyl —n)
k=—o0
2{Cx « (0} = X(2).Y (2) (119)

1.3.3.Exemples des signaux échantillonnés usuels
Exemple 1:

Soit 8(kT,) une impulsion unité échantillonnée donnée par la figure 1.5

6 (1)

Figure 1.5 Impulsion de Dirac

8(kTe)={1 si k=0

0si k=0 (1.20)

En utilisant la définition de la transformée en z précédente, on trouve :

X@) = 2((KT,) = 2(8) = ) 677 = 8,2° =

k=0



Chapitre 1 Etude de ’échantillonnage d’un signal

Donc: X(z) =Z{6*(t)} =1

Exemple 2:

Soit e(kT,) un échelon unité échantillonnée donnée par la figure 1.6

e (t)
0 | T, 2T, 3T, KT, t
Figure 1.6 Echelon unité
1 Vk=0
e(kT,) = {o o (1.22)

En appliquant la définition on trouve :

[ee)

E(2) = Z(eUT) = Z(e) = ) z7¥ =142 +27 4
k=0

Donc: E(z) = Z{e*(t)} = il

Z—

Remarque : La série).;_, z~*forme une série géométrique convergente de raisonq = z~.
Exemple 3:

Soit r(kT,) une Rampe unité échantillonnée donnée par:

_(kT, Vk=0
r(kTe) = { k< (1.22)

En appliquant la définition on trouve :

R(z) = Z(R(KT,) = Z(r,) = Z KT,z7% =T, Z kz % =T, Z kz 1

k=0 k=0 k=0
o d d z T,z
— — 7k = —  — = e
ZTekZ(:)dZZ 21 dz (z— 1) (z—-1)2
. Tez
R(z) =Z{r'(D} = =12
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1.3.4 Quelques transformees en z

Le tableau suivant donne les transformées en z de quelques fonctions:

x(k) = y(k —n)e(k —n)

Signal causal Signal causal
ko x(k),k €N X(2)
Z
e(k) =1 p—)
{6(0) =1 1
§(k)=0sik+0
Z
r(k) =k Z—1)?
o, z(z—1)
d(k) = k N
x(k) = a* a e R-{0} z
Z —Za
x(k) = a*f(k),a € R — {0} F (E)
x(k) = kf (k) —Z%F(z)
x(1) = ka*f (k) o (%)
x(k) =y(k—n),(k—n) €N
Ou z 'Y (2)

x(k) =y(k+1)

zY(z) — zy(0)

x(k) = y(k +2)

z%Y(z) — z*y(0) — zy(1)

x(k) = y(k +n)

z"Y(2) — z"y(0) — z" y(1) — .-

—zy(n—1)
zsin(wT,)
in(kwT,
Sln( w e) Z2 — 2ZCOS((UT9) +1
2
— T
cos(kwT,) e

z? — 2zcos(wT,) + 1

e~ *Tesin(kwT,)

e Tezsin(wT,)
z2 — 2e %Tezcos(wT,) + e~2aTe

e~ %Tecos(kwT,)

z%2 — e %Tecos(wT,)
z2 — 2e %Tezcos(wT,) + e—2aTe

x(0)

lim X(2)
Z—>00

y ()

lim[(1 - z"H)Y(2)]
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1.4. Transformée en Z inverse
La transformée en Z inverse permet de retrouver les échantillons du signal:
Z X (@)} = x(k)
Pour retrouver ’originale d’une fonction X(z) donnée, il existe plusieurs méthodes:
1.4.1. Méthode de Décomposition en somme de fonctions :
On décompose la fonction X(z) en en une somme des fractions rationnelles en z
( éléments simples) et aprés en cherche dans la table de la transformée en Z leurs fonctions

originales.

N(2)

Soit une fonction F(z) de la forme :X(z) = e

—=et supposons que F(z) a uniquement

des pbles simples réels différents de zéro.

soit p;,i = 1,...n, les poles de F(z).

La decomp03|t|on en éléments simples de D nous permet d’écrire la transformée en Z
sous la forme :

DU ZA-wl

Alors, en utilisant la table de transformées en z, on obtient :

X()—Z

x() = 800)+ ) Aiple(k)

Remarque: la Méthode de Décomposition peut étre utilisée lorsque la fonction X (z)

possede des pdles complexes ou/et des pdles multiples.

Exemple :

Déterminer la transformée en z inverse de la fonction :
2
VA
X(z)=———
_ (2) z2—3z4+2
Solution
On a:

2 ZZ

23242 (z-1D(z-2)

X(2) =

10
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. X(z) _ e &1 . ot -

On décompose = (z—1)(z—2)°n élements simples, on obtient :
F@ _ -1 2 _Z %2
z (z—1) t (z-2) donc F(Z) 21 t+ z-2

Donc : x(k) = —e(k) + 2 x 2¥e(k) = —e(k) + 2k*te(k)
tel que : e(k) est un échelon unitaire

1.4.2. Division polynomiale

N(z)
D(2)’

de z pour obtenir une série en puissance décroissante de (z-1) dont les coefficients sont les

Soit X(z) = cette méthode consiste a diviser N(z) par D(z) définis en puissance positive

valeurs x(k) recherchées.

_N= _ boz™+b1z™ Lty
X(Z) - D(z) B apz™+az" 1+-+ay, (123)
N(z) D(z)

X2)=X0)+X(1).z7'+X(2).z2+X3).z3+X(4).z7* + ..

Aprés on déduit X(0),X(1),X(2),X(3)........ etc (Par identification)

Exemple :

Déterminer la transformée en Z inverse de la fonction par la méthode de division

polynomiale:
2

X(Z):ZZ—32+2
Solution
z? z?—=3z+2
—z% +3z -2 X(z) =143z +7.272+15.23 4+ + X(D).z7" + -
+3z+ 2

Par identification, on en déduit X(0)=1, X(1)=3, X(2)=7, X(3)=15........ etc

11
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Remarque: La Résolution d’équations aux différences I’aide de la transformée en Z est la
suivante :

a. Appliquer la transformée en Z aux 2 membres de I’équation aux différences en X(k)

b. Calculer X(z) en utilisant les propriétés de la transformée en Z

c. Décomposer X(z) en fonctions rationnelles simples

d. Utiliser la table de transformées pour obtenir x(k) par la transformée inverse

1.5. Transformée en « z » modifiée

L'inconvénient de la transformée en Z est le manque d'information sur les valeurs
prises par x(t) entre les instants d'échantillonnage. Pour remédier a ce probléme L'utilisation
de la transformée en z modifiée Z,,x(t) est indispensable et en plus cette derniere technique
reste le seul moyen pour calculer la transformée en z d'un signal retardé.

La transformée en Z modifiée de x(t), est une transformée en Z de x(t — (1 — m)T),
avecm € [0,1].

L’expression de Z,,x(t) peut étre calculée en utilisant I'une des deux méthodes
suivantes :

a) lasérie:
Zonx() = Z[x(t — (1 —m)T)] = 272 252 o x ((k + m) Tz ¥ (1.24)
b) la méthode des résidus

mpTe
M] (1.25)

PTez-1

Zpx(t) = Z[x(t - (1 -m)T)] =z X, [re51dus de
p=p;

Tel que : p; sont les pbles de la fonction X(p)et X(p) = TL(x(t))

1.5.1.Exemple

Soit f(t) = e *.e(t) > F(p) = pﬁ . Calculons le transformée en zmodifiée Z,,, f (t).

F(p)e™Te
1—elepz-1
P=pi

(L) e mpTe
p+a

1—eTerz-1

Zpf(@®) =271 z Irésidus de
Pi

=z~ L. Résiduge pore p=—a de

e—maTe e—maTe
= Z_l
(1—e ez )| (z—e o)

12



Chapitre 1 Etude de ’échantillonnage d’un signal

1.5.1. Propriétes de la transformée en Z modifiée

a) Linéarité
Zpfa.x(t) + B.y(0)} = a.Z,x(t) + B. Z,,y(t) (1.26)

b) Translation complexe
ZnX(p + a) = e=Te(M=1 ¥ (z¢0Te) (1.27)

C) Théoréme de valeur initiale
x(0) = limxp, (kTe) = lim X, (2) (1.28)
k-0

m—0 m—0
d) Théoreme de valeur finale
x(0) = Ilirn Xm (KT,) = lirrll Xm(2) (1.29)
00 VA =4

1.6. Fonction de transfert échantillonnée

I’analyse d’un systéme commandé par calculateur numérique passe par la définition
d’un systéme a temps discret, comprenant le procédé commandé de nature généralement
continue, et les convertisseurs analogique-numérique et numérique analogique, que 1’on peut

respectivement assimiler au bloqueur d’ordre zéro et a I’échantillonneur, selon le schéma de

la figure 1.7.
u(k) Bo(p) G(o) yk)
T
N _/
—~
uck) Systéme yk)

échantillonné

Figure 1.7 Systéme échantillonné

13



Chapitre 1 Etude de ’échantillonnage d’un signal

La fonction de transfert en z de systéme échantillonné suivant le schéma de la figure est
donneée par:

62)=(=1)z [%")] (1.30)

Démonstration:

1-e~TP

G(2) = Z[Bo(p).G(@)] = Z|*—.6(p)]

Gz2)=1-z"YHZ [%] avec z=eTP

Donc:

) - (2)z[2)

Exemple

Soit un systeme échantillonné représenté par la figure suivante :

u(k) Bo(p) o) o

1
p(p+1)

Avec G(p) =

La fonction de transfert échantillonnée est:

=m0 01 - (e[

En faisant la décomposition en éléments simples :

Gp) 1 -1 1 1

= =—+—=+
p p*@+1) p p* p+l1
En utilisant la table des transformée, on trouve:

z—1 z T,z z k(z—Db)
z—1 (z-1)? z—-eTl (z—-1)(z—a)
T,(1—eTe)
L = p=Te _ =eTep=1-——22 — -~
Avec: k=e 1+T,a=e""¢eb=1 eTe—1+T,

Si T, = 1s alors:

0.3679(z + 0.7183)
(z—-1)(z—0.3679)

G(z) =

14



Chapitre 1 Etude de ’échantillonnage d’un signal

1.7.Fonction de transfert et éguation récurrente

En général la forme de I'équation récurrente linéaire est donnée par :

ap.stk+n)+a,_;.stk+n—-1)+--+a,;.s(k+1) + aq.s(k) = b,.e(k + m) +
bp_i.e(k+m—1)+--+bye(k +1)+aqe(k) (1.31)

Avec: n est appelé I'ordre du systeme.
e(i): Les entrées de systeme, (i=1....m)
s(j): Les entrées de systeme, (j=1....n)
bi : Les coefficients des entrées , (i=1....m)

a; : Les coefficients des entrées , (j=1....n)
En faisant la transformée en z I’équation (1.29) devient :
(apz™+ a1zt + -+ a;z+ ay)S(2) = (bypz™ + byy_1z™ 1 + -+ byz + by)E(2)
Donc la fonction de transfert H(z) du systeme est :

_S(2) _N(2) _ bpz™+by 2™ 4+ biz+ by XiobiZ
CE() D(2) apzp"+an_z"l+-tazta, Xi,a;z

H(2) (1.32)

Remarque: Si les conditions initiales ne sont pas nulles la représentation en Z du systeme est

donnée par :
_N(2) 1(2)
S(Z) = mE(Z) +m

Avec [(z): est un polyndme qui dépend des conditions initiales.

La forme pdles, zéros, gain est obtenue en faisant la factorisation du numérateur et du
dénominateur, alors:
N(z2) B b (z —21)(z — 23) o oo (Z — 2p)
D(z) an(z—p)(z—p2)....(z—Dn)

m b,z [T7to(z — 7 b
Z;_O l = ;0( ]) Avec K = —
i=0 &4iZ ieo(z — ) am

Avec: z; (i=1....m) sont les zéros de la fonction de transfert H(z).

H(z) =

H(z) =

p; (i=1....n) sont les pdles de la fonction de transfert H(z).

15



Chapitre 1 Etude de ’échantillonnage d’un signal

Exemple
Soit I’équation récurrente s(k) = e(k) — 0.6.e(k —1) — 0.7s(k — 1)
La transformée en Z de cette derniere est :

S(z) =E(z) —0.6.z71E(2) —0,72715(2)
Donc:

S(z) z—-06

HD =gy = 7407

1.8.Transformation bilinéaire d’un transfert échantillonné
La transformation bilinéaire consiste a remplacer la variable complexe de Laplace p

par une autre fonction en Z:

2(1-z7h

P~y avec Te : la période d'échantillonnage.

Cette transformation est appelée une transformation trapézoidale ou de Tustin.

Donc la fonction de transfert discréte sera calculée comme suit :

G(z) = 6P| 1) (1.33)
Pore(1+271)

Exemple
Soit un systeme continu suivant :
5
G(p) =——
(») ——

En appliquant la transformation bilinéaire, ce systeme sera discrétise comme suit :
10
- p+ 10 20171

“Te(1+271)

G(2) =GP -

p_Te(1+z-1)

5 5
G(Z) = 2(1-z71) = 2(z-1)
T, (1+z71) To(z+1)
Donc
5.T,(z+1

" 2-D+3T,Gz+1)

16



Chapitre 1 Etude de ’échantillonnage d’un signal

1.9.Exercices Corrigées

Exercice N°1 :

Soient les signaux suivants:

5 | ikeN _ ksikeN
- Léchelon = e(k) = {(5) SAlilleurs -Larampe : r(k) = {0 Zlilleurs

- Calculer la transformée en Z du signal x(k) Suivant :

x(k) = 4.e(k) + 3.r(k)

Solution:

- Calcul de la transformée en Z du signal x(k):

En appliquant la définition on trouve :
E(z) =Z(e(kT,) = Z(ey) = SZZ"‘ =50+4+z1+z72+-)

5 5.z
T 1-2z1 z-1

En appliquant la définition de la TZ ,on trouve :

R(z) = Z(R(K)) = kzzok.z‘k - ;) k2 :ZZ P

d
Zd_ o= dz(zil):(z—zl)2

k=0

v/
R(z) = @12

Nous avons x(k) = 4.e(k) + 3.r(k)

X@)—Z@wn—z@e@3+3mm}—m-+3

1)2

17



Chapitre 1 Etude de ’échantillonnage d’un signal

Exercice N°2 :
On considere le systéme régi par ’équation récurrente suivante :
y(k+2)+ 0.6 y(k+ 1)+ 0.05 y(k) = 3.u(k)

1) Déterminer la fonction de transfert H(z)=Y(z) / U(2) ?
2) Etudier la stabilité ?

3) Calculer la réponse impulsionnelle ?

4) Calculer la réponse indicielle ?

Solution:

1) Nous avons:
y(k+2)+0.6 y(k+ 1)+ 0.05 y(k) = 3.u(k)
En faisant la transformée en Z:
z2Y(z) + 0.6 .Z.Y(z) + 0.05 Y(z) = 3.U(2)

donc
3

H =
@) = Z 0625005

2) Etude de stabilité:
3

0@ =508 v o)

z,+05=0->2,=-05 etz,+01=0-2z,=-0.1
|z,] =05 < 1et]|z,] =0.1 <1 donc le systeme est stable.

3) Calcul de la réponse impulsionnelle:

_Y® _ 3 =
H(z) = U(z)  (z+0.5).(z+0.1) et U(2)=1

Alors
3
Y(z) = (z+0.5).(z+0.1)'1

En utilisant la décomposition en élément simple:

N 15z 7e Z
(z+0.5) (z+0.1)

Y(z) = 60

Donc:  y(k) = 60.8(k) + 15.(—0.5)k — 75.(—0.1)k

4) Calcul de la réponse indicielle:

Y(z) _ 3 __Z
U(z) - (z+0.5).(z+0.1) et U(Z) T z-1

H(z) =

18



Chapitre 1 Etude de ’échantillonnage d’un signal

Alors
3 VA

Y@ = gm0 71

En utilisant la décomposition en élément simple:

Y =~ g2t 182t
(Z)‘(z+o.5)_6' z+on ' (z-1)

Donc:  y(k) = 5.(—0.5)% — 6.82.(—0.1)k + 1.82

Exercice N°3 :

Soit le systeme échantillonné représenté par la figure suivante :

Bo(P) G(P)

: 3 -
Tel que : G(P)—p+7 , T=1s

_p—pT
1) Démontrer que la fonction de transfert du bloqueur d’ordre zéro est By(P) = 1e’? ?
2) Déterminer la fonction de transfert échantillonné Ge(z)?
3) Comparer entre G(z) et la fonction de transfert échantillonné Ge(z) ?
4) Trouver la valeur initiale et finale de g(k) ?
Solution:
1) bo(t) =e(®)—e(t—T)
1 1 1-—e7TP
Bo(p) = E(p) — e PE(p) = ——e TP~ = ———
o\P p p P P »
G(p) z-1 3 _3(z-1) 7 _3(z-1) z(1-e™7)
2) Ge(2) ==~ TZ{ } TTZ {p(p+7)} T 7z Tz {p(p+7)} T 7z (z-1(z-e"7)
3(1-e™) e )
G ——
e(Z) 7 (Z _7)

19



Chapitre 1 Etude de ’échantillonnage d’un signal

3)

G(z) = TZ {pi } 3 et Go(2) = 30aze™

7.(z—e~7)

Donc G,(z) # G(2)

4)

La valeur initiale:

g(0) = llm{g(k)} = llm {G(Z)} = llm 3 = 6_7) =3
La valeur Finale: g(c0) = lim{g(£)} = lim (Z)ew}= lim {(£%)3 ﬁ} =0

20



Chapitre 2 Analyse des systemes échantillonnés dans ’espace d’état

Chapitre |1

Analyse des systémes échantillonnés dans I’espace d’état

2.1 Introduction
Dans la modélisation des systéemes discrets il existe trois formes de modeles qui sont

:la fonction de transfert; I'équation aux différences et la représentation d'état.

Deux approches sont souvent utilisées pour avoir la représentation d’état des systémes
discrets : la représentation directe par analogie avec la représentation d’état en temps continu
et la méthode de discrétisation des équations d’état d'un systéeme continu. mais la premiére
approche est trés privilégiée car elle permet de généraliser tres rapidement les propriétés

démontrées aux systémes continus.
2.2. Discretisation d'un d’un systéme continu

2.2.1.Equations d'etats

Soit la représentation d'état d'un systéme continu suivante :

{X(t) = Ax(t) + Bu(t) 2.1)
y(t) = Cx(t) + D u(t) '
Avec :

u(t) est I'entrée du systéeme ( commande ), x(t) est un vecteur d'état, y(t) est un vecteur

de sortie, A est une matrice d'état, B vecteur colonne d'entrée et C est un vecteur ligne de

sortie.

Dans la discrétisation des systemes continu , lutilisation des Convertisseurs
Analogique Numérique (CAN) et des Convertisseurs Numérique Analogique (CNA) est
indispensable pour effectuer une transformation des signaux continus aux signaux discret ou

bien le contraire.
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Chapitre 2 Analyse des systemes échantillonnés dans ’espace d’état

La figure 2.1 montre une discrétisation d’un systéme continu en utilisant les convertisseurs
CAN et CNA:

u(k) | Convertisseur |u(t)| Proceédé |y(t)| Convertisseur | y(k)
- CNA g > CAN —

Continu

Figure.2.1 : Discrétisation d’un procédé continu

La forme géeneérale d'un systeme discret est :

{x(k + 1) = Ax(k) + B u(k)

y(t) = Cx(k) + D u(k) (2.2)

Avec : A est une a matrice carrée de commande, B est un vecteur colonne et C est un
vecteur ligne.

2.2.2. Représentation et résolution de I’équation d’état d’un systéme discret
Soit un systeme continu suivant :

{X(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + D u(t)

La solution du ce systeme s'écrit:
x(t) = e4tx(0) + f;eA(t_T)B u(t)dr (2.3)

y(t) = C x(t) + D u(t) (2.4)

Le signal de commande discret s'écrit:

u(k) = u(t),vt € [kT,, (k+ 1)T,] Avec Te: la période d’échantillonnage
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Chapitre 2 Analyse des systemes échantillonnés dans ’espace d’état

alors on peut facilement calculer la solution d’état aux différents instants

d’échantillonnage comme suit:

T,

x[(k + 1)T,] = e4"e x(kT,) + f eATe=DB y(1)dr

0

T

x[(k + 1)T,] = eATe x(kT,) + f eATe=Ddr B u(k)

0

x[(k + DT,] = eATe x(kT,) + [A~*(e4Te — )]B u(k)

Donc:
x(k+ 1) = Fx(k) + Gu(k)
(2.5)
y(t) = Cx(k) + D u(k)
avec F =e4", G =AY —1)B
2.3. Stabilité d’un systéme discret
2.3.1 Stabilité BIBO des systemes
Soit un systeme discret H(z) tel que:
H(Z) _ N(@z)  byn(Ez-z)z-23).....(2—Zpy) (2.6)

D(z) o an(z—zp1)(z—2zp3z) ... (z—zpp)

et soient z,; les pdles de ce dernier avec i=1...n, alors le systeme est stable si |zpi | <1LVvi

Exemple 1:

Soit le systeme décrit par la fonction de transfert :

10
(z—0.2)(z—-0.7)(z— 0.9)

Hy(z) =

|zp1 | =02<1,|z,,| =07 <1et |z,,| =09<1 alorsle systtme Hi(Zz) est stable

(car Les pOles sont de module inférieur a 1)
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Exemple 2

Soit le systtme H,(z) donné par la fonction de transfert :

13
(z—=3)(z—-5)

Hy(z) =

H,(z) estinstable car Le pdle |z,,| =3 >1

2.3.2 Critére de Jury

Le Schéma général d’un systéme échantillonné asservi est donné par la Figure 2.2 suivante:.

Consigné Sortie
R(2)

B(z2)

Figure.2.2 : Systéeme échantillonné asservi.

Avec A(z) est la Chaine Directe et B(z) est la Chaine de retour

La FTBF (Fonction de Transfert en Boucle Fermeée) du systeme est:

S(z) _ FTCD A(z)
E(z) 1+FTBO  1+A(z).B(2)

FTBF = 2.7)

Tel que:
FTCD: Fonction de Transfert de la Chaine Directe

FTBO: Fonction de Transfert de la Boucle Fermée
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Soit le polyndme caractéristique suivant :

P(z) =1+ A=).B(z) =a,z"+ ap_1z" 1+ .. +a,z + a, (2.8)
A partir de la connaissance du polyndme caractéristique P(z) , il est possible d’évaluer la

stabilité d’un systéme sans en calculer les racines en utilisant critére de Jury.

Théoréeme : Un systéeme linéaire discret est asymptotiquement stable si et seulement si les

coefficients de son polynéme caractéristique veérifient les relations Suivante:

a,+a;+a, >0
n=2:as—a;+a, >0 (2.9)
az_a0>0

apt+a,+a,+az; >0
—ap+a,—a,+az; >0

" as — lao| > 0 (210
Ay, — a a3 — ag? + az?> >0
( ap+a,+a,+az+a, >0
4 { ap—a,+a, —az+a, >0 211
ne ay? — ag® — lagas — a;asl >0 (2.11)
k(‘10 —ay)? (ag—a; +a,)+(a; —az)(aas —asas) >0
Remarques:

- Les ordres supérieurs peuvent étre générés facilement mais sont fastidieux.
- Pour Simplifier on suppose que a,, > 0 et dans le cas contraire il suffit de multiplier tous

les coefficients par -1.
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2.3. 3 Critére de Routh

Le critéere de Routh-Hurwitz est basé sur le passage d'un plan en z vers un autre plan
en w par l'utilisation de la transformeée bilinéaire suivante:
1+w

Z_l—w

-1
| | p—
I+l
_______________ ..,.
» »
Fe Fe
..'. L B " L . e e
2 I+ w
1-w
Plan de w Plan de =

Donc on obtient un polyndme caractéristique (dénominateur de la fonction de

transfert ) en w suivant:

Dw)= a,w"+ a_w" 1+ +a,w+a, (2.12)

D(w) possede toutes ses racines a partie réelle négative si :

— Tous les coefficients a; # 0 sont de méme signe, Vi(i=1...n).

—Tous les termes de la premiere colonne du tableau de ROUTH sont de méme signe.
Formons le tableau de ROUTH :

w' n An-2 An-4 An-6
w1 An-1 An-3 An-s5 7
wh—2 c; Cy C3 C4
wn3 d, d, | .|
wn—* 2 [ e

wto s s s

wl s
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an-1
Ap-10p-—4 — QpQpn_5
C2 =
an-1
C10p_3 — Ca0p_1
dl =
1
C10p_5 — C30p_1
d2 =
1
Exemple

Soit un systeme H(z) = % dont le dominateur est :
D(z) =z?>+(0,37K — 1,37)z+ 0,37 + 0,26K
Pour étudier la stabilité par le critere de ROUTH, nous transformons D(z) en D(w).
N 1+w
Aprés remplacement z = T, Nous trouverons :
D(w) = (2,74 - 0,11K)w? + (1,26 — 0,52K) + 0,63K
D(w) possede toutes ses racines a partie réelle négative si :

- Tous les coefficients a; # 0 (i=1..3) sont de méme signe, c'est a dire:

2,74
2,74-0,11K > K <

o1 2+?

1,26 — 0,52K = K < 126 2,42

— = =
) ) 0l52 )
063Kk =K>0
Formons le tableau de ROUTH :

w? 2,74 — 0,11K 0,63K

wl 1,26 — 0,52K 0

WO 0,63K 0
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En utilisant la premiére colonne de tableau précédent :

)

2,74-0,11K > K < 011

=249

)

1,26 — 2K K
,26 — 0,5 = <O.52

= 2,42

0,63K=K>0

Donc le Systeme est stable si 0 < K < 2,42

2.4. precision d’un systéme discret

Soit le d’un systéme échantillonné:

E(Z) += S(Z) A(Z) S(Z) -~
Consigné Sortie
R(z)

B(z2)

Calcul de I'erreur statique :
D'aprés le schéma précédent: €(z) = E(2) — R(2)
Ona R(z) = S(z).B(z) , S(z) = €(2) .A(2)
€(z) = E(z) —€(z).A(z).B(2)
Donc:

e(z) =

E(2)

1+A4(2).B(2) (2.13)

Et en utilisant le théoreme de la valeur finale, I' erreur statique €, sera calculée de la maniére
suivante :

E(2)
1+A(z2).B(2)

S tll_glo e(t) = Tlll_I)Tolo e(nT) = ii_rg(z -1) (2.14)
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Il est intéressant d'introduire la notion de constante d'erreur Pour pouvoir calculer I

erreur statique &, qui liée a I'ordre de I'entrée utilisée.

Soient les entrées-test classiques de la forme suivante :
tm
e(t) = eq —I'(t)

- Sim =0 : Echelon de position

ep(z) = €7

z 1 . €z €o

~1114A@0BD - M T+40.8@) k,

ep(00) = lim(z — 1) e,.

Avec k), = lirr11(1 + A(z).B(2))
Z—

Telle que k,: La constante d'erreur de position

-Sim=1: Echelon de vitesse
Tz
(z—1)2

e, (z) = ey.

Tz 1 e Tz

g,(00) = lirrll(z — 1) ey. = lim
yAd

(2.15)

€o

Z-1)21+A@).B(z) 24 (z— D1 +A®@.B(2) k,

Avec k, = ii_r)rll(z —1[1+ A(z2).B(2)]

Telle que k,: La constante d'erreur de vitesse.

- Sim=2: Echelon d'accélération

T?z(z+ 1)
2(z—1)3

T?z(z+1) 1 e T?
2(z—1)3 1+4(2).B(z) kg4

Avec k, = £i_r)r11(z —1)2[1+ A(2).B(2)]

e,(z) = e,.

ga(00) = lim(z — 1) e,.

Telle que k,: Constante d'erreur d'accélération
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- Si I'entrée est d'ordre m quelconque
Soit e, (t) suivante:

m

en(®) = ey (1)

Cette entrée correspond a l'erreur ¢, :

eg T™
km
Avec: k,, = lirrll(z —1)™[1 + A(2).B(2)]

€m(00) =

Telle que k,,: Constante d'erreur
Evaluation de I'erreur statique

La fonction de transfert en boucle ouverte (FTBO) du systeme étudié est donnée par:

FTBO(2) = A2).B() = L4 (2.16)

z—1)" Q(2)

Avec : n est lI'ordre du systeme, P(z) et Q(z) sont des polynémes en z qui ne possedent pas de

racines égales a 1.
La valeur de la constante d'erreur dépend des valeurs relatives de m et de n.
-sim=n (cas particulier):

K.P(z2) ]

—1; __q\m
ko = 1im(z — )™[1 + =50

(2.17)
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Le tableau d'erreurs statiques illustre les différentes erreurs statique Selon l'ordre de

I'entrée appliquée au systéme et le nombre de p6les égauxal :

Ordre m de I'entree €p £, £, g
Nbre de
0 1 2 ]
Pole (z=1) de FTBO(z
€o 0 0] 0
0 ko
1 0 eoT [o'e} o0
ky
2 0 0 eo T? 00
Kq
3 0 0 0 ey T3
k;j

Remarques:
» Sim=n, l'erreur est d'autant plus faible que la constante d'erreur est plus élevée.
» si la fonction de transfert en boucle ouverte du systeme posséde au moins (m+1)

pOles égaux a 1,on peut obtenir une précision parfaite.

2.5. Notions de gouvernabilité et d'observabilité
2.5.1.Gouvernabilité
L'objectif principale lors de la commande d'un systéme quelconque est d'améliorer les
performances de ce dernier (stabilité, rapidité et la précision).
La commandabilité consiste a déterminer le signal de commande e(t), pour amener le systéme

de I’état initial x(t1) vers un état final x(t2) souhaité, entre deux instants donnés, t et ta.
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- Critéere de commandabilité

On dit qu'un systéeme est complétement accessible et commandable si et seulement si
les vecteurs: B, AB,A’B, ... ,A™B sont linéairement indépendants.
On définit la matrice de commandabilité C suivante :

C=[B ,AB,AZB s ,A”'lB] (2.18)
C est une matrice formée des n vecteurs colonnes

Le systeme est complétement commandable si et seulement si la matrice C est

réguliere ( son déterminant n’est pas nul ).

2.5.2.0bservabilitée d'état d’un Systeme

Définition

On dit qu'un systéme est observable a un instant ki Te, si on peut calculer I’état du systéme
a I'instant kiTe en connaissant le signal d’entrée et le signal de sortie sur un intervalle
temporel [kiTe, k2Te] .

On dit qu'un systeme est completement observable Si ce dernier est observable quel que soit

I’instant ki Te.

Critere d’observabilité

On dit qu'un systeme est complétement observable si et seulement si les vecteurs colonnes :
CT,ATCT [AT]?CT, ..., [AT]™!CT sont linéairement indépendants.

On définit la matrice d’observabilité Ob de la maniére suivante:

Ob = [ CT,ATCT, [AT]2CT, ..........., [AT]*1CT ] (2.19)
La matrice Ob est une matrice formée des n vecteurs colonnes

On dit gu'un systéeme est complétement observable si et seulement si le déterminant de la

matrice d’observabilité n’est pas nul ( Ob est une matrice réguliére).
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Exemple 1
Soit in systeme discret donnée par les équations d'états suivante :

{X(k + 1) = Ax(k) + Bu(k)
y(t) = Cx(k) + D u(k)

Avec: Az[i ;],Cz(z 1)

En général, La matrice d’observabilité est :
Ob=1[ CT,ATCT,[AT)3CT, ..........., [AT]"1CT ]

Dans notre cas n=2 alors Ob =[ CT,ATCT ]

= @) -l Y = ()

25]

Donc La matrice d’observabilité devienne: 0b = 1 8

Le systeme est donc complétement observable car Det(0b) = 11 # 0.

Exemple 2

Soit in systéeme discret donnée par les équations d'états suivante :

{x(k +1) = Ax(k) + Bu(k)
y(t) = Cx(kK) + D u(k)

=5 2

En général, La matrice d’observabilité est définie par :

Ob =[ CT,ATCT,[AT]2CT, ..........., [AT]""1CT ]

Dans notrecas n=2 alors Ob =[ CT,ATCT ]

Donc La matrice d’observabilité devienne: Ob = _11 _01 ]
Le systéme est donc complétement observable car Det(0Ob) = —1 # 0.
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2.6.Exercices Corrigées

Exercice N° 1:
Soit le systéme discret donne par la fonction F(z) suivante :
4z—-2
473 + (4K —-8)z2+ (5—-4K)z+ BK—-1)
- En utilisant le critére de Jury , Etudier en fonction du parametre K la stabilité de systéeme
F(2).

F(z) =

Solution :

L'ordre du systeme est n=3donc le critére de Jury est :

apt+a,t+a,+az; >0
—apt+a,—a,+az; >0
as —lagl >0
aga, — a a3 — ag? + az?> >0

5
4—|13K—-1|>0 donc—1<K<§
3(K—1)2>0

En utilisant I'intersection des intervalles de la variable K,on trouve que le systéme est stable

Si :
K =10,1[u]1,18/11]
Remarque: Si K=0,K=1 ou K=18/11 on dit le systéme F(z) est a la limite de stabilité

Exercice N° 2:

Soit un systeme F(z) décrit par :

_ s A(P) B 1
~ E(P) 1+A(P).B(P) P3 +3P2+ 3P+1+K

F(z)

En utilisant le critere de ROUTH —Hurwitz, Pour quelle valeur de K le systéme est stable ?
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Solution :

e critere d’Hurwitz : 1 + K>0 —->K > -1

e critére de Routh-Hurwitz : utilisation du tableau de Routh

p° 1 3
p’ : 3 1+K
p' - 9-(1+K)

3
p? : 1+K

Les conditions pour avoir la stabilité du systeme F(z) sont :

9—(1+K)>O
3
1+K>0

Donc le systeme est stable si K €: -1 < K < 8 (condition nécessaire et suffisante de stabilité

Remarques :

» SiK=-10ouK=8, le systeme est a la limite de stabilité (systéeme oscillant

» K < -1, il existe un seul changement de signe dans la lere colonne ( un seul pdle
instable).

» K > 8, existence deux poles instables ( deux changement de signe dans la lére

colonne).
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Exercice N°3:

I) Considérons un systéme régi par les équations :

{X(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) 1
y(® = Cx(K) + D u(k) 1)

_[-1 1] ~_
a=7; Jle=a -v
- Etudier I'observabilité de systéme (1) ?

I1) Soit un systeme H(z) = % dont le dominateur est :

D(z) =z?>+(0,37K — 1,37)z+ 0,37 + 0,26K
- Etudier la stabilité de systeme H(z) en utilisant le critére de Routh?

[11) Soient deux systemes H, (z) et H,(z) dont les polyndmes caractéristiques sont :

P,(z)=22+(3K+1)z+(2k+3)
P,(z)= z3+32z>*-52z+2
- Etudier la stabilité des systemes H, (z) et H,(z) en utilisant le critére de jury?

Solution :

I) La matrice d’observabilité est définie par :

Ob=1[ CT,ATCT,[AT]3CT, .........., [AT]"1CT ], avecn =2

Ob:[CT,ATCT],CT=(1). AT=[_1 _1] EtATCT:(O)

-1 1 2 -1
1 0
Donc 0b = _1 _1]
Det(Ob) = —1 # 0, alors Le systéme est donc completement observable.
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I1) Pour étudier la stabilité par le critére de Routh, nous transformons D(z) en D(w).

\ 1+w
Apres remplacement Z = ' nous trouverons

D(w) = (2,74 - 0,11K)w? + (1,26 — 0,52K) w + 0,63K

2,74
w? 274 — 0,11K 0,63K = K <37 =249
1 1,26 — 0,52K 0 126 _
w =K< 0.52 2,42
WO 0,63K 0 kS0

Systeme stable si 0 < K < 2,42

1)
e Systtme H,(z): P1(z) = 2?4+ 3K+ 1)z+ 2k +3)

agt+a,+a, >0 2K+3+3K+1+1>0

n=2j@-ata>0 > {2K+3—3K—1+1>0

a,—ay>0 1-2k—-3>0

K < 3 Donc le Systeme est instable

K<-1

e Systeme H,(z): P,(z) = z23+ 32> -5z+2
apt+a,t+a,+az >0

—apt+a,—a,+az; >0 <:>
n=3 as — lagl >0
aoga, — a a3 — apg? +az? >0
1>0
-9>0 Faux

n=3: Donc Le Systéme est instable
—1> 0 Faux

8>0
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Exercice N°4:
Soit le systéme asservi de la figure 1 :

E 3 4 S
+ S P(P+2)

v

Figure 1. Systéme de deuxiéme ordre en boucle fermée

1) Etudiez la stabilité de ce systéeme ?

2) Calculez le Gain statique en boucle fermée ?

3) Calculez I’erreur statique pour 1’entrée Echelon ?

4) Calculez les différentes erreurs statiques pour les entrées canoniques suivante: Rampe

et entrée parabolique ?

Solution :

1) Utilisons pour cela le critere de Routh :
2

FTBO(P) = =
P(P+2) P
Pz +1)
_ 2
P(g +1) 1
FTBF(P) = — =51 P
l+—p— Z+5+1
Pz + 1)
1
p?: - 1
4
pt: % 0 —  Tous les signes de la lere colonne sont de méme signes alors le

systéme est stable
P°: 1
2) Gain statique en boucle fermée : K, = lloir% FTBF(P) =1

3) Lerreur statique pour I’Entrée Echelon :

g = lim P 5(P)

1
Am .m—o, AV@CE(P)—;et Eo—l
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L e systéme est de classe 1 donc K, = oo,

E 1
0 __=O

el & = 14K, o

Entrée Rampe (vitesse) :

s E(P) _ 1 _ i _
g = llplir(l) P'—1+FTBO(P) = 2 Avec E(P) = et Eg=1

Le systéme est declasse 1 ,aAlorsK, =K = 2,.

E, 1 1
donc:fS=K—°=—=—
v

) 2

Entrée parabolique ( accélération) :

s E(P) _ _ L _
g = })l_r)l’(l) P'—1+FTBO(P) = oo Avec E(P) = et Eg=1
L e systeme est de classe 1 alors:

— — E _
Ko=06t g=2=oo
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Chapitre 3

Synthese Des Systemes Echantillonnés Dans L’espace D’état

3.1. Introduction

La représentation d'état du systeme échantillonné permet de connaitre son
comportement "interne™ et "externe" contrairement a la fonction de transfert qui permet de
connaitre s juste son comportement “externe".

Le type de modele qui est utilisé dans la commande par retour d’état est la
représentation d’état. L’idée consiste toujours a piloter le systéme par un signal de consigne et
a générer automatiquement le signal de commande pour [l'objectif d'améliorer les
performances des systemes (stabilité, rapidité et la précision).

Le Principe du retour d’état est illustré dans la figure 3.1 par une représentation schématique:

) . Signal de Signal de
Signal de Consigne N Commande : Sortie
Systeme ——

) 4
\ 4

Etat du

Dispositif

Systeme
de Retour

Figure 3.1 : Principe du retour d’état

Dans le cas des systemes multivariable, la simplicité d'utilisation de la fonction de
transfert est perdue. De plus, seules les parties observables et gouvernables sont
représentées et les conditions initiales ne sont pas facilement prises en compte.
Malgré tout, les représentations fréquentielles, a la base de ces représentations,
donnent une vision irremplacable sur les comportements externes des systemes. Par
ailleurs, la représentation d’état permet d’utiliser les techniques de calcul disponibles
en algebre linaire, et des outils de synthése puissants ont pu étre développés:
commande optimale linéaire quadratique, placement de pdles, , commande Hoo,

commande linéaire quadratique, ....etc
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3.2. Principe de la commande par retour d’état

La synthése d'un retour d'état peut étre faite par différentes approches (le

placement des valeurs propres, la commande modale, la commande optimale, la

commande découplee...).

Le schéma bloc de la commande par retour d’état a la structure Figure 3.2.

W (k) VK 4 —UK) X(k+1) +
e N

+

+

X(K)

Tn

+ Y(K)

Figure 3.2: Schéma blocs d’une commande par retour d’état

Le vecteur de commande U(K) est composé d’un retour d’état effectué par I’intermédiaire

d’une matrice K (matrice de gain). il est possible d’adjoindre une matrice L en aval de la

consigne W(k), afin d’agir sur la matrice des gains statiques en boucle fermée.

Le vecteur de commande U(K) est:
U(k) = K.X(k) + L.W (k)

Tel que:

V(K) : Entrée (vecteur d’ de dimension (e,1))

Y (K) : Sortie ( vecteur de dimension (s,1)).

X(K) :Etat du systeme (vecteur de dimension (n,1))

W(K) : Consigne (vecteur de dimension (s,1))

U(k) : Commande ( vecteur de de dimension (e,1)).

F : Matrice d’état de dimension (n,n)
H : Matrice d’entrée de dimension (n,e)

C Matrice de sortie ( dimension (s,e))

D Matrice de couplage entrée - sortie ( dimension (s,e))

K : matrice de retour d'état (dimension (e,n))
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L : matrice de compensation ( dimension (e,e))

On pose V(K) : vecteur intermédiaire de commande :

V(k) = LW (k) (3.2)
tel que V est un vecteur intermédiaire de commande.

Donc U(K) devient :

U(k) =K.X(k) +V(k) (3.3
Les équations d'état discrétes d'un systéme linéaire sont :

{X(k +1)=F.X(k) + H.U(k) (3.4)

Y(k) =C.X(k) +D.U(k) '

Les équations d’état en boucle fermée avec le retour d’état défini sont données par :

{X(k +1)=(F+HK).X(k)+H.U(k) (35)
Y(k) = (C+ D.K).X(k) + D.V(k) '

Dans le cas des systemes monovariables, les valeurs propres de la matrice (F+H.K)

correspondent aux pdles de la fonction du transfert de ces derniers.

Les valeurs propres de la matrice F détermine la dynamique du systéeme en boucle
ouverte et les valeurs propres de la matrice F+H.K fixeront les performances en boucle
fermée. Donc la problématique de la commande par retour d’état est de déterminer la matrice

de gain K, les matrices F et H pour fixer les valeur propres de (F+H.K) .

Remarques:
- La matrice de gain K est de dimension (1, n) et la solution est unique..

- Le nombre de valeurs propres est égal a la taille de la matrice d’état ( donc n

conditions a satisfaire).
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3.3. Placement des poles par retour d’état et par retour de sortie

L’objectif général dans I’automatique est de déterminer des lois de commande qui
assurent aux systemes linéaires des bonnes performances. les poles d’un systéeme LTI sont
prépondérants dans le comportement transitoire de ce dernier. il est souvent souhaitable que
les valeurs propres de la matrice d’évolution A soient bien localisées dans le plan complexe

dans le cas ou ce systéme est décrit par une représentation d’état,

Pour un systeme monovariable nous considérons que la matrice d’état est développée sous sa
forme compagne (décomposition canonique gouvernable).

3.3.1. Décomposition canonique

La fonction de transfert d'un systeme linéaire est de la forme suivante :

Y(z) bo+b;z+--+byz™
U(z) apg+a;z+--+ap_,z"~ 1420

,ym<n (3.6)

Les equations d'état ont pour expression :

{Xc(k +1) =F.X(k)+ H.U®K)
Y(k) =C.X(k)

( [ O 10 - 0 ] [0]

o] D0 ]!

X (k+1)= X))+ 1.Uk

{C l o o o0 1 | llOJl() (37)
| [—ao —a; .. ---—an_lj 1

l Y (k) = [bo by ..by 0...0]. X, (k)

Soit A(z) I'équation caractéristique qui est définie comme suit :

A(z) =det(z.] —F.) =ag + a1z + -+ +a,_q1z" 1 +z01 (3.8)

La matrice D est nulle car le degré du numérateur est inférieur au degré du dénominateur,
Alors:

{Xc(k +1) = (F. + H..K,).X.(k) + H,.V(k)

Y (k) = C,.X(k) (3.9)

avec Kc la matrice de retour d’état
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Les valeurs propres recherchées que nous noterons a(z) sont les racines de I'équation
caractéristique:

a(a) = det(z 1 — (5 + Ho KD) = @ + @y.7 + ayz? 4o+ 77

la matrice de gain K pour un systeme monovariable (de dimension (1,n) ) est:
KC - [k1 kz ...... k‘l’l]

La matrice d’état en boucle fermée est :

">—\I'—‘
oo

i) o O

F. + H..K,

I__J___|
co oo
co oo
or

e ——

QU
[
QL OO

Tel que dl = (kl - ao), dz = (kz - al), . dn = (kn - an_l)

Le polyndme caractéristique en boucle fermée (Fc+Hc .Kc ) vaut alors :

a(z) = (ag—k,) — +(a;—k,).z + (az—k3)22 4ot (an_l_kn)zn—l + Zn

Fixer les valeurs propres de (Fc+Hc.Kc ) revient a calculer les coefficients ai du a(z) .

par identification des formules (3.10) et (3.12), on obtient la matrice K comme suit :

ki=ay—ag
ky=a; — o

kn =0Qp—q1 —Ap—q

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Remarque: le calcul du vecteur K est simple puisqu’il fait appel aux parametres a; issus de la

modélisation du processus et des coefficients ai fixés par I’utilisateur pour placer les valeurs

propres du systeme commandé.
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3.3.2. Décomposition d'état quelconque
Considérons un systéme d’état qui n’est pas sous la forme souhaitée suivant :

{X(k +1)=F.X(k) + H. U(k)
Y(k) = C.X(k)

Nous présenterons deux méthodes pour obtenir la forme compagne

(3.15)

- Calcul de K a partir d'une matrice de transformation M

Pour avoir la forme canonique gouvernable (3.9), nous cherchons M du vecteur d'état X(K).
posons :

X(k) = M. X (k) (3.16)
Avec :

X(K) : Etat du systéeme (vecteur d'état).

Xc (k) : Nouveau vecteur d’état qui donne une decomposition sous forme compagne.

Pour le vecteur d'état Xc (k) d’état, les équations deviendront :

{Xc(k +1)=M1F.M.X.(k) + M*H.U (k) (3.47)
Y(k) =C.M.X(k) '

avec: ., =MYF.M ,H.=MH ,C,=C.M
Il vient:
{Xc(k +1) =E.X.(k) + H.U(k) (3.18)

Y(k) = C,. X, (k) '
Identifions (3.17) et (3.18) :
M = [Ml MZ "'MTL] (3.19)
ML .F.M=F. —=—> F.M=MF. (3.20)
M-'H=H, ==> H=M.H, (3.21)
Si nous explicitons dans (3.20) et (3.21) les formes de Fc et Hc, nous obtenons:

[ 0 1o .. 07
0 0 1 0

F. [Ml MZ "'MTL] = [Ml MZ "'MTL] (3.22)

45



Chapitre 3 Synthése Des Systemes Echantillonnés Dans L’espace D’état

N
H=M.H,=[M M, ..M,] I OI (3.23)
4]
La valeur Mn est fournie par (3.23) et en développant (3.22) nous obtenons:
(M, = H
M‘I’l—l = F Mn + an_l 'M‘l’l
Mn_z = F M‘t’l:—l + an_z . M‘l’l (324)

M, =F.M, +a,.M,
\ O=F.M1+a0.Mn

Pour déterminer la matrice de gain K dans le systeme donné par (3.15) ,on remarque que la
commande est la méme dans les deux représentations ,alors:

U(k) = Kc - Xc (k) + V(k) = K-X(k) + V(k) =Kc - Xc (k) = K- X(K)

puisque X(k) = M- Xc (k) ,donc:

K=K.M™1 (3.25)
- Calcul de K par la méthode de Bass-Gura.

Nous allons décrire une méthode d'obtention directe de la matrice K en utilisant I'expression

du polynéme o.(z) , du systéme commandé (3.10).

a(z) = det(z.1— (F + H.K)) = ag + a1.z + ayz% + -+ z"
Nous pouvons transformer I'expression a(z) en faisant la décomposition suivante :

a(z) = det[(z.1 = F).(1— (z.1 — F)"1H.K]
a(z) = det[(z.1 — F)].det[(1— (z.1 — F)"1H.K]

Puisque det[(z.1—F)] = A(z) , il vient:
a(z) = A(z).det[(I — (z.] — F)"1H.K]
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Le deuxiéme terme est un scalaire dans un cas monovariable ,donc :
a(z) = A(z).(1 — det((z.I — F)"1H.K))

Alors nous pouvons exprimer:

a(z) — A(z) = —A(z).det((z.1 — F)"*H.K)

Un développement de cette expression conduit:

(an-y —an1) =K.H

(ap-y —ap_,)=K.F.H+K.a,_,.H

(a3 —an3)=K.F:H+K.a, ,.FH+K.a, ,.H

en posant :
a=[ap_q An_y Ap_3 ...0] (3.26)
A=[a,_1 An_y Ap_3...ap] (3.27)

On obtient la forme matricielle suivante:

[1 Ap-1 An-2 ap3 .. Q&

| 0 1 an—l an_z all
[A—a]l=K.[H F.H F2.H ... F*"*.H]|0 0 1 (n_1 @G| (328)

o9 0 1w

I_O 0 0 0 en 1J

[A—a] =K.G.T

on tire :

K=[A—a].T71.G™? (3.29)
[1 Ap-1  An-2  Ap-3 .. a;
|0 ! Gn-1 Apz .. G|

Telque G =[H F.H F2.H.. F"" 1. H]etT =|0 0 1 Ap_q a |
lO 0 0 1 m o
0 0 0 0 ™ 1

Avec G est une matrice de gouvernabilité.
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- Calcul de la matrice L.
Le calcul de la matrice K ne garantit pas un gain statique unitaire entre la consigne W et la
sortie Y.
La fonction de transfert est donné par :
F(z)=C.[z.]1-F]"\.H

La fonction de transfert d'un systéme commandé par retour d'état est:
H(z)=C.[z. —-F —H.K]"*.H
dont le gain statique vaut : Ks = C.[I - F —H.K]"*.H

Donc la valeur de L est I'inverse de gain Ks.

L=— (3.30)

Ks

- Etapes pour calcul de K et L

a) Vérifier que la décomposition d'état est commandable
Rang(|H ,F.H, F2.H,.. ,F*""1.H|=n

b) Calcul du polynéme caractéristique du systéme :
A(z) =det(z.1—-F) =ay+a;.z+ ayz? + -+ z"
¢) Choisir la dynamique en boucle fermée
a(z) =(z—2)(2z—-2,)(Zz—23) ... ... (z—2zp) =ag+ .2+ azz? + -+ z"
d) Calculer la matrice K en utilisant I'une des deux méthodes suivantes:
d-1. En utilisant la transformation M:

(M, =H
Mn—l = F. MTL + an_l 'MTL
Mn_z = F-Mn—l + an_z 'MTL

M, =F.M,+a,.M,
LO=F.M1+a0.Mn

Ki=(aiy —ai4) ,i€{l..n}
K=K.M™1

d-2. En utilisant la méthode de Bass-Gura

a=[an1 anz A3 -] VA= [apn-1 an-y Ap-3 ... 4]
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G=|[H F.H F>.H.. F'""1.H]

[1 aAn—1 ap—2 An—3 aq
| O 1 an—l an—z Cl1 |
r=[0 01 e P
o0 0 1o
lO 0 0 0 1 J

K=[A-a].T"L.G™

e) Calcul de la compensation L :

1

L =
C.[I-F—-HK|"“H

3.4. - Estimateur d’état et de sortie

3.4.1.Principe

L'utilisation de capteurs est indispensable dans la mise en ceuvre de la commande par
retour d'état , ces capteurs permettent de donner a chaque instant la valeur de I'état .
malheureusement, souvent toutes les variables d'état ne soient pas accessibles a la mesure car
les capteurs sont difficiles a réaliser pour des raisons techniques ou bien parfois trop colteux.
ce qui rend I’implémentation directe de la commande est impossible.
L’idée est donc de reconstruire I’état a partir des informations disponibles ( la sortie et la
commande ). On utilise pour cela un systéme dynamique permettant d’approximer x(t), Ce
systéme est en quelque sorte un capteur logiciel ,ce dernier est un algorithme qui donne les

variables d'état non mesurées du systéeme a chaque instant une estimation en ligne.

Il existe trois type d'observateur:

Observateur d'ordre complet: il permet d'estimer toutes les variables d'états sans exeption
(mesurables et non mesurables) du systeme.

Observateur d'ordre réduit: est un observateur qui estime les variables d'états dont le
nombre est inférieur a n (nombre des états du systeme)

Observateur d'ordre minimum: Si l'ordre de l'observateur est le minimum possible.
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3.4.2.Architecture d'un Observateur

Le schéma généra d’un observateur est représenté par la figure 3.3, suivante :

Entrée U Etat X Sortie Y
Systeme Capteur >

A 4

A 4

Etat Estimé X
Observateur >

Figure 3.3: Architecture générale dun observateur

L'estimation de I'état dépende de la dynamique du systeme en prenant en compte la

commande u(t) et la sortie du systéme y(t) .

{X(k +1) = A.X(k) + B.U(k) {X(k +1) = A.X(k) + L. (y(k) — c X(k))
Y(k) = C.X(k) + D.U(k) Y(k) = C.X(k)

Tel que : La matrice L représente le gain de I’observateur.

L’objectif d'utilisation d'un observateur est de trouver 1’estimation X (k) de telle sorte que :

lim X(k) = x(k)
Tel que x,(t) n’est pas connue, donc c'est la méme chose pour X, (k) .

Soit I’erreur d’estimation e(k) = x(k) — X (k) alors la conception de ’observateur consiste

a trouver la matrice de gain L tel que :
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tlim e(k)=0

X(k+1)=AX(k) +L.(y(k) — CX(k))

Sachant : .
achant que { YOO = .20

Xk+1)-X(k+1)=[A-LClek)
L’erreur de prédiction a I’instant K + 1 est :
e(k+1) =Xk+1)—-X(k+1)
Donce(k+1)=[A—LC]e(k)
Cette derniére équation permet d’étudier la convergence de e(k) . E n choisissant

correctement le vecteur L ,nous pouvons, en utilisant la méthode de placement des poles,

déterminer la rapidité de convergence de e (k).

3.5. Exercices Corrigés

Exercice N°1:

Soit un systéme a temps discret régi par les équations d’état suivantes :

{X(k +1) = A.X(k) + B.U(k)
Y (k) = C.X(k)

Avec: A = [_21 _22] et B= (_11)

1) Vérifier la commandabilité du systeme?

2) Déterminer le vecteur de gain g1 qui assure a ce systeme la réponse pile a 1’état O a partir
de n’importe quel état X(0), pour une commande a retour d’état et pour un signal de consigne
nul, et ce, en un temps égal a 2 fois la période d’échantillonnage.

3) Donner une simulation pour un fonctionnement du systeme en boucle fermée pour Vérifier

la réponse pile a I’état x(2) = 0.a partir d’un vecteur d’état initial x(0) quelconque.
Solution:

1) Verification de la commandabilité:

C=[B AB]
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AB=((1)) donc =1 ]

-1 0
ol =1

le systéme est complétement commandable car Det C # 0

DetC=|1

2) On cherche d'abord U(k) pour 0 <k <0 qui permet d'amener le systtme a 0 en 2
échantillons.

Ona: [4]7x(@) = x(©) + 1417 B (41281 ()

(ZE(B) = [[A]™" B [A]-2B]. (—x(0)

Calculons tout d’abord[A4

L 1 ) 0
il 4 2 e ()

Alors:

1 11 1 11 0 %
e[ [ )

1 -3 1= 13
Donc: [A]7?B = _1_

0 1

D'ou: [[4]~ B [A]72B]=| , 2| => [[4]'B [A]72B]~! =
-1 -2
5 ol

Le vecteur de gain g1 = (—1 — 2) permet d' assurer la réponse pile (de la premiere ligne de

la matrice précédente)
3) Simulation des premiers échantillons de fonctionnement du systéme a partir de 1’état initial

propose:
x(1) = Ax(0) + Bu(0)
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D)= AG-()erxo
Soit:

D=6 AO-I A6
Puis: x(2) = Ax(1) + Bu(1)
ED)=1 AAQ-(C)erxw

EO) =1 AO-[ AO)

Donc évidemment; x(k)=0 pour k>2

(o)

Exercice N°2:

Soit un systeme observable donné sous la forme suivante :

{X(k +1) = A.X(k) + B.U(k)

Y(k) =C.X(k)

0 0 -1
Avec:A=[1 0 —-3|et C=(001)

0 1 -2

1) Déterminer la matrice [A — L C]?
2) Déduire les pdles en fonction des éléments de la matrice de gain L?

Solution
1)
0 0 —1] Ly
[A-LCl=1|1 0 =3|—-(L;](001)
0 1 -2 Ly
0 0 -1 [0 0 —-1-1L;
[A—-LC]=1|1 0 =-3|=[1 0 —3—L2]
0o 1 -2 0 1 -2-1L,

2) Les pbles sont respectivement —1 — L, ,—3 — L, et—2—1L;
Remarque en choisissant L, L, et L5 , nous pouvons placer ou on le souhaite en fonction

d’un cahier des charge donné.
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Exercice N°3:
Soit un systéme discret suivant:

{X(k +1) =A.X(k) + B.U(k)
Y(k) = C.X(k)

a0 1 _ [0 _
Avec: A = [20 o] B = [1] et C = (1 0)
1) Vérifier l'observabilité du systéme?
2) Déterminer la matrice de gain d'observateur L tel que les valeurs propres sont 0.2 et 0.3?
Solution:

1) En général, La matrice d’observabilité est définie par :
Ob=1[ CT,ATCT,[AT]3CT, ..........., [AT]"1CT ]

Dans notrecas n=2 alors Ob =[ CT,ATCT ]

1 0]
0 1

Le systeme est donc complétement observable car Det(0Ob) = 1 # 0.
2)

Xk+1)=A4 X(k) + B.u(k) + L C (x(k) — X(k)

Donc La matrice d’observabilité devienne: 0b =

X(k+1)—X(k+1)=[A-LC]e(k)

Oncalcul LT pourque AT — CTLT possede les valeurs propres égale a0.2 et 0.3
r _ [0 20 r_[1

[A] _[1 O]etc _[O]

—0.5]

En utilisant la formule d'Ackermann on trouve : L = 20.06
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