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Introduction générale

Es mathéématiques ont des relations privilégiées, sans équivalent du c6té des autres
L disciplines scientifiques, telles que la chimie et la biologie par l'utilisation de ces do-
maines comme les équations différentielles. Elles sont étudiées depuis 'invention du cal-
cul différentiel par Newton en 1671. La description mathématique de plusieurs systémes
conduit a des équations ou systemes différentielles pour lesquels ils convient de recher-
cher les solutions stationnaires ou périodiques et d’éétudier leurs propriétés de stabilité.
Ces équations différentielles sont présentées par des modeles mathématiques qui a été dé-
veloppées depuis 2000 ans.

La dynamique des populations est une partie de la biologie mathématique qui a pour but
la description, en termes de modéles mathématiques, de 'interaction entre différents types
de populations dans un milieu donné (ex : populations animales en écologie, populations
cellulaires en biologie, populations virales en épidémiologie). Ces modeles sont gouvernés
par des équations d’évolutions telles par exemple des équations aux différences, fonction-
nelles, a retards, aux dérivées partielles ou stochastiques. Un probleme central est I'étude
du comportement asymptotique des solutions des équations ou des systémes modélisant
ces phénomenes.

Dans ce mémoire, nous allons étudier quelques modéles mathématiques de deux popu-

lations en interaction.



Chapitre 1

Quelques résultats de base

Dans ce chapitre, nous allons présenter d’abord quelques notions fondamentales qui

nous seront utiles par la suite. Pour les démonstrations, voir [2], [7] et [8].

1.1 Equations différenti¢lles d’ordre 1

Soit g : U — R™ une fonction définie par g(t,y) = (g1(¢,2), §2(¢, 2), .., gm(t, 2)) avec U
est un ouvert de R x R”. On pose :

z = g(t,2(0) (1.1)

pour tout ¢ = 0.

1.1.1 Prolongement d’'une solution : solutions maximales

Définition 1.1.1 Soient (y, J),(w,]') deux solutions de (L.1). On dit que (w, ]J') prolonge (x,])
siJjc] etw= x sur J. Une solution (w, ]) de est dite maximale si elle nadmet aucun

prolongement. Si ] = I, la solution maximale (v, ]) de est appelé solution globale.



1.2. Probléme de Cauchy

1.1.2 Equations autonomes

L'équation (I.1) est dite autonome si g ne dépend pas de ¢, et non autonome sinon. Une

équation différentielle autonome est donc du type :
z = g(z(1) (1.2)
pour tout £ = 0.

Remarque 1.1.1 Une équation non-autonome dans R™ peut étre résolue via une équation
autonome auxiliaire dans R™*1. En effet, associons a l'équation non autonome (1.1), avec

g:=1xQ— R™, l'équation autonome :
X = f(X(1) (1.3)

avec, f:=1xQ — R™*1 fel] que f(X) =1, g(X)). On vérifie que z: ] — R'" est une solution
de si et seulement si, la fonction X : ] x Q — R™"! définie par X (t) = (¢, z(t)) est une so-
lution de (1.3). On peut donc déduire les solutions de des solutions de (1.3). En revanche,
le fait qu'on puisse le faire en théorie imlique qu'il suffit de démontrer certains résultats pour

les équations autonomes.

1.2 Probleme de Cauchy

Soit le probleme suivant :
z=g(t,z(1))
(1.4)
z(to) = zo

avec fpel,zpeQetg: I xQ — R*! une fonction continue.
Définition 1.2.1 Soit (ty, z9) € U(= I x Q). Résoudre le probleme de Cauchy (1.4) consiste a

déterminer (x,]) oit ] est un intervalle contenant ty et y : ] — R™ une fonction dérivable (en

fait de classe C) surJ telle que J < I et pour tout t € ], nous avons :



1.2. Probléme de Cauchy

(D eQ, ety =gt y(1).
Par exemple, dans le cas scalaire, pour le probléme de Cauchy :
Z—z—-1=0
zp=1
nous avons g :RxR! — RY, g(t,z) = z+t, ce probléme admet la solution maximal unique y :
R— R, x(2) =2exp(t)—(t+1), car:)('(t)—)((t)— t=0etx(0) = 1. Un probleme de Cauchy peut

ne pas avoir de solutions si g n'est pas continue et peut avoir plusieurs solutions maximales

(méme si g est continue) .

1.2.1 Fonction lipschitzienne, localement lipschitzienne

Définition 1.2.2 Soit g: U = I x Q — R une fonction (m = 1). On dira que g est Lipschit-

zienne en z (uniformément par rapportat), et on notera g € Lip(U), s'il existe k > 0 tel que :
Ig(t,z2) — g(t, z1) lrm < kllz2 — 21 |rm

pour tout (t,z1),(t,z2) € U.

Définition 1.2.3 On dira que la fonction g est localement Lipschitzienne sur U si pour tout
(t1,21) € U, s'il existe un domaine B = {(t/,z') € U;It’ -l <€y et ||z/ — Z1llgm < €5} et une
constante k > 0 telles que g soit Lipschitzienne sur B. On note alors g € Lipj,.(U).

Cas particulier : Soit g : QO — R une fonction ot Q est un ouvert deR"™ (m = 1) c’est-a-dire
que g ne dépend pas de t. Dans ce cas IA g est dite lipschitzienne de rapport k sur Q) et on note

geLip(Q), sil existe k > 0 tel que :

lg(z2) — g(z1) lrm < kllz2 — z1 |

De méme, g est dite localement Lipschitzienne sur Q) si pour tout z; € Q, il existe une boule
B = {z/ e U; ||Z, — z1llgm < €} et une constante K > 0 telles que g soit Lipschitzienne sur B. On

note alors g € Lipj,.(Q).



1.3. Problemes d’existances

1.3 Problemes d’existances

On rappelle dans ce paragraphe les résultats classiques concernant I'existence de solu-

tions pour les systemes différentielle, en particulier les systemes autonomes.

1.3.1 Existence locale (théoreme de Cauchy lipschitz)

Théoreme 1.3.1 Soit g: I xQ — R,, une fonction continue et localement Lipschitzienne en
z € Q, uniformément en t € 1. Pour tout (ty; z9) € U x Q, le probleme de Cauchy (1.4) admet

une solution maximal unique Y max : Jmax — R oit U'intervalle J 4 < I est ouvert.

Remarque 1.3.1 Les solutions de (x,]) du probléme de Cauchy sont exactement les restric-
tions de l'unique solution maximal ¥ ymax C'est-A -dire que les couples (X max|j) avec J est un
sous-intervalle de J ;4.

De ce fait et sauf indication contraire, on ne s'intéressera plus qu'aux solution maximales

par la suites.

1.3.2 Explosion de la solution maximale

Sous les hypotheses du théoréme de Cauchy-Lipschitz, soit (y,]17-, T [) l1a solution maxi-
mal du probleme de Cauchy (1.4). Le théoréme suivant nous dit que si T} < supl ou T- >

inf1,la solution maximal explose au voisinage de T, et T_.

Théoreme 1.3.2 Soit g: I x Q — R, une fonction continue et localement lipshitzienne par
rapport a second variable. Si T+ < supl, alors pour tout compact K c Q, il existe tx €] T—, T [

tel que y(tx) ¢ K.

Corollaire 1.3.2 siQ =R,,, avec les hypotheses de Cauchy-Lipschitz, soit (y,1T-, T+[) la solu-

tion maximale du probleme (1.4), si T, < supl, alorsona:

zlinh Ix ()1 = +oo.



1.3. Problemes d’existances

1.3.3 Existence Globale

Le résultat sur 'existence d'une solution globale est donné par le théoréeme suivant :

Théoréme 1.3.3 Soit g € C(I xR,,;;R,;,) est globalement Lipschitzienne par rapport a z alors,
quel que soit (ty, zo) € I x Ry, il existe une unique solution globale y : I — R,;, du probleme

(1.4). De plus, toute solution locale est une restriction de celle-ci.

1.3.4 Quelques résultats concernant le cas d’'un systéme autonome

Soit le probleme de Cauchy associé au systeme différentielle autonome suivant :

z' (1) = g(z(1)
(1.5)

z(0) = zg

ou g:QcR,;, — R, et Q est un ouvert de R, contenant z;.

Corollaire 1.3.3 Si la fonction f est localement Lipschitzienne sur (2, alors le probleme (1.5)

admet une solution maximale unique z € CH(-T,T),R,).

Définition 1.3.1 On appelle trajectoire (o1 orbite) partant de zy 'ensemble

Oz ={x(0);tel-T,T[}

ot (x,1— T, T) est la solution maximale correspondante a la condition initial y(0) = zy.

Selon le théoreme de Cauchy-Lipschitz, et l'explosion de la solution maximale on déduit que :

Corollaire 1.3.4 Deux trajectoires distinctes sont disjointes.

Définition 1.3.2 On appelle portrait de phase la partition de Q) en trajectoires .
En pratique, on peut tracer le portrait de phase sans résoudre explicitement l'équation ce qui

ne permet d’'avoir des informations importantes sur le comportement qualitatif des solutions.

Théoreme 1.3.4 Soit(x,]—T, T) la solution maximale de (1.5). Si y est bornée sur |0, T, alors

ona:T = +oo.



1.4. Notion sur la stabilité

1.4 Notion sur la stabilité

Considérons le systeme continu de dimension finie décrit par une équation différentielle

autonome vectorielle non-linéaire du premier ordre :
Z (1) = g(z(1) (1.6)

c’est a dire que g : R,;;, — R;;, ol (m > 1) est une fonction vérifiant au moins les conditions

de Cauchy-Lipschitz, avec ¢ = 0.

1.4.1 Point d’équilibre

Définition 1.4.1 Un vecteur E € R, est dit point ou état d'équilibre si g(E) = 0. La trajectoire

de cette équilibre est réduite au point E.

Remarque 1.4.1 Le point d'équilibre z = E est l'unique solution de avec la condition
initial z(ty) = E avec ty = 0. En effet, pour z= E, on a E=0= g(E) etz(ty) = E.

Remarquons aussi qu'en posant f(z,) = g(z1 + E), on vérifie que E est un point d’équi-
libre de si et seulement si 0 est un point d’équilibre de z; = f(z1). Danc, sans perte de

généralité, les définitions et théoremes qui suivent seront établis en consédirons E = 0.
Exemple 1.4.1 Soit le systeme différentielle suivant :

x'=10(z-x)

(8)4 2/ =28x—z—xy

= xz— o
y'=xz-3y.

8
Dans (S), on a f : R3 — R3 telle que g(x,z,y) = |10(z — x),28x — 2 — Xy, Xz — gy et E =
(0,0,0) est l'unique état d’'équilibre pour ce systeme car c'est la solution unique de l'équation

g(x,z,y)=1(0,0,0).



1.4. Notion sur la stabilité

1.4.2 Stabilité local de I'état d’équilibre E = 0

Soit y(t, zp) la solution unique du probleme de (1.6) avec la condition initial z(0) = z
c’est a dire )(’(t, z0) = 8(x (¢, zp)) et x(0, z9) = zp.
Définition 1.4.2 Letat d’équilibre E = 0 du systéme (1.6) est :

1. Stable : si,

Ve>0,an>0:lzoll <n=,Yt>0,]x(¢,20) |l <Ee.

2. Instable : s’il n'est pas stable.

3. Asymptotiquement stable : s'il est stable et si;
IN>0:lzll <n= lim |¢@(t,zp)ll =0.
t—+o00

4. Marginalement stable : sil est stable sans étre asymptotiquement stable .

1.4.3 Stabilité asymptotique globale

Définition 1.4.3 Si le systeme est asymptotiquement stable quelque soit le vecteur d'état ini-
tial zy, alors le point d’équilibre est globalement asymptotiquement (ou exponentiellement)

stable. Les dessins qui suivent illustrent les notions qui viennent d’'étre introduites.

i I Il

A
o A N | o] SO ~—— S O W
************ i’*ff:t‘ | i ***********:"sz £
0 0 ~ (
stable asymptotiquement-stable instable

1.4.4 Stabilité dans le cas linéaire

Pour le systeme différentiel linéaire :
Z'(1) = A.z(1) (1.7)

ol A € M,,(R) est une matrice constante . On s’intéresse au point d’équilibre E = 0.



1.4. Notion sur la stabilité

1.4.4.1 Nature des points d’équilibre

Théoreme 1.4.1 Soit le systeme différentiel linéaire et soient Ay et Ay les valeurs propres
de cette matrice. On distingue les différents cas selon ces valeurs propres :
1. Si Ay et A, sont réelles non nulles et de signe différent, alors le point critique E = 0 est un
point selle, il est toujours instable .
2. Si Ay et A, sont réelles de méme signe, on a trois cas :

(a): Si A, < Ay <0; le point critique E = 0 est un noeud stable.

(b): Si0 < Ay < Ay ; le point critique E = 0 est un noeud instable.

(c):Si Ay = Ay = A; le point critique E = 0 est un noeud propre stable si A < 0 et instable si
A>0.
3. Si Ay et Ay sont des complexes conjuguées et Im(A1;2) # 0, alors le point critique E +0 est un
foyer. Il est stable si Re(A1,2) <0 et instable si Re(A1.2) > 0.
4. Si Ay et A» sont imaginaires pures, alors le point critique E = 0 est un centre, il est stable

mais pas asymptotiquement stable .

1.4.4.2 Stabilité des points d’équilibres

L'étude de la stabilité d'un point d’équilibre nous amene a connaitre le comportement

des trajectoires voisines de ce point d’équilibre.

Théoreme 1.4.2 Le point d'équilibre E = 0 du systeme linéaire est:

1. Stable, si A est diagonalisable et ses valeurs propres ont des parties réelles négatives oul
nulles.

2. Asymptotiquement stable, si toutes les valeurs propres de A ont leur partie réelle stric-
tement négative.

3. Instable, si l'une au moins des valeurs propres de A est de partie réelle strictement posi-

tive.

Remarque 1.4.2 Le cas (1) peut étre exprimer autrement : le point d’équilibre E = 0 du sys-

teme linéaire (1.7) est stable si pour toute valeur propre A de la matrice A, ona:



1.4. Notion sur la stabilité

1.Re(A) =0et
2. Re(A) =0 = dimker(A—AI) = p oi p est l'ordre de multiplicité de la racine A du polynéme
det(X1-A).

1.4.5 Stabilité dans le cas non linéaire

Dans le cas non linéaire on utilise : 1a linéarisation autour d'un équilibre.

Supposons que E est un point d’équilibre pour le systeme différentiel suivant :
Z (1) = g(a(1), (1.8)

et que g est différentiable en E. Pour approcher la fonction g(z(t)), formons au voisinage de
)

ax,- 1<i,jsm
point E. Lapproximation affine de g s’écrit sous la forme :

E sa matrice Jacobienne : Dg(E) = ( ou les dérivées partielles sont calculées au

g(z) =g(E)+Dg(E).(z—E)=Dg(E).u
ol u = z— E, ce qui montre qu’au voisinage de E nous avons
u=z-E =Dg(E).u
car g(E) =0.

Définition 1.4.4 On appelle systeme linéairisé autour de E associé au systeme non linéaire
(1.8) le systeme linéaire :
u =Dg(E).u

Théoreme 1.4.3 Si le systeme est linéarisable autour de E, alors :

1. le point d'équilibre E est stable si et seulement si l'origine est stable pour le systeme
linéarisé.

2. le point d’équilibre E est asymptotiquement stable si et seulement si l'origine est asymp-

totiquement stable pour le systéme linéarisé.

10



1.4. Notion sur la stabilité

1.4.6 Théorie de Lyapunov

On considere toujours g(0) = 0 et en regarde le point d’équilibre 0.

Définition 1.4.5 Soit V un voisinage de 0 dans Q) et £ : V — R une fonction continue et
différentiable sur V \ {0} telle que :

1)Z0)=0etVv#0, Z(v)>0.

2) <L () =(gW),VLW) <0,Yve V\{0}.

La fonction £ s'appelle la fonction de Lyapunov.
Lutilité des fonctions de Lyapunov réside dans le résultat suivante :

Théoreme 1.4.4 (Lyapunov). S'il existe une fonction de Lyaponov pour l'équation :

Z'(1) = g(z(1))

z(0) =

ot g: QcR™ — R™ et zy € Q. Alors le point d’équilibre 0 est stable.
Le théoréme précédente ne fournit qu'une condition suffisante, mais permet souvent de

conclure quand la méthode de linéarisation ne s'applique pas.

Théoreme 1.4.5 Soient M un espace vectoriel normé réel, N un ouvertde M etg: N c M —
R différentiable en un point ¢ € N, et leur dérivées partielles secondaires sont existent et conti-
nues en .

S'’il existe un voisinage U de ¢ et U c N, et g vérifie ce que suit :
0gly)

' ax,- B

2.Yh=(hy, hy,.... hy) € U; h #0: D*g () (h.h) > 0 cCest-a-dire

1. Dg(p) =0 cest-a-direVi=1,2,..,n

°gp)

> 0.
1 9x;0z;

Vh=h=(h,hy,...hy) €U; h#0: ZZhh
i=1j=1

Alors g admet en ¢ un minimum local (ou relatif).

11



Chapitre 2

Etude qualitative de systéme de

Lotka-Volterra

Lobjet de ce chapitre est]’étude qualitative d'un modéle mathématique appliqué ala dy-
namique des populations. On étudie plus particulierement la dynamique de modele proie-
prédateur présenté par un systéme autonome de deux équations différentielles ordinaires

de premier ordre avec des conditions initiales positives.

2.1 Formulation mathématique du probléme

2.1.1 Description des variables

On s’intéresse al’évolution au cours du temps d'un systeme biologique composé de deux
especes : espace des proies (Gazelles ou sardines) et espace des prédateurs (Lions ou re-
quins, respectivement).

Si, on note X(#) le nombre de proies et Z(t) le nombre de prédateurs a I'instant ¢. Donc
X:t— X(t)etZ:t— Z(t) sont des fonctions de R+ dans N, alors elles sont discontinues.

Maintenant, si on considere deux nouvelles quantités :

_Xw AUl
x(t) = X et z(p) = Z



2.1. Formulation mathématique du probleme

avec Xy est un nombre de proies et, Z; est un nombre de prédateurs, fixés et grands. Les
quantités x et z sont donc des proportions de proies et prédateurs respectivement. Les va-
riations de x(t) et Z(t) sont donc des quantités petites, si bien que ’'on peut faire '’hypothese
que t— x(t) et t — z(t) sont des fonctions continues de R dans R (car : Xp étant tres grand
par rapport a la différence X(#;) — X (#2) d’ot1 x(#;) — x(£2) est trés petit).

Pour la suite, on pose I'hypothese de régularité supplémentaire de supposer ces fonc-
tions sont dérivables. On définit le taux de variation sur un intervalle [£; £+ Af] comme suit :

AX(1) tel que AX(t):X(t+At)_X(t).
X(1) At

D’ou pour t € [¢t; t+ At], on aura
Ax(t)  AX(r)

x(t)  X(1)
En effet, on
X(t+AD-X(1)
Ax(t)_x(z,‘+At)—x(l‘) T X X(+An-X@@)
B At At Xt
Si on passe a la limite, on obtient
Ax(t) x'(1t)

m = .
At—0 x(f) x(1)

D’une maniere analogue, on aura aussi

Az(t) 21
im = .
At—0 z(t) z(t)
Ici, % est le taux de variation de la population de proies et % est le taux de variation de

la population de prédateurs.

2.1.2 Systeme d’équations

1)- En absence de prédateurs, les proies auraient une croissance exponentielle, car dans

X' _

ce cas, on aurait x(0)

a (ou a > 0 estle taux de naissance). C’estI’équation de reproduction
normale d’'une populations biologique en supposant!’abondance de nourriture et 'absence
de compétition (c’est-a- dire que les individus se comportent comme s'’ils étaient isolés et

équivalents).

13



2.1. Formulation mathématique du probleme

2)- En absence de proies, les prédateurs auraient une décroissance exponentielle, faute
de nourriture, car on aurait % = —0 (ou o > 0 est le taux de mort) . C’est I'équation qui
régit la décadence d’'une populations biologique).

3)- Si les deux especes sont présents, on prend en compte les interactions entre les deux
especes. dans ce cas on suppose que le taux de prédation (capture) des proies est propor-
tionnel au nombre de rencontres entre les prédateurs et les proies, représenté par : Sz avec
B > 0 est le taux de la mortalité des proies dii aux prédateurs. De la méme facon, le taux
de variation du nombre de prédateurs est proportionnel a la quantité de nourriture a leur
disposition, c’est-a-dire au nombre de proies représenté par dx, avec 6 > 0 est le taux de

croissance relative des prédateurs di a I’abondance de nourriture (les proies).

Ces considérations nous conduisent aux systeme d’équations différentielles suivantes :

x (1) =a—-Lfz et 2 ()

= =—0+0x
x(1) z(1)

avec a, 3, o et 6 sont des constante positives.
Du point de vue mathématique, il s’agit d'un systeme de deux équations différentielles,

auquel on ajoute des conditions initiales (population au départ de chacune des especes) :

x'(t) = x(a— Pz)
(S) 2.1)
Z'(t) = z(-o +6x)

avec les conditions initiales
x(0)=x¢ z(0) =z, Xo, Z0 > 0.

Le systeme (S) est appelé systeme de Lotka-Volterra.

14



2.2. Existence de solutions

2.2 Existence de solutions

2.2.1 Existence locale

Si on pose v = (x, z), alors le systéeme (S) est équivalent a:

v =g(v(n)
v(0) = (xo, z0)

avec g(x,z) = (x(a— fz),z(-0 +6x)) ou (a, B,0,6 > 0) et (x(0), 2(0)) = (xo, 20) €t xo, 20 > 0.

Soit v(xo, 29) = C([0, T1,R?), un voisinage de (xo, zo) tel que :
v(xo, 20) = {(x, 2) eR?: |x—xol<¢ et|z—zpl<m}:

avec ¢ > 0,17 >0, muni de lanorme: |v| = |(x,2)|| =|x|+|z].
Pour tout vy, 12 € v(xp,2p) ONn a:
g1 () — g2l = | (x1 (@ = B2), 21(=0 + 6 x1)) = (X2 (@ — Pz2), 22(—0 + 5 x2)) |
= l(a(x1 — x2) + B(x121 — X222), —0 (21 — 22) + 6 (21 X1 — 22 X2)) ||
< alxy — Xz + Blx1z21 — X222| + 0121 — 22| + 6121 %1 — 22 X2
<alxl—x2|+0lz;1 — 2|+ (B+0)|x121 — X221 + X221 — X22]
< alxy — x2lolz1 — 22| + (B + 0) |21l x1 — X2| + (B + 6) | x2|l 21 — 22
<(a+(B+0)lz1Dlx1 — x2l+ (0 + (B+8)x1D]z1 — 22|
<(@+(B+6)(m+lzo))lx1 — x2l+ (0 + (B+6)(S + |x0])|21 — 221,
car, |x| = &+ |xol; 1zl =1+ |zl
< kilxy — x2| + kolz1 — 22|, tel que :
ki=a+(B+6)n+|zl), ko =0+ (B+6)(&+1x0l)
< k(lx; — x2| — 121 — 221) , tel que : k = max(ky, k»)
< kllvi () = v2 (D)l
Alors la fonction g est localement lipschitzienne , donc le systéme (S) admet une unique

solution maximal v € C([0, T],R?) d’aprés le théoréme (T.3.1).
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2.2. Existence de solutions

2.2.2 Existante Globale

L'existence globale de solutions est donné par le lemme suivent :

Lemme 2.2.1 Soit F : R?> — R définie pour x,z > 0 par :

Alors, F est une intégrale premiere pour le systeme (S) c’est-a-dire, si (x(t),z(t)) est une solu-

F(x,z)=06x—-olnx+By—alnz ou (a,pB,0,6>0).

tion de (S) sur[0,T] alorson a

pour tout T > 0.

Preuve.On a:

S =

—

—

pour tout ¢ € [0, T1].

Lemme 2.2.2 Sur tout point M(x, z), le gradient de F est perpendiculaire au champ de vec-

!

X

Vtel0,T]; F(x(t),Z(t)) =cste

ﬁ’ _ x(a-p2)
Z  z(-0+6x)
(—~o+6 (a-
X (zo+0x) =2 (@-p2) (aprés séparation des variables)
X
—ai +0x = ai - ﬁz,
X z

¢ x (s) / Loz (s) '
fo (_UE +0x (s))ds :fo (aﬁ - Bz (s))ds
[—oIn(x(s)) +6x(s)] = [aln(z(s)) — Bz(s)]

—olnx+6x=alnz—-pBPz+cste

F(x(1),z(t)) = constante.

teurv = / ol (x, z) est une solution de systeme (S).

Y4
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2.3. Positivité des solutions

0F(x,z) 0F(x,z)
ox = 0z

0
Preuve. On a le gradient de F : VF(x, z) = ( ) = (6 - ;,[3 — E). Alors, on ob-
z

tient :
(v ,VF(v)) = (ax - fxz) (6— %) + (—0x+6xz)(g)

=abx—ao—Péxz+ Pcz+aoc+ POxz—adx
=0.
D’ou le gradient de F est perpendiculaire au champ de vecteur x,z)" pour le systéme (S).

La connaissance de cette intégrale premiere nous permet de montrer que (x, z) sont bor-

nées.

2.3 Positivité des solutions

On a le résultat suivant :

Lemme 2.3.1 1)-Sixg=0,doncVte|[0,T), x(t)=0.
2)-S’ilexiste ty < T, tel que x(ty) =0, alorsVte[0,T], x(t)=0.

3)-Sixg>0,doncvVte[0,T], x(t)>0.
Preuve. 1)- Si xo =0, le systeme (S) devient :

x()=0
2.2)

z/(t) =z(-0+d0x)

t , t
x’(t):o:f x(s))ds:f 0ds = x(t) — x(0) = 0 => x() = xo = 0.
0 0

Dotz ()= -0z=>z=zpe °".

Alors,la solution de systeme (S) es : (0,zpe ") donc V¢ € [0, T], x(¢) = 0. On voit ainsi
que les ensembles de la forme {0} x]0, zy[ sont des trajectoires.

2)- S’il existe 7y < T tel que x(%y) = 0, alors la trajectoire associée coupe I'axe des ordon-
nées, ce qui est interdit par le corollaire (1.3.4).

3)- Supposons que xy > 0 et 3£, €]0, T] : x(t;) = 0, alors d’aprés le deuxieme cas, on a

X = 0 alors, contradiction. Donc, Vt € [0, T], x(¢) > 0.

17



2.4. Bornitude de solutions

D’une maniere analogue, on démontre le lemme suivant :

Lemme 2.3.2 1)-Sizy=0,doncVte[0,T), =z(t)=0.
2)- S’ilexiste ty < T, tel que z(ty) =0, alorsVt € [0,T], z(t)=0.

3)-Sizg>0,doncVte[0,T], =z(t)>0.

2.4 Bornitude de solutions
La bornitude de solutions du systeme (S) est donné par le lemme suivant :
Lemme 2.4.1 La solution maximale (x(t); z(t)) est bornée.
Preuve. Il existe A>0et B> 0tel que:
ox Bz
Vx>A, olnx< > et Vz>B, alnz< >
D’autre part, pour tout x, z > 0, 3¢ € R telle que

O0x=olnx+¢ O0x—olnx=¢..... (1),
——9

Bzzalnz+¢ Bz—alnz=¢......(2).

On a aussi :

ox ox
Vx> A Ulnx<7:>Vx>A; 6x—alnx>7 ...... (3).

Donc, d’apres (2) et (3) ona:
dx
Vx>A, 6x—-olnx+pBz—alnz=F(x,z)>¢+ -

Aussi, pour Vz > B;

alnz< % —=Vz>B;fz—alnz> %....(4)

D’ou, d’apres (1) et (4), on a
Bz
Vz>B; Vx> A; 5x—alnx+,6z—alnz:F(x,z)>§+7.
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2.5. Etude des points d’équilibre

AlorsVx>A;, Vz>B:
2(F(x,2)—&)>x

F(F(x,2)=8) > z.

On déduitque: Vre[0,T]:

0 < x(£) < max{A, §(F(xo, z0) - &)}
0 < 2(t) < max{B, §(F(xo, 20) — )}

car F(x,z) = cste = F(xgp, z9). Donc, la solution maximale (x(t), z(t)) est bornée.

Remarque 2.4.1 On déduit d’aprés le théoreme (1.3.4) que T = +oo.

Alors, les solutions maximale (x(1), z(t)) du systeme (S) sont définies V't = 0.

2.5 Etude des points d’équilibre
Cherchons les points d’équilibre du systeme (S), on a:
=X =g): X=(2); g2 =x@-p2),(-0+6x).
Donc

x(a—pBz)=0 x=0o0uz=
gX)=0= =5

zZ(-0+6x)=0 z=0o0oux=

™I

S

Alors, on a deux points d’équilibre du systeme (S) qui sont : O(0,0) et 6(%, %)

2.5.1 FEtude de point d’équilibre O(0,0)

Ona

x (1) = x(a— pz) =gi1(x,2)

z,(t) =2z(-0+6x) =g (x,2)
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2.5. Etude des points d’équilibre

tel que: g(x, z) = (g1, 82), et la fonction g est différentiable en O(0,0) avec

9Ig1 g1
0x 0z o 0
Dg(0,0) = =
g o8 0 -0
0x 0z
d’ou
a 0
Dg(0,0)=A=
0 -0

Or,ona:det(A-AN=0—=>—-(a-AN)0+A)=0=—=>A;=a>0etA,=-0<0.

Donc, on a une valeur propre est de partie réelle a strictement positive, le théoréme
et s’applique et point d’équilibre O(0,0) est instable. On peut méme affiner le
résultat et dire que la direction x est instable alors que la direction z est asymptotiquement

stable.
2.5.2 Etude de point d’équilibre 0 (%, %)

Onposex:f+%etz:h+%.Alors (x,z):(%,g)@(f,h):(0,0).

x = x(a— Bz)
(1.5) < <

Z = z(—o+0x)

f=(+$a-ph+$) f=-Bh(f+9
Al —
h':(h+%)(—a+6(f+%)) h':éf(h+%).
D’ou
f=-Bh(f+9
’ g a
1 =G :K(G):K(f,h):(_ﬁh(f+g)’ 5f(h+3))
W =6f(h+%)
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2.5. Etude des points d’équilibre

La fonction g est différentiable sur R? . Alors, la linéarisation du systeme (??) est le systeme

linéaire suivant :

G (1) = DK(0)G(¢)

G(0) = Go.
On pose :
g
Kﬂﬁm:—ﬁdf+5)
a
K(f, h) =5f(h+ 5)
tel que
0Ky 0Ky
af on fo
—ph -pf-%
DK(f, h) = = ., o
0& & Ooh+ F oz
of oh
d’ou
0 _ap
DK(0,0) =B = “
oa 0

[i
Donc,onadet(B—AI) =0 <> A?>+a0 =0= 1; = iy/ao et A, = —iy/ao c'est-a-dire que 1,

et A, sont imaginaires pures. Dans ce cas 13, le principe de linéarisation ne s’applique pas.

Il'y a trois comportements possibles des orbites du systeme (1) a s’avoir :
Z

oA Z
A\ : A : A :
e 1 I W I
O o X O o —x O o > X
) ] )
figure 1 figure 2 figure 3

Maintenant, on recherche la fonction de Lyaponov. On pose

o a
F,:Dp, =] - —,+o0o[x] — —,+oo[— R

0 B
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2.5. FEtude des points d’équilibre
, 2+ ) ox aln(x+%) +ﬁz—aln(z+5)+a+a

o
avec Fi(x,z) = F(x + =
0
Etape 1. La fonction F; admet en O(0,0) un minimum local. On a F; est différentiable

en O(0,0)etona:

0F (x,2) _ P . 0F(x,2) s
ox x+ g oz z+ % )
OR(0,0 _ - 9R0,0
ox oz
Etona:
0°Fi(x,2) 0 0Fi(x2) _0Fix2) _ hkxa _ a
0x2  (x+ 7)%’ 0x0z  0z0x 0z2 (z+ %)2'
Alors, les dérivées partielles secondaires de F) existent dans D, et sont continues en O pour
(fi, f) eR? avec f #0etona:
62F1 (o 0) 02F1 (0 0)) 62F1 (o 0)
+Lh +f5

tout f =
,0°F;(0,0

D2R0,0(f, ) = [ 1() il
2 252 2 R2
D?F,(0 0)(f, f) = f1_+f1f2x(0)f2f1x(0)+f2’6 10 +f2aﬁ > 0.

Alors, d’aprés le théoreme (1.7), F; admet un minimum en O avec

F,(0,0) :F(%%)

Etape 2. Construction de la fonction de Lyapunov. On pose

g a
£ :Dp, =]- g,+oo[><] - E,+oo[—» R.:
R o a
oll L(x,y) = Fi(x,2) —F(E, E)'
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2.5. Etude des points d’équilibre

D’aprés ce qui précéde on déduit que :

v Dy = o a F > F o«
(1,2 € Dry =) = g +oolx) = 51, ona Fitx2)=F(55)

Alors
i) L(x,z2)=0< (x,2) =(0,0) car,ona: (x,z) = (0,00 = £(x,z) =0 évident.

Maintenant, montrons que £ (x, z) = 0 = (x, z) = (0,0). Supposons que :
3(x1,21) € DR, —1{(0,0)} : £ (x1,21) = 0.

On a d’aprés la définition de la fonction F;;  V(x,2) € D, : Z£(x,z) =0. Alors:

ov(xy,z a
(x1,21) — B 0
0x 21+g
Z1 =0
X — contradiction.
ov(xy,21) o 2 =0
:6— Vo :0
0z X1+3

dou Z(x,z) =0 < (x,2) =(0,0).

ii) V(x,2) € Dp, —{(0,0)}: Z£L(x,2)>0 car F(%, %) est une valeur minimum de
F, au point (0,0).

iii) VY(x,z)€ Dp,ona:

0% ox a0z
0x 0t 0z Ot

g / a /
o))
5 B

£L(x,2)

X+ — +5
= _(xix%)ﬁz(x+ %) + (Z’[i—z%)éx(z+ %)

=-0Bxz+6Pxz=0.

Alors, £ est une fonction de Lyapunov, donc le point (0, 0) est stable par rapport au systeme.

D’ou le point de I'équilibre 6 (%, %) est stable. Par conséquent le deuxieme figure n’a pas lieu.
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2.6. Etude globale des solutions

2.6 Ftude globale des solutions

2.6.1 Périodicité des solutions

D’aprés ce qui précéde il reste deux cas : est ce que les orbites de systeme de Lotka-

Volterra sont périodiques, ou stables non périodiques. Le théoréme qui suit répond a cette

question.

Théoreme 2.6.1 Les solutions du systeme de Lotka-Volterra sont périodiques.

Preuve:

On a dessiné sur le schéma suivant ,le champ des vecteurs pour le systeme de Lotka-Volterra.

Celui-ci délimite le quart de plan en quatre zones , notées I, 11,111 et IV, dans lesquelles x

et z sont monotones.

Z
v , 111
’ ’ » - - - s~
/ / s - - e e ™
f / s - -'r s
’ ! < - - - l’( "‘\H ~
Pal<0 s T A0
L | N ST | BN
t ¥ ¥ # - ~ ~ - A *
o ' v r 4 i » \ . b .
’{_j """ L 2R I L "'"";'i"";""': '''' F it T
I . \ 4 ,E - v - - 11
T n ™ = - I - - -
>0 0 2 - x>0 _
N U - i
N - - - — - - — -
~ - - - —e- - - - — -
a .r
O -

Eneffet:ona:
o a
I={(x,2) eR; xRi\x<—etz<—}
6 p
={(x,2) eRI xRi\ -0 +dx<0eta—pPz>0}
={(x,2) eR} xR} \ z(—0+6x) <0etx(a—LPz) >0}

={(x,Z)€Ri><[R€i\x'>0etz/<0},
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2.6. Etude globale des solutions

4
B

={(x,2) eR} xRi\—0+6x>0eta—pPz>0}

o
II:{(x,z)EIR%jlei\x>§etz<

={(x,2) eR} xR\ z(—0+6x) >0et x(a—fz) >0}

={(x,Z)€Ri><Ri\x'>0etz'>0},

o a
III:{(X,Z)€RiXRj\x>Eetz> B}
={(x,2) ER} xR¥\ -0 +dx>0eta— Pz <0}
={(x,2) eR} xR} \z(-0+06x) >0et x(a— Pz) <0}
={(x,2) €R* xR*\x <0etz >0}
et
o a
IV={(X,Z)€IRixRi\x<getz>E}
={(x,2) eRI xRi\ -0 +dx<0eta—pPz<0}
={(x,2) eR} xR} \ z(—o +dx) <0 et x(a - fPz) <0}

={(X,Z)€Ri><Ri\x'<0etz'<0}.

Dans les quatre zones x et z sont monotones. Notre preuve consiste a suivre une trajectoire
a travers de ces zones pour montrer qu’elle est périodique.

Soit donc (xy, 29) le point initial , qu'on suppose - sans perte de généralité - dans la zone
I. On note (x(t), z(t)) la solution de (S) avec la condition initiale (xy, zg).

Ftape 1. La solution parcourt les quatre zones successivement.

—Sur /, on a: x croissante et z est décroissante, et comme z(f) # 0 pour tout ¢ > 0, il existe
t > 0 a partir duquel N(#) = N(x(?), z(#)) quitte la zone I et rentre dans la zone 1.

En effet : si N(#) reste dans I pour tout le temps, alors x et z sont bornés. Comme ils sont
monotones, ils convergent tous-deux vers des limites respectives X, et zo.. D’aprés (S), on
en déduit que x etz convergent aussi et leur limite ne peut étre que 0. En effet : si x tend
vers 0 alors, x est équivalent a ¢, donc ne peut converger . En conséquence, toujours grace
a (1), (X¥00)200) €St un point stationnaire. Or, comme x croit, x,, > 0 et, puisque z décroit,

Zoo < % On aboutit donc a une contradiction, puisque les deux seuls points stationnaires
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2.6. Etude globale des solutions

sont (0,0) et (%, %). Ainsi, N(t) sort de la zone I. C’est bien-stir, dans la zone I1 qu’elle entre,
puisque z décroit.

—Sur I1 on a: x et z croissante et comme elles sont bornées d’aprés le lemme (2.4.1)), il
existe fp > t; a partir duquel N(¢) = N(x(t), z(¢)) quitte la zone II et rentre dans la zone I11.
Ici encore, x et z sont monotones et bornées (attention, dans cette zone, il faut invoquer le
lemme . Par le méme raisonnement qu’a I'étape précédente, on prouve I'existance
d’un instant t, > ; a partir duquel N(#) quitte la zone 11 pour la zone I11.

Les points suivants se démontrent de méme :

Il existe t3 > t, a partir duquel N(t) = N(x(¢),z(t)) quitte la zone III et rentre dans la
zone V.

Il existe t4 > t3 a partir duquel N () = N(x(?), z(t)) quitte la zone IV et rentre dans la zone

Il existe t5 > t, a partir duquel N(¢) = N(x(¢), z(t)) quitte la zone I et rentre dans la zone

I1.

Z
zZone v zone I11
al N
I}
z))p----------
Z(ts)
Z0one 1 zone 11
@) o X
[

Ftape 2. Les points N(f;) et N(f5) sont confondus.
Par définition, on a déja x(#;) = x(t5) = %. De plus,N(t1),N(t5) sont des points d'une

méme trajectoire, alors : F(x(t),z(t1)) = cste = F(x(t5), z(t5)).
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2.6. Etude globale des solutions

D’ou
F(x(t1),z(t1)) = F(x(t5), 2(t5))......(*)
Donc,ona:
(%) = Bz1 —aln(z)) = Bzs — aln(ys).....(x*)

car x(t;) = x(t5). Soit h une fonction tel que : h:]0, $[— R; h(z) = fz— aln(z). On a: s (z) =

B- ﬁZT_“ Comme £ est strictement décroissante, alors / est injective.

Donc : (%) = z(t1) = z(t5). Alors N(t5) = N(1f7).

Etape 3. Les solutions sont périodiques. Pour ¢ € R*, on pose :
X(t)y=x(t1+1t) et z(t)=z(tp+1).

et

X(t)=x(ts+1) et z(t)=z(t5+1).

Et comme (%, 2) et (X, Z) vérifiant le méme probléme de Cauchy :

x =x(a- Bz)
(x(0), 2(0)) = (x1, 21)
Zz =z(-0+6x)
ou x; =Xx(0) = % = x(t5) = X(0) et z; = Z(0) = z(t5) = z(0). D’ol1 (X(0), 2(0)) = (x(0), Z(0)).
Alors, (x(f1+1),z(t1 + 1) = (x(t5+ 1), z(ts+ t)).D'ouVteR,,ona:

(x(h+t+(ts5— 1), z(f +t+ (Is5— 1) = [x(£+ 85), 2(¢ + 15)] = [x(51 + 1), 2(87 + D)].

Donc:

VseRL, N(s+ (5 — 1)) = N($).

Et par suite la solution est péériodique, de période (t5 — t;).
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Chapitre

Etude de quelques modeles de dynamique

des populations

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier quelques modeles mathématiques de deux
especes : Le modéle logistique, le modele de Lotka-Volterra avec réponse fonctionnelle de

Holling de type 2 et 3.

3.1 Modele logistique

Le modéle mathématique le plus fin qui permet la saturation des proies est le systéme

suivant:
x =ax-Pfxz—yx?
(3.1)
Z =-0z+6xz
avec a, 3, v, o et 6 sont des constantes positives.

Ce systeme est appelé le modele logistique de proie prédateur parce qu’il contient un

terme logistique —yx? dans la premiére équation du systéme (3.I). Les points d’équilibre du

systeme sont 0(0,0) et 6’(%, % - ;—2;) pour E > ;_3;_
FEtude de Péquilibre ' (%, % — %)

On étude cet équilibre en utilisant deux méthodes différentes :



3.1. Modele logistique

18T€ Méthode : on pose

o a o
x=f+ 5 z=h+— 5 [3—33/
Alors : (f,h) = (0,0) si (x,z) = ( 5’ g ﬁg) En substituant ces expression dans le systéme
on obtient :
['=(r+5)=pn-rn
, « oy (3.2)
hzéfprkﬁ—ﬁg)

Celui-ci est équivalent a G =K(G) pour :

o
K@ =K, =((r+5)=ph-yp), o7(n+ 5 - 7L)).
Comme la fonction K est différentielle sur R2. Alors, la linéarisation du systeme est:

G () = DK(0)G(1)

G(0) = Gy
tel que
o o
~ph-2yf-2L —pr-FY
DK(f,h) = 5h ab  yo 5f :
+___
BB
Donc,
ay _ﬁ_a
DK(0,0)=B = ag_ay g
0

p

2
Or, sidet(B — AI) =0, on a le polynéme caractéristique est 1> + %//1 + (a0 — OTY) =0, alors

2.2 2
gy —4aa+40—Y -7 oy* —48(ad — oy))

A="52 5 52(

La condition ad > oy ce n'est pas suffisante pour connaitre le signe du A, pour cela on dis-

tingue trois cas possible :

. . oy VA oy VA
1).SiA>0ilyad 1 PR G g PN A
). Si A > 0il ya deux va eursi)ropres 1 5 " 3 R
onald;<0etd; xAy=2[ac— UTY] :2[%(a5—07f)] > 0. (car ad — oy >0), et comme 1; <0,

alorsl, < 0.
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3.1. Modele logistique

2).SiA=0doncA; =Ay = —2L <0

20
3).SiA<0donc:
— v-=A
Al = ﬂ -1
20 2
et
-0y V-A
Az = 1
20 2

On remarque que :

Re(Ay) = Re(A3) < 0.

Alors, dans tous les cas Re(Ak) <0: k =1,2, par conséquent le point (0 0) est asymptotique-

ment stable par rapport au systeme (3.2). Dot I'équilibre 0 ( ) est asymptotique-

5’ ,6 ,66
ment stable.
28Me \gthode : considérons la fonction £ ]—% +oo[x ]_54—% , +0o[— R définie par:
T
Lf.h) = 5/ 5du+ﬁ oL Py
55 “
Yo
f+2 h+g——6
:5f—aln( 25)+fﬁ—(a:——)ln( gfmﬁ)
0 B po
La fonction £ est une fonction de Lyapunov. En effet :
1/.Onvoitque: Z(f, h) > 0pour tout (f, h) e]—%,+oo[ ]_E+ﬁ5 —(0,0)et Z(f,h) =
0 si et seulement si (f, h) = (0,0).
2/.ona:
0& af 0Z Oh
z(fh) df dt oh or
o a-%
=(6- )f’+(ﬁ——5)h’
( f+3 h+%—%—g
o o a—5 oy
= +—=|(—=Bh- + ——5)6 h+———
| f+%)(f 2)-ph-yn+ s o G )
6,Bh+6a—0)/)
=6f(-Ph- Ofph| ————
Fph=yf)+orph| paros=oL

=-8yf*<0.
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3.2. Différentes formulations de la fonction réponse du prédateur

Alors £ est une fonction de Lyaponov, donc le point (0,0) est asymptotiquement stable par
rapport au systeme (3.2). D’ou la stabilité asymptotique de I'équilibre 6’(%, % - %) par rap-
port au systeme (3.1).

3.2 Différentes formulations de la fonction réponse du pré-
dateur

Depuis le modele de Lotka-Volterra, de nombreuses études ont contribué a exprimer de
différentes manieres les taux de croissance des populations et leurs interactions. Les sys-
temes prédateur-proie ainsi générés exhibent des dynamiques tres variées. Un aspect bio-
logique important de ces systemes dynamiques est la maniére avec laquelle les prédateurs
interagissent. Selon Holling, I’alimentation est composée de deux types d’activité : la re-
cherche de proies et leur capture. Holling suppose :

(i) que le temps total dédié a ’alimentation est la somme du temps de recherche ¢, et du
temps de capture f, et

(ii) que le temps de capture de chaque proie f; est une constante.

Soit a le taux d’attaques réussies; c’est le nombre de proies consommeées par prédateur et

par unité de temps de recherche. On peut écrire

Fe Nombre de proies consommeées par prédateur  at;,
B Temps total d’alimentation Cte+atety,

La réponse fonctionnelle du prédateur peut donc finalement étre exprimée sous la forme

suivante :
a

B 1+aty,

ol a va étre exprimé de plusieurs facons en fonction de x mais aussi en fonction de x et z.
Lhypothese la plus simple pour la formulation du taux d’attaque des proies, et qui cor-

respond a la réponse fonctionnelle de type I de Holling, est une simple proportionalité avec
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3.2. Différentes formulations de la fonction réponse du prédateur

le nombre de proies présentes dans le milieu : a = bx, avec b une constante positive. cette
réponse fonctionnelle s’appelle aussi la fonction de réponse de Lotka-Volterra.

Cependant, il est évident que cette fonction réponse est irréaliste. En effet, F est pro-
portionnelle a x, cela veut dire que le nombre de proies ingurgitées par un seul prédateur
peut étre tres grand si x est grand. On doit plutot s’attendre a une limitation du nombre de
proies tuées et ingurgitées par un prédateur méme si la densité des proies est grande. Les
capacités physiologiques d’absorption de proies par un prédateur sont limitées, et méme
si un grand nombre de proies sont disponibles, un prédateur ne pourra pas absorber un
nombre de proies supérieur a cette limite. Il est donc plus réaliste de concevoir une fonc-
tion réponse présentant un effet de saturation avec la densité des proies, comme le montre

la figure suivante :

Fonction

réponse . Lotka-Volterra

s

-~

Holling

Une telle fonction réponse présentant un plateau pour les grandes densités de proies est

dite fonction réponse de type II. La fonction de type II dite de Holling est la suivante :

PWLLE
¥z &+ x

ol ¢ est une constante positive.
La réponse fonctionnelle de type III correspondant a un taux d’attaque proportionnel
a x? tend a représenter le fait que les prédateurs sont moins efficaces dans la capture des

proies lorsque celles-ci sont en faible effectif. La fonction de type III dite de Holling est la
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3.3. Modele de Lotka-Volterra avec réponse fonctionnelle de Holling de type II

suivante :

ol ¢ est une constante positive.

3.3 Modele de Lotka-Volterra avec réponse fonctionnelle de
Holling de type I1

La premieére modification du modele de Lotka-Volterra est due a Holling qui a remplacé

la signification fonctionnelle linéaire de type I par celle de type II, il s’agit du systeme :

o = ax— Bxz
6xz5+x 3-3)
£ £+x_

ol a, B, 7, o et ¢ sont des constantes positives telles que :

a : le taux de croissance intrinseque de la proie en ’absence de prédateur.

B : le taux de prédation (d’attaque) maximale du prédateur sur la proie.

¢ :la constante de demi-saturation pour le prédateur, qui est la quantité de proies au cours
de laquelle la réponse fonctionnelle du prédateur est a moitié maximale.

Y : le taux de conversion de la biomasse de proies en prédateurs.

o : le taux de mortalité du prédateur en I’absence de proie.

Le systeme précédent admet les points d’équilibre O(0,0) et w; ( 606 , %(6 + 60—6)) Soient
-0 -0
o¢

a
A= 6—,B =&+ Aet C = —. Alors on ale résultat suivant :
-0
Théoreme 3.3.1 Supposons que les conditions suivantes sont vérifiées
Hy) 6>0é>a
Hy) B —-0é)>adAl.

Alors, le point d’équilibre du susteme (3.3) est instable.
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3.3. Modele de Lotka-Volterra avec réponse fonctionnelle de Holling de type II

] etz:h+g((§ —éAlorsona(fh) (0,0) si

Démonstration On pose x = f +
p f+5-2 R

(x,2) = (%, %(5 + %)). En substituant dans on obtient
fl —a(fA)+ B(f+A(h+CB)
E+f+A (3.4)
b - 6fh+6fCB+6Ah+06ACB —ho—CB
B E+f+A g g

Maintenant, considerons la fonction suivante £ :] — A, +oo[x] — CB, +0o[— R définie par :

f+A —A h+CB —-CB
ff(f,h):éf dv+b T2
A CB u
A B
—df-oin(2 1 gh-aBin (h+c

D’aprés la dA©finition de la fonction £, on £ (f, h) > 0 pour tout
(f,h) €] = A, +oo[x] — CB, +00[—(0,0)

et Z(f,h) =0sietseulementsi (f, h) = (0,0).

Aussi, on a
a;%_a_ S5A ot az_ﬁ_ aB
of  f+A oh " h+CB’
Donc
0L af 0% oh
L. = of ot " on ot
_ . 64 ,6(f+A)(h+CB) __aB  5(f+4)
=0 e A e Y e a9

OPf+Ah+CB) o OPA+CB SB[+ A)
C+f+A « &+f+Ah+CB) ¢+f+A

B adB(f+A N aBo

&+f+AMh+CB) h+CB

0pA(h+CB) Sp(f+A(h+CB) OP(f+A)-fo+[+A)
+f+A &+ f+Ah+CB) E+f+HA
adB(f+A) +aBo(+ f+A)

(W4 CBE+[f+A)

= ab(f +A) -

—ﬁO'

=ad(f+A)-—abA+
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3.4. Modéle logistique de Lotka-Volterra dans le cas d’'une réponse fonctionnelle de
Holling type I1

_ B _Bo(h+BOf  PUf+A) aB(f + A) ~
=a0lf+ A —adA -t Al T e p e e 9T Y
po(h+BCO)(f+A) B(f+A) . aB(f+ A) B
> A T T e+ Al ) Grener a0 Y
f+4 _ aB(f +A) ~
>a6(f+A)+¢f+f+A( abAé+ B(6 Uf))+(h+CB)(E+f+A)(UE a).

D’apres les hypothA“ses H;1 et H»2, on aura £ (f,h) >0
Donc d’apres le théoreme (3.3.1) le point (0,0) au systeme est instable par rapoort au sys-
teme (3.4) au voisinage de | — A, A[x] - CB,CBj.

a

—(&+ U—E)) par rapport au susteme (3.3).

D’ou I'instabilité du point w, (6—6’ 5 5

3.4 Modele logistique de Lotka-Volterra dans le cas d’'une ré-
ponse fonctionnelle de Holling type I1

Rosenzweig et MacArthur [9] ont donné leur nom au modeéle de Lotka-Volterra qu’ils ont
modifié en prenant en compte une croissance logistique des proies et une saturation des

prédateurs avec une réponse fonctionnelle Holling de type II :

X =ax— %xz _ bxz
0xz S S8
' = -0z
E+x

ol a, B, 0, 6, k et ¢ sont des constantes positives telles que :

a : le taux de croissance intrinseque de la proie en I’absence de prédateur,

B : le taux de prédation (d’attaque) maximale du prédateur sur la proie,

¢ :la constante de demi-saturation pour le prédateur, qui est la quantité de proies au cours
de laquelle la réponse fonctionnelle du prédateur est a moitié maximale,

o : le taux de conversion de la biomasse de proies en prédateurs,

0 : le taux de mortalité du prédateur en I’absence de proie et

k :1a capacité de portée du milieu en proies.

oé aé )

Les ponts d’équilibre de notre systeme sont O(0,0) et wz( 50’5 (a+ A)(k—-A)
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3.4. Modéle logistique de Lotka-Volterra dans le cas d’'une réponse fonctionnelle de
Holling type I1

On a, le résultat suivant

Théoreme 3.4.1 Si %é(a +A)(k-A)-¢+A>0.

Alors, le point d’équilibre wz(éa , %f (a+ A) (k- A)) du systeme est stable.
-0

Démonstration : Soient x = f + ;:60 etz=h+ ?(a+A) (k—A).Alors (f, h) =(0,0) si(x,z) =

§ af
(60—0 :

= (a+ A) (k- A))
La substitution dans (3.5) on obtient :

;- _f+A B+ A (h+Bla+ A)k-A)
f=alf+Hl-—=)+ T 7 A

S(F+A
_ (h+B(a+A)(k—A))(€iff++jl —a)

Considérons la fonction £ :] — A, +oo[x] — B(a + A) (k — A), +oo[— R définie par :

(3.6)

f+Ap_ A h+Bla+A)(k-4) , _ B A=A
,%(f,h):6f ALy f u-Blat+ Ak-4)
A B

(a+A)(k—A) u
3 f+A h+CB
_5f—aln( " )+ﬁh—a€(a+A)(k—A)ln( 5 ]

Donc, Z(f, h) > 0 pour tout (f, h) €] — A, +oo[x] — B(a + A)(k— A), +00o[—(0,0) et Z(f, h) =

si et seulement si (f, h) = (0,0).

Or
0% _ 54
of f+A
0% aé(a+ A)(k—A)
on P Bar - A
Donc:
£ 0% of o2 oh

of ot on ot
k—A-f 8p(f+Mh_8pBa+Ak=A(f+A) Poh(f+A)

=aof k E+f+A C+f+A E+f+A ~poh
SBB(a+ A) (k) (f + A) aé(a+ A)(k—A)hc
" ErfrA poBlat k= A+ o A= 4
aéSh(a+ A)(k—A)(f+A) aéSB(a+ A)?(k— A?(f + A)

CE+f+AM+Bla+Ak-4) E+f+A)(h+Bla+Ak-A)
s aloB(a+ A)? (k- A)?
h+B(a+ A (k—A)
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3.5. Modele logistique de Lotka-Volterra dans le cas d’'une réponse fonctionnelle de
Holling type III

k—A—f_6,6(f+A)h_6,BB(a+A)(k—A)(f+A) +6,13(f+A)h
k +f+A E+f+A E+f+A
5,BB(a+A)(k—A)(f+A)+ alhé(a+ A)(k—A)
E+f+A &+ f+Ah+Bla+ A (k- A)
aéB(a+ A)?(k— A)?

+(f+A(c-6)+ Crf+Ah+BlatMk-A) (0é+(f+A(0-96))

=adf

— Poh+

(o¢

—BoBla+ A) (k- A)

_A+f _6,BB(a+A)(k—A)(f+A) ocal?(a+ A) (k- A)
<ad(f+Aa k ) E+f+A i C+f+A
A+f  ocalla+A(k-A)
<ab(f+A)Q1- T )+ Trf+A C-¢—(f+A)

<a(f+AOCE+f+A—-océla+ A)lk—A).

D’ou %‘f(a+A)(k—A)—g‘+A>0, sionpose:f<%‘f(a+A)(k—A)—§+A, alors

f< %f(c”A)(k—A)—€+A$5f<0‘f(“+A)(k_A)_6€+5A

=0+ f+A)—-0cl(a+ A (k- A

= a(f+ABCE+f+A)-océ(a+Ak-A)<0
Alors, Z(f,h) <0.

Donc, d’apres le théoreme (3.4.1) le point (0,0) au systéme est asymptotiquement stable par

rapport au systeme auvoisinage de |- M, M[x]-B(a+ A)(k—A),—B(a+ A)(k—A)[, avec

M:min{A,%é(a+A)(k—A)—£+A}

D’ot la stabilité du point wz((sa—f at (a + A)(k — A)) par rapport au systeme (3.5).

o' B

3.5 Modele logistique de Lotka-Volterra dans le cas d’'une ré-

ponse fonctionnelle de Holling type III

La deuxieme modification du modele de Lotka-Volterra est due a Holling qui a remplacé

la signification fonctionnelle linéaire de type I par celle de type I, il s’agit du systéme sui-
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3.5. Modele logistique de Lotka-Volterra dans le cas d’'une réponse fonctionnelle de
Holling type III

vant
2

/ a X
x:a:x——x—ﬁ y

2k &+ x? 3.7)
, Ozx :
z = -0z

&+ x?2

avec a, 3, g, 0, et ¢ sont des constantes positives telles que :

a : le taux de croissance intrinseque de la proie en I’absence de prédateur.

B : le taux de prédation (d’attaque) maximale du prédateur sur la proie.

/¢ :1a constante de demi-saturation pour le prédateur, qui est la quantité de proies au cours
de laquelle la réponse fonctionnelle du prédateur est a moitié maximale.

6 : le taux de conversion de la biomasse de proies en prédateurs.

o :le taux de mortalité du préédateur en I’absence de proie.

k :la capacité de portée du milieu en proies.

Les points d’équilibre : on a

2
X =0 _ ax(l;%)—?f;;:
Z =0 z(£+x2—a)20.

d’out (x,2) = (0,0) ou (x,2) = (\/%, BA(l - %)) ou (x,z) = (k,0) avec 6 > 0,k > A ou

)
7% etB @

A Sy
-0 Bo

Théoreme 3.5.1 Supposons que les conditions suivantes sont vérifiées

m % _sapa-2-paa-2ys0
''p k k

H SU,BBA(I - %) —A>0.

/ A
Alors, le point d’équilibre 93( 60—6, BA(I - E)) du systeme (3.7) est asymptotiquement
-0

stable.

o¢

Démonstration : soient x = f + 5
-0

(x,2) = (\/%, BA(I— %))

A
et z = h+BA(1 - E) Alors on a (f, h) = (0,0) si
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3.5. Modele logistique de Lotka-Volterra dans le cas d’'une réponse fonctionnelle de
Holling type III

Linjection de ces expressions dans (3.7) nous donne

A
2 _4
fra BU+A i+ BAQ- )

, +

f _a(f-i-A)(l— 2 )+ €+(f+A)2 (3.8)
I _é M

h =(h+BA(1 k))(f+(f+A)2

A
Considérons la fonction & :] — A, +oo[x] — BA(I - E)' +o00o[— R définie par

h+BA(1—é)

f+4 u—BA(l—é)
A
$UJH:6!‘chw+ﬁ fA - k2 g
BA(I—E)
Fia ) h+BA(1—%)

Il vient que Z(f, h) > 0 pour tout (f, h) €] — A, +00[x] —BA(l - %),+oo[—(0,0) et Z(f,h)=0

si et seulement si (f, h) = (0,0).

aﬁ— - 04 et aﬁ—ﬁ_w
of ~ f+A oh h+BA(1—%).

Donc:
0% of 0% O0h

LUN=57 5 o0 o
A
6A f+A ﬁ(f+A)2(h+BA(1—E))
:(6_f+A)(a(f+A)(1_ e )7 ¢+ (f+A)?
A
(ﬁ_w)(h+BA(1_é))(5(f—+A)2_a
2
h+BA(1—%) k" E+(f+ A
A
8B(f + A*(h+BA(1 - )
— A i s
=ad(f+A)1 ) TR Sa Al —)
A
OBA(f+A(h+BA(1-—)) )
k Sp(f+A)° A
’ $+(f +A)? +(€+(f+A)2 poa)(h+BA(1 k)
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3.5. Modele logistique de Lotka-Volterra dans le cas d’'une réponse fonctionnelle de
Holling type III

6,BBA(f+A)2(1—%) A J,BBA(I—é) A
(h+BA(1->))— ———(h+BA(1 - )))
2
E+(f+A) k h+BA(1—%) k
, A
S5B(f+A)?(h+BA(1 - >)) fra
:aé(f+A)(1—E)— F AR —5aA(1—T)

A

(6—-¢o)(h+BA(Q - %))

E+(f+ A)? E+(f+ A)?
,BBA(f+A)2(1—%)
Gy 0T
A
2 —_——
<[6a(f+A)€+(f+A)2—éUﬁBA(erA) U Lpqabr e A
E+(f+ A)? E+(f+ A)? E+(f+ A)?
A A A
6,BBA(f+A)2(1—E) —éa,B(f+A)2(h+BA(1—E)) 6ﬁA(f+A)(h+BA(1—E))
ENEY AR T+ (f+ A2 ’ T+ (f+ A2 ]
(f+A)? ~ A SA(f+ A) A
<—€+(f+A)2( {oBBA(1 k)+6a€(f+A)+6a(f+A))+[—€+(f+A)2(,BB(1 k) ad)]

ﬁ(f+A)(h+BA(1—%))
&+ (f + A)?

A A
1. D’apres les hypotheses on a (o fBA(1 — E) —A>0,etsionpose f <éogSBA(l—- E) —A
alors

f<éoBBA(1 - %) - A= f(0aéé+ba)<aPBA(l - %) —daélA-daA

= a(f+ABCE+f+A)-0o¢(a+Ak-A)<0

s . ag A A ,
2. D’apres les hypotheéses on a :F -0AB(1 - E) —BA(1 - E) >0, si on pose:

A A
h< a?f —0AB(1- E) —BA(1 - E), alors :

h < a—f—ﬁAB(l—%)—BA(l—%) = fh< af—6ﬁAB(1—%)—BAb(l—%)

B
A A
= (f+A)[dbAB(1—E)—a§+,6(h+BA(1—E))] <0

d’ot1 on obtient Z(f,h) <0
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3.5. Modele logistique de Lotka-Volterra dans le cas d’'une réponse fonctionnelle de
Holling type III

Donc d’apres le théoreme (3.5.1), le point (0,0) au systéme est asymptotiquement stable
par rapport au systeme (3.8) au voisinage de ] - N, N[x]— M, M[avec N = min{A,{cSBA(1—

S

é)—A} M = min{B a——é‘AB(l—é)—BA(l—é)}
k - "B k k'

/ A
D’ou la stabilité du point 93( 60—6, BA(I — %)) par rapport au systeme (3.7).
-0
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Chapitre I

Approximation numérique des solutions du

systeme de Lotka-Volterra

Dans ce chapitre, nous donnons une approximation numérique du systeme de Lotka-

Volterra pour étayer les résultats théoriques.

4.1 Rappels sur les méthodes numériques

Lobjet de ce paragraphe est de présenter brieevement les méthodes simples les plus
utilisées pour la résolution numérique des équations différentielles ordinaires, pour plus de

détails, on renvoie a [3], [4] et [5].

4.1.1 Quelque méthodes classiques

On désire approcher la solution du probleme de Cauchy suivant

V() =gw(),t>0
4.1)

v(0) = vg.

On suppose que g est Lipschitzienne. Afin de construire une approximation numérique sur

I'intervalle [0, T], on introduit une subdivision :



4.1. Rappels sur les méthodes numériques

O=fHh<h<..<tny=T

de pas h;, = t,+1 — t,. Notre but est de trouver une suite (v,)o<n<n telle que v, soit une
approximation de v(t,). Toutes les méthodes présentées ici sont des méthodes de Runge-
Kutta; leur point de départ est la formules suivantes :

In+1

In+ ,
V(tp+1) = v(ty) +f 1 v(Ddr=uv(t,)+ flu(n)dt (4.2)
In

In
Il suffit ensuite d’utiliser une formule d’intégration numérique pour approcher l'intéégrale

précédente :

Tn+1
f gw@)dt=1I(fouv,ty, tys1).
In

La méthode d’Euler explicite : 'ntégrale (4.2) peut s’approcher par la méthode des rec-
tangles a gauche

I(fO U, Iy, tps1) = hng(l}(tn))

D’otui le shéma itératif suivant

Un+1 = Un+ hpg(Vp)
(4.3)
v(0) = vp.
La méthode d’Euler implicite : de la méme facon, la formule des rectangles a droite

fournit la méthode d’Eleur implicite

Un+1=VUn+ hng(vn+1)
4.4)

v(0) = vy
La formule des trapéses, quant a elle est a 'origine de la méthode de Crank-Nicolson :
hy
Un1=Un+ ?(g(vn) +8Wn+1)).
Enfin, on peut utiliser la formule de Simpson :
hn hn
1(g(W(), tn, the1) = E(g(v(tn)) +4g(w(ty + 7)) +8(W(tn+1))
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4.1. Rappels sur les méthodes numériques

aprés I'approximation de v(t, + 7}1) on définir alors v,,; comme suit :

h
Up+l1 = Up+ Fn[kl +2ky +2k3 + k4]

ouky =gwp), k=g, + %kl), ks =g(v,+ %kg) et ky = g(v, + hyks). On vient de décrire
la méthode de Runge-Kutta classique.

Explication :

Les quatre méthodes décrites dans ce paragraphe, deux sont explicites : il s’agit des mé-
thodes d’Euler explicite et de Runge-Kutta classique. Cela signifie qu'un simple calcul per-
met de déterminer v, a partir de v,. En revanche les méthodes d’Euler implicite et de
Crank-Nicolson nécessitent la résolution d'une équation pour calculer v,+; connaissant v,,.

De telles méthodes sont dites implicites.

4.1.2 Notions de consistance et de stabilité

On peut écrire tous les shémas du paragraphe précéédent sous la forme :

Un+1 =@, (Vn)

Exemple 4.1.1 I- La méthode d’Euler explicite : @y, ,(vy) = vy + hpg(vy).

h
2- La méthode de Crank-Nicolson : @y, (v,) = vy + ?n(g(vn) + g(Vn+1))-

h
3- La méthode de Runge-Kutta classique : @p,, (vy) = Vpy1 = Uy + En [ky+2ky+2ks + kyl.

4.1.3 Quelques définitions utiles

Définition 4.1.1 (Lerreur de consistance locale). On définit l'erreur de consistance locale €,

comme l'erreur commise par le shéma sur la solution exacte v(.) :

En = V(tp+1) — Pp, (V(1y)).
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4.2. Application au systeme de Lotka-Volterra

Définition 4.1.2 (La consistance). On dit que la méthode est consistante d’ordre s € N si l'er-

reur de consistante globale est d’ordre s par rapporta h = max,hy, :
N-1
Y lenl = O(RY).
n=1

Définition 4.1.3 (La stabilité). La stabilité se définit comme suit : soit u, une suite vérifiant
un shéma perturbé

Un+1 = P, (Un) + Un.

On dit qu'il y a stabilité si on peut maitriser l'erreur commise :

N-1
max | v, — upl < c(lvo — tol + ) |inl.
0<n<N n=1

Corollaire 4.1.1 Si le shéma est a la fois consistant et stable alors, il est convergente.

En effet, si on prend pour u, la solution exacte v(t,) alors, u, = €, par définition de
I'erreur de consistance . Si on choisit vg = v(0) pour initialiser la suite (v,), et que la méthode

est consistante d’ordre p et stable, alors
max |v, — v(t,)| < ch®
<n<N

0

ce qui preuve la convergence.

4.2 Application au systeme de Lotka-Volterra

4.2.1 Visualisation des solutions numériques

On a programmé les quatres méthodes a 'aide du logiciel Matlab, et on les a appliqué

au systeme (S) pour les parametres suivants
a=3,p=1,0=2et 6=1.

On a fixé la condition initiale a

Xo=1, zg=2.
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4.2. Application au systeme de Lotka-Volterra

On calcule la solution exacte sur l'intervalle [0, T], avec T = 10; le pas de discrétisation est
constant i = 0.05. Les courbes suivantes représentent la solution numérique dans le plan

de phase (x, z)

Methode d Euler explicite
12-
10-
8-
6
4-
24 @
04— :

- Methode d"Euler implicite

47 -
43 -
3.9
3.5 4
3.1
274"
2.3
197

llﬁ T T T T T T
10 14 18 22 26 30 34 38

Methode de Crank-Nicolson

5.4
5'“ T r’,-"' o Ry

46 N
2] / N
3.8 1, \
34] \
3.0 ‘
28]
2.2 1 _/
1.8 —

l-i 1 I“- 1 -"Il T 1 1
08 12 16 20 24 28 32 36 40
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4.2. Application au systeme de Lotka-Volterra

Methode de Runge-Kutta classique

5.4
5.0 -
16
42
3.8 -
3.4 -
3.0 -
2.6 -
2.2 4
1.8 -

1-4- T T T T T ¥ L
08 1.2 16 20 24 28 32 36 4.0

Dans les figures, le caractere @ repere la condition initiale.

Seul les deux dernieres méthodes fournissent une solution apparemment périodique.
Les solutions numériques obtenues a I'aide des méthodes d’Euler sont des spirales.
Le paragraphe suivant se propose d’en faire I'étude dans le cas plus simple d'un systeme

différentiel linéaire.

4.2.2 FEtude théorique des shémas dans le cas linéaire

Aune affinitéé prés, linéarisé du systeme de Lotka-Volterra au voisinage du point d’équi-
libre intérieur s’écrit :

x(f)=—-z
(4.5)

Z()=x
la solution exacte est
x(t) = xpcost—zpsint
z(t) = xpsint+ zgcost
les trajectoires de sont des cercles d’équation x? + z, = cste. Il s'agit de savoir si les
shémas numériques conservent cette propriété. Pour cela on calcule xfl at z,z1 +1 enfonction

de x2 + z2 pour chacun des shémas suivants :
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4.2. Application au systeme de Lotka-Volterra

—Euler explicite :

X2+ 2500 = (X + h(=2p)) + (25 + h(xy)?
= X2+ h?Z% —2hxpz, + 25 + W2 X4
=2hx,z,

_ 2y(42 o 2
=1+ h)(x,+z,)
42 2 _ 2y(+2 1 2
Donc: x; , + 25, = (1 +h%)(x;; + z7,).
—Euler implicite :
Ona:xpi1=xp+h(=2p41) ,  Zpe1=2p+h(Xps1)
Alors: x, = Xpr1+hzur 5 Zp=ZzZps1 — h(Xpe1) , d'oln:

2, 2y _ 2.2 2
(x,+2,)=AQ+h)x, 1 +2,,

Donc: x2, . +2z% . =

2, .2 A 4 .
o1t 2l = T30 (x5 + z7), par la méme démarche on trouve :

—Crank-Niclson
2 2 _ 2., .2
xn+1 + Zn+1 - xn + Zn
—Runge-Kutta :

) ) hG h6
Xpar + 2 = U =5+ =0

) (X% + Z2).

Il apparait que seule la méthode de Crank-Niclson conserve I'intégrale premiére x* + z2.
La méthode d’Euler explicite augmente sa valeur (1 + h? > 1) alors que pour la méthode
d’Euler implicite le rayon du cercle diminue. Cela explique le comportement en spirale vu
au paragraphe précédent (au mons au voisinage de I’équlibre). Enfin, la méthode de Runge-
Kutta ne conserve pas l'intégrale premiere, mais le coefficient multiplicateur est tres proche

de 1 donc, on observe numériquement une solution périodique, tant que T n’est pas trop

grand.
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Conclusion

Tout au long de ce travail, nous avons considéré quelques problemes de dynamique des
populations. Notre but était de rappeler des définitions générales, des exemples ainsi que
des résultats d’existence et d'unicité de la solution pour ces systemes d’équations.

Aprés une introduction générale sur le sujet, dans le chapitre 1, bref apercu historique
sur la théorie des équations différentielles notamment quelques notions de base et certaines
résultats de la théorie d’existence et d'unicités des solutions. Dans le chapitre 2, nous avons
étudié un modele mathématique appliqué a la dynamique des populations, plus particu-
lierement la dynamique de modele proie-prédateur présenté par un systeme autonome de
deux équations différentielles ordinaires de premier ordre avec des conditions initiales po-
sitives.

Ensuite, dans le chapitre 3, on a étudie le comportement de la solution de quelques mo-
deles mathématiques de deux espéces : Le modeéle logistique, le modele de Lotka-Volterra
avec réponse fonctionnelle de Holling de type 2 et 3.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous avons donne des approximations numérique de la

solution pour le systeme de Lotka-Volterra.
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Résumé

Le modéle de proie et de prédateur est d'une grande importance dans les systémes
biologiques, car il décrit une relation d’interaction qui détermine le comportement dyna-
mique de la communauté biologique, le nombre de ses membres qu'’ils soient prédateurs
ou proies, et les périodes de temps d’augmentation et de diminution pour chacun d’entre
eux, en fonction de la forme d’interaction dans chaque période. Il exprime la relation
entre la proie et le prédateur dans un ensemble d’équations différentielles non linéaires
appelé le modeéle Lotca- Volterra.Ce modéle utilise les taux d’augmentation et de di-
minution pour chaque espéce, et l'effet de la présence de chacun sur le comportement
de 'autre . Cependant, 'apparition d’équation différentielles dans un tel modéle a un
inconvénient, celui de trouver une solution a ces équations non linéaires. La plupart
du temps, on effectue donc une approximation numérique qui discrétise la durée en de
nombreux petits intervalles, afin de trouvé une solution approchée.

Phrases et mots clés : Prédateur-proie, Lotka-Volterra, comportement dynamique,

equations differentielles, solution approchée, approximation numérique.

Abstract

The prey and predator model is of great importance in biological systems, as it
describes an interaction relationship that determines the dynamic behavior of the bio-
logical community, the number of its members, whether predator or prey, and the time
periods of increase and decrease for each of them, depending on the form of interaction
in each period. It expresses the relationship between the prey and the predator in a set
of nonlinear differential equations called the Lotca Volterra model. This model uses the

rates of increase and decrease for each species, and the effect of the presence of each



on the behavior of the other. However, the appearance of differential equations in such
a model has a drawback, that of find a solution to these nonlinear equations. Most of
the time, we therefore perform a numerical approximation that discretizes the duration
into many small intervals, in order to find an approximate solution.

Key words and phrases : Predator-prey, Lotka-Volterra, dunamic behavior, diffe-

rential equations, approximate solution, numerical approximation.
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