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Résumé

Dans ce mémoire nous présentons quelques résultats de la théorie des points fixes a savoir
le théoréme de Brouwer, Schauder et le principe de la contraction. Krasnoselskii les a combinés
en un seul résultat de point fixe. Nous poursuivons ’étude des extensions de ces théorémes en
étudiant un modulaire convexe dans un espace vectoriel. Afin de fournir certaines extensions du
principe de contraction de Banach et du théoréme de point fixe de Krasnoselskii. Nous avons
appliqué le théoréme de Krasnoselskii pour montrer l'existence d’une solution de probléme

périodique non linéaire de I’équation de Hill.



Abstract

In this memoire, we present the results of fixed point theory are Brouwer,Schauder’s theo-
rem and the contraction mapping principle. Krasnoselskii combined them into one fixed point
result.we continue the study of extensions of these theorems investigating a convex modular in
a vector space. to provide certain extensions of Banach contraction principle and Krasnoselskii
fixed point theorem. We applied theorem of Krasnoselskii to show the existence solution of the

nonlinear periodic problem of Hill’s equation.
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Introduction

La théorie du point fixe est trés importante dans I’étude de 'existence de solution pour cer-
taine problémes mathématique(analyse et recherche opérationnelle). De nombreux théorémes
d’existence sont obtenus a partir des théorémes de Banach et Schauder en reformulant le pro-
bléme d’existence en un probléme de point fixe. En analyse,un théoréme de point fixe est un
résultat qui établit,qu’une fonction f posséde au moins un point fixe, avec quelques conditions
sur f. Un point fixe d'une fonction f qui est définie dans un espace métrique X vers lui méme,est
un élément x € Xqui satisfait 'équation f(z) = z. Ces théorémes présentent un outil trés utile
en mathématiques, notamment dans le domaine de la résolution des équations différentielles.
Dans ce mémoire, on présenté quelques variantes du théoréme du point fixe : Banach, Brouwer,
Schauder et krasnoselskii.

Le théoréme du point fixe de Banach,établi en 1922, dit qu'une contraction d’un espace mé-
trique complet dans lui-méme admet un point fixe unique. De plus, il fournit un algorithme
d’approximation du point fixe comme limite d’une suite itérée.

Le théoréeme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique, sous sa forme la
plus simple, ce théoréme exige uniquement la continuité de I’application d’un intervalle fermé
borné dans lui-méme.

Le théoréme du point fixe de Schauder établi en 1930, est une généralisation du théoréme du
point fixe de Brouwer et affirme qu’une application continue sur un convexe compact admet un
point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

En 1955, Krasnoselskii a élaboré son théoréme du point fixe qui affirme que dans un convexe
compact, toute application qui se met sous la forme d’une somme de deux applications dont
I'une est contractante et I'autre compacte admet un point fixe. Ce théoréme est trés efficace

dans la résolution des équations différentielles non linéaires et des problémes d’existence et



Introduction

d’unicité.

L’objectif de ce mémoire est d’introduire un modulaire convexe, Nous appliquons le module
convexe pour définir une topologie sur un espace vectoriel donné, puis dans cet espace topo-
logique, nous considérons une application contractante (par rapport a ce modulaire) et une
application complétement continue (par rapport a cette topologie). Nous prouvons ensuite un
théoréme de type Banach, Schauder et Krasnoselskii pour la somme convexe de telles applica-
tions. Comme nous n’avons pas de norme dans notre espace, dans la démonstration du théoréme
de Krasnoselskii, nous appliquons notre propre théoréme de type Schauder. Nous sommes en
mesure de prouver le théoréme de Krasnoselskii uniquement pour la somme convexe d’une ap-
plication j-contractante et d’une application j-complétement continue.

Dans le premiére chapitre, nous rappelons quelques notions d’analyse fonctionnelle et des ré-
sultats connus qu’on va utiliser dans la suite de notre travail. Dans le deuxiéme chapitre, nous
présentons quelques théorémes du point fixe dans l'espaces de Banach tels les théorémes de
Brouwer, Schauder et Krasnoselskii .

Dans le troisiéme chapitre, nous étudions des extensions de théorémes précédent en utilisant
un modulaire convexe dans un espace vectoriel.

Dans le quatriéme chapitre, nous appliquons théoréme de Krasnoselskii pour montrer I’existence

d’une solution de probléme périodique non linéaire de I’équation de Hill.



Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales



Chapitre 1 Rappels et notions fondamentales

1.1 Espaces topologiques

Définition 1.1. Soit X wun ensemble non vide et T une collection de sous-ensembles de X.

Alors T est appelée une topologie sur X si les conditions suivantes sont satisfaites :
I.0ertetX e,
2. T est stable par les réunions arbitraires.
3. T est stable par les intersections finies.

Le couple (X, 1) est appelé un espace topologique.

alors Les éléments de T sont appelés des ensembles T-ouverts ou simplement des ouverts.

Théoréme 1.1. Soit C la collection de tous les ensembles fermés dans un espace topologique

(X, 7). Alors C a les propriétés suivantes :
1. peCet X eC.
2. C est stable par les intersections arbitraires.

3. C est stable par les réunions finies.

Définition 1.2. (Espace métrique)[t] Soit X un ensemble non vide et d : X x X — R une
fonction. L application d est appelée une distance (ou métrique) sur X si les propriétés suivantes

sont vérifiées :
1. d(z,y) =0 si et seulement si v =y pour tout z,y € X.
2. d(z,y) = d(y,z) pour tout x,y € X;
3. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) pour tout z,y,z € X.

La valeur d(x,y) est appelée la distance entre x et y, et le couple(X,d) est appelée espace mé-

trique.

Exemple 1.1. La droite réelle R avec d(z,y) =| © — y | est un espace métrique. La distance d

est appelé la distance usuelle pour R .
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Définition 1.3. Soit (X,d) un espace métrique,x € X ,pour tout r > 0, on définit :

B.(z) :={y € X : d(z,y) < r}, la boule ouverte de centre x et de rayon r;

B.(z) :={y € X : d(z,y) <r}, la boule fermée de centre x et de rayon r;

OB, (z) :=={y € X : d(z,y) =}, la frontiére de la boule de centre z et de rayon r.

Le nombre sup{d(z,y) : x,y € C'} est appelé le diamétre de I’ensemble C' et est noté diam(C).Si
diam/(C') est fini, alors C' est dit borné.

Définition 1.4. (Espace vectoriel normé) Soit E un espace vectoriel. Une application ||.|| ::

E — R, est dite norme sur E si elle vérifie :
1. Pour tout x € E, ||z|]| =0 si et seulement si x = 0.

2. Pour tout @ € R,z € E, |azx| =| a | ||z|, o2 | . | désigne respectivement la valeur

absolue si R ou le module si C'.
3. Pourtout z,y € B, ||z +y|| < |zl + [lyl| (inégalité triangulaire).
le couple (E, ||.||) est appelé espace vectoriel normé, on définit la distance associée & une norme

par d(z,y) = ||z — y||.

Définition 1.5. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet. C’est donc un

espace métrique complet ou la distance est définie par la norme.

Définition 1.6. Soit X un espace linéaire. Le segment de droite ou l’intervalle reliant les deux

points x,y € X est l'ensemble [x,y] :={ x+ (1 —-Ny:0< A< 1}

Définition 1.7. Soit E un espace de Banach réel, pour toute partie finie D C E on désigne
par l'enveloppe convexe de D [’intersection de toutes les parties convexes contenant D, elle est

définie par la formule suivante :

COTL’U(D) = {Ztlxz,tz Z O,IZ‘ - D,th = 1}
i=1 i=1

Définition 1.8. (Ensemble convexe) Un ensemble C' dans X est dit convexe lorsque, pour

tous x et y de C, le segment [xy] est tout entier contenu dans C., c’est-a-dire :

Ve,ye C, VYte|0;1], ter+(1—-t)yeC

10
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Définition 1.9. (Fonctions convexes) Soit X un espace linéaire et f : X — R une fonction.

Alors :
1. f est dite conveze si f[Ax+(1—N)y] < Af(z)+(1—=N)f(y) pour tout z,y € X et A € [0, 1].
2. [ est dite strictement conveze si f(Ax+(1—=N)y) < Af(z)+(1—=X)f(y) pour tout X € (0,1)

etx,y € X avecx # vy, f(x)et f(y)sur R

Exemple 1.2. 1. Considérons X =1IR",n > 2, avec la norme ||z||2 définie par

n
2]l = 4 /(Z 1),z = (21,29, ........ ,Ty,) € IR™. Alors ||x||2 est strictement conveze.
i=1

2. Considérons X =IR", n > 2, avec la norme ||z||y définie par
|zl =21 | + |22 | 4ot | 20 |, = (21,29, ..., 2,) € IR".
Si A€ (0,1) alors

Az + (1= Ayll =1 = Alzfl + (1 = Myl = 1.
D’ot la norme n’est pas strictement convexe.

Définition 1.10. (Compacité) Soit X un espace topologique séparé. On dit que X est compact

si de tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini. Autrement dit,

pour toute famille d’ouverts (U;);e; de X telle que X = 'UIUi’ il existe un sous-ensemble fini J
1€

de I tel que X = UU;
icJ

Définition 1.11. (Ensemble dense) Un sous-ensemble C' d’un espace métrique (X, d) est dit
dense dans X si C = X.

Définition 1.12. Soient (X, 7) un espace topologique. On dit que X est séparable s’il existe

une partie au plus dénombrable A de X dense dans X.
Proposition 1.1. Tout ensemble métrique compact est séparable.

Définition 1.13. (Suite convergente)

Soit (X, d) un espace métrique la suite (x,,), € X est convergente versx € X si lir% d(zp,z) =0.
n—
c’est-a-dire

Ve > 0,3N € N tel que d(x,,x) < €, pour tout n > N

11
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Définition 1.14. (Suite de Cauchy) On dit que la suite (x,) dans l'espace métrique (X, d)

est une suite de Cauchy si :
Ve > 0,3N € N tel que d(x,,, x,,) < €,Yn,m > N

On écrit alors d(zy,, Ty) — 0 lorsque n,m — 0.

Proposition 1.2. Dans un espace métrique (X ; d) on a :
1. Toute suite convergente est de Cauchy.
2. Toute suite de Cauchy est bornée.
3. Toute suite extraire d’une suite de Cauchy est de Cauchy.
4. Toute suite de Cauchy admettant une sous suite convergente est converge.
Définition 1.15. (Espace métrique complet) Un espace métrique (X, d) est dit complet si
toute suite de Cauchy dans X converge dans X.
Proposition 1.3. Soit X un espace métrique. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) X est compact.
(b) Toute suite dans X posséde une sous-suite convergente.
(c) X est complet et totalement borné.
Proposition 1.4. Soit C un sous-ensemble d’un espace métrique complet X. Alors nous avons
les résultats suivants :
(a) C est compact si et seulement s’il est fermé et totalement borné.
(b) C est compact si et seulement s’il est totalement borné.
Exemple 1.3. 1. X = (0,1) avec la métrique usuelle est totalement borné, mais non com-
pact.
2. X = R avec la métrique usuelle est complet. Mais il n’est pas totalement borné et donc

non compact.

Définition 1.16. Un sous-ensemble C d’un espace topologique est dit relativement compact si

sa fermeture est compacte, c’est-a-dire si C' est compact.

12
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Proposition 1.5. Une partie Y d’un espace topologique (X, T) est dite relativement compacte

si et seulement si il existe un compact K de X tel que Y C K.

Théoréme 1.2. Soient X et Y deux espaces topologiques, et soit T : X — Y wune application

continue. Si C C X est compact, alors T(C) est compact.

1.2 Continuité des application

Nous allons considérer un opérateur T de X dans Y et nous allons donner une définition

concernant les propriétés de la continuité de T'. La notion la plus simple est la suivante :

Définition 1.17. (Application continue) Soit (X, 7x) et (Y, 7v) deuz espaces topologique,l’application
f: X =Y est continue en xog € X si lim f(z) = f(xo) .
Tr—xT0

Remarque 1.1. La fonction f est dite continue sur X si elle est continue en chaque point de

X.

Définition 1.18. (Application complétement continue) Soient E, F' deux espaces normés
et Uapplication f: E — F, On dit que f est complétement continue si :
1. f est continue.

2. f transforme tous ensemble borné en un ensemble relativement compact.

Définition 1.19. Un opérateur T' : X — Y est dit compact sl est continu et posséde la
Proprieté :
pour toute suite (x,), bornée dans X, la suite (T'(x,)) admet une sous-suite convergente.
Définition 1.20. (Application Lipschitzienne) Soient (X,d) et (Y,p) deux espaces mé-
trigue et T : X — Y wune application. Alors T est dite Lipschitzienne s’il existe L > 0 tel
que

p(Tx, Ty) < Ld(z,y) pour tout z,y € X
. (a) Si L=1,T est dit non expansive
(b) Si L <1, on dit que T est une contraction .

(c) T est dit contractive si pour tout x, y dans X et x # y, on a
P(Tz,Ty) < d(z,y)

13



Chapitre 1 Rappels et notions fondamentales

| Contraction | = | Contractive ‘:>’ Non expansif ‘:>‘ Lipschitzienne

Mazis les implications inverses ne sont pas vraies en général .de plus, toutes ces applications

sont continues.
Exemple 1.4. 1- Soit : [~{5; {5] — [—15; 15 une application définie par

2zsin(1) si x#£0
0 st =0

T(x) =

On wvoit alors que T est continue , mais n’est pas lipschitzienne.
2- Soit T : C[0; 1] — C10; 1] une application définie par

t

(T)(t) = x(0) + )\/x(s)ds, AeR

T est une application de contraction si | A |< 1 .

Définition 1.21. (Equicontinuité)[11] Soit (E,d), (F,d") deuz espaces métriques.
Soit H C By(E, F)(les application borné) et xo € E.

1. On dit que H est équicontinue en un point xo € E si :
Ve >0, 36 >0, Ve € E, Vf € H; d(z,x0) < = d'(f(2), f(xg)) < &.
2. On dit que H est équicontinue si elle est équicontinue en tout point de F.

Exemple 1.5. L’ensemble des applications lipschitziennes de rapport donné k de E dans F' est

équicontinue sur F.

Théoréme 1.3. (Arzela-Ascoli)

(E,d)et (F,6) deux espaces métriques compacts. Une partie A C E est relativement compact si
et seulement si

i) A est équicontinue

it) Ve € B, A, = {f(x)/f € A} est relativement compact dans F'.

Définition 1.22. [15] Un ensemble A est un homéomorphe a l'ensemble B s’il existe une
fonction continue bijective h : A — B telle que h™1 est aussi continue. Une telle fonction h est

appelée un homéomorphisme.

14
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Définition 1.23. (Fonction de Carathéodory[I5] (2,%) espace mesurable
On dit que f: Q x R" — R est une fonction de Carathéodory si Uapplication (t,u) — f(t,u)

est continue en u et mesurable en t.

15



Chapitre 2

Quelques Théorémes du point fixe

Le but de ce chapitre de présenter quelques théoréemes du point fixe et leurs démonstrations.
On commence par : le théoréeme du point fixre de Banach pour les applications contractantes.
Ensuite on va présenter le théoréme de Brouwer et Schauder. Enfin, nous abordons le théoréme

du point fixe de Krasnoselskiz.

16



Chapitre 2 Quelques Théorémes du point fixe

Définition 2.1. On dit que [’espace métrique (X, d) admet la propriété du point fixe (notée
PPF) si chaque application continue T : X — X admet un point fize

Exemple 2.1. 1. Tout intervalle borné et fermé J = |a;b] C R admet PPF. En effet , pour

toute fonction continue donnée T : J — J, on a
a—T(a)<0 e b—T(b)>0
Le théoréme des valeurs intermédiaire assure que l’équation x — T'(z) = 0 a une solution

dans J, et donc T a un point fize.

2. Soit X =R et T : X — X une application définie par T'(x) = x + a pour un élément fize
a#0 . Alors T n’a pas de point fize . Ainsi ,la droite réelle R n’admet pas la PPF .

2.1 Théoréme du point fixe de Banach

Théoréme 2.1. [6] Soit (X,d) un espace métrique complet et T : X — X wune application

contractante avec la constante de contraction k . Alors T a un point fixe unique dans X .

Démonstration. 1- Pexistence : Soit y € X un point arbitraire dans X, considérons la suite
(x,,) définit comme suit :
To =Y,

xy =T(xp1),n > 1.

On montre que (z,) est suite de Cauchy dans X.

pour m < n on a

AT, Tn) < ATy Tims1) + A Ting1, Tga)eeeno. +d(zp_1,2y)

Puisque T' est une contraction alors , pour p > 1
d(xp, 2p1) = d(Txpy, Ty) < kd(xp-y,7p)

donc :

M L+ BN d (g, )
(1 + k + ...+ kn_m_l)d(ﬂjo, iL'l)
(1 — k)_ld($0,ﬂ71)

d(Tpm, Ty,)

< (
<k
<k

17



Chapitre 2 Quelques Théorémes du point fixe

On déduit que(z,) est de Cauchy dans X qui est complet, donc (z,) converge vers x dans X

.Puisque T est continue, on a

x = lim z, = lim T'(z,—1) =T(lim z, ) =Tz
Tr—r00 T—00 T—r00

Donc x est un point fixe de T' .
2-I’unicité :

Supposons qu’il existe v et w € X tels que v =Tv et w = Tw. Alors

dlv—w) =d(Tv —Tw) < kd(v — w).
On obtient
(1—=Fk)d(v—w) <0.
Comme k < 1 alors d(v — w) = 0 donc v = w. O
Proposition 2.1. X espace métriqgue complet. Soit T : X — X une application Lipschitzienne

(pas nécessairement contractante) et il existe p € N tel que T? est une contraction .Alors T a

encore un point fixe unique.

Démonstration. D’aprés le théoréme de Banach , TP admet un unique point fixe ¢y On a
TP(T(x)) = T(T"(x)) = T(x)

D’ou T'(x) est un point fixe de 7?.Comme le point fixe est unique alors T'(z) = =. O

Exemple 2.2. 1. Il existe des applications qui n’est pas des contractions, mais qui a un point
fixe unique. Pour cela, considérons X = [0;1] et T : X — X une application définie par

Tr=1—xz,x € X . alors T a un point fize unique 1/2 ;mais ce n’est pas une contraction.

2. Soit X =R l’espace de Banach des nombres réels muni de la norme ||.| donné par
|z|| = || et [a;b] C R; f: [a;b] — [a,b], une fonction différentiable telle que
|f'(z)] < ¢ < 1. Supposons que nous souhaitions trouver la solutions de [’équation
f(z) = x. Pour tout z,y € [a,b], nous avons par le théoréme de la valeur moyenne de

Lagrange que f(z) — f(y) = (x —y)f'(2),y < z < x,1l s’ensuit que

[f (@) = f)] = |z = yllf'(2)] < el —yl.

18



Chapitre 2 Quelques Théorémes du point fixe

Ainsi , f est une contraction de [a;b] en lui-méme.puisque [a; b] est un sous ensemble fermé
de R, il s’ensuit [a;b] que est complet donc d’aprés la théoreme de Banach , il existe une

point fize unique c’est-a-dire T € [a;b] tq f(Z) = Z.

2.2 Théoréme du point fixe de Brouwer

Théoréme 2.2. [6/ Toute application continue de la boule unité fermée B"deR"™ dans elle méme

admet un point fize.

Théoréme 2.3. [12] Soit K un sous-ensemble non vide conveze, compact de R™ et soit T une

application continue de K dans lui-méme .alors T admet un point fize dans K.

2.3 Théoréme du point fixe de Schauder

Théoréme 2.4. [12] Si K est un sous-ensemble conveze compact d’un espace vectoriel normé,

alors toute fonction continue f : K — K en lui-méme posséde au moins un point fixe.

Démonstration. Etant donné tout € > 0 , grace a la compacité de K, nous pouvons trouver un

nombre fini de points 1, ..., xy dans K tels que chaque = € K se trouve dans une boule ouverte

centrée en x; pour certains i = 1, 2,..., N et de rayon €. Pour chaque j € {1,2..., N} définissons

la fonction g; : K — RT par

¢ —lle—zjll, Si o —wll <e

gj(x) = ,
0, St lxr —xzj|| > e

Il est clair que chaque g; est continue, on définit h; par

ho(p) — _ 9i(@)
ot) Zf\ilgl(‘r)

De plus
N
th(f) =1 VzeKethj(r)=0si|z—uz >e.. (%)
i=1
I'application © — V'(z) définie par
N
V(e) = hj(z)z;
i=1

envoie K dans I'enveloppe convexe de {z1, xs,...,xy}.
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pour z € K, on a

Ainsi, pour z € K, d’aprés (*) on a

lz = V(z)] < Zhj(if)lh" —zil <e (k)

Si nous notons K, I'enveloppe convexe de z1, ..., xy ,alors 'application  — V' (f(x)) conti-
nue, un ensemble convexe compact, en lui-méme.On a les K, ont des parties qui sont dans des
espaces vectoriels de dimension finie donc selon ( le théoréme V(fx.) = x, pour un certain
Te .

Fixons € = 1/n pour chaque n € N. Ainsi, nous avons z,, € K tel que V(f(z,)) = x,.
Maintenant, grace a la compacité de K, il existe une sous-suite x,,; qui converge vers un certain

x*. Par I'inégalité triangulaire et la continuité de V7, et(*x*), nous avons

1f (@) — 2| < [1f (@) = f@an)ll + [ (@ar) = VI (@) | + (20 — 2] < &

En laissant k tendre vers oo dans I'expression ci-dessus, il s’ensuit, grace a la continuité de f

et(xx), que f(z*) = z* ]

Le théoreme du point fixe de Schauder a été généralisé a l’espace vectoriel topologique locale-

ment convexe et cette généralisation est connue sous le nom de théoréme de Schauder Tychonoff.

Théoréme 2.5. (Théoréme du point fire de Schauder-Tychonoff )[6] Soit X un es-
pace localement convexe ,K C X non vide et convexre, Ky C K, Ky compact. étant donné une

application continue f : K — Ky, il existe & € K tel que f(z) =

Démonstration. Soit B la base locale de la topologie de X engendrée par la famille séparant des

semi-normes P sur X .étant donnée U € B,d’apreés la compacité de Ky , il existe x1,xs,....Tp0

tel que
n
Ky C U(CBJ + U)
j=1
Soit ©1, ...... ,on € C(Kjp) une partition de I'unité pour Ky subordonnée au couverture ouverte

{z; + U} ,et définissons
Ful@) =D i(f (@), Vo € K
j=1
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alors

Et le théoréme donne l'existence de =, € K, tel que f,(x,) = x,.Alors
Ty — ful@a) = fulwa) = fl@a) =Y 0 (f(xa)(@; = f(2,) €U (2.1)
=1

Pour ¢;(f(x,)) = 0 dés que x; — f(x,) ¢ U. faisant encore appel a la compacité de Kj ,il existe

ze () {f(z,):UeBUEW}C K (2.2)

weB

Sélectionnez maintenant p € P et € > 0 , et laissez V = {z € X : p(x) < ¢} € B Comme est

continue sur K | il existe W € B,W C V  tel que
fl@) = f(@) eV
Chaque fois que z — = € 2W,x € K .de plus , d’aprés il existe U € B,U € W ,tel que
r—f(z,) eW CV (2.3)

En combinant (2.1)) et(2.3)) on obtient x,—& = x,— f(x,)+ f(z,)—7 € U+W C W+W 42

Qui donne

flea) = f(@) €V (2.4)
Ainsi (2.3)) et (2.4) impliquant

p(@ — f(2)) < p(T — fza)) + p(f(20) — [(T)) < 2€

Etant p et e arbitraire ,nous conclus que p(Z — f(Z)) = 0 pour tout p € P .ce qui implique

Iégalité f(z) = . O
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2.4 Théoréme du point fixe de Krasnoselskii

Théoréme 2.6. [16] Soit M est un ensemble convexe fermé et non vide d’un espace de Banach

(X, ||.|])-Supposons que A et B sont des applications :A: M — X et B: M — X telles que
1. Ax+ By € M,Vx,y € M
2. A compact et continue.
3. B contractante de constante a(1.

Alors il existe x € M .tel que Ar + Br =«

Démonstration. -Montrons que (I — B)™! existe et est continue.

D’aprés la condition (3) ,on a

I = B)(z) = (I = B)W)ll = ll(z —y) = (Bx = By)||
< Itz =yl + |(Bx = By)||
< Itz =yl + all(z -yl
< (L+a)l[(z =yl

D’autre part

I = B)(z) = (I = B))ll = ll(z —y) = (Bx = By)||
>[Itz = y)ll = I(Bx = By)||
>[Iz =) = all(z =y)l = [0 = )] + [[(z = )|

Donc

A=a)lz -y </ =B)x) -I-B)y)| <A+a)lz-y)|  ..(x)
Alors I'application
(I-B):M— (I-BM

est continue .

On a
) =0<1-a)(z=y)<{-B)z)-U-B)yl
S oy = (- B)x) # (- B)y)
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Donc (I — B) est injective , d’autre part, 'application (I — B) : M — (I — B)M est surjective
par contraction, donc (I — B)™! existe.

Comme (I — B)™! existe donc,

(I = B)(z) = (I = B)(y)ll = (1 = a)ll(z = y)|

c’est équivalent

lo" =3/l > (L= a)|(I = B) "2’ — (I = B)"'y/|

Donc,(I — B) ™! est lipschitzienne donc continue. Posons U := (I — B)~! A.Cette application est

bien définie, en d’autre termes Vo € M, Az € (I — B)M pour x € Mfixé, on pose 'application

¢ M- M
y — ¢(y) = Az + By.

est bien définie, d’aprés la condition(1),et est une contraction

lo(y) — (W)l = |Az+ By — Az — By/||
= [|By — BY'|| < ally — /||

d’ott, d’apreés le théoréme du point fixe de Banach, ’application ¢ admet un point fixe z € M (M
est fermé donc complet).
¢(2) =2 = Ar+Bz==z2
= Ar =2 — Bz
= Az = (I — B)z.
Et par conséquent,Az € (I — B)M. Finalement U : M — M est bien définie.
U est une application compacte, puisque U est une composition d’'une application continue avec

une application compacte ,d’aprés le théoréme de Schauder, U admet un point fixe c’est a dire
3o € M, tel que(I — B) 'Ar =z

C’est-a-dire Ax + Bz = x.
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Chapitre 3

Théorémes du point fixe en utilisant

modulaire convexe

Dans ce chapitre, nous poursuivons la présentation des extensions des théorémes du point

fixe précédents en utilisant un modulaire convexe dans un espace vectoriel X.
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3.1 Définition et notations

Nous présentons le concept de modularité convexe sur ensemble X. Dans ce chapitre et le
suivant, X désigne un espace vectoriel sur R. Nous considérons X avec une topologie déterminée

uniquement par la modularité convexe j introduite ci-dessous.

Définition 3.1. Une application j : X — [0;00] est dite modulaire convexe sur X si les trois

conditions suivantes sont vérifiées :
jl. j(x) =0 <= z =0,

2. j(z) = j(—x),

73. 3 est conveze.

Exemple 3.1. 1. Pour X = R, lapplication j définie par j(xz) =| = | est une modulaire

conveze .

2. X un espace normé,la norme ||.|| est modulaire conveze.

3. X = L¥([a; 1)), j(z)= f: |z(t)[Pdt est modulaire convexe sur X pourp > 1.
Remarque 3.1. Pour chaque a € [0,1] et Vz € X, j(azx) < aj(x)

En effet, a € [0, 1], alors en utilisant de (j1)et(j3, on obtient
jlax) = jlaz + (1 - )0) < aj(z) + (1 — a)j(0) = aj(z).
Définition 3.2. Pour tout x € X et € > 0. On définit I’ensemble B;(x,€) par
Bj(x,€) ={y: jly —z) <e}.

Remarque 3.2. Comme J est convexe tous les B;(x,€) sont convezes. En effet,

pour y1,y2 € Bj(x,€) et aw € [0;1]. On a

jlay+ (1 —a)ys —x) = jlay + (1 —a)y, — v+ ar — ax)
=jlayi + (1 —a)y — (1 — o)z — ax)
—a)(y: — x))
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Donc

ay; + (1 — a)ys € Bj(z,€).

Les ensembles B;(0, €) agissent comme une base a la topologie (X, j(.)) générée par j c’est-
a-dire une base modulaire.(X, j(.)) n’est pas un espace localement convexe. Cette affirmation
indique que l'espace (X, j(.)) ne posséde pas la propriété de convexité locale(la convexité locale
se référe & une propriété ou chaque point de I’espace a un voisinage convexe).

Pour analyser la continuité de j(.) sur les ensembles ouverts o il est borné, nous considérons
(X, j(.)) Comme un espace topologique. La topologie sur X est générée par le module j. Par la
définition du module convexe, nous pouvons conclure que j(.) est continue a réécrire un espace

topologique avec la topologie générée par le module j et nous écrirons simplement X au lieu
Remarque 3.3. Un sous-ensemble T'C X est borné st T C B;(0,n) pour un certain n € N.

Nous définissons la convergence d’une suite dans X, un ensemble fermé, un ensemble com-

pact et la complétude de X.

Définition 3.3. (Suite j-Cauchy) On appelle une suite (u,,) € X j-Cauchy dans X si

lim sup j(u, — uy) = 0.
m—0o0 n>m

Définition 3.4. (Suite j-convergente) Soit (u,,) € X une suite et w € X. On dit que (uy,)

. .. . . 7 < .
est j-convergente vers u Si Wlll_rgoj(um —u) =0 (notons u,, = u ou lim?,_,__ um, = u).

Remarque 3.4. On dit qu’une suite (u,,) C X est j-convergente sur X si {um}oo_, est j-

convergente vers u ou u € X.

Définition 3.5. Un sous-ensemble T de l’espace X est fermé, si la limite de chaque suite j-
convergent d’élément de T appartient a T ; c’est-a-dire si pour une suite (u,,) C T il existe
u€ X tel que lim j(u, —u) =0 alorsu € T.

m—0o0
Définition 3.6. (Espace j-complet) Si chaque suite j-Cauchy (u,,) dans X est j-convergente

dans X, alors on dit que X est un espace j-complet.

Définition 3.7. (Application j-continue) Soit A : X — X une application, on dit que A est

J-continue dans X, si pour chaque suite (u,,) € X tel que u,, 2y w alors lim J(Au,, — Au) = 0.
m—0o0
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Définition 3.8. (Application complétement j-continue) On dit qu’une application A j-
continue est complétement j-continue dans X , si l'image par A de chaque ensemble borné dans

X est contenue dans un sous-ensemble compact de X.

Définition 3.9. (Application j-compacte) A application j-compacte dans X si A(X) est

contenu dans un sous-ensemble compact de X.

Remarque 3.5. Dans un ensemble finil' et A : T — T une application j-continue donc A est

continue.

3.2 Théorémes du point fixe

Théoréme 3.1. (Théoréme du point fixe type de Schauder)[3] Soit T un sous-ensemble

fermé, borné et convere de X et A: T — X une application j-continue a vérifiant :
S1) A(T)cT
S2) A est complétement j-continue sur T

Donc A a un point fixe dans T .

Démonstration. Soit Y un ensemble compact de X tel que A(T) C Y, puisque T est fermé,

nous pouvons supposer que Y C T .Soit € > 0 quelconque et soit y1, Y2, ¥3, -....yn € Y tel que
Jyi —yk) =€ pourl <i<k<n (3.1)

Il est claire que n est fini. Sinon il existe une suite yi, y2, y3, ...qui satisfait (3.1)),ce qui contre-
dirait la compacité de Y.

L’ensemble fini B = {yi, ..., y,} est j-dense dans Y , ¢’est-a-dire
VyeY, 3y € B, jlyi—y) <e (3.2)

On Définit ’ensemble convexe
To={mys+ ..+t : D _ 1 = 1,m; > 0}
i=1
Comme T est convexe alors T, C T. On va construire une fonction p.(y) j-continue qui ap-
proxime y tel que

Jj(pe(y) —y) <e pour tout yeyY (3.3)
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On définit pour i =1,...,n,y € Y,

oy=1" iy 2e (3.4)
e—Jjyi—y) sijlyi—y) <e

Chacune de ces n fonctions p;(y) est j-continue et garantit que
0i(y) >0 pouri=1,..,n
Soit les n fonctions j-continues
ni(y) = wi(y)/s(y),i=1,...ny €Y, ous(y)=wi(y) + ..+ paly).

Notons que Zm(y) = 1,7;(y) > 0, donc on peut définir la fonction j- continue p. comme
i=1
suit :
pe(y) = my)yr + -+ 1 (y)yn

l est clair que p. : Y — T, et d’aprés (3.4]) on a n;(y) = 0 sauf si j(y; —y) < €. Donc pe(y) est

une combinaison convexe pour les points y; qui vérifié j(y; — y) < € et d’aprés (j3), nous avons
i(pe(y) — ) = j (Z ni(y) (v — y)) < )iy —y) <e
i=1 i=1

Donc, nous obtenons (3.3).

Posons f.(x) = p(Azx),x € T, il est clair que f. est j-continue dans 7. qui est fini donc
fe continue. Le théoréme du point fixe de Brouwer garantit un point fixe z. , c’est-a-dire
fe(xo) = z..

Maintenant, on définit y. = Ax.., laissons € — 0 et on Prend une suite {¢,}>2, pour laquelle

Yn j-converge vers une limite y* € Y (puisque Y est j-compact)

AZep = Yen ER y*, lorsque €, — 0. (3.5)
Nous avons
Te = fe(x6> = pE(A:EE) = pe(ye): Te =Ye + LPE(?JE) - ye] (3‘6>
Mais nous avons
Jj(p(y) —y) <e pour tout yeyY (3.7)
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donc (3.5)) et (3.6 impliquent j(x.,, — y*) — 0, lorsque €, — 0.
En substituant (3.6) dans , nous obtenons la convergence nécessaire. Comme A est j-
continue, donne le point fixe :Ay* = y*

[

Théoréme 3.2. (Théoréme du point fire de type Banach)[3] Soit T un sous-ensemble

fermé et borné d’un espace X j-complet. Supposons que :
(S1) BT C T,

(S2) B satisfait a la condition de j-contraction sur T, c’est-a-dire

Alors B a un point fixe unique u € T'.
Démonstration. [
Soit xg € T arbitraire, on définit la suite (z,) par

To € T
Tpt1 = Bx,,n=0,1,2 ...
e Etapel : Nous prouvons que (Zn)nen est une suite j-Cauchy. Soient m,n € IN,m > n. A

partir de (S2), nous obtenons

J(@n = 2m) = j(BTn1 — Bry1)
< ANj(Tp—1 — Tm—1) = Aj(BTyp—1 — BTy—1)
S A2j('xn—2 - mm—?) — ...

S )\n] (330 - -,L'mfn)-

Donc, pour chaque m > n, on a

gy, —xm) < N'j(xo — Ti—n),n = 1,2, ...
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On a T borné donc il existe €; > 0 tel que T C Bj(0,€;).

Donc j(zg — Zm-n) < €; pour chaque m,n € N,m > n. Et pour chaque m > n, nous obtenons
J(@n — ) < AN¢j, n=12.. (3.8)

Puisque A < 1, nous avons

Ve>0, dnge N Vn>ng {e\" <e} (3.9)

Soit € > 0 . Alors, pour chaque m > n > nyg, en utilisant (3.8)) et (3.9)), nous avons
J(@n —xm) < A" <€ (3.10)

Donc,Ym >n > ng, j(z, —zn) <€, ce qui implique que {z,}>; est une suite j-Cauchy.
e Etape 2 : montrons qu'il existe u € T tel que lim j(x, —u) = 0. La suite (x,) est une
T—00

J-Cauchy, et X est j-complet donc il existe u € X tel que lim j(x, —u) = 0. On a T fermé,

Xr—r00
alorsu e T.

° Etape 3 : montrer que le point u est un point fire de B. On a la suite (x,) j-converge, et B

j-continue,donc

J J J
B(u) = B(lim z,) = lim B(z,) = lim B(z,41) =u

n—oo n—o0 n—oo

donc u est un point fize de B.
e Etape 4 : Montrer Uunicité du point fize.
Supposons que il existe v € T et w € T tels que v = Bv etw = Bw. Alors, en utilisant (S2),

nous avons
(v —w) = j(Bv = Bw) < Xj(v — w)
. Donc,(1 = XN)jlv—w) <0 et A< ljejlv—w)=0 doncv = w.

]

Maintenant,nous formulons et prouvons une généralisation du théoreme de Krasnoselskii
pour l'espace X, qui combine les deux derniers théoremes en un seul. Dans la preuve, nous

appliquerons les théoréemes de type contraction et de type Schauder pour l’espace X.
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Théoréme 3.3. ( Théoréme du point fixe de type Krasnoselskii)[3] soit T est un sous-
ensemble fermé, borné et convexe de l’espace X, qui est j-complet.A et B sont des applications

telles que A: T — T et B: T — T vérifiant :
T1. A complétement j-continue,

T2. B satisfait la condition de j-contraction , c’est-a-dire
j(Bx — By) < \j(x —y), pourtout z,y €T, \<1.

Alors il existe un point u € T tel que (1 — B)Au+ SBu = u pour chaque valeur fizée 0 < f < 1.

Démonstration. Soit x € T et 0 < 5 < 1 arbitraires et fixes. Par le théoréme (3.2)), nous avons

qu’il existe un point w, € T tel que
w, = fBw, + (1 — ) Ax (3.11)

B application contractante donc 'application B est également une contraction en raison de
la convexité de j. On définir une application C' : T" — T selon la formule suivante :C, = w,.
Ainsi, a partir de (3.11]),on a

Cz = pBCz+ (1 — p)Ax (3.12)

T est convexe donc CT C T . Par conséquent, I’hypothése (S1) dans le théoréme de Schauder
est vérifiée.

Donc Nous montrons que C est complétement j-continu sur T. Prenons une suite (x,,) C T'donc
(Az,,) est une j-converge et j-Cauchy dans T( A est complétement j-continu,). Ensuite, & partir

de (3.12)), nous avons

Cz,, = pBCx, + (1-p)Az,, pour m €N
Cz, =pBCx,+ (1—p)Ax, pour n € N.

Alors
Czx, — Czx,, = 6BCx, — BCz,, + (1 — B)Ax, — (1 — B)Az,, pourtout m,n € N.
En appliquant la convexité de j, et(3.12), On a :

j(Cx, — Cx,,) < Bj(BCx, — BCxp)+ (1 —B)j(Azx, — Az,,)
< BN (Cxy, — Cxpy) + (1 = B)j(Ax, — Azy)  pour tout m,n € N.
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Donc,
j(Cx, — Cxy,) — A (Cxyy — Cayy) < (1 — B)j(Ax,, — Azyy),  pour tout m,n € N

Alors

. 1-p
j(Cx, — Cxy,) < 5

. Ainsi,(Cz,,) est une suite j-Cauchy donc j-converge. Donc I'image de l'application C est

J(Az, — Az,,), pour tout m,n € N

contenue dans un ensemble compact. Ainsi, 'hypothése (S2) est vérifiée.En utilisant le théoréme

de Schauder, nous concluons 'affirmation du théoréme. O
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Chapitre 4
Application

Dans ce chapitre on va utiliser le théoreme du point fixe de type Krasnoselskii pour montrer

l’existence d’une solution a l’équation de deuxiéeme ordre de Hill.
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4.1 L’equation de Hill

Définition 4.1. [3] L’equation de Hill est une equation différentielle linéaire d’ordre 2 qui

s’ecrit sous la forme suivante

" +a(t)xr =0 (4.1)
ou a est une fonction périodique. Cette équation a été introduite par G. Hill en 1886.

Remarque 4.1. 1. Notons que G.Hill[7] a étudie le mouvement de la lune et a obtenue

l’équation suivante :

2"(2) + (6o + 2 Z 0y, cos(2rz))x(z) =0

r=1
avec les nombres réels Oy; 01; ... et la série Y~ |02, converge et z peut étre complexe et
pour plus de détaille voire P.J Torres en [18] a étudie I’équation de type Hill généralisée

sutvante

" +a(t)r = f(t;x) + c(t)
oua e LY[0;T]) et f:[0;T] x RT — R et L' caratheodory.

Définition 4.2. On dit que l’équatz'on définit sur [0,T) est non-résonant si sa unique solu-

tion T'— périodique est la solution triviale.

Considérons ’équation suivante
2" +a(t)r = f(t;x) + c(t). (4.2)

ou a,c € LY[0,T]) et f:]0,T] x RT — R est une fonction caratheodory et non-négative i.e
1. Pour tout t € [0, T] la fonction f(.,s) est continue.

2. Pour chaque 0 < r < s., il existe h,, € L'(0,T) tels que | f(t,x)| < hy s pour tout t € [r, 5]
et presque par tout t € [0,T].
On suppose Uhypothése suivante (H1) : L’équation de Hill " + a(t)x = 0 est non résonante et

la fonction de Green correspondanteG(t,s) est non négative pour tout (t,s) € [0,T] x [0, T].

Remarque 4.2. La fonction de green G(t,s) est continue et donc bornée sur [0,T] x [0,T] par

une certaine constante M .
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On commence par le résultat suivant :

T
Lemme 4.1. [17] Sous Uhypothése (Hy) la fonction x(t) = [ G(t, s)c(s)ds est la solution T-
0

périodique unique de [’équation linéaire x" + a(t)x = c(t).

4.2 Reésultats d’existence

Sur la droite réelle, On définit une fonction conveze et finie j satisfaisant (j1)-(j3). j est
continue et croissante sur RY. On considére R avec le module j. Soit Cr I’ensemble des fonctions
continues et périodiques de période T'. On pose ||q(.)|; = mazicpmi(q(t)), q¢ € Cr.

Considere I’équation suivante :
2" +a(t)r = f(t;x) + g(t; z). (4.3)

ou a € L*([0,T]) et on suppose :
(Hy) f,g sont mesurables en t et continues en .

(H3) Pour chaque 0 < r < s, il existe h,, € L*(0,T)telsquej(f(t,z)) < h,.4(t) pourt € [r,s] et

presque partout t € [0,T].

(H3) 1l existe 0 < k(t)T < 1 continu tel que
([ 3260 3) ol (5) = g(s.aa(a)))ds < KO [ i(aa(s) = aa(e))ds
pour tout t € [0,T] et x1,22 € Cp et x1(t),xo(t) € R, ¢t € [0,T].

Remarque 4.3. Etant donné a € LY(0,T), nous écrivons a > 0 si a > 0 pour presque tout

t € [0,T] et qu’il est positif dans un ensemble de mesure positive.

Théoréme 4.1. Supposons qu’il existe b > 0 qui est positif sur un ensemble de mesure positive

sur [0,T] et X > 0 tel que
0 <j(2bf(t,x)) < A, pour tout = >0, pour presque toutt. (4.4)

Pour r > 0, On définit
T
.= inf j G(t, t,x)d
yo= Jnf ( /0 (t,s)g(t,z) S)
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et

y* = sup ]j (/OT2G(t,S)9(t,iL’)dS)

z>r,te[0,T

St pour certains v > 0, nous avons y,. > r et y* < 400, alors il existe une solution T-
périodique positive de .

Démonstration. On définit sur Cp application F' : Cr — Cr par

Flal() = (| 260 9)(s.(5) + gl (9)}ds = As() + Ba()
Ayc(.):/o 2G (.0 5) f(s, 2(s))ds
et .
Bzx(.) = /0 2G(.,8)g(s,x(s))ds
.Ona A, B:Cr — Cpr . On définiti I'ensemble

K={zeCr:z>r"r" <|z|; <R},

ou r* et R seront définis ci-dessous.

1. Montrer que K est un ensemble fermé, il suffit de remarquer que pour x € K on a
0 <j(z(t)) < |=||;, pour tout t € [0,T]. Alors toute suites {z,,} C K tendant a
x € Cr au sens de ||.||; est telle que {z, — x} est évidemment bornée dans Cp. Comme
j est localement Lipschitz donc {z,(t) — z(t)} est également uniformément bornée dans
[0, 7] au sens habituel et équicontinu pour chaque
t € [0,T]. De plus, pour chaque t € [0, T, {z,(t) — x(t)} converge également vers 0. Ainsi,
selon le théoréme d’Arzela-Ascoli, {z,,} converge uniformément vers x et donc x € K.

2. On vérifie que pour tous les z,y € k,1/2Ax + 1/2By € k.En effet, étant donné =,y € K,

en utilisant le signe non négatif de G, fet 'augmentation de j pour tout ¢ € [0,7], On a
j (3Ax(t) +3By(0) = i(fy Gt 9)f(s,2(s))ds + [y C(t, s)g(s. y(s))ds)
> Yo =17
et grace a la convexité de j et (4.4) et on a

i(LAz(t) + iByt)) < Li(Ax(t Li(By(t
B A0+ 2B < g 2l () g 2 (Bu(®)
< %const + %’y* = R.
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Ainsi, pour tous les x,y € K,1/2Ax+1/2By € K avec r* et R qui viennent d’étre définis.

3. De méme démonstration de la fermeture de K, on peut montrons que A est -j-complétement

continu dans K
4. Soient x1, 19 € K. Alors

1Bey = Bull = Il fy 2G (., 8)g(s, 21(s))ds — [} 2G(., 8)g(s, wa(s))ds]);
=11 J, 2G(.,5)g(s,21(s5)) = g(s,wa(s))ds]|

< sup k(t) foTj(%(S) — x2(s))ds
t€[0,T]

< sup k()T max j(z1(t) — 22(t)).
te[0,7) t€[0,T]

En conséquence, B est une ||.||; -contraction dans Cr.

5. Toutes les hypothéses du théoréme (3.3)) sont vérifiées. En utilisant ce théoréme, nous

obtenons que l'opérateur (1/2)F a un point fixe dans K et la preuve est terminée.

]

Remarque 4.4. Remarquez que le théoréme ci-dessus est correct méme dans le cas o j(A) =
.|, c¢’est-a-dire lorsque j est la norme standard dans R. Dans ce cas, l'ensemble Cr avec le
module j et la norme standard sont en fait le méme espace, car si x est continu, alors j(x)
est continu, c’est-a-dire que j envoie l’espace des fonctions continues périodiques sur [0, T vers
lui-méme. L’avantage ici d’utiliser l’espace Cr est que les opérateurs A et B peuvent avoir des

propriétés différentes lices a 7.

Théoréme 4.2. Supposons que [ et g vérifient les conditions Hy — —Hy. De plus, supposons
qu’il existe b > 0 qui est positif sur un ensemble de mesure positive sur [0, T|,A > 0 et des

constantes positives R > r > 0 telles que
f(t,z) <0 pourtout 0 <z <r et tel0,T];f(t,r)=0uniformément pour t € [0,T] (4.5)

et
0<j(2Mf(t,x)) < const

, pour tout x > r, pour presque tout t € [0,T]. On définit

o= i / G(t, s)g(t, 2)ds),

x>r,te[0,T)
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Application

et

et

Et on suppose que

st v, > T, donc il existe

V= sup / 2G(t, 5)g(t, 2)ds),

z>rte[0,T]

B* = sup j(/O 2G(t, s)b(t, x)ds),

x>r,t€[0,T

*

—A—F’Y*SR
T

une solution positive T-periodique de .
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Conclusion

Notre but principal, dans ce mémoire, était de présenter quelques résultats en théorie du
point fize en utilisant module convexe, et [’application théoréme de Krasnsolsekii pour montrer

[’éxistence d’une solution au probléme périodique. .
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