République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministere de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

8‘_)).)-3\ - -
Unlvcrslté de Bounra

Université Akli Mohand Oulhadj Bouira

Faculté des sciences et sciences appliquées

Département Génie Electrique

Polycopié de cours UEF 3.2.1 intitulé

Systemes Asservis Linéaires

Réalisé par Mr. BENSAFIA Yassne
Maitre de Conférences B

Chargé de Recherche

Année universitaire 2016/2017

Cecoursest destiné aux éudiants en Troiséme année Electronique




Résumé

Résumeé

Un systeme asservis est un systéme qui prend en compte, durant son fonctionnement,
I'évolution de ses sorties pour les modifier et les maintenir conformément a une consigne.

La régulation  est une discipline technique destiné a analysé et concevoir des
systemes de commande pratiques et autres dispositifs technologiques.

Le principe de base d'un asservissement est de mesurer I'écart entre la valeur
réelle et la valeur cible de la grandeur asservie, et de piloter les actionneurs agissant
sur cette grandeur pour réduire cet écart.

Ce polycopié, a pour but de présenter un exposé sur les fondements des
systemes asservis linéaires. 1l est destiné aux ingénieurs, physiciens, mathématiciens

ainsi qu’ aux étudiants en Troisiéme année Licence Electronique.

Pour comprendre cet exposé, seules des connaissances de base en physique ainsi
qu’en calcul différentiel et intégral sont nécessaires. Les connaissances dépassant le
niveau serons exposées, notamment des équations différentielles a la transformée de

Laplace.

Ce polycopié se divise en deux parties. Dans la premiére, nous étudierons la
transformée de Laplace, les systémes asservies, la modélisation des systémes asservis
linéaires, les €léments constitutifs d’une chaine de régulation, les méthodes pour résoudre
les équations différentielles linéaires a coefficient constant, , les fonctions de transferts,
les schémas fonctionnels et 1’application des transformées de Laplace a la resolution
des équations différentielles. Dans la deuxieme partie, nous étudierons les méthodes
d’analyse et de conception (les diagrammes de Bode, de Nyquist et de Black) ainsi que les

performances des systéemes asservis (Stabilité Rapidité et Précision).
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INTRODUCTION GENERALE

Ce document, a pour but de présenter un exposé sur les fondements des
systemes asservis linéaires. Il est destiné aux ingénieurs, physiciens, mathématiciens
ainsi qu’ aux étudiants en Troisieme année Licence Electronique dans le cadre des
programmes officiels ou méme en post-graduation, qui désirent approfondir leurs

connaissances ou avoir un document de base en matiére d'asservissement.

Pour comprendre cet exposé, seules des connaissances de base en physique ainsi
qu’en calcul différentiel et intégral sont nécessaires. Les connaissances dépassant le
niveau serons exposées, notamment des équations différentielles a la transformée de

Laplace.

La commande et l'interprétation du comportement de procedes industriels ou de
phénomeénes physiques naturels font partie des taches qui incombent a l'ingénieur. Ce dernier
est confronte a une réalité qu'il lui faudra domestiquer et/ou comprendre pour en tirer le
meilleur parti. Au centre de cette connaissance se trouve le concept de systéme, concept que
I'on retrouve dans un grand nombre de disciplines et techniques : contrdle de procédé,
techniques d'optimisation, traitement du signal, filtrage, mathématique des équations
différentielles, etc.

Dans le cadre de ce cours, nous nous intéressons principalement a I'étude des
"systemes"” a la fois continus et linéaires, qui sont représentés sous forme de fonction de
transfert (représentation externe, dite encore de la "boite noire™) ; ces trois conditions
volontairement limitatives permettent d'introduire de fagon simple les principaux concepts de

l'automatique.

1.1 Historique :

L’histoire des systémes automatiques peut se diviser en trois époques :
La premiére époque, que 1’on peut qualifier de préhistoire de I’automatique s’étend de
I’antiquité au milieu du siécle dernier. Des inventeurs géniaux ont congu des systemes
automatiques de maniere purement intuitive. Des 250 avant J.-C., nous avons des exemples de
régulation de niveau : I’horloge automatique a eau (clepsydre) de Ktesibios (fig. 1), la lampe a

1
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huile de Philon de Bizance et la machine a doser le vin de Héron d’Alexandrie (50 ans avant
J.-C)).
La clepsydre fut inventée a Alexandrie au Il

I°™ siécle avant J.-C. par un mécanicien grec
nomme Ktesibios. Le dessin de la figure 1 décrit le principe de cette horloge a eau : la statue
tenant I'index est placée sur le flotteur principal qui monte dans le réservoir au fur et a mesure
que l'eau s'écoule lentement par l'orifice supérieur. A I'époque, chaque période diurne était
divisée en douze heures dont la durée changeait en fonction de la saison (les heures d'été
étaient plus longues que les heures d'hiver). Ce découpage du temps explique le tracé des
graduations sur le tambour horaire. Pour faire varier la longueur des heures, il suffisait de
tourner le tambour. La soupape flottante controle le débit d'eau arrivant dans le réservoir
principal de la clepsydre. Pour que I'ensemble du dispositif fonctionne correctement, le niveau
d'eau dans le réservoir de régulation doit rester constant. Si le niveau monte (en raison d'une
surpression dans l'arrivée d'eau par exemple), la soupape monte et coupe l'arrivée d'eau. Dans
le cas contraire, la pointe mobile descend et I'eau pénetre plus abondamment dans le réservoir
de régulation. Plus tard, Réaumur (1683-1757), Watt (1736-1819) et son régulateur |,
Jacquard (1752-1793) et son métier a tisser a cartes perforées font progresser
I’automatisation.

Le régulateur de Watt a pour but de maintenir constante la vitesse de rotation d’une turbine

a vapeur. La commande d’admission de vapeur dans la turbine est contrélée par un robinet
dont on peut manceuvrer le papillon. Un ensemble mécanique déformable constitué de
masselottes et de tringles permet une mesure de la vitesse de rotation par ’effet de force
centrifuge. Plus la turbine tourne vite, plus que les masselottes sont écartées de 1’axe. Pour
réaliser un asservissement de vitesse il suffit de transmettre mécaniquement une variation de
cet écartement en commande de rotation du papillon du robinet. Si la vitesse de rotation est
trop faible, 1’écartement insuffisant des masselottes engendre une ouverture du papillon
d’admission de la vapeur, entrainant une augmentation de la vitesse. Un comportement
symeétrique a lieu en cas de vitesse trop élevée.

La seconde époque, a partir du milieu du XIX®™ siécle, est caractérisée par la théorie du
bouclage et les applications de I’algebre de Boole. Les premiers travaux sur le bouclage sont
dus a Maxwell (1868), a Routh avec son critere algébrique (1872) et a Hurwitz (1890).
L’¢étude analytique de la stabilité du régulateur de Watt fut commencée par Maxwell en 1868
et complétée en 1876 par Wichnegradsky. L’étude des systémes bouclés doit beaucoup a
I’approche fréquentielle de Nyquist, Bode, Black, Nichols, Hall, Evans, qui ont laissé leur

nom a des représentations et qui ont publié la plupart de leurs résultats a la fin de la seconde

2



UAMOB. Département de génie électrique. 3°™ année Electronique Systemes Asservis Linéaires

guerre mondiale. Les premieres implémentations des systemes de commande a cette époque
reposaient sur I’utilisation de dispositifs électroniques a lampes.

La troisieme époque débute avec les années cinquante. L’apparition de calculateurs
numériques révolutionne le monde de 1’automatique. La puissance de calcul disponible fait
naitre les méthodes dites de ’automatique « moderne » ou « avancée ». Parmi les faits
marquants on peut citer :

— I’introduction de la représentation d’état, particulierement bien adaptée a I’utilisation des
calculateurs numériques pour 1’étude et la commande des systémes complexes et
multivariables (Kalman 1960) ;

— le développement des méthodes d’étude des systemes non-linéaires (Kockenburger, Cypkin)
et des systémes échantillonnés (Jury, Ragazzini).

— la prise en compte des phénomenes aléatoires dans les théories récentes comme celles de

Kalman, de Bucy.

|.2 LA Régulation Automatique Aujourd’hui :

La régulation automatique, actuellement rebaptisée «automatique» est noyée dans les
techniques modernes de commande- robotique, productique etc., en raison surtout de
I’apparition de 1’électronique, puis vers les années 60 des microprocesseurs et donc de
I’informatique. Mais il est utile de souligner que les vieilles techniques de régulation
classiques restent encore trés utilisées dans l'industrie et elles ont encore de beaux jours
devant elles car, la théorie en automatique avance bien plus vite que I'application et cela,
parce que les moyens informatiques sont plus «performants» que la connaissance du systéeme
a traiter ¢’est a dire le modgle.

I1 est aussi intéressant de noter qu’aujourd’hui, les mécaniciens souhaitent parrainer
I’automatique car, « la robotique c’est I’automatique » ,disent-ils, et les informaticiens ont les
mémes ambitions car I’informatique industrielle est leur apanage. Et 1’automatique dans tout
ca ? Mais cette question, d’actualité d’ailleurs, est sans doute la conséquence des

transformations des sciences de I’ingénieur subies grace (ou a cause) de 1’informatique.
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1.3 Pourquoi automatiser :

e Augmentation de la fiabilité

e Augmentation de la rapidité, des performances en général
e Diminution des codts

e Garantie de la sécurité de | opérateur

e Augmentation de degré de stabilité.

Ce polycopié se divise en deux parties. Dans la premiere, nous étudierons la
transformée de Laplace, les systemes asservies, la modélisation des systemes asservis
linéaires, les éléments constitutifs d’une chaine de régulation, les méthodes pour résoudre
les équations différentielles linéaires a coefficient constant, , les fonctions de transferts,
les schémas fonctionnels et I’application des transformées de Laplace a la résolution
des équations différentielles. Dans la deuxiéme partie, nous étudierons les méthodes
d’analyse et de conception (les diagrammes de Bode, de Nyquist et de Black) ainsi que les

performances des systémes asservis (Stabilité Rapidité et Précision).

Ce polycopié de cours est partagé en six chapitres en plus d’une introduction générale,

organisés comme sulit :

Le premier chapitre est consacré a la transformée de Laplace.

- Le deuxiéme chapitre présente et définit les systéemes asservis linéaires a travers la
notion de systémes et la définition d’un asservissement.

- Le chapitre 3 est destiné a la modélisation des systemes asservis par des fonctions
de transfert

- Les performances des systémes asservis linéaires sont traitées dans le chapitre 4.

- Le cinquiéme chapitre est dédié ¢ I’étude de la stabilité d’un asservissement.

- Enfin, le chapitre 6 introduit la notion de précision de 1’asservissement, sa mesure

temporelle et fréquentielle.



UAMOB. Département de génie électrigue. 3°™ année Electronique Systemes Asservis Linéaires

CHAPITRE |
TRANSFORMEE DE LAPLACE

I.1.Introduction :
L’étude des systémes physiques s’accompagne obligatoirement de manipulation des équations
différentielles. Cependant, la résolution n’est pas toujours simple. Pour faciliter les calculs, on utilise un

outil mathématique puissant c’est la transformée de Laplace.

La transformée de Laplace permet d'associer, a toute fonction f(t), une fonction F(p) d'une variable
complexe p=c+jw. Elle permet de remplacer les opérations analytiques de dérivation et d'intégration par des
opeérations algébriques. Cette propriété facilite la résolution des équations différentielles.

I.2. La Transformée de Laplace Directe de LAPLACE
Par définition, f(t) étant une fonction réelle du temps (nulle pour t < 0), on appelle Transformée de

Laplace de cette fonction, notée L {f(t)}, la fonction de la variable complexe F(p) telle que :
F(P) = L{f(1)} = [ f(t) e Ptdt Pourt >0

Avec : f(t) =0 pourt<0

p : complexe indépendant du temps

F(p) = L {f(t)} : transformée de Laplace ou image de f(t)
f(t) : originale ou fonction objet de F(p).

Exemple :

La figure A-1 représente la fonction échelon unitaire u(t) :

_ (0 pour t<O0
u(t) = {1 pour t=>0
Lu®}=U@) = [, " u® ePdt s u
. 1
+oo e P 1
o= [ eman 2] -1
0 —Pl, p >
0 t

Figure I-1 : Fonction échelon unitaire
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1.3. Propriétés de la transformée de Laplace
1. Linéarité :

Si a, et a, sont constants, on a :

Liaf1(t) + azf2(0)} = a1 L{f1 ()} + a L{f (1)} = a1 F1(p) + azF,(p)

2. Dérivation :

La transformée de Laplace de la dérivée d’une fonction f{(t) est :
L{f'(®)} = pF(p) — f(0)

Tel que f (0) représente la valeur initiale de f (t)

D'une maniere générale, on peut écrire :

r=2n
dnf(t) n n-r £(r-n— r-n— d(r_n_l)f(t)
L{ dtm }=P F(P)_T;IPZ f( 1)(0) avec f( 1)(0)=Wt=0
Exemple :
Pour n=2: L{ELOY = p2r(P) - PF(0) - £(0)
Pour n=3: L{ELOY = p3r(P) - P2£(0) - PF'(0) — £(0)

3. Intégration :

La transformée de Laplace de I’intégrale d’une fonction f{(t) est :

t 1 1
L {fo f(t)dt} = FL{f(t)} = ﬁF(P)

En général :

L{fotfot... .....fotf(t)dt“} = %L{f(t)} = %F(P)

4. Changement d'échelle :

Un changement d’échelle de temps se traduit par le changement de la variable "t — K.tout— K /t" dans
la fonction f(t). Soit a calculer alors : L {f (kt)} connaissant L {f ()} :
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on a: LIE(KO} = [ f(kt) e Ptdt

Posons Kt=u —> du = Kdt —> dtzcj{—u
1 oo _p4 1 P

Donc LEFKO} = = [ f(w)e "% du = < F(2)

Dot ; L{F(Kb)} = %F(E)

De méme que : L{f(%t)} = K F(KP)

5. Retard — Translation :

Soit a calculer L {f (t — 1)}, c’est a dire la transformée de f (t) quand on fait un changement d’origine de

temps.

L{f(t -1} = e P L{f(t} = e P F(P)
De méme : L{f(t + T} = e’ L{f(t} = e*P'F(P)

6. Transformée d'une fonction périodique :

pour t=>1t

Utilisons la propriété précédente pour calculer la transformée de Laplace d'une fonction périodique a partir

W

de t = 0. Considérons une fonction périodique de période
T pour t >0 et nulle pourt < 0.
La fonction f(t) peut étre vue comme une somme de

fonctions définies chacune sur une période :

f@®) =@+ (0 + ) + - f(0) = Zfi(t)
i=1

La fonction f; (t)se confond avec la fonction f(t) sur la
premiére période [0, T] et elle est nulle ailleurs.
La fonction f2(t) est définie sur la seconde période
[T, 2T], Elle se déduit de la fonction f1(t) par un décalage
d'une période T:
(&) = f1(t=T)
De méme pour f3(t)
f:(® = fi(t —2T)
ce qui peut étre genéraliser a :

fu(8) = f1(t —nT)

v

ol T 2T

Figure 1.2. La fonction f(t)

3T

Y~

ol T 2T
Figure 1.3. La fonction fy(t)

/N

(1)

3T

A Ao

ol T 2T
Figure 1.4. La fonction fy(t)

3T
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Nous pouvons donc encore écrire :

F©) = fi(t =k
k=0

Calculons-la transformée de Laplace de cette expression :

L) = £ {Z file - kT)] DAY
k=0 k=0

LW} = ) F®e T 0u: Fy(P) = L{A ()
k=0

Nous pouvons donc écrire :

LD} = Fy (P) X, e PKT = 1B Car i =1+x+x2+ =32 xK

1—-e~PT

7. Théoréme de la valeur initiale

Soit a démontrer que :f (0%) = limp_,,{PF(P)}

Ona: F(P) = L{If()} = [ f(t) e Ptdt

L{f' ()} = PF(p) — f(0)
Quand : P - o,e Pt - 0.donc 0 = PF(P) — f(0%)
Ce qui signifier : f(0*) = limp_,{PF(P)}

8. Théoreme de la valeur finale

Soit a démontrer que :f (0 ) = limp_o{PF(P)}
Ona: F(P) = L{If()} = [ f(t) e Ptdt

L{f' ()} = PF(p) — f(0)
Si :P - 0Oalors e P > 1.donc [° f'()dt = limp_o{PF(P) — f(0")}

Or: [ f()dt = lim, oo [, f'(@)dT = lim o £(6) = F(0)

8
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Donc : limp_o{PF(P) — f(07)} = lim¢o f(£) — f(07)

lim £(¢) = im(PF(P))

Ce résultat n’est valable que si { p F(p) } n’a aucun pdle (racine du dénominateur) dans le demi plan droit du
plan complexe et aucun pole sur I'axe imaginaire, a I'exception du péle simple a l'origine.

9. Théoréme de Duhamel (ou de Borel ) - Intégrale de convolution

Le produit normal de deux transformée de laplace des fonctions f;(t)et f,(t)est égale la transformée de

laplace de leur produit de convolution :

Fi(P).F,(P) =L {j f,(t— 1. fz(T)dT} = L{f; () * (D}
0

Tel que * :Produit de convolution.

10. Fonction amortie

Soit f(t) telle que L{f(t)} = F(P), quelle est alors L{e %' f(t)}
Ona: L{e ®f(D)} = [, f(De e Ptdt = [ f(De P+D'dt = F(P + a)
Donc : L{e"*'f(t)} = F(P + a)

11. Multiplication par t

Considérons la dérivée par rapport a p de f (t) :

dF(P) _d (° L
d—P = d_PJ(; f(t)e tdt

Comme la variable P n’apparait que dans 1’exponentielle, nous avons :

dF(P) B o0 de~Pt _ © Y
T —fo f(® ar dt——f0 {t.f(t)}.e Ptdt
Soit encore : L{t.f(1)} = —%

Remarque
Si les conditions initiales sont nulles, alors :
» dériver dans le domaine temporel revient a multiplier par p dans le domaine de
Laplace.

> intégrer dans le domaine temporel revient a diviser par p dans le domaine de Laplace.
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I.4. Transformée Inverse de Laplace [1,4]:

f(t) est la fonction originale de F(p) (donc f(t) = L71[F(p)]), nous admettrons que si elle existe, elle
est unique. En utilisant les intégrales de Fourier et de Melin-Fourier, on a :

f@&) = LF@)] = 5 [ Fp)ertdp (t=0)

C : est ’abscisse de convergence

Cette méthode est difficile a utiliser et on préfére généralement :

-Soit I’utilisation de la tables de transformées de Laplace.

- Soit la décomposition de F(p) en fraction partielles et écrire F(p) en termes de fonction simples de p pour

lesquelles la transformée de Laplace est toujours connue.

Soit F(p = 3 avec deg(N(P) < deg(D(p), en utilisant la décomposition en éléments simples on trouve:
F()—A+B++ E - GP+S N
P =p+a " P+b (P +0)? (P +d)? +e?
Exemple
2_
Déterminer la transformée de Laplace inverse de la fonction F(P) = ZPI:+P3_1
Solution :
F(P) = P? -3 _1 1 0.5P + 25
S 2P2+P—-1 2 P2 + 0.5P — 0.5]

0.5P+2.5 A B -3 -
Avec = + =—3 4 ¢
P2+0.5P-0.5] P+1 P-05 P+1 P-05

> s 1,21 11 1
Drou  F(P) +3P+1 12 P—0.5

On obtient alors :

2 11
F(O) = LF(p)] = 0.5 8(¢) + (ge‘t - e St) u(t)

1.5. Résolution d’équations différentielles a coefficients Constants

1.5.1 Equation du premier ordre :

Soit f(t) = y + ay avecy(0™) = y,
OnafL{f()}=L{y+ay} —> PY(P) -y, +a¥Y(P)=F(P)
Donc (P + a)Y(P) = F(P) + y,

10
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Dou:Y(P) =28 4 2o ety (t) = L7HY(P)}

P+a P+

Exemple
Trouver y(t) si f(t) est un échelon uniteé (f(t)=u(t)

Solution
1

f(®) =u(t) = F(P) =+

P

A B A+ B)P + Aa
Y(P) = Yo Yo _( )

Yo

P(P+a) P+a P P+ta P+a  P(Pta)

Pa identificatio , on trouve : 4 = %et B = —

D’ou: y(t) = E + (yo — %) e‘at] u(t)

1.5.2 Equation du Second ordre :

Soitf(t) =y + ay + by avec y(0*) = y, et y(07) =y,

—>
OnacL{f(t)} = Ly + ay + by} P2 — Py, — y, + aPY(P) — ay, + bY(P) = F(P)
(P2 + ap + b)Y(P) = F(P) + Py, + ay, + ¥,

s, _ _F® (P+a)yo+Yo — r-1
D" ou:Y(P) = P2+aP+b + P2+aP+b ety() =L {Y(P)}

Exemple :
Trouver y(t) si f(t) est une impulsion avec y(0*) = 1,y(0*) = —1,a=2etb =5
Solution :

P+2 P+1 1
PZ+2P+5 (Pt 12+4 (PrDE+a
D’ ol:y(t) = e t[cos(2t) + 0.5sin(2t)]u(t)

Y(P) =

Exercice N°1 :

En appliquant les transformées de Laplace, résoudre I’équation différentielle suivante :

d’y()  .dy(®) _
12 + 5 It + y(t) = tu(t)

Tel que u(t) est un échelon unité

Avec les conditions initiales y(0*) = 1,y(0%) = 1

11
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Solution :

D’apres la propriété de transformée de la dérivée :

1
P?Y(P) =P —1+5PY(P) =5+4Y(P) = o3

v (P = P34+ 6P%+1 _a+b+ c N d
~ P2(P+4)(P+1) P2 p P+4 P+1
Onobtient:azl,bz_—s,cz_—ll,dz
4 16 16

Alors : S(t) = ;—: + i - %e““ + 2e72

Exercice N°2:

Trouver la transformée inverse de Laplace des fonctions suivantes :

P+2
) FP) = G
P2+2P+2
b) H(P) = P24+3P+2
Solution :

- _ 1 -t 3, t_1, -t
a) S(t) = 1+4e +ie —te

b) S(t)=6(@)+et—2e72

12
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CHAPITRE II
SYSTEMES ASSERVIS CONTINUS LINEAIRES

I1.1. Introduction a ’automatique

L'automatique est généralement définie comme la science qui traite des ensembles qui se suffisent a
eux-mémes et ou l'intervention humaine est limitée a l'alimentation en énergie et en matiere premiere [1,2].
L'objectif de l'automatique est de remplacer I'nomme dans la plupart des taches (taches répétitives, pénibles,
dangereuses, trop précises, trop rapides) qu'il réalise dans tous les domaines sans intervention humaine.
Les systéemes automatiques permettent donc :
* de réaliser des opérations trop complexes ou délicates ne pouvant étre confiés a I'nomme,
* de se substituer a I'opérateur pour des taches répétitives,
* d'accroitre la précision,
* d'améliorer la stabilité d'un systeme et sa rapidité.
De tels dispositifs se rencontrent fréqguemment dans la vie courante, depuis les mécanismes biologiques du
corps humain jusgu'aux usines entiérement automatisees.
Une telle science englobe un grand nombre de disciplines et, par conséquent, un automaticien devrait étre a
la fois : Mathématicien, Electricien, Mécanicien et Economiste
Exemple
Nous sommes entourés d'un grand nombre de systémes automatiques, machine a laver, ascenseur,
distributeur de boisson, robot, suivi de trajectoire d’un missile.
11.2. Evolution de I'automatique
Ces dernieres années, I’automatique s’est considérablement modernisée, surtout depuis I’avénement des
calculateurs numériques. Les systemes automatiques conduits par calculateurs assurent la quasi-totalité des
taches :
* ils collectent et traitent les informations issues des capteurs qui fournissent I'ensemble des variables
d'entrée.
* ces variables d'entrée constituent les données sur lesquelles des calculs numériques seront effectués. Ils
correspondent a la résolution numérique de systémes d'équations qui constituent le "modéle mathématique™.
* le résultat de ce traitement fourni en binaire est converti en variables continues et est injecté dans le

processus, afin de modifier son évolution dans un sens désiré.

13
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11.3. Généralités Sur Les Systemes
11.3.1. Définitions :
Systéme : Un systéme est un ensemble de processus physique-chimiques en évolution, des actions sur le
systeme (entrées) sont effectuées dans le but d'obtenir des objectifs donnés (sorties) [3,5].
Les signaux relatifs a un systeme sont de deux types :
e Signaux d'entrées : ils sont indépendants du systéme et peuvent étre commandables (consignes) ou
non commandables (perturbations).
e Signaux de sorties : ils sont dépendants du systeme et du signal d'entrée. Pour évaluer les objectifs,
ces signaux doivent étre observables par utilisation de capteurs.
La consigne : C'est une grandeur d'origine théorique qui peut se présenter sous deux formes :
¢ Signal analogique : par exemple la tension de sortie d'un potentiometre.
e Information numérique : contenu d'une variable informatique, par exemple la variable position

dans le cas d'une commande de position angulaire d'une antenne.

Le schéma ci-dessous illustre un systeme a une entrée de commande, une sortie et une entrée de

perturbation :

Entrée
(Perturbation)

Entrée
(Commande) Sortle

iommmmp> SYSTEME jonmmmmi>

Figure 11.1.Systeme avec perturbation

Elaboration de la commande : Le schéma ci-dessous illustre I'organisation de la commande :

Entrée
(Perturbatlon)

Entrée
Consigne BLOCDE |commande) Sortie
COMMANDE -
[F]=———p= {Amplficateur, ey SYSTEME joommmly-
régulateur ...)

Figure II1.2.Commande d’un systéme en boucle ouverte

14
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Le bloc de commande :

C'est I'organe permettant de traduire la consigne en une grandeur de commande compatible avec le systeme.
C'est par exemple, un amplificateur suiveur de puissance pour la commande de vitesse d'un moteur a courant
continu

La commande : C'est la grandeur susceptible de changer I'état du systéme et en particulier I'état de la sortie.

11.3.2. Classification des systemes
1) Systéme linéaire : un systéme analogique est linéaire s’il est décrit par une ou plusieurs équations
différentielles linéaires [5].
Un systeme linéaire Vvérifie le principe de superposition : la sortie s(t) correspond a la somme de plusieurs
entrées e;+ e, + .... Est égale a la somme s1+s2+..... des sorties correspondant a chacune des entrées.

D’une manicre générale, si une entrée e;(t) correspondant la sortie si(t) donc :

n

e(® = ) aiei(® (I - 1)

i=1

Correspondant la sortie :

n

S0 = ) ais(®) (11-2)
i=1
2) Les systemes invariants
Un systéme est dit invariant (stationnaire) si la réponse du systéme a un signal x(t) différé d’un temps

7 est la méme que la réponse y(t) du systeme mais différée de ¢

ALniree Entree

x(7) x(r—17)

r I
> h >
t-T
S-‘_’?i"‘fi"é’ SO rrf{;r

»(r) vt —17)

I —7 / r—7
' > >

t- 7

Figure I1.3.Entrées- Sorties d’un Systéme Invariant

15
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Un systéme invariant est aussi appelé systeme a parametres constants localisés ou & constantes localisées.
Cette propriété des systémes invariants est aussi appelée principe de permanence.
3) Systemes causales : un systéme est dit causal si les sorties ne peuvent dépendre d’entrée ultérieurs.
Les systemes physiquement réalisables sont des systemes causals.
4) Systéme analogique : un systeme est dit analogique (ou continu) si les entrées et les sorties sont
analogiques ainsi que le traitement interne qui les relié.
5) Systeme discret : un systéme est dit discret (ou échantillonné) s’il traite des données discrétes, avec
un traitement interne discret. Un systéme peut contenir des parties analogiques et des parties

discretes.

11.4. Systemes en boucle ouverte
Un systéme est en boucle ouverte lorsqu’on n’a aucune information sur la sortie.

Exemple :

Prenons I’exemple du réglage de la température d’un four en agissant sur le débit du combustible assurant la

production de chaleur :

Perturbation
( ouverture

porte du four )

Pourvu que ca marche ...
Je n'ai aucune

information sur la sortie.
Je suis aveugle !

Consiane Commande
g (débit)

(100C) = -
ommanae
I de débit qu NI

combustible

Opérateur

Figure I1.4.Commande de la température d’un Four

Inconvénients de la boucle ouverte

e Correction impossible : n’ayant aucune information sur la sortie. L’opérateur ne peut élaborer aucune

stratégie d’ajustement pour obtenir la sortie désirée.

e Sensibilité aux perturbations : en admettant que la sortie soit conforme a la consigne, une
perturbation peut a un moment donné affecter la sortie. L’opérateur »aveugle » ne pourra corriger

cette situation.

16
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Cas ou la commande en boucle ouverte est possible :

La commande en boucle ouverte est trés utilisée dans des cas simples de systemes stables avec une moindre

exigence sur la sortie

Exemples : Moteur électrique, Four domestique, Systéme d’arrosage ... etc

11.5. Systemes Asservis

11.5. 1.Principe des systémes asservis :

Un systéme asservi est un systéeme qui prend en compte, durant son fonctionnement, I'évolution de ses
sorties pour les modifier et les maintenir conforme a une consigne.

Le principe de base d'un asservissement est de mesurer I'écart entre la valeur réelle et la valeur
cible de la grandeur asservie, et de piloter les actionneurs agissant sur cette grandeur pour réduire cet
écart [8,10].

Un systeme asservis contient les éléments suivants :

a- Schéma fonctionnel : c’est une représentation graphique abrégée des entités entrée et sortie d’un
systeme physique.

b- Systéme : c’est un dispositif isolé soumis & des lois bien définies. Chaque systéme a plusieurs
entrées et sorties par lesquelles on peut exercer une influence sur ce systéme.

c- La consigne : c'est ce que je veux, ce que je désire obtenir, exemple je veux 20 degrés dans mon salon.
d- La grandeur réglante : c'est la grandeur qui va agir sur le processus (ex : four) pour permettre
dans notre exemple de modifier la température.

e- La grandeur réglée : c'est ce que jai réellement, exemple j'ai 18 degrés dans ma piéce alors que
j'en veux 20.

f- Les perturbations: ce sont des phénoménes qui peuvent modifier la bonne stabilité d'une boucle
de régulation (ex : ouverture d'une fenétre dans le cas d'une régulation de température d'un local
domestique).

g- Le comparateur: Compare en permanence la consigne et la grandeur réglée et donne le résultat de
cette comparaison au régulateur.

h- Perreur e : appelé également signal de commande, c’est la somme algébrique des signaux d’entres
et de sorties.

Exemple

Reprenons l'exemple de la commande en température d'un four. Nous allons donner une information

supplémentaire a l'opérateur. 1l s'agit de lui indiquer la température du four.
17
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L'opérateur compare la température désirée (consigne) avec la température réelle (mesure) pour évaluer
I'écart (erreur) et ajuster en conséquence (commande).

Le schéma suivant représente le systeme asservi :

Perturbation
( ouverture
porte du four )

Je compare la consigne (100T)
ala mesure (80T)

et j'ajuste en conséquence (+20C)
jusqu'a avoir 100°C dans le four.

) Erreur G°’T‘"f'a"de Sortie
Consine (+200) - e
Commande Systéme
. | de débit du (IR !((four)
combustible

Opérateur

Figure I1.5.Exemple d’un Systéme Asservis

11.5.2. Schéma Général :

Le schéma général d’un systeéme asservis est illustré par la figure suivante :

Consigne Erreur Commande Sortie

e(t) 4 &(t) u(t) s(t)
Régulateur [m=p] Systeme |lemmspy

Mesure
x(1)
Capteur |«

Figure I1.6. Schéma général d’un systéme asservis

11.5.3. Asservissement Et Reégulation [3,5]:

Asservissement : La consigne n’est pas constante et les grandeurs perturbatrices n’existent pas ou sont trés

peu influentes sur la grandeur a maitriser.

Exemple : asservissement de température (obtention d’un profil de température en fonction du temps dans

un four de traitement thermique.

18



UAMOB. Département de génie électrigue. 3°™ année Electronique Systemes Asservis Linéaires

Régulation : permet de maintenir une grandeur physique a une valeur constante quelques soient les
perturbations extérieures. L'objectif global de la régulation peut se résumer par ces trois mots clefs :

Mesurer, Comparer et Corriger [4,6].
Exemple :
Régulation de température dans un local subissant les variations climatiques.

Remarque :En pratique, lorsqu’un changement de consigne est effectué, une régulation devient un
asservissement et un asservissement qui maintien une grandeur constante pendant une durée donnée peut

subir une perturbation et devient alors une régulation.

Dans beaucoup de cas il y a a la fois régulation et asservissement. On parle alors de systeme asservi soit de

maintien ou de poursuite.

11.6.Performances des Systemes Asservis

La stabilité :On dit qu’un systéme est stable, lorsque celui-ci tend a revenir a son état d’équilibre lorsqu’on

lui applique une perturbation de courte durée.

s(t)

‘/\/\/ t A,
VAR,

\YA"4
t
. > . >
systeme instable systéme stable t
Figure 11.7. (a) :Systéeme Instable , (b) :Systéme stable
La rapidité : La rapidité quantifie le temps de réponse du systéeme.
sV A systéme lent i A systéme rapide
el /\ 34
N VA4
{
> g

Figure 11.8. (a) :Systéme Lent, (b) :Systéme Rapide

19



UAMOB. Département de génie électrigue. 3°™ année Electronique Systemes Asservis Linéaires

Le temps de réponse est la durée mis par la réponse pour ne plus dépasser £5% de la valeur finale. Ce temps

est retenu comme critere de rapidité : tr 5%

FA 1,05.VF
VF A 4

Fi L IFaL"
L7, 0,95 VF

tso; t
Figure 11.9. Temps de Réponse

La précision : quantifie I’erreur lorsque 1’équilibre est atteint. avec et e(t) et s(t) de méme nature.

Autrement, I’erreur est mesurée a la sortie du comparateur.

e(t) . s(t) e(t)  slt)
A erreur statique A
\ erreur de poursuite
; ou de trainageh
@ ® :

Figure 11.10. (a) :Erreur Statique ,(b) : Erreur de Trainage
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Exercice N°1 :

La réponse d’un systéeme du deuxiéme ordre est donnée par le graphe ci-dessous :

Sartie

T

a

1 2 k3 e

Figure 11.11. La réponse d’un systéme du deuxiéme ordre

1-Relever a partir du graphe le dépassement D=A/B ainsi que le temps de montée ?

2-D’apreés le graphe, le systéme est-il stable ?

Solution :
1)

4.5-3

=== 0.5, Le temps de montée 1=0.25 s

SRS

2) Le systeme est stable car la réponse du systéme converge vers une valeur finie 3.

Exercice N°2 :

Soit un systeme décrit par le schéma fonctionnel suivant :

EP) + S(P)
Gi(P)

+

k

Telque: G(P) = P

Trouvez les domaines de variations de k pour les trois régimes possibles.
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Solution :

k

_k 2 _
T(P) = GP) _ P(P+kz) — k wn® — {Wn =k ::>r]=i=

T 14G6(P) T 1+—K T PZ42P+k  PZ+2n whtwy,2
(P) 1+P(P+2) nwn n

1

Pouro<n<1 = <1=) k > 1Reégime suramorti.

vk
Pourn =1 — % =1 =) k= 1Régimeamorti.
Pourn > 1 — %E >1 [=> k< 1Régime moinsamorti.
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CHAPITRE I
MODELISATION DES SYSTEMES ASSERVIS LINEAIRES

I11.1. Introduction

La plupart des systémes physiques peuvent étre décrits comme étant des opérateurs faisant
correspondre des réponses (Sorties) a des sollicitations (entrées). Ainsi, un systéme électrique pourra étre
étudié et caractérisé en exprimant une tension de sortie (réponse) en fonction d’une tension d’entrée

(sollicitation).

Sollicitation Systéme Réponse

Figure I11.1.Représentation d’un systéme

Les exemples peuvent étre multipliés a I’infini, car finalement, cette modélisation peut s’appliquer a
la quasi totalité des objets physiques, et ce, que ce soit en électricité, en mécanique, en chimie, en optique,
etc. Tout systéme peut donc s’apparenter au modele proposé sur le schéma de la figure. Dans la réalite, les
systemes peuvent posséder une ou plusieurs entrées, une ou plusieurs sorties, certaines sorties pouvant
méme éventuellement étre considérées comme de nouvelles entrées (cas des systemes bouclés que nous
étudierons plus tard).

Nous étudierons dans ce chapitre, la maniere dont le fonctionnement de tels systemes peut étre décrit, a
partir de modeles mathématiques plus ou moins sophistiqués (en tout cas adaptés a la complexité du
probleme). Ceci nous permettra de répondre a différents types de question, par exemple :

— Quelle sera la réponse d’un systéme quelconque a telle ou telle entrée ? (Aspect prédictif.)

— De quoi se compose un systeme qui fournit telle réponse a telle entrée ? (Aspect caractérisation,
identification, mais aussi diagnostic et détection de défauts).

— Comment adapter ou régler un systéme pour qu’il fournisse une réponse donnée a une certaine entrée ?

Il est déja évident qu’une meilleure connaissance de ces systemes conditionne non seulement leur
utilisation, mais également tous les concepts physiques qui y sont associés.

I11.2. Mise en Equations d'un Systeme Linéaire [5,10]

Les systemes étudiés sont considéreés linaires et n‘auront qu'une entrée et qu'une sortie.

L’équation liant la sortie a I'entrée d’un systéme linéaire est une équation difféerentielle linéaire a coefficients

constants.
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La forme générale de cette équation différentielle est :

ds(t) d"s(t) de(t) d™e(t)
dt +---+an7—boe(t)+b1 dt +"‘+bmdt—m

aps(t) + a,

Ces systemes linéaires sont homogeénes, c'est a dire s(k.e) = k.s(e) et additifs, c'est a dire que l'on a
s(e; +e;) = s(ey) +s(ey).

On appelle l'ordre de I'équation précédente (n), I'ordre du systeme linéaire. Seuls les systéemes pour
lesquels m < n se rencontrent dans la pratique.

111.2. 1. Systeme électrique du premier ordre

Exemples : Circuit RC

Soit le circuit RC en figure 111.1 :

e VA VAV

A A

vy (t) — | (O

Figure 111.2.Circuit RC
Les équations électriques
171 = Rl + vz
dv,

Car =1

Nous pouvons obtenir une équation différentielle d'ordre 1 reliant la sortie v2 et I'entrée v1 :

dv,
vl = RCE-I_UZ

111.2. 2. Systeme électrique du second ordre [3]
On considere le montage électrique représenté sur la figure. On injecte dans ce systéme un signal d’entrée
e(t) correspondant a un échelon de tensionde 0 a5 V.

Déterminer I’équation différentielle qui lie e(t) a la tension de sortie s(t).

En déduire la fonction de transfert du systeme.

g Y

Figure 111.3.Systeme Electrique de Second ordre
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Appelons A le point commun aux deux résistances et vA(t) la tension en ce point. Nommons les
courants dans les différentes branches du circuit et appliquons la loi des nceuds au point A :
e — 1y dvy, v4—S

R Ya TR

Par ailleurs, le courant i1(t) circulant dans le second condensateur, on peut écrire :

ds v4,—s
C— =
dt R

Tirons de cette équation 1’expression de la tension v, (t) et remplacons celle-ci dans la premiére équation :

—re® s
rc® (t) = R2C? d’s +2R¢E
¢ ac S\ T dt? dt

On obtient ainsi 1’équation différentielle qui lie s(t) a e(t) :

2

R?C? 2 + 3RC é
dt? dt

+ s(t) = e(t)
111.3. Représentation Des Systemes
Les systemes industriels sont par nature complexes, il est nécessaire de décomposer le systeme en sous-
systemes plus facilement modélisable. Par assemblage des différents modeles, il sera possible de déduire le
comportement global du systéme complexe.
Généralement on utilise la représentation par schéma fonctionnel mettant en relation les entrées et sorties du
systeme et permettant de comprendre la structure du systéme selon un point de vue commande, ce mode de
représentation est intéressant lorsque 1’on souhaite comprendre les « communications » entre les composant.
On distingue trois types d’éléments graphiques principaux :

1) Le bloc : qui contient un nom et possede une ou plusieurs entrée/sortie, le nom est en général le nom

du comportement (exemple : moteur, réducteur,...etc), ou bien encore 1’opérateur mathématique

associé.
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Exemple :
— > / > > 4 > o K |
dt
Intégrate Dérivate Amplificat

Une entrée secondaire correspond en général a une perturbation :

Entrée Secondaire

; Entfeel Entrée l
rincipale o
P Nomdu | Sortie Principale Nom du Sortie
Canciane 1 Systéme ' > :
Consigne y Consigne Systeme

2) Le point de sommation (sommateur, soustracteur, comparateur) : qui réalise des opérations de type

addition ou soustraction (opérations réalisées par la partie commande en général).

=)

z
u=x+y—z
3) Le point de prélévement ou de jonction :
. a1z y N X \
Une variable est réutilisée comme entrée d’un bloc ) >
(ne pas confondre avec les schémas électriques)
S <
\"

I111.4. Notion De Fonction De Transfert

111.4.1. Définition
Rappelons que si nous considérons un systéme quelconque A, le plus genéral possible, possédant une entrée

e(t) et une sortie s(t) :

e® | A ()

|
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Alors, Si on applique un signal a I'entrée, on obtiendra, a la sortie, un signal qui sera liée au signal d'entrée
par une équation différentielle de type :

d"s(t) ds(t) d™e(t) de(t)
anW a17+aos(t) :bmdt—m "'+b1d—t+b0€(t)
En appelant S(p) et E(p) les transformées Laplace de s(t) et de e(t), si on prend la Transformee de Laplace
des deux membres de I'équation différentielle, on aura :

by P™+...4+b1P+b
anPn+...+a1P+ao

D’ou S(P) =

E(P)

Par définition, La Fonction De Transfert (ou Transmittance) du systéme est le quotient :

by, P™ + ...+ b P + by
a,P*+ ..+ a,P + ay

H(P) =

C'est aussi le rapport de la transformée de Laplace de la sortie a la transformée de Laplace de I'entrée quand
toutes les conditions initiales sont nulles. Dans ce cas, on a: S(p) = F(p) . E(p)

La Fonction de Transfert caractérise la dynamique du systeme. Elle ne dépend que de ses caractéristiques
physiques. Ainsi, dorénavant, un systeme sera décrit par sa fonction de transfert et non par I'équation
différentielle qui le régit.

Si on connait la fonction de transfert H(p), il est possible de calculer la réponse du systéme a n’importe

quelle entrée selon le schéma de principe suivant :

e(t) s
L_l
L
v H
E(P) > S(P)=H(P). E(P)

Si e(t) = &(t) alors S(P) = H(P), la fonction de transfert est dans ce cas égale a la transformée de Laplace

de la réponse impulsionnelle.

111.4.2. Poles et zéros d’une fonction de transfert [8]:
La fonction de transfert se présente sous la forme de deux polynémes en p, le numérateur B(p) et le
dénominateur A(p) qui possédent des racines. Les racines zj du numérateur représentent les zéros alors que

les racines p; du denominateur constituent les pdles de la fonction de transfert H(p).

27



UAMOB. Département de génie électrique. 3°™ année Electronigue Systemes Asservis Linéaires

La fonction de transfert se met sous la forme suivante :

B(P) _ [1;(P —z) _ (P—2z)(P—2)..(P—z)

HP) = AP © nre-p) “P-pDP-p2) (P~ pm)

Cette expression peut se décomposer en éléments simples pour donner :

H(P) = ZP iiPi

111.4.3. Régle de simplifications des schémas blocs :

111.4.3.1. Mise en série (ou cascade)

Soit n éléments de fonction de transfert G1 (p) ....... Gn (p) mis en série (la sortie du premier est reliée a
I'entrée du second, etc...).

|
|
E: i G1(P) E> GoP) |Esp . i, GiP) b T—> —{ HPF) |—»

La fonction de transfert de I'ensemble est égale au produit des fonctions de transfert de chaque élément :

S(P)
E;(P)

Ceci est évident puisque, par définition, on a :

H(P) = = G,(P).G,(P) ....G,(P)

S(P)
En(P)

S(P)

_ E2(P) _ E(P) _
G (P) = G,(P) = e e ven e e, G (P) = )

()’ 5

et H(P)=

111.4.3.2. Mise en paralléele
Soient n éléments de fonction de transfert G1 (p) ....... Gn (p) mis en paralléle.

G1(P) —
E L. —> — HP) —>

A 4

A\ 4

()]

S

~ -
O
~—
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La fonction de transfert équivalente H(p) a pour expression :

H(P) = % — Gy(P) + Go(P) + -+ Gy (P)

On peut considérer que S(p) est le résultat de la superposition des n sorties des n éléments, c'est-a dire que :
S(p) =S1(p)+S2(p) +....... + Sn (p) (en vertu de la linéarité du systeme, les effets s'ajoutent)
Chaque élément pris, indépendamment, donnera une sortie Si (p) quand on lui applique I'entrée E(p).

Donc:

S(P) = Z S;(P) = G,(P).E(P) + G,(P).E(P) + -+ G,(P).E(P)

S(P) =[G(P) + G,(P) + -+ G,(P)].E(P) ,d’ou G(P) = [G;(P) + G,(P) + -+ G, (P)]

111.4.3.3. Cas d'un systéme a n entrées indépendantes

E

IR I c11(>) —
E, S
: | System | S | § g
| ' = E, ! Gn(F;)

—»

La fonction de transfert n'a de sens qu'entre la sortie et une entrée. Le systeme de la figure pourra donc se
décomposer en n constituants ayant la sortie en commun et pour entrée chacune des n entrées.

On calculera les fonctions de transfert Gi (p) de chaque élément en supposant nulles les entrées autres que
Ei (p). Ceci n'est possible que si les différentes équations du systéme ne sont pas couplées entre elles.

Dans ce cas, on peut écrire : S(P) =3iG;(P).E;(P)

Il n'y a pas de fonction de transfert globale pour le systéme.
111.4.3.4. Fonction de transfert en boucle ouverte (FTBO)
La Fonction de Transfert en Boucle Ouverte (également appelée F.T.B.O.) est la fonction de transfert qui lie

les transformées de Laplace de la sortie de la chaine de retour S(P) a l'erreur ¢ (P). Elle correspond a

I'ouverture de la boucle .
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S’(P
EO) A 20 e o0

A

o BP) |e---

Figure I11.4.Systéme en Boucle Ouverte

Dans ce cas, € = E puisque le comparateur ne recoit plus qu'une seule information.
On adonc: S'(P) = B(P).S(P) = B(P).A(P).s(P)
S'(P) = B(P).A(P).E(P)

L SR _ _
Dod: —=K(P) = A(P).B(P)

La Fonction de Transfert en Boucle Ouverte (ou FTBO) d'un asservissement est le produit des
fonctions de transfert de la chaine directe par la chaine de retour.
La fonction de transfert en boucle ouverte a une grande importance dans I'étude de la stabilité des systemes ;

de plus, elle est directement accessible a la mesure.

111.4.3.5. Fonction de Transfert en Boucle Fermée (FTBF)

Soit un systeme asservi, le plus général, représenté par le schéma ci-dessous.

EP) + . G s(F:)

B(P)

A

Figure 111.5. Systéme en Boucle Fermee

Soit A(p) et B(p), respectivement, les fonctions de transfert des chaines directe et de retour.

Cherchons la fonction de transfert du systeme complet :

S(P)
E(P)

H(P) =
Nous avons les relations suivantes :

S(P) = A(P).e(P)

S'(P) = B(P).S(P) et e(P) = E(P) — S'(P)
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Donc S(P) = A(P).[E(P) —S'(P)] = A(P).[E(P) — B(P).S(P)]

A(P)
1+A(P).B(P)

d’ou: S(P) = E(P)

La fonction de transfert d'un systeme bouclé ou en Boucle Fermée (FTBF) est donc le rapport de la fonction
de transfert de sa chaine directe a 1 + A(p). B(p):

A(P)
1+ A(P).B(P)

H(P) =

111.5. Déplacement et Permutation des nceuds d’informations

A) Déplacement des neeuds d’informations

- De l’amant a ’aval

Y(P)

X0 ep) YB X® ) g(p) .
X(P) 1 X(P)

] G [

- De laval a amant

Y(P)

XP 1 G(p) MGl XP) L G(P) .
Y(P Y(P)

| Y0 J 6P |
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B) Permutation de deux neeuds successifs

. ‘ Na Y@
N ] — N, V
C) Déplacement de sommateurs
- Del’amant a Paval
Xitp) — G > Yp) — Xip)—| Gp) Y(p)
Xo(p) Xo(p) —| G(p)

- Del’aval a amant

! , 1
Xo(p) Ao(p) —

)

Q

D) Permutation de deux sommateurs successifs

Xip) —p(%—A(%—A Yip) = X —h(%—» Y(p)

Xi(p) Xo(p) Xo(p) Xi(p)
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Exercice N°1 :

La sortie S1(t) d’un systéme asservi est 2(1-e-2') pour une entrée e1(t) = 2.
Trouvez la sortie de ce systeme pour une entrée e,(t) = 2.t

Solution :

4

T(P) = P2(P+2)

Aprés la décomposition on trouve :

St)=-1+2.t+e %

Exercice N°2 :

Trouvez la fonction de transfert équivalente pour le systeme asservis suivant :

S(P)

E(P) + N +
R OO )] ClP) o 6P (X >

_A A [
_ +
G4(P)

Gs(P)

y

Solution :
G1(P)G,(P)[G4(P) + G3(P)]
1+ G,(P)Gs(P)[G3(P) + G4(P)] + Go(P)G,(P)[G35(P) + Gs(P)]

T(P) =

33



UAMOB. Département de génie électrique. 3°™ année Electronique Systemes Asservis Linéaires

CHAPITRE IV

PERFORMANCESDES SYSTEMES LINEAIRES
IV.1. Introduction

Nous avons vu, dans le chapitre précédent, qu'il était possible connaissant les équations différentielles, de
déterminer la fonction de transfert d'un systéme. Mais il existe de nombreux cas ou le systeme est un
systeme industriel mal défini et on ne connait pas les équations différentielles. Or, la connaissance de sa
fonction de transfert est tres importante pour déterminer ses performances et surtout la stabilité. Il est donc
important de mettre au point des méthodes capables de résoudre le probleme.

En géneéral, on applique cette procédure pour déterminer les fonctions de transfert des éléments qui entrent
dans une chaine. La connaissance expérimentale ou mathématique de toutes les fonctions de transfert des
éléments permet alors de déterminer la fonction de transfert de I'ensemble.

Ces méthodes sont basées sur l'utilisation d'entrées dites canoniques, faciles a mettre en ceuvre dans toutes
les techniques (électrique, mécanique, hydraulique). On en déduit alors les différentes constantes de la

fonction de transfert.

IVV.2. Etude des systémes du premier ordre :

1VV.2.1. Définition
On appelle systeme du ler ordre, un systeme régi par une équation linéaire différentielle du premier ordre
telle que :

ds(t)

TT + S(t) = k.e(t)

ou encore, un systéme dont la fonction de transfert est du type :
S(P)  k
E(P) 1+TP

Ces systémes sont encore appelés systemes a une seule constante de temps, ou systeme a retard.
Ils sont tres nombreux en physique. En dehors des circuits RC ou RL en électricité, on peut considérer qu'un
amplificateur est un systéeme du ler ordre. En mécanique, tous les assemblages comportant un ressort et un

amortisseur sont du ler ordre.
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1VV.2.2. Réponse indicielle
La réponse indicielle nous renseignera sur le comportement du systeme en régime transitoire.

51 (P) = E1(P)

1+TP
Et E,(P)=5 donc S;(P)=

K
P(1+TP)

En consultant une table de Transformée de Laplace, on voit que l'originale S;(t) de S;(P) est:

t
S () =K(1—-e'T)
Etlim,_ o, S;(t) = K

On constate donc que la sortie S;(t) atteint pratiguement le régime permanent au bout d'un temps qui

dépend de la constante T.
Cette constante T, appelée constante de temps, caractérise donc la rapidité du systtme a atteindre son

régime permanent.

A eq(t)

entréee

Ei(p) K Si(p)
—» —»
1+ Tp

Figure V.1 : Réponse indicielle d’un systeme de premier ordre

La pente de la tangente a l'origine est K/T, plus le systeme a une constante de temps faible, plus il "répond"
vite.

Au bout d'untempst =T, la sortie est S;(T) = K(1 — %), ce qui représente environ 63% de K.

Temps de réponse : le temps de réponse est le temps au bout duquel la sortie atteint son régime permanent a
5% pres. Dans le cas du systeme du premier ordre, ce temps correspond a 3T environ.

Temps de montée : On appelle temps de montée du systéme : c’est le temps nécessaire pour passer de10% de

la valeur finale de la sortie a 90 % de la valeur finale pour un échelon d’entrée.
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1V.2.3. Réponse a une rampe (échelon de vitesse)

Dans ce cas, nous avons : E,(t) = t.U(t) ou U(t) estun échelon unitaire, alors E,(P) = %
K _ S1(P)

P2(1+4TP) P

Donc: S,(P)=

Avec S, (P) : transformée de Laplace de la réponse indicielle d'un systéme du 1% Ordre.

t t

S, () = fSl(t)dt =f1<(1 —eTydt

0 0

t
S,(t) =K [t ~T(1- e_F)]
Figure 1V.2 : Réponse a une rampe d’un systéme

de premier ordre

En régime permanent : t —oo, alors  S,(t) = K(t—T)

On met, ainsi, en évidence le retard T qui constitue une erreur permanente.

Dans le cas ou K=1, I’erreur entre ’entrée et la sortie est appelée 1’erreur de "trainage".

Donc, un systéme du 1% ordre suit les variations linéaires de I'entrée avec un certain retard, d'od leur nom de
systeme a retard.

1V.2.4. Réponse a une impulsion unité :

Dans ce cas, nous avons ;. E5(t) = §(t) ou o (t) : impulsion unitaire et E5(P) = 1

K
S3(P)=177p=

K 1
T 1
P+T
Donc S;(t) = ge‘t/T

On met ainsi en évidence la constante de temps sur le graphe de la figure 1V.3.

/M,

Figure IV.3 : Réponse impulsionnelle d’un systéme de premier ordre
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1VV.2.5. Réponse fréquentielle

K
1+jtw

H(P) = % Etenposant P = jo —> H(w) =

K

—> H(w)= m.exp(—j.Arctg(ra))) = |H|.exp(jop)

— — K

H(]a)) _ K —-jKt Re(H(]w)) T 1+(tw)?
1+(tw)?  1+(tw)? Im(m) _ -Krt

1+(tw)?

Dans la pratique trois méthodes de représentations sont utilisées.
A) Représentation de Bode

On trace les deux courbes suivantes :
e |H(jw)|4p de lafonction H(jw) en fonction de la pulsation o.
o ¢ = Arctg(H(jw)) de la fonction H(jw) en fonction de la pulsation .

Représentation du module en dB

|H(jw)|ap = 20logy < ) = 20log,o(K) — 10logqo[1 + (Tw)z]

K
V1+ (tw)?
Etude des asymptotes :

o Pour=«1
We
|H(jw)|qp = 20log,oK : Asymptote d'équation |H(jw)|z, — 20log,0K
e Pourw=: — |H(jw)lgs = 20logi K —3dB
. Pourwi » 1= |H(jw)|qp = —20l0g;o(Tw)

|[H(j.10. w1)|ap — |H(. w1)|ap = —20l0g1(7. 10. w1) — (—20l0g;(T. w1))
= —20(log10(7.10. w1) — (logso(7. w1))

7.10. w1

= _ZOloglo( ) = _20l0g10(10) = _20dB

W1

—(C’est une droite de pente-20 dB/décade.

Ou: |H(.2.w)las — IH(. w1)|ag = —20logso(7. 2. w1) — (—20log,(T. 1))

= —20(log10(7. 2. w1) — (logso (7. w1))

—(C’est une droite de pente -6 dB/décade.
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Repreésentation de la Phase :
¢ =Arg(H(jw) = —arctg(tw)
Etude des asymptotes :
e Pourw—-0 —> ¢ =0 —=> asymptotes horizontale

T

o Pourw—>% :;><p=—arctg(1)=—z

Pour w > o == ¢ = Arg(H(jw) = —arctg(w) = _7” ——>asymptotes horizontale ¢ = _7”

10w

Magniude (d8)

Phase (deg)

Figure IV.4 Diagramme de bode d’un systéme de premier ordre

B) Courbe de Nyquist

On trace la courbe Im( HGw)) = f(Re( HGw)))
Soient x == Re( H(]w)) ety = Im( H(]a)))

5 N _ K _ Kw
D’ou x = T (1) et y= )2 (2)

(y < 0 - Demi cercle negatif)
(1) = 1+ @)’ == et (tw)? == -1

2) =y =—-t0x =/ y?=(tw)?x?= (g - 1) x? = Kx — x?

Donc x2 —Kx+y2=0 —> (x — %)2 +y? = (g)2 :C’est une équation d’un cercle de centre

(g, 0) et de rayon g
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Figure IV.5 Diagramme de Nyquist d’un systéme de premier ordre

C) Courbe de Black

On représente Gy, = f(jp) :c’est un diagramme contracté obtenu en éliminant .
Etude des asymptotes :
e Pourw—-0 —> |H(jw)|gp = 20log,0K ;p =0

T

e Pourw _>% == |H(jw)lap = 20log1oK —3dB ;¢ =7

e Pourw — o |H(jw)|qp =& —0 et(p—>_7”

AGdEB
Nichols Chart

Phase

3

— e

S

Figure 1V.6 Courbe de Black d’un systéme de premier ordre

3

9



UAMOB. Département de génie électrique. 3°™ année Electronique Systemes Asservis Linéaires

I1VV.3.Etude des systémes du second ordre [3,10]
1VV.3.1.Définition
Les systemes du second ordre sont régis par des équations linéaires différentielles a coefficients constants du

2eme ordre, du type :

d?s(t) ds(t)
27 g2 + 5 dt + Bos(t) = Age(t)

Leurs fonctions de transfert seront du type :

S(P) Ag
E(P) B,P2+B,P+B,

Le comportement du systeme sera extrémement différent suivant que le degré qui figure au dénominateur
aura des racines réelles ou imaginaires.
On introduit les parametres suivants :

e Gain statique :K = % C’est le rapport % en régime statique (
0

. . B
e Pulsation propre non amortie : w,, = /B—" rad/s
2

ds(t)
dt

Jd3s(t)
0; ez

0)

By
2./BoB; '

e Facteur d’amortissement (sans dimension) : & = & =1 (valeur critique).

e Constante detemps: T =—

Swn
La fonction de transfert s’écrit en fonction des parameétres ainsi définis :

sy K
10 5@ L Zpyy
w w,

Etudions les différentes réponses :
Le comportement dynamique d’un tel systéme dépend de la valeur des deux constantes wp et surtout de &.

e Si¢ > 1:Lepolyndme est décomposable, le denominateur a 2 racines réelles (—pl et —p2) :
p1=w, (§+E—1) et py=w, (§ -8 —1)

e Si0< &< 1:Lepolynéme n’est pas décomposable, le dénominateur a 2 racines complexes conjuguées

Poet Py : pozwn(f+jvf2—1) et Po*:wn(f—j\/fz—l)
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Imag
—Po jon Y1- 2
__,_" I. ..................................... P
ap =" On
Péles o y1-8
s _':i.,mn 0 :
N Zom Reéel
®
_pU

Figure IV.7. Les Pdles d’un systéme de second ordre

Remarque : £ = Cos 8 = Z"—": coefficient d'amortissement

e Si&=1 :Les2racinessontégales (—piz): P12 = Wy = %
1V.3.2.Réponse a un échelon unité
1 K 1
E(P)==, S(P) = -4————
(P) P (P) PﬁP2+;—iP+1
e Si0 <& < 1:Les?2racines imaginaires conduisent a une solution oscillatoire amortie.
En régime permanent : s(t) = lim,q s(t) =limp_y P.S(P) =K

La solution est :

S(P) _K<1 P+ 28w, ) _K(l P+ {w, fw, )
= P P2+ wanP + wnz o P (P + fwn)Z + (l)nz(l _ 52) (P + f(l)n)z n (l)nz(l — 52)
-1 p+éwn _ ,—Ewnt —3
or L ((p+fwn)2+wn2(1_52)) =€ cos(wny/1 — €2) (t = 0)
-1 wn\/l__ — —Ewnt : _ 2
et L ((p+fwn)2+wn2(1—52)) =€ sin(wyy/1 = €2) (t = 0)

s(t) = L7HS®)

e—fwnt
s =K|1- ﬁ{\/l -2 Co.s (wmll - 52) t + fsirll (wmll — 52) t} (t=0)
sin(a).cos(b)+cos(a).sin(b)=sin(a+b)
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En posant : sina=41-¢§?(<1)etcosa=¢&(<1)

>tga= “1;52 = a = arctg (sz)

£
et, b = w,(y1 - &)t

on aura :

—Ewnt

N

s =K|1-

sin{a)mll —Ezt+arctg< 1'5_52) }) (t=0)

@

e Si¢ =1:Les2racines (pbles) sont égales : systeme amorti critique.

w? K w?

K
S = — —
®) p P2+ 2wptwi p (p+ wy)?

On aura,
s(t) = K(1 — e (1 + w,t)) (t=0)

e Si¢ >1:Les2racines (pbles) sont négatives et inégales : systeme apériodique.

K w?
S —
B = G+ ot o =D+ fom— ondE =D
1 1

_xl1 —~(£+/FT)wont _ —(5—\/{2——1)wnt> >0
*© < N N 2JE -1 -JE-D =0

_ N ay = w(§ +E2 = 1)
s(t) =K <1 + ZWI a . D (t=0) avec {az oo \@)

La Figue 1V.8 donne les réponses indicielles en fonction du coefficient d’amortissement &.
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Amplitude
=

0

Figure IV.8 . Réponse indicielle d’un systéme de second ordre pour les

différentes valeurs de &

1V.3.3. Réponse a une impulsion unité

B(P) =1 et S(P) = mrprot—
e SiO<é<1:s(t)= K(\/%e‘f“’nt sin(wnt\/ﬁ)) t=0
e Si £=1: s5(t) = K(wite™®nt) t=>0
e Si&>1:s(t)= Kz\/%__l(e_(f_ﬁ)w”t — e_(&m)“’"t) t=>0

La Figure suivante donne les réponses impulsionnelles d'un systeme du second

coefficient d'amortissement &.

Amplitude
o

Figure IV.9. Réponse impulsionnelle d’un systeme de second ordre pour les

différentes valeurs de &

1V.3.4.Réponse fréquentielle :
A) Diagramme de Bode

On se place en régime permanent sinusoidal :

E(t) = E,.Sin(wt) et S(t) = S,.Sin(wt + @) puisque le systeme est considéré linéaire.
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S(P) K
GP) =2 =
O 5@ Pt Bpy

P=jow - Gw)=|Gw)|e/*®) avec:

6w So(w) K K K
w = = = =
Eo()l ~ |(w 7, 2 (- ()]
Gy vl -Gt ooy - @y
n n

28 —

p(w) = £6(w) = —arctg w” >
1= (w_n)

Module :

w2\ o \
log|G(w)| =logK —log <1 - <(U_n) ) + <2§w—n )
pour w K wy, log|G(w)| — logK (asymptote horizontale),

2
pour w > w,, log|G(w)| — logK —log (wi) = (logK + 2log w,) — 2log w (asymptote de pente -2)

les deux asymptotes se coupenten: logK = logK — 2 log (wi) - pour = w,
Phase :
Zfﬂ pour(l) e d O' (p(o) = Q°
@(w) = —arctg ] ddaw=w,, o(w,) = —90°
1_((0_11) pour w — o, p(0) = —180°

La figure 1VV.10donne le diagramme de Bode en fonction du coefficient d'amortissement &.

Megntuds

Pente (0O)

FPente (—2)

Phase (deg)

O =Cn
Freguency (rad/sec)

Figure IV.10. Diagramme de Bode d’un systéme de second ordre
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B) Courbe de Nyquist

On trace cette fois |G(w)| et ¢ (w) en coordonnées polaires.

L'allure de la courbe (Fig 1V.11) peut étre déduite des courbes de Bode. On voit notamment que :

e Pourw—0,|G(m)|=Kete (n)=0°

e Pour— oo,|G(w)|=0ete (w)=-180°

Il est difficile de mettre en équation la courbe, car elle n'a pas une forme classique connue.

e Pour un systeme trés peu ou pas amorti, la résonance a lieu pour o = 1/T , donc pour tg ¢ = — oo,
soit ¢ =—90°

e Plus & est grand, plus la courbe est " petite " et se rapproche de celle d'un systéme du ler ordre
(demi cercle).

e Quand - oo, @=—180°. Les courbes sont donc tangentes a lI'axe réel.

Imagiary Axis

Real Axis

Figure IV.11. Courbe de Nyquist d’un systéme de second ordre

C) Courbe de Black

Les courbes de Black permettent de mettre facilement en évidence la résonance car elle correspond a
un maximum de la courbe ; Plus le systeme est amorti, plus le maximum est faible.
L'allure du lieu de Black est donnée sur de la figure Suivante

Gain

-180 -135 90 45 o
Phase (deg)

Figure 1VV.12. Courbe de Black d’un systéme de second ordre
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Exercice N°1 :

Soit un systeme de premier ordre décrit par la fonction de transfert suivante :

5
G(s) ==——
) =573
1) Déterminer la réponse impulsionnelle ?

2) Déterminer la réponse indicielle ?

Solution :

1) Nousavons: E(t) =4(t)oud (t): impulsion unitaireet E(P) = 1

K K 1 5 1
=——5 avec K== et T=-
14TP T P4z 3 3

Donc S(t) = ge‘t/T = 53¢

Alors S(P) =

2) Dans cecas, E;(P) = %

K
1+TP

Alors S;(P) =

E(P) =

avec K=E et T=l
P(1+TP) 3 3

t

Donc S,(t) =K (1 - e‘?) = 2(1 — e73)

Exercice N°2:

Soit le systeme décrit par :

25

TP =o1prom02r+ 0.5)(2.5P + 1)

- Déterminez|T(dB/dec) |, le déphasage ¢ ainsi que les fréquences de coupures ?

Solution :

25 X 4 _ 100
4% (0.1P+0.5)(0.2P + 0.5)(2.5P + 1)  (0.2P + 1)(0.4P + 1)(2.5P + 1)

T(P) =

ITy] = (14 (2.5)%)7°%°
T { ¢, = —arctg(2.5)

1
kWCl =5g= 0.4rd/s
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(IT:l = (1 +(04)*)7°°
Tzi ¢, = —arctg(0.4)

1
Wey = 04 2.5rd/s

(T3] = (1 +(0.2)%)7°5

T i @3 = —arctg(0.2)
3

We3 = OLZ =5rd/s
o <0.4 04 <o <25 25 < o <5 ® =5
100 20 log100 20 log100 20 log100 20 log100
T;(dB/dec) 0 -20 -20 -20
T,(dB/dec) 0 0 -20 -20
T;(dB/dec) 0 0 0 -20
T(dB/dec) 20 log100=40dB -20 - 40 -60
(0] 0 -m/2 - -3n/2
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CHAPITRE YV
STABILITE DES SYSTEMES

V. 1. Notion de stabilité d'un systeme

Un systeme dynamique linéaire est stable si, et seulement si, écarté de sa position d’équilibre par une
sollicitation extérieure, le systéme revient a cette position d’équilibre lorsque la sollicitation a cesse.

Les réponses indicielles des figures V.1 et V.2 correspondent a celles de systémes stables. Nous retrouvons

les critéres cités ci-dessus.
s(t)

[

s(t)

Figure V.1.Exemple 1 d’un systéme Stable Figure V.2.Exemple 2 d’un systéme stable

La figure V.3. est un cas de systéeme instable. Les oscillations sont de plus en plus importantes et le systeme
ne retrouve pas son état d’équilibre.

Physiquement, un systéme instable dont la réponse croit sans limite peut se causer des dommages ou en
causer a autrui (danger pour I’étre humain). En pratique, la majorité des systemes sont congus avec des
dispositifs de limitation.

Si on considere le cas ou des oscillations persistent indéfiniment (cas du pompage de la figure V.4.), on peut
considérer le systeme comme stable (systéme marginalement stable) puisque sa sortie garde une valeur finie,
a condition que I'amplitude ne soit pas trop grande.

s(t)

Figure V.3.Exemple d’un systéme stable Figure V.4.Exemple d’un systéme marginalement stable
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La stabilité est une condition impérative. Pour que les systéemes soient utilisables en asservissement, il est
absolument nécessaire que les fonctions de transfert en boucle fermée FTBF soient stables. Ceci n’implique

toutefois pas que les FTBO soient stables.

V.2. Aspect mathématique de la stabilité

Considérons un systeme asservi quelconque dont la fonction de transfert est :
S(P) A(P)
E(P) 1+ A(P).B(P)

Si on envoie sur I'entrée un échelon unité E(p)=1/p, alors :

o(py - L A(P)
P)=3 1+ A(P).B(P)

Nous avons vu précédemment que S(p) pouvait se mettre sous la forme d'un quotient de polynémes du
Type N(p) /D(p)et que celui-ci pouvait se décomposer en une somme de fractions rationnelles :

NP) _ & 4 . 4 _Cn
D(P) P-p; +P—pn

S(P) =

Ou les p; sont les racines réelles ou complexes de D(p).

Prenons, par exemple, le cas ou le dénominateur contient des racines nulles (péles multiples), des racines

réelles (pdles réels) et des racines complexes. C'est-a-dire qu'il est de la forme :

D(P) = P"o(P = py) . (P = pu, )I(P = @) + w1?] . [ (P = @n,)” + w0, ?]

La décomposition de S(p) en fractions rationnelles sera :

i=ng K=n, j=ng

s(P)=ZA_%+ +Z Sl
- P! P PK (P — aj)z + w;
i=

Les racines complexes étant oj £ j wj (oj partie réelle, oj partie imaginaire), cherchons l'original s(t) de

S(p) qui est la réponse du systeme a un échelon unité. On trouve :

K=n4 j=n,

(1)
St) =4, + z G—D + Z ByePkt + Z Fie®*. Sin(w;t + @)
K=1 j=1
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On constate donc que la sortie garde une valeur finie quand t —oo, si les conditions suivantes sont remplies :
* Les pk et les aj doivent étre négatifs pour que les exponentielles correspondantes soient décroissantes.

» Les Ai doivent étre nuls sauf Al.

Nous verrons dans la suite que pour certaines fonctions de transfert, la présence de pdles multiples nuls
n‘entraine pas forcément une augmentation infinie de la sortie.

En effet, les termes en 1/p ont une action d'intégration, leur influence peut étre combattue par des actions de
dérivation provenant de terme en p au numérateur. S'il n'en est pas ainsi, le systeme possédant des poles
multiples & l'origine au dénominateur de sa fonction de transfert est dit " intrinsequement instable ", c'est a

dire qu'aucune modification des coefficients ne peut le rendre stable.

V. 3. Conditions de stabilité

Un systéme linéaire est stable si aucune des racines du denominateur de sa fonction de transfert n'a de partie
réelle positive.

Cela exclut :

« Les racines réelles positives.

« Les racines complexes a parties réelles positives.

On peut formuler ceci autrement :

« Un systeme asservi bouclé est stable si tous les poles de la FTBF sont localisés dans le demi-plan gauche
du plan complexe.

« Un systéme asservi bouclé est instable si sa FTBF comprend, au moins, un p6le localisé dans le demi-plan
droit du plan complexe et/ou des pdles de multiplicité > 1 sur I’axe imaginaire.

* Si le systéme comprend une seule paire de pole sur I’axe imaginaire ou un pole unique a 1’origine, le
systeme est dit marginalement stable. Sa réponse sera oscillatoire non amortie ou non oscillatoire a variation
constante lorsque t — .

La figure V.5 récapitule les cas possibles suivant le signe et la nature des racines.
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Imaginaire -
. _ ) ] Régime oscillatoire divergent
Syatemu_e oscillatoire amorti (2 racines complexes a partie
(2 racines complexes a réelles > 0)
partie réelles < 0)
\“‘ X
X 4 X .
. /! Réel
X - i X >
! > /
A 4 y 4
| X « K X
Régime non oscillatoire amorti !
(1 racine réelle < 0) ' . ) ) )
Régime non oscillatoire divergent
(1 racine réelle > 0)
Régimg osgil\atqire_non amorti Régime non oscillatoire divergent
(2 racines imaginaires pures) (1 racine réelle nulle)

Figure V.5. Les différents cas possibles de stabilité et 1’instabilité suivant le signe et la
nature des racines

Mais les conditions de stabilité ainsi définies ne sont pas suffisantes pour caractériser un systéme asservi :
un systeme trés mal amorti sera inutilisable, il faudra donc toujours définir des marges dites de

sécurité sur les coefficients d'amortissement.

Remarque a propos des systemes instables :

Quand on a affaire a un systeme instable, sa sortie tend théoriquement vers l'infini si on soumet son entrée a
une brusque variation. En réalité, sa sortie ne tend pas vers I'infini, mais vers une valeur qui correspond a la
saturation. Cette valeur peut étre trés grande et conduire a la destruction du systéme. En tout état de cause,
dans le cas ou la fonction de transfert a des p6les a parties réelles positives, le systéme sort rapidement de

son domaine de linéarité et ses équations ne sont plus valables.
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V. 4. Etude de la stabilité d'un systeme bouclé [8]

Le systéme asservi bouclé de la figure V.6 a pour fonction de Transfert :
S(P) _ A(P)
E(P) 1+ A(P).B(P)

S(P)

S WL I YT .

A

B(P)

A

Figure V.6. Systéme asservi bouclé

La stabilité est conditionnée par le signe des parties réelles des racines du dénominateur.

Il suffira, donc, d'étudier I'équation : 1 + A(P).B(P) = 0, et de chercher le signe de ses racines.

Plusieurs moyens sont possibles pour y arriver :

a) 1° moyen : Calculer les racines de 1 + A(p).B(p) =0

Cette méthode est bonne puisqu'elle nous donne également les valeurs des racines en plus de leurs signes.
Mais elle est pratiquement inapplicable a cause de la grande difficulté qu'elle présente si le degré du
polynéme est important. L'usage d'un ordinateur peut simplifier le travail, car il peut aussi tracer le lieu des
racines quand on fait varier les parametres. C'est une méthode trés puissante.

b) 2°™ moyen : Discuter le signe des racines sans les calculer, & partir des coefficients du dénominateur
(critere de Routh-Hurwitz ) Malheureusement, si le systeme trouvé est instable, on ne sait pas sur quel
parameétre il faut agir pour le rendre stable. Il faut en plus connaitre la fonction sous sa forme mathématique.
c) 3*™ moyen : Utiliser le critére de Nyquist (méthode graphique).

Cette méthode est intéressante car elle n'a pas les inconvénients du critére de Routh. A savoir, on peut
utiliser directement les résultats expérimentaux sans connaitre les équations du systeme et elle montre
graphiquement sur quels parameétres on peut agir pour rendre le systéme stable.

V. 5. Critere de Routh - Hurwitz

Soit P(p) le dénominateur de la fonction de transfert en boucle fermée. P(p) peut étre écrit sous la forme :
P(p) = 1 + A(p).B(p) = agP™ + a;P* '+ ....o.....+ap_1 p + a, (Equation caractéristique de la
fonction de transfert en boucle fermée) Pour que le systeme soit stable, il faut et il suffit que les racines de
P(p) n'aient pas de parties réelles positives.
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a - Critere d ' Hurwitz :

Ce critére (nécessaire mais pas suffisant) indique que le systeme est instable si les ai sont de signes
différents ou certains sont nuls.
b - Critere de Routh-Hurwitz :

La condition nécessaire et suffisante de stabilité est alors que tous les termes de la 1% colonne du tableau de
Routh soient de méme signe.

On construit le tableau de Routh de la maniere suivante :
Pour P(p) = 1 + A(p).B(p) = aoP™ + a,P*" 1+ ..........+a,_;p + a,, le tableau de Routh est
simplement une matrice carrée avec une ligne pour chaque puissance de p dans le polynome de 1’équation

caractéristique.

p" 1ére ligne : coefficients des termes en pn—2k (avec k=0,1, 2,...)

p"t: | « 2éme ligne : coefficients des termes en pn—(2k+1) (avec k=0,1, 2,...)
p™?: | « 32me ligne : combinaison des 2 lignes précédentes

p™3: | « 42me ligne : combinaison des 2 lignes précédentes

p® : | « derniére ligne : combinaison des 2 lignes précédentes

Si, par exemple, P(p) =ao p’ + a; p® +a, p° + az p* + as p> + as p° + as p + as, alors le tableau de Routh se

construit comme suite :
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p? : dp as a4 ag
6.
p: aq as as ar
p° - b, = 283 —dpa3 b, = @4 — 38085 by = 2485 — 898y
. a, ay ay
ot - = ba,; —ab, Co = b,as —abs co = ba; -a;.0 _
. b, b, b,
3 d _Cib3 —biCy d _Cibs —byCs
p”: T 3=
Cq Cq
dic; —cds dics —c4.0
p2 : e = €3 = Cs
d, d,
] £ = e,d; —die,
p: 1=
€4
fie; —e..0
p?: g1=———— =€
fi

Routh a démontré que le nombre de " pdles instables " (c'est-a-dire le nombre de péles a partie réelle

positive) de la fonction de transfert en boucle fermée est égal au nombre de changement de signe que

comporte la 1ére colonne, lue de haut en bas.

Si ce nombre est différent de zéro, alors le systéme est instable.

Remarques:

Cette méthode a I'avantage d'étre rapide est exacte, mais elle ne donne pas une mesure de la stabilité comme

les autres critéres ; car elle se borne a dire si le systeme est stable ou non. De plus, elle est inapplicable si on

ne connait pas I'expression mathématique de la fonction de transfert.

Le critére de Routh est intéressant pour connaitre le nombre de racines réelles positives, mais il est incapable

de donner des renseignements sur I'amortissement du systéme quand celui-ci est stable.

La méthode est cependant en défaut dans les 2 cas suivants :

« Si tous les coefficients d'une ligne sont nuls.

» Si un terme de la 1ere colonne de gauche est nul a I'exclusion des autres termes de la méme ligne.

Exemple 1

P(p) = 1 + A(p).B(p) = P> + 3P?+ 3P+ 1+ K, (K gain variable)

e I¢re condition (critere d’Hurwitz) : 1 + K>0 -K > -1

e 2eme condition (critéere de Routh-Hurwitz) : tableau de Routh
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p’ 1 3
p° 3 1+K
p' 9-(1+K)
3

p° : 1+K

9-(1+K) 0

Pour que le systéme soit stable, il faudrait que : 3
1+K >0

C'est-a-dire : -1 < K < 8 (condition nécessaire et suffisante de stabilité) Si cette condition n'est pas vérifiée,
c'est-a-dire, si :

« K< -1, il yalseul changement de signe dans la 1ére colonne; donc un seul pole instable.

« K> 8, il y a 2 changement de signe dans la 1ére colonne; donc 2 pdles instables.

« Si (K = -1 ou K = 8), (frontiére entre la stabilité et I'instabilité) on dit que le systéme est oscillant
(marginalement stable).

Exemple 2 (ligne compléte de zéros)

Nous avons dit que si une ligne compléte était composeée de zéro, la méthode était en défaut. En fait, il est

quand méme possible d'en tirer des conclusions moyennant certains aménagements.
Si P(p) = p° + 7p* + 6p° + 42p° + 8p + 56

Alors, le tableau de Routh est :

p° 1 6 8

p* 721 4256 5628 Division de la ligne par 7
p’ 0 0

p2 . - -

p': -

p’ -

La 3éme ligne est nulle. On substitue alors a cette ligne les coefficients obtenus en différentiant une fonction
fictive, appelée polyndme auxiliaire, construite sur la ligne précédant la ligne nulle. Le polyndme auxiliaire

pour I’exemple en cours s’écrit : Q(p) = p*+ 6p + 8

Si nous le dérivons, par rapport a p, nous obtenons alors :d?j_ép) =4p*+12p+0
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Les coefficients de ce polyndbme remplacement ceux de la ligne nulle dans le tableau initial. Le tableau

devient alors :

1 6

1 6
4->1 123

3 3
1/3

8

Il n’y a aucun changement de signe sur la 1ére colonne du tableau, donc aucune racine a partie réelle

positive. Le systeme est donc stable.

Exemple 3 (un zéro sur la premiére colonne)

Si le premier élément de la ligne est nul, la ligne suivante ne pourra pas étre calculée car il y aurait une

division par zéro. Pour éviter cela, on utilise un nombre de valeur tres faible € (epsilon) pour remplacer le

zéro de la premiere colonne. & peut tendre vers zéro par valeur positive ou négative, pour permettre par la

suite le calcul du nombre de changement de signe de la premiere colonne.

10
G(P) =

PS + 2P* + 3P3 + 6P + 5P + 3

Considérons le systeme dont la FTBF :

P(p) = P5 + 2P*+3P3+6P2+5P+3

Alors, le tableau de Routh est :

1 3
2 6
0-¢ 712
6s -7 3
H
42z — 49 — B2?
12 — 14
3
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Considérons uniquement le changement de signe dans la premiere colonne et calculons le signe de chaque

ligne dans les 2 cas (e —» 0" ete — 0) :

1ére colonne e =0+ e >0
p5 : 1 + +
p4 : 2 + +
p® : 0->e - -
p 6s—7 - +
e
1.
p 42¢ — 49 — 6g? + +
12e —14
p° 3 + +

Si € est choisi positif, il y a 2 changements de signe. S’il est choisi négatif, il y a également 2 changements
de signe. Le systeme a donc 2 pdles dans le demi-plan droit du plan complexe (2 p6les instables) et ce n’est
pas important si nous choisissons d’approcher le zéro par valeur positive ou négative. Ceci est toujours le
cas.

Exercice N°1 :

. X Lo . _ K
Soit le systeme décrit par : T(P) = FPIDFDFTS)
Pour quelle valeur de K le systeme est stable. Vérifier la stabilité par les critéres de ROUTH -Hurwitz.

Solution :
L’équation caractéristique : P2 + 8P2 + 17P + 10+ K =0
Apres I’application de critére de ROUTH -Hurwitz , le syséme est stable si K €] — 10,126]

Exercice N°2 :

K

Soit le systeme décrit par : T(P) = P3P D

Pour quelle valeur de K et de A le systeme est stable. Vérifier la stabilité par le criteres de ROUTH -Hurwitz

Solution :

L’équation caractéristique : AP2 + (3A+ 1)P+3+K=0
Apreés ’application de critére de ROUTH -Hurwitz , le syseme est stable si K €] — 3, +oo[ et A>0.
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2

CHAPITRE VI
PRECISION DES SYSTEMES

VI1.1. Introduction

La précision d’un systéme est définie a partir de ’erreur € entre la grandeur de consigne E et la
grandeur de sortie S. Nous distinguerons la précision statique qui caractérise la limite de I’erreur au bout
d’un temps infini pour une entrée donnée, c’est-a-dire le régime permanent, et la précision dynamique qui
tient compte des caractéristiques d’évolution du processus en régime transitoire [6].
V1.2. Précision Statiques des Systemes bouclés
VI1.2.1. Erreur statique

La précision d’un asservissement, en régime permanent, est définie par 1’écart permanent g(t) qui
existe entre la sortie réelle et celle que 1’on désire obtenir.
Par définition, on dira qu’un systéme est d’autant plus précis que le signal d’erreur &(t) est plus faible.
L’idéal serait que I’on ait : g(t) =0, V' t
En pratique, il en est autrement, car :
« La consigne peut varier : la recherche de la minimisation de ¢(t), en dépit de ces variations, constitue un
probléme de suivi (ou de poursuite).
« Un signal de perturbation aléatoire (exemple : un bruit) peut venir de superposer au signal utile en un point

de la chaine : le maintien de (t), en dépit de la perturbation, constitue un probléme de régulation.

A

Figure VI.1.Régulation du systeme A

Calculons l'erreur statique :

e(p) =E(P) —R(P)

Ona R(p) = S(p).B(p) et S(p) = &(p)-A(p)

e(p) = E(p) — &(p)-A(p)-B(p)

D’aprés le théoréme de la valeur finale, I’erreur statique &5 (Ou encore &) est donnée par la relation :
E(P)

1+ A(P).B(P)

e(p) =
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€ = gl_)rg e(t) = Il)i_rg P.e(P)

E(P)

& = limp P. 1+A(P).B(P)

E(P)

= limp_, P.m , Tel que &: Erreur statique

€, dépend donc a la fois :

du systéme considére {présence de A(p).B(p)},

du signal d’entrée appliqué {présence de E(p)}.
Adoptons la notation suivante :

N : le nombre d’intégrateurs que comporte la FTBO(p)

K 1+a1P+a2P2+"'
FTBO(P) = A(P).B(P) = — . ,n=0

n :e st appelé classe du systéeme

m : I’ordre du signal d’entrée canonique E(P) = 5—; ,m=>1
Sim =1 — échelon
Sim =2 — rampe
Sim =3 — Accélération
a - Erreur statique pour une entrée échelon
C’est I’erreur qui subsiste en régime permanent sur la reponse indicielle.

Entrée de
référence

e(t) = Eq.u(t)

Erreur g5
constante

Sortie s(t)

0

Figure VI.2.Réponse indicielle et I’erreur statique

Si ’entrée vaut : E(P) = %
: E(P) Eq
ES = llm P = -
P01+ A(P).B(P) 1+ lim FTBO(P)

2

& = Tk avec K, = llDiLT(l) FTBO(P)

K, est une constante d’erreur statique d’échelon ou gain statique en Boucle ouverte.
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Pour les systemes de classe O :

. 1+aP+a, P2+ E
K,=limK .—/——2—— =K 5 g, = —= = (te
P—0 1+b; P+by P2+ 1+K

Pour les systemes de classe n >0 :

K l K 1+a1P+a2P2+"' 0
= _, = 00 — =
© T P00 PP T+ byP + byP2 + &

V1.2.2. - Erreur statique (ou erreur de trainage) pour une entrée rampe (ou vitesse)

C’est I’erreur qui subsiste en régime permanent sur la réponse a une rampe.

. Erreur g5 l
Entrée de

référence .-
e(t) = Eg.t.u(t)

c 1 7 . — E
Si I’entrée vaut : E(P) = P—Z
E(P E E
g, = lim P (") i - ) 0

P B - e p FrRo P limP FTBO(P)

g = B ,Avec K, = limP .FTBO(P) : Constante d’erreur statique de vitesse
Ky P-0

* Pour les systemes de classe O :

_ 1+ a,P+a,P?+ -
K, =lim P.K .
P—0 1+ byP + by,P% + -

=0- £ =
* Pour les systémes de classe 1 :
K 1+4+a,P+ayP?+ -

E,
K, = lim P.— . =Koe =—=Ct
v R PT T4 b P+ b P STk
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* Pour les systémes de classe n>1 :

K—l PK 1+a1P+a2P2+
v B0 PT T4 byP + byP2

=00—>€S=0

V1.2.3. - Erreur statique pour une entrée parabolique (ou accélération)

C’est I’erreur qui subsiste en régime permanent sur la réponse a une entrée accélération.

Entrée de référence

-

Erreur El

t2
e(t) = Eo. >

0

Figure V1.4.Réponse a une entrée parabolique et 1’erreur statique

. b L4 . — E
Si I’entrée vaut : E(P) = P—g
— lim(P E(P) i Eo _ Eo
& = P T FrRoy ~ PP + P2 FTBOPY 1im P2. FTBO(P)
€ = h=c te,Avec K, = Il)irré P2.FTBO(P) : Constante d’erreur statique d’accélération

* Pour les systemes de classe 0 :

K—l PZK 1+a1P+a2P2+"‘
a = PN TP + bP2 + -

= 0 - SS = OO0
* Pour les systémes de classe 1 :
K 1+a1P+a2P2+"’

= 1i 2 __ = =
Ke =M Pt Ty pprbper o 07 &=

* Pour les systémes de classe 2 :

K = lim P2 K 1+ a;P+a,P?+-- X E, ct
= — . = = = —_—=
@ TP P2 T+ byP + byP? + - STk T

* Pour les systemes de classen > 2 :

K = lim p? K 1+ a,P+a,P?+ - 0
= — = 00 —> =
@ =P PT T4 byP + byP2 + s
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VI1.2.4. - Récapitulatif des erreurs statiques

Le tableau suivant récapitule les valeurs de I’erreur statique en fonction :
* de la classe n du systéme

* de I’ordre du signal d’entrée canonique

* du gain K de la FTBO du systeme

Classe du Constantes d’erreur Statique Erreur Statique €
Systeme
Erreur Echelon Erreur Entrée
n K, K, K, Vitesse acceleration
EO EO EO
1+K, K, K,
EO
0 K 0 0 1+ K o I
EO (0]
1 Ioe) K 0 0 K
2 oo IS} K 0 0 E,
K
3 0 00 oo 0 0 0
i. 00 oo 0o 0 0 0

Remarques importantes:

Les constantes d’erreurs K,, K, et K, décrivent I’aptitude du systéme asservi a réduire ou éliminer 1’erreur

statique. Elles renseignent, par conséquent, sur les performances du systéme en régime permanent.

Il est généralement préférable d’accroitre les constantes d’erreurs, tout en maintenant la réponse transitoire

dans des proportions acceptables ; En effet, I’erreur statique, lorsqu’elle est finie et non nulle, décroit

lorsque le gain en boucle ouverte croit. Mais cette croissance du gain peut détériorer la stabilité du systéme.

Cette propriété est connue sous le nom de " Dilemme Stabilité — Précision ", qui nécessite souvent un

compromis.

Il est a noter également que pour ameliorer les performances en régime statique, nous pouvons augmenter la

classe du systeme en ajoutant un ou des intégrateur(s) dans la chaine directe du systeme. Ceci peut,

cependant, engendrer des problémes de stabilité supplémentaires.

Pour un systeme stable, le gain statique en boucle fermee est défini par :

s(t
K, = lim Q =lim FTBF(P)
tooe(t) P-0
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V1.3. Précision Dynamique - Rapidité

VI1.3.1. La Rapidité : une qualité essentielle

La précision dynamique est caractérisée par I'évolution du signal d'erreur pendant le régime transitoire ; précision
et rapidité sont intimement liées durant cette phase d'évolution du systeme. le couple précision-rapidité
résulte d'un compromis dans le réglage du gain de la chaine [4].

Un systéme automatique doit de réagir le plus rapidement possible a toute sollicitation de la commande et de
corriger également tres vite toute déviation due aux perturbations subies.

La rapidité d'un systeme se mesure par son temps de réponse.

V1.3.2. Définition du temps de réponse

Trés peu de systémes sont a réponse instantanée. La plupart des systemes physiques évoluent d'un état
stable a un autre état stable selon leurs propriétés intrinseques et les réglages (de gain en particulier) qui les
affectent.

Ainsi en ce qui concerne la Rapidité, celle-ci répond a la définition suivante :

Le temps de réponse a 5% est le temps au bout duquel, pour une entrée en échelon de position, le systéme de
fonction de transfert H(p) atteint sa valeur définitive a 5% pres et reste ensuite compris entre 95% et 105%.

* Si le systéme est du premier ordre, de constante de temps T, un calcul simple montre que le temps de
réponse a 5% est : t; ~3T

« Dans le cas d'un systeme du second ordre, deux parametres dynamiques interviennent : la pulsation propre
non amortie con et le coefficient d'amortissement & qui, suivant sa valeur par rapport a I'unité, engendre un
régime oscillatoire amorti (§ < 1) ou un régime aperiodique (& > 1).

On constate qu'un systeme, décrit par une fonction de transfert du second ordre, présente la plus grande
rapidité pour un réglage a 0,707 de son facteur d'amortissement réduit. Pour &= 0,707, T o, = 2,93

V1.3.3. Relation entre Rapidité et Bande passante

Soit un systeme de fonction de transfert H(jw), soumis a une analyse harmonique (sollicitation sinusoidale).
Le signal de sortie recueilli est lui-méme sinusoidal (apres disparition du régime transitoire).

Si le signal d'entrée est de la forme : e(t)= Eqsin(wt), le signal de sortie permanent sera :
s(t) = Eo[H(jo)| sin[et + Arg(H (jo))]
La bande passante d'un systéeme peut se définir comme sa faculté a transmettre sans attéenuation notable les

signaux sinusoidaux qui le traverse : 4 HGow)|
db

0dh

»
»
We \

Figure VL.5. fonction de transfert H(jo) en fonction de ®
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- La bande passante est définie a -3db (atténuation tolérée de 30%). Elle s'étend, pour les systemes
habituellement traités en Automatique, entre zéro et la pulsation de coupure w.. Ces systemes sont
dits passe-bas. D'une fagon générale, plus la bande passante d'un systeme est étendue plus il est
rapide.

- Dans le cas d'un systéme du premier ordre, sa pulsation de coupure est I'inverse de sa constante de
temps :

1

W, = Et T,=3.T

- Dans le cas d'un systeme du second ordre, pour un facteur & donné sa bande passante est

proportionnelle & sa pulsation propre non-amortie wn, tandis que son temps de réponse lui est inverse.

Exercice N°1 :

Soit le systeme asservi de la figure VI -6 :

E € 4 S
+ S P(P +2)

v

Figure V1.6. Systeme de deuxiéme ordre en boucle fermée

1) Etudiez la stabilité de ce systéeme ?
2) Calculez le Gain statique en boucle fermée ?
3) Calculez I’erreur statique pour 1’entrée Echelon ?

Solution :

1) Utilisons pour cela le critére de Routh :

4 2
FTBO(P) = =
P(P+2) pP
P(z+1)
2
PG+1) i
FTBF(P) = =
lt—p— T +35+1
P(z+1)

64



3°™ année Electronique

Systemes Asservis Linéaires

UAMOB. Département de génie électrigue.

1
Pz . Z 1
Pt % 0 — Tous les signes de la lere colonne sont de méme signes alors le systeme est stable
P 1

2) Gain statique en boucle fermée : K; = limp_o FTBF(P) = 1
3) L’erreur statique pour I’Entrée Echelon :

— =0, Avec E(P) = zet Ey=1

€, = lim P.
s P=0 " 4 FTBO(P)

Alors K, = oo, puisqu’il s’agit d’un systéme de classe 1.

Exercice N°2 :

Soit le méme systéme asservi de la figure VI -6 :

parabolique ?

Solution :

Entrée Rampe (vitesse) :

E(P)  _1 _1 _
TIFTEOG) = 2 Avec E(P) = — et Ey=1

& = limp_)o P.

Alors K, = K = 2, puisqu’il s’agit d’un systéme de classe 1. &g = % = >
v [o0]

Entrée paraboligue ( accélération) :

IERT E(P) _ _ i _
gs = limp_,g P.—1+FTBO(P) = oo Avec E(P) = et Ep=1

. . . N E,
Alors K, = 0, puisqu’il s’agit d’un systéme de classe 1. g5 = K—" =00
a
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Calculez les différentes erreurs statiques pour les entrées canoniques suivante:

Rampe et entrée
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