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Ce cours de physique intitulé : éléments de cours de mécanique analytique est le cours

enseigné au département de physique de I’université de Bouira pour plus de 3 ans. Destiné et
dispensé pour nos étudiants de la filiere physique de niveau L2.
Ce cours contient également un rappel de cours de la mécanique du point matériel enseigné en
premiére année par moi-méme durant plusieurs années. Il peut ainsi servir, notamment le
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Chapitre 1 Rappel sur la mécanique du point matériel

Le lecteur trouvera, dans ce chapitre les notions de base de mécanique du point matériel.

1. Cinématique du point matériel
1.1 Repére, temps et reférentiel Ry R
a) Reperze : aun solide de référence indéformable quelconque, 2
on peut attacher plusieurs systemes d’axes de coordonnées appelés re
3

reperes.

— . o . Fig1:exemple de Référentiel
Exemple (voir Figl) : terre : solide de référence, R1, R, R3 reperes

attachés au méme solide de référence (terre).
b) Temps : tout phénomene qui se produit a intervalle de temps fixe peut étre utilisé

comme horloge.
Remarque 1 : La notion du mouvement est indissociable de la notion du temps.

Exemple : période de rotation de la terre autour d’elle-méme définit le jour.
c) Référentiel : I’ensemble des reperes associés au méme solide de référence muni
de la méme échelle de temps constitue un référentiel.

Remarque 2 : dans le cadre de la mécanique classique, le temps est le méme dans
tout les référentiels. On dit qu’il est une grandeur absolue.

1.2 Mouvement plan
1.2.1 Coordonnées polaires
Soit dans le plan (xy) le point M défini par ces coordonnées cartésiennes X et y.

Le vecteur O_)l\/l fait un angle 6 avec 1’axe (0X) :

0= (o},o?w ) on définit le vecteur OT\/I par ces coordonnées polaires (r, 6?)

Tel que :

—

OM =r.u, (1.1
u, est un vecteur unitaire radial. Pour définir une base appelée base polaire, pour ce

N
systtme de coordonnées, on complete le vecteur u, par un autre vecteur unitaire

- - -
transversal u, tel que (u, 1 ug).
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4 X

n
»

Fig 2 : Coordonnées et base polaires

a) Expression des vecteurs vitesse et accélération :

Le vecteur vitesse du point matériel a pour expression (aprés dérivation du vecteur

position) :

- dr > do -

=—Uu +r.—u 1.2

V dt r dt 0 ( )
Et le vecteur accélération a pour expression :

N ¥ 2 2 - 2 -

a:d—V: d r_r.d_H u, + Zﬂ.d—9+r.d—f.u9 (1.3a)

dt | g¢2 dt dt dt dt

Qu’on peut également écrire sous la forme suivante :
- 2 2
- dy |der do) |> 1(d( ,do))
7 [dt2 {dtjj ' r(dt(r dtD ’ (1.30)

Remarque 1 : si le point matériel décrit une trajectoire circulaire de rayon constant,
les vecteurs vitesse et accélération deviennent :

- do ~
=r.—u 1.4a
V dt @ ( )
2
> do) ~
——r|—1| u 1.4b

. o, - . l
Remarque 2 : si le vecteur position QM balaye entre deux instants tett =t + At,
une aire notée A, alors la dérivée de A par rapport au temps est appelée vitesse
aréolaire.

expi it 2 = L (2 2ty 1 (3240
Elle s exprlmecommesmt.dt—z(xdt yo) =3~ (1.5)

X et y représentent les coordonnées cartésiennes du point M.
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1.2.2 Mouvement a accélération centrale et formules de Binet
Un mouvement a accélération centrale est un mouvement dont I’accélération est

dirigée a tout instant (en tout point de la trajectoire) vers un point fixe appelé centre.

Remarque :

Un mouvement a accélération centrale est un mouvement plan.

La vitesse aréolaire est constante.

dA do . .
2. == C=r? - est appelée constante des aires

Si I’équation de la trajectoire en coordonnées polaires est connue r = f(0), les

formules de binet pour la vitesse et I’accélération en coordonnées polaires sont :

V2 =2 (;)2 + (% (;))2 (1.6a)

i= —C—Z[l+i<1)]w (1.6b)

Exercice : Etablir les formules de Binet

1.2.3 Mouvement Curviligne
Soit C la trajectoire d’un point matériel relativement au référentiel d’étude (Fig 3), on

choisit sur cette trajectoire un point origine M,orientée dans le sens des temps (t)

croissants. La position du point matériel a un instant (t) donné est donnée par I’arc

M,M . En coordonnées cartésiennes et pour des déplacements tres infinitésimaux

correspondant aux intervalles de temps relativement petits, on peut écrire:

dS = M,M = HM:M H = (d%)2 + (dy)? (L.7)

Ici le sens positif est le méme que celui du mouvement. On peut également exprimer

I’élément dS en coordonnées polaires :
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dS = M M = HMZM H _J(an? + (rd0)? (1.8).
Y M, M
C
X -
O >

Fig 4: Abscisse curviligne sur une trajectoire orientée

- — N -
Comme M,M est tangent a la trajectoire, on peut écrire : dS = dS.uy avec u, un vecteur

unitaire tangent a la trajectoire au point M.

dS =y (dx)? + (dy)? = \/(i—’t‘)z + (%)2 dt =dS = Mdt 8y

P

-

- dS : - . (.
Ou encore : Vv :E.UT , S est abscisse curviligne du point matériel M le long de la

trajectoire courbe (C).

dom _dS > _ > _dOM

Remarquel : V = —.u u. =

a v dt gt T TN T s
- - d - - 2 - duT duT N
uT'uT :125 uT.uT =0= _uT_ a1 =0= it J_uT

-
-

L7 - 5 Lo . . du;
Soit u, un vecteur unitaire normal & la trajectoire, on peut écrire : g FUn -
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du, = dﬁ JN = did_s JN = di_v LTN (1.9a)
dt dt ds dt ds
on pose par définition :
duj 1 etonaura:
dS| p
du, _V (1.9b)
dt p
AY
X
() >

Fig 5: Base de Frenet et courbure d’une trajectoire

1 , L .
— repreésente la courbure de la trajectoire, ou encore o représente le rayon de courbure de la
Yo

trajectoire (Fig 5). Il s’exprime en meétre, [p]: L (m). Il représente le rayon du cercle

instantané tangent a la trajectoire au point M (voir figure ci-dessus).

-> -

L’ensemble des deux vecteurs unitaires (uT, uNjforme une base orthonormée appelée base

de Frenet.
1.2.3.1 Expression du vecteur accélération dans la base de Frenet :

Le vecteur accélération d’un point matériel s’obtient par la dérivée du vecteur vitesse :
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.’ Sodooy dv o du
=V.u; @>a=—W.u;)=—.U_ +V.—

vVl =as V)=l H Vo

D’apreés le calcul précédent, équation (1.9a)et (1.9b), on obtient :

v - V> - dv - v2-

=—.U +V.—Uy, >a=—.U+—0U
d dt T 0 N a dt T P N
. aT:?j_Vt (1.10a)
a= 2
a, = (1.10b)
o

a; et a, Sont I’accélération tangentielle et normale respectivement et également appelées

composantes intrinséques du vecteur accelération.
1.2.4 Mouvement relatif, composition des mouvements
Soient deux référentiels R et R', caractérisés par leurs repeéres respectifs (0, X, Y, )

— - — — —_

muni d’une base (i, J, k) et (0', X', y',Z") munid’une base (i', T , k').
A7

M O
R)

(R)

0 MES'S

Fig 6a: Positions des deux repéresa t = 0.
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M (0

ZA
(R")

R) '

X Fig 6b: Positions des deux repéres a t > 0.

Le référentiel (R’) est en mouvement relatif par rapport au référentiel ( R ) fixe.
Les mesures effectuees dans le référentiel fixe R sont appelées mesures absolues notées :
r(t), V,(t), a,(t).

Les mesures effectuées dans le référentiel fixe R sont appelées mesures relatives notées :

- = -
r'(t).Vv.(t), a ().
Remarque : le temps est une grandeur absolue : il est le méme dans les deux référentiels.

a) Formules de composition : des positions, des vitesses et des accélérations

On peut écrire d’apreés la figure ci-dessus :

OM =00'+0'M = r(t) = 00" + 1 (t) (1.11)
V. (M) =V, (M)+V, (M) (L12)

C’est la loi de composition des vitesses.

- -

av. (M) :a{;:a_)e+ar+aC (1.13)

dt

- — -
C’est la loi de composition des accélérations. a_, a, et a

e r C

représentent

respectivement I’accélération d’entrainement, accélération relative et accélération de

Coriolis.
2 3 y
. : . Cdit| dj dk' i
En introduisant les expressions des vecteurs : dil gt dt et leurs dérivées en
R R R

. - - -
fonction du vecteur gg g, wr/r = @ ONaura:

7
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I [
dt

R
i
dt

R

%] o
R

— X (1.14)

dt

La vitesse d’entrainement aura cette expression :

\Z(M)=d%ﬂ vox(r) (1.15)

Et I’accélération d’entrainement aura cette expression :

> d200'| - (~ - do -
a, = dt2J+wX(wXOM)+HXOM (1.16)
R

Et I’accélération de Coriolis cette expression :

a, =2.[Zox\7r (M)} (117)

2. Dynamique du point matériel

2.1 Principe fondamental de la dynamique (PFD)

Dans un référentiel galiléen ou inertiel la résultante (somme) des forces appliquées a un
point matériel, de masse m et de vitesse ¥, est égale a la dérivée par rapport au temps
(variation dans le temps) de sa quantité du mouvement P.

. dP d |
Z F.. = TR (m.v) (1.18a)

Elle s’exprime en Newton : IN =1Kgms™
Si m est constante :

. dP d . )
Z F.. = T ma(v) =m.a (1.18b)

Remarque 1 : le PFD est valable dans tous les référentiels galiléens.

Remarque 2: on adopte souvent la forme ) E):m.& pour le PFD, valable

uniguement quand m est une constante.
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Remarque 3:Y F,, =m.d=0-d=0 Mouvement Rectiligne Uniforme (MRU) ou

repos =» principe d’inertie.

2.2 Conservation de la quantité du mouvement

La quantité du mouvement d’une particule libre ou isolé se conserve :

-

F,.,=0 =0 - P =cste (1.19)

Remarque A noter qu’un vecteur est constant en module et en direction

La conservation de la quantité du mouvement est valable pour un systeme de particules isolé :

P, + Py + Py + - = cste (1.20)
Cette propriété de conservation de la quantité du mouvement permet la détermination du sens
du mouvement des particules en choc ainsi que leurs vitesses aprés le choc (voir TP quantité

du mouvement sur banc a air).

2.3 Principe de I’action et de la réaction

Si une particule (1) exerce une action sur une autre particule (2) F;,, alors la particule (2)

exerce a son tour une action F; ,; sur la particule (1) tel que :

Fijp =—Fn (1.21)
Remarques :

e les deux forces n’agissent pas sur le méme objet.
e Pour deux particules isolées : P, + P, = cste — ;—t (P, +P;) =0
- F1/2 + FZ/l =0
e Les deux forces sont de méme nature. Autrement dit, si la force exercée par I’objet (1)
sur I’objet (2) est électrique, alors la force exercée par I’objet (2) sur I’objet (1) I’est
aussi.

3. Travail et Energie

3.1. Travail d’une force
Soit un point matériel soumis & une force F, se déplacant sur une trajectoire courbe C.
a. Si F est constante : le travail de la force F sur le déplacement AB est défini par le
produit scalaire du vecteur F par le vecteur déplacement AB et on écrit ;

Wy_p(F) = F.AB (1.22)
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Il s’exprime (dans le systéme international d’unité) en joule : 1joule :1Kg.m2.s_2.

2.3_2 en CGS .

Oubienenerg: lerg=1g.cm
b. Si F est variable (en module, et/ou en direction), on décompose le trajet AB en un
ensemble de déplacement élémentaire di et on suppose que la force demeure constante

sur chaque déplacement élémentaire ainsi : le travail de F sur un trajet élémentaire dl
est: B

AWy, —,,,(F) = F.dl;.cos @ (1.23)

F
¢

—

dl

M

Le travail total de F sur le déplacement AB est :

Wes (F) = > dWig,,, (F)

= > —> A
Wy_p(F) = j F.dl (1.24)
¢ Fig 7: travail d’une force sur un déplacement AB
Exemple : travail d’une force élastique :F_e[ =—k(l—1)i,

A noter que | et Iy représentent respectivement la longueur du ressort (étiré ou comprimé) et

la longueur du ressort a vide.

Le travail de la force Fejlorsque la masse passe d’une position X; a une position x, est :

Wiy (o) = | ot 5
C

N X2 X2
le_m(Fel) = —f kxdx = —kf xdx

X1 X1

1
val—vcz (Fel) = Ek(XZZ - X12) (125)

Remarque : le travail d’une force élastique dépend uniquement des positions finale et initiale
X, et xq.

3.2. Puissance d’une force :

Le travail elémentaire d’une force F défini la puissance instantané de F, la puissance

est le travail effectué par unité du temps soit :

10
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dw(F) _ Fdl
dt  dt

p(t) = F.% (1.26)

Elle s’exprime en Watt. 1Watt = 1Kg.m23_3.

t2
p(t) =dd—vz/:> dW = p(t).dt =W = _[dW = j p(t).dt C’est le travail de la force F entre les

t

instants t; et t,.
3.3. Energie cinétique, potentielle et mécanique
3.3.1 Energie cinétique :
Soit un point matériel M de masse m se déplacant, avec une vitesse ¥, dans un référentiel
galiléen sous I’influence d’une résultante de forces extérieures. On définit I’énergie cinétique
du point matériel M comme :

1 o1 . 1 P?

Ec =§mv =§m om .P=% (127)

Avec P=m7 est la quantité du mouvement de la particule. En en tenant compte du P.F.D

<
ol

appliqué au point M (équation (1.18b)), on aura :
—_— dﬁ—) > >
Z AW = z Fovg-dl = m. = dl = m?.d? (1.28)
La somme de tous les travaux de toutes les forces exterieures sur un deplacement AB est

ZWAaB(Fext)zm-j v.dv _)ZWAAB(Fext)=§m-(vb2_va2)
Va

> Wis(Fext) = Ee(B) = E.(4) (1.29)

Ainsi, dans un référentiel galiléen, la variation de I’énergie cinétique d’un point mateériel
soumis a un ensemble de forces extérieures entre deux positions est égale a la somme des

travaux de toutes les forces entre ces deux positions. C’est le théoreme de I’énergie cinétique.

3.3.2 Energie potentielle :

a) Forces conservatives :

Une force est dite conservative si son travail sur un déplacement donné ne dépend pas

du chemin suivi, mais uniquement de I’état final et de I’état initial. A titre d’exemple on

cite la force élastique (exemple 1), force centrale, une force constante... on la note F¢ :

11
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b)

force conservative. Dans ce cas, il existe une fonction scalaire (fonction d’état) Qu’on

note : E(X,Y,z) tel que le travail de la force FCest:

B

w(F¢) = jﬁC.El’ = E,(A) — E,(B) = —AE,|,

(1.30a)
Soit localement :
[ F¢.dl = —dE, (1.30D) B

Avec : di = dxt + dyj + dzk

—

dE dE JE
Et:dE, =a—;dx+a—;dy+a—zpdz= gradk,.dl

On aura :

S — A
F¢ = —gradE, (1.31a)

(FC = _ 95 Fig 8: Differents chemins possible
| ox pour aller du point A au point B

Soit: { Ff = ——% (1.31b)

On dit que la force dérive d’un potentiel ou d’une énergie potentielle.

On sait que : VE, (x,y, z),rot(gradE,) = 0 < rot(F¢) =0,

La projection de cette équation donne :

(OFf OF;
dy 0z
C c
<aaFZ = aaEf (1.31b)
X VA
0F;  OFf
\dx  dy

forces non conservatives :

Une force est dite non conservative si son travail dépend du chemin suivi. 1l y a deux
types de forces non conservatives :

e Forces de contraintes, composante perpendiculaire de la force de contact C.

e Forces dissipatives, composante paralléle de (force de frottement) C.

On les note : FNC,

3.3.3 Energie mécanique :

Définition : Dans un référentiel galiléen, I’énergie mécanique totale d’un point

matériel est définie comme la somme des énergies cinétique et potentielle.

12
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1
Ey=Er=E.+E, = Emvz +E, (1.32)

Théoréme

Revenons au théoréme de I’énergie cinétique entre deux positions A et B:
Y Wyop(Foxr) = E.(B) — E.(A). A noter que F,,, représente la résultante de toutes les
forces qui s’exercent sur le point matériel. Cette résultante peut étre décomposee en deux
types: une résultante de forces conservatives et une autre résultante de forces non

conservatives : F,, = FC + FNC
C

D Wip(Fot) = E(B) = E(A) = ) Wap(Fort )+ ) Wip(Fog )
= E.(B) — E.(4) (133)

On sait qu’une force conservative déerive d’un potentiel : on remplace I’équation (1.30a) dans

I’aquation (1.33) et on obtient :

D Wis(Fer) = Be(B) = Ee(A) = By () = B, (B) + ) Wap(Fa )
= E.(B) - E.(A)
Qui devient :
E.(B) ~ E.(A) ~ (E,(A) — E,(B)) = S Wiop(Fart ) = [Ec(B) + B, (B)]

[E.(4) + E, (A)]
On se rappelle que la quantite E. + E, représente I’énergie totale ou mécanique du point

matériel :

D Was(Fere ) = Eu(B) = Eu(4) (134)

Le théoreme de I’énergie meécanique s’énonce comme suit: dans un référentiel
galiléen, la variation de I’énergie totale d’un point matériel soumis a un ensemble de forces
extérieures est égale a la somme des travaux des forces non conservatives (dissipatives).

Remarque : si toutes les forces qui s’exercent sur la particule sont conservatives

—NC —
X (F.,,: ) =0), I’énergie totale de la particule se conserve. On dit que E,, est une constante

du mouvement ou bien intégrale premiére du mouvement.

. . —C R
Exercice : Eyy =Er =E; + Ep ; S E =cste monter que F,,;, =ma?

13
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3.4 Particule dans un champ gravitationnel.

Soit une particule soumise a une force gravitationnelle (Fig 9) :
F=m.g(@r),avec g(r)=—G.51; (1.35)

M et G sont respectivement la masse de I’objet source de champ et la constante universelle de

la gravitation. m

=3 - . ﬁ
F est centrale = F est conservative.

Elle dérive d’un potentiel gravitationnel, voir (1.31a et b).
F=-VU (1.36a) r M

du_
=-— (1.36b)

T

m
dU = —Fdr = dU = G.r—zdr Fig 9: Particule dans un champ gravitationnel

mM mM
fau =] G.r—zdr =U(r) = —G.——+C (1.37a)

C’est I’énergie potentielle Gravitationnelle a un constant pré. Pour déterminer la constante C,
on considére que lim,,, U(r) =0 = C =0.

U(r) = —G.g (1.37h)

A partir de I’expression précédente de I’énergie potentielle gravitationnelle, on peut
définir le potentiel gravitationnel associé : le potentiel gravitationnel est le rapport de | énergie
potentielle a la masse de la particule qui ressent le champ gravitationnel.

U(r)
m

V(r) = (1.38)

On peut également écrire:
9(r) = —V(V(r) (139)
N.B : Le gradient d’une fonction scalaire U(r,8,z) en coordonnées cylindriques est donné

par :

U —s 100 — , 0U 7
= o u ;Eug +¥k (140)

14
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Chapitre 2 Mouvement du Solide : Approche vectorielle du

mouvement

Systémes a N particules et forces extérieures
Pour un systeme de N Particules (un ensemble de points matériels de masse m;),
I’ensemble des forces agissant sur la particule i de position 7; est :F; + % fii-

F{ est la force (ensemble) exteérieure(s) agissant sur la particule i et };; ﬁ est I’ensemble des

forces internes au systeme (provenant des N-1 particules) agissant sur i.

Et le PFD pour la particule i s’écrit :
F+ Z fi == (2.1)
j

Pour le systeme de N particules les forces agissantes s’obtiennent en sommant les forces

agissant sur chaque particule ainsi :

, L oo ap,  dp
P\ B )0 )= 2% =
i j [

i

- - - dﬁ
F:ZF"JFZZ/I”:E 2.2)
i i

i X ﬁ =0 d’aprés la 3°™ loi de Newton (principe d’action réaction) : les forces internes

au systéme s’annulent deux a deux.

1.1. Variante du principe fondamental de la dynamique : moment cinétique

Le moment cinétiqgue de la particule i relativement a I’origine du systeme des
coordonnées est : L;,, =7 X p;. Ainsi le moment cinétique total du systéme des N particules

par rapport a I’origine « 0 » est :
N
Lo= Ty (23)
i

D’autre part, le moment des forces agissant sur la particule i est : M;,, = 7{ X F; et le moment

des forces total (du systéme) est :

N
M/o = ZML-/O (24)
i

15
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Remarque : ici nous n’avons pas considéré le moment des forces internes! (cela devient
possible en les considérant comme forces centrale, par conséquent leurs moments par rapport a
I’origine sont nuls).

En effet,

- dl — =4 - —) dl d — >
+Z ﬁl—_p _>riX(E+Zj ]31) X dz;:_(l pi):E(Li/o)

dt

AXF+TXY fi =5 Qye) > S BxE+Z ixY fi =% £(1) = 5L
On aura au final :
_L/o = M/o (25)

1.2. Centre de masse

Le systeme de N particules admet comme centre de masse la position :

1N
Xc Mzizl m;Xx;
— ¥V mir  myr tmortmsrs+e
T, = = =— m 2.6
c va m; mi+my+mz+- Zl 1My, ( )
kz N mz

72 est la position du centre de masse. Dans le cas ou les différents points matériels ont la

méme masse, la relation précédente devient :

1 N
7 = Nzlﬁ 27)
i=

Remarque : le passage de la somme discréte a la somme continue (forme intégrale) se fait
en tenant compte de la densité de masse qui peut étre linéigyes@rfacique (o) ou
volumique (p). Ainsi, le systéme (2.6) devient avec ¥V m; = [ dm

(

X, = fd [ xdm
Ve~ Tam —— [ ydm (2.8)
1
= d
\ZC fdmfz m

a. Exemple de calcul des coordonnées du centre de masse :

Détermination du centre de masse d’un demi-disque de rayon R et de densitéc homogene
(voir figl).

Solution :

Avant, on détermine la masse du solide. M = [, dm

16



Eléments de cours de mécanique analytique L2 Physique
A

L axe (oy) est un axe de symétrie x; = 0 et

2
Y = (mszydm

R
Avec : dm = ordrdé, >
2 0 ordrdd — 20 [R3
Y6 = GrR? ff rsnvoraray = - p2t |3 -2 Fig 1 : demi-disque de rayon R

4R . . 4R
Y6 =5 finalement les coordonnées du centre de masse sont (x;, ys) = (0, w )

Par rapport au centre de masse des N particules, on peut définir un référentiel dit du centre de

masse(C.M) ayant pour origine le centre de masse.

0

Za R

\ A

(R) ' c

0 NS

X Fig 2: Repére attaché au centre de masse C

Dans le référentiel (R), une particule m; a une position 7;, dans le référentiel du centre de

masse elle a une position r;'.

—
r

— N__ — N o’
— — . ) — — — ©omgry — ; (mry+m;ry)
Ona:ri——ri+rc,50|tri —_7‘1-—7'COI’TC—_ZI — —Z—l(” <

- YVmr =0

Xme €T m
En forme intégrale cette relation devient :
f CMdm =0 (2.10)
S

pour tout point M appartenant au solide (S).

1.3. Quantité du mouvement

L e — d_’ 1 — , .
7= ;‘r’ SV = ﬁ = %' m;V, on peut écrire :
N N
MV, =Y m¥ ~F =) K B=mj (2.11)

17
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Remarque 1: si on se place dans le référentiel C.M, la quantité du mouvement totale du
systeme est nulle.
Remarque 2: les forces intérieures n’ont aucune influence sur le centre de masse, par
conséquent, Y;; m = M.a., a, étant I’accélération du centre de masse (CM).
Remarque 3 : dans le cas d’un ensemble de forces extérieures nulles, alors le référentiel du
CM est un référentiel Galiléen.
1.4. Moment Cinétique
Le moment cinétique de la particule (i) relativement au référentiel R est :
Ly, =T %P (2.12a)

Et le moment cinétique total est :

Ljo=) Lyo= ) #xF (2.12b)

=T
Lio=2%; 7 Xm;V, avec: V{=W+VC)

Onaura:L_ =Y, ﬁxmiVi=Z§v[(z+Fc’)xmi'(Vi +VC)]

o

L= mxml+ ) i xm 4 Y Exm+ Yy 7xmy

o

Liy=M7EXV,+ Y ' xmV, (2.13)
i=1
Le moment cinétique est la somme de deux termes : un moment cinétique du centre de
masse ajoutée au moment cinétique du systeme dans le référentiel du centre de masse

c’est le théoréeme de Koenig.

Remarque : dans le référentiel R d’origine « O », le théoreme du moment cinétique

donne ;

d—. -
EL/O :ZriXFiext :ZMi/o(Fiext):M/o (214)
i

L

Dans le référentiel du centre de masse le théoreme du moment cinétique devient :

18
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d— df . - <= -
EL/(,:E Mr, XV, + . Xm;V;
i=1
d — d — d — I
dtL/o = +ELC , avec ELC :Zizlri XFiext1
Lo=) n'xmV =) r'xF (2.15)

i=1 i=1
Exercice : Reprendre le développement précédent d’un systéme de deux particules.

1.5. Energie Cinétique
L’énergie cinétique d’un systéeme de N particules est donnée par :

E.=T

Y q Y

=Y Sm@T =) sm (V+ 7). (0 + )
i=1 i=1
Y Y 1

_— —_— — —2

= zile'l V'l +Z§miV’l Vc +§Z leC

i=1 i=1 l
1 2 1 -2
Ee = MV, +Z§mi v (2.16)
i

C’est le 2°™ théoréme de Koenig.

2 Degré de liberté

Le nombre de degré de liberté est le nombre (minimum) de parametres de
rotations et de translation néecessaires pour déterminer la position de tous les points
d’un systeme. Il peut également étre défini comme étant I’ensemble des variables qui
peut décrire de fagcon univoque la configuration d’un systéme mecanique (la position)
de tous les points constituant le systeme. Les différents parametres sont des positions
(translations) et des angles pour les rotations.

Exemple : un point matériel dans I’espace est décrit par 3 paramétres : le nombre de
degré de liberté est 3. Ainsi, un systeme de N particules libres (systéme libre) dans
I’espace est décrit par 3N parameétres.

Remarque : si le systéme est soumis a des contraintes ou des liaisons, le nombre de

degré de liberté se trouve reduit. Autrement dit, si le nombre de degré de liberté d’un
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systeme de N particules est inférieur a 3 N, on dit que le systeme est lié. Si le systeme
présente f contraintes, le nombre de degré de liberté est : 3N — f.
Exemple: une bille qui glisse sur une tige fixe en rotation par rapport a I’axe vertical
avec une vitesse angulaire constante. La tige est maintenue a un angle a fixe par
rapport a I’axe (0z). Le nombre de contraintes étant 2 et le nombre de degré de liberté
estainsi3 —2 = 1.
Exemple : soient deux particules telle que la distance
I — 721l = cste (2.17)
ainsi le nombre de degré de liberté dans ce cas est 3*2-1=5. Dans le cas de trois
particules formant un triangle rigide telle que :
I7{ — 721l = cste
Iy — 751l = cste
I7{ — 731l = cste
Le nombre de degré de liberté dans ce cas est 3*3-3=6.
Exercice : déterminer le nombre de degrés de libertés d’un systeme rigide formé par
quatre particules.
2.1 Degré de liberté d’un solide
Un solide indéformable est un ensemble de points matériels dont la distance
qui les sépare (deux a deux) demeure constante sous I’action des forces extérieures
quelconques.
Remarque 1 : pour connaitre la position d’un solide indéformable, il est nécessaire de
connaitre les positions de 3 points de ce solide. Le nombre de degré de liberté d’un
solide indéformable est ainsi égal a six (3 translations+ 3 rotations).
Remarque 2 : le mouvement d’un solide peut étre considéré comme la translation de
I’un de ces points par rapport au référentiel donné et la rotation (en nombre de 3) du

solide lui-méme par rapport a ce point.

2.2 Axes principaux et tenseurs d’inertie
2.2.1 Moment d’inertie d’un solide
Soit un point matériel de masse m en rotation autour d’un axe(A). Le moment
d’inertie de la mase par rapport a I’axe (A) est le produit :
Iy = m.r? (2.18)
Remarque : la composante suivant I’axe (A) du moment cinétique est proportionnelle a la

vitesse angulaire w : Ly = Lo
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Pour un solide (S), son moment d’inertie par rapport a un point « 0 » origine du repére
R(o, 1, J, k)est:l, = [ r’dm avec:

Adl
dm = {ods (2.19)
pdv

Le tenseur d’inertie du solide au point « 0 » représenté dans la base (i, j, k) par une

matrice notée :

Ixx _Ixy _Ixz
L) =|"bx Ly -~y (2.20)
_sz _Izy IZZ

C’est une matrice réelle, symétrique et diagonalisable. Elle admet 3 valeurs propres réelles
et trois directions propres. Les valeurs propres sont appelées moment principaux d’inertie
et les directions propres sont les axes principaux d’inertie. Les différents éléments de la

matrice s’écrivent :

)
L, =f (y? + z%)dm
s

A

Ly, =f5 (x* 4+ z*)dm (2.21)

1,, =f (y? + x®)dm
\ S

Et les produits d’inertie (moment par rapport aux différents plans.
(
-1l = —f xy dm

N

3 —Ixz=f xz dm (2.22)
S

I, = —f zy dm
\ S

Remarque : la matrice peut se simplifier sous I’effet de la symeétrie.

Exemple : si le plan (oxy) est plan de symétrie, alors

Ixz = Iyz =0
Si le plan (ozy) est plan de symétrie, alors

L,=1,=0
Si le plan (oxz) est plan de symétrie, alors

L,=1,=0

2.2.2 Axes principaux d’inertie
21
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Un axe principal d’inertie est axe tel que la direction du moment cinétique est la méme

que celle du vecteur rotation instantané de cet axe.

Q
On peut écrire : L=1Qavec: Q= (Qz)
Q;

Autrement dit, il existe au moins une base orthonormée de méme centre et de vecteurs
unitaires (€, é,,€;) appelée base principale d’axes principaux (oé;,0é,, 0é3) d’inertie
tels que la matrice d’inertie est diagonale. Dans cette nouvelle base la matrice d’inertie

est :

L 0 0
Iy (S) = [0 I 0] (2.23)
0 0 I

Exemple : Recherche d’une base principale et de la matrice d’inertie : procédures

22

La recherche de la matrice principale d’inertie passe par la diagonalisation de la matrice
d’inertie calculée dans la base (i,7,k): cela se traduit par la résolution du systéme
[1,,($) — I]GQ = 0. Ce systéme admet une solution non triviale si et seulement si son

déterminant est nul.
Remarque 1: on obtient généralement une équation de 3*™ degré qui admet 3 racines

appelées valeurs propres Iy, I, et I.

Remarque 2: dans le cas ou les trois valeurs propres sont identiques on parle d’une toupie
sphérique. Dans le cas ou deux valeurs uniquement sont identiques on parle d’une toupie
symétrique et enfin dans le cas général (trois valeurs différentes) on parle d’une toupie
asymeétrique.

La recherche des vecteurs propres : a ce niveau on peut adopter la méethode suivante :
a

> On choisit un vecteur é; (ﬁ) é, est unitaire, on peut écrire : a® + p2 +y%2 =1
14

Il nous manque deux équations pour déterminer de fagcon unique des composantes de

0
é;. En effet on a également : [1,(S) — I ]e; = <0) , cette relation implique qu’on a
0

les relations suivantes entres valeurs propres et vecteurs propres. En effet :
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Ip(S)e; = Lies
1y(S)e; = Ize;
Ip(S)e; = Ize3

A partir de 1a, on détermine les composantes des vecteurs propres. On peut répéter
cette opération avec les vecteurs é,, &; et les valeurs propres respectives I, et I5.

» Calcul matriciel : existence d’une matrice obtenue par rotation des axes de la base
(T7, ﬁ) vers la base (é;,€,,€;) : une sorte de matrice P de passage (voir plus loin)
telle que P~' = P et 1,,,(S) = P.1,(S).P~*, P~! et p* représentent respectivement

la matrice inverse et la matrice transposée de la matrice P.

2.3 Théoreme de Huygens
Appelé également théoréme des axes paralléles. On applique ce théoréme dans le cas
d’un changement de point par rapport auquel est calculé le tenseur d’inertie.
Techniquement, cela implique un changement d’origine (de point) tout en gardant les axes
attachés du nouveau repére paralléles a ceux du repére précédent. Il est a noter que I’un

des points est le centre de masse du solide (CM).

2.3.1 Enoncé du théoreme
Soit un solide S de centre de masse G tel que 0G = xel+ yel + zcﬁ dans la base
(T,f, I_c)). Si le tenseur ou la matrice d’inertie est connue par rapport au point « O » on peut
déterminer que : 1,(S) = I;(S) + 1o (S) avec : I;(S) est la matrice d’inertie par rapport
au centre de masse G et Iy, (S) est la matrice d’inertie au point A de la masse du solide

assimilé au point G (tenseur d’inertie de la masse m concentrée au point G). Et elle est

donneée par :
ye© + zg° —Y6X¢ —XGZg
Iog(S) =m.| —yex;  x6°+2z5° —Yezg (2.24)
—XGZg —yezg  Xg: +Y?

Remarque : la somme des deux matrices se fait dans le méme repere.
Exemple
Tenseur d’inertie d’un parallélépipede (a, b,c), le repere de base (T,f, E) a pour
origine le point G centre d’inertie du solide. On constate qu’au moins deux plans des

(Gxy),(Gxz) et (Gyz) sont des plans de symétrie par conséquent les axes
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(Gx), (Gz) et (Gy) sont des axes principaux d’inertie et la matrice d’inertie est diagonale

(produit d’inertie nuls).

Apreés calcul des éléments de matrice d’inertie I, I

1, on obtient :

yy’
b? + c? 0
I, 0 0 12
a® + c?
0 0 & a’® + b?
0 0 v

On obtient une toupie asymétrique.

A noter que la masse M = pabc. Dans le cas d’un cube la toupie devient spherique et

tous les moments d’inerties sont égaux.

Si on désire changer d’origine (changer de repére tout en gardant les axes paralléles)

on procéde comme suit :
Ip(S) = 15(S) + 1y (S)

b? + c?
v 0 0
_ a’ + c?
- 0 12
a’ + b?
0 0 12
Vel +26°  —yexg —XGZg
+m.| —yexg  xc%+z? —Vezg (2.26)
—XGZg Y6z x¢° +Yg*

2.4 Angles d’Euler et approche vectorielle du mouvement

Soit un repére Ry(0, 1,7,k) et Rg(0s, Xs, 75, 7;) un repére lié & un solide S en
mouvement quelconque dans I’espace. O, un point du solide.Le passage du repere fixe au
repere lié au solide S se fait par trois rotations en utilisant des repéres intermédiaires
R1(01, X1,¥1,71) et R3(0y, X3,Y3,2;)

a) Angles de précession: passage du repére  R4(04,
X1, 71, 77) vers le repére Ry(0, 1,7, k). la rotation se fait
autour de I’axe (0z) confondu avec (01z;) : z; = k avec

un angle ¥ tel que Qf =y k. Le passage entre les deux

repéres se fait par une matrice de passage P;_ dont les

24
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T A

éléments se déterminent a partir des expressions des J

vecteurs unitaires x7, y7,z; dans la base du repere R,. Pour X

faire plus simple, on établit les figures planes de passage Y1

de R, vers Ry. Y

lp -

® . 7
z1=k

b) Angle de Nutation: passage du repére R,(0,, Fig 3: angle de précession:

X5, Y2, Z7) Vers le repére R,(04, X1, 1,2;) . la rotation figure plane
se fait avec un angle 6 autour de I’axe x;, tel que 71 4
X; = x,. De méme, on peut établir la matrice de .
: : y
passage P,_,; en se servant de la figure plane ci-contre. 7z,
La vitesse de rotation est telle que : Q3 = 6 x; 0
0
© Vi
X1 =X
Fig 4: Angle de Nutation :
Figure plane

c) Angle de rotation propre: passage du repére Rg(O,, X, z,) vers le repére

R»(0,, %3,%,,7;) . I'angle de rotation étant ¢ autour de I'axe z; =z, : Q% = 0 z,
La matrice de passage est P,_,. La figure plane peut facilement étre déduite en

considérant I’axe de rotation et le sens de rotation. Le vecteur vitesse rotation

instantané du repére Rs par rapport au repére R, a pour expression: QY = K+
6 x; + 6 z,. Un vecteur qui peut étre projeté dans un repére d’étude ou de projection.
Les differentes rotations peuvent étre visualisées sur:

https://fr.wikipedia.org/wiki/Angles d%27Eulerhttp://ressources.univ-

lemans.fr/AccesLibre/UM/Pedago/physigue/02/meca/angleeuler.html

3. Mouvement général d’un solide
3.1. Distribution des vitesses ou champs des vitesses
Soient deux points A et B d’un solide en mouvement quelconque. De la définition

d’un solide indéformable et de celle d’une vitesse, on peut montrer que :

Vo(B) =V°(4) + Q¥ x AB (2.27)

25
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Remarque 1: I’exposant figurant dans V°(B) indique le repére dans lequel est évalué
le vecteur vitesse. Ainsi, si la vitesse du point B est déterminé dans le repére R;(04,
x1, y1,z1,0nécrira: V15,...

Remarque 2 : la distribution des vitesses d’un solide ayant un point fixe G est donnée
par :

79(4) = Q¥ x GA (2.28)

Remarque 3 : si ST‘S) =0: pas de mouvements de rotations, tous les points du solide S
ont la méme vitesse. V0(4) = V(B)

Remarque 4 : la projection des vecteurs vitesses de deux points du solide sur la droite

qui les relie est identique. On dit que le champ des vitesses est équiprojectif.

3.2. Distribution des accélérations ou champs des accélérations
L’accélération d’un point A du solide est donnée par :

—__ 4dvo(a
y°(4) = d()

On peut également montrer que pour deux points du solide A et B la composition des

(2.29)

accélérations est donnée par :

—_—
00
S

x AB + Q) x (@) x 4B (2.30)

0 0 d
y°(B) =v°(4) +
3.3.  Dynamique du solide-équation d’Euler

3.3.1. Moment cinétique
Soit A un point quelconque d’un solide S. et soit un point P; de position relativement

au point A.  7p = A_P{ et de vitesse V_p;. D’apreés la distribution des vitesses on a :

VTi = VA) + QY x A—P[ Le moment cinétique du solide par rapport au point A est :

L= ) mARxVy = ) maF x (V; + o x 4F)
i i
Lja= ) mARxV; + ) mAR x (0 x 4F)
i i
Lja = MAG x V; + ) m, [(4R. 4B)0] - (4F. 0l ) 4]
i
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L2 = MAC xV; +  m|(aR)"cd - (aF.00) a7

i

L—/A> = i(translation) + i(rotation) (2.31)
y y

G étant le centre de masse (CM) du solide. Si le point A est confondu avec le point G, ou si
AG//Vy,, L—/A>(translation) =0
3.2.2. Energie cinétique

Reprenons I’expression de I’énergie cinétique d’un systéme de particules :

—>2 —)2 —_—
E =MV +3, smV, iciVp = d;”’ GP x QY
E, =—MVG Z m V.,
Eo=uv 4+ Y 2m, (6B x 7). (GF x f) (2.32)
c 2 2 l l 'S l S

i
L’énergie cinétique est la somme de deux termes: un terme de translation

—s2
%MVG et un terme de rotation EX°¢ tel que :

Brot =" S (GF x o). (6B x o)

i

Brot =2 m, 0 |G x (o x GF)|
i

1—> —_— — —_—
ERot = Egmei [GPi X (92 x GP,-)]
L
On se rappelle la définition du moment cinétique par rapport au point G :
Lo =3 m |G x (25 xGF)|

1 .
ERet = > 2. ZQSaLGa (2.33)

Avec: Lg, =Yg lop QSB

Le tenseur d’inertie est évalué au point G. les indices « = 1,2,3 et § = 1,2,3, cela signifie

que a et B parcourent les trois directions de I’espace.

L’énergie cinétique de rotation devient : ER°t = %QS L= %an Yp lup Qgﬁ
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Rot _ 0
EC ot = E Qsa ﬁ Iorﬁ 2 Qsa aﬁ ,8 (2.34‘61)
a

Les deux indices se répétent, on peut écrire :

ERot—lgl Q (2.34b)
c _2 alaf 2=p .

On peut s’en passer de I’écriture Q2 et écrire simplement Q. Q° = Q

Sous forme matricielle :

Rot 1 =T —
EEt =20 160 (2.34¢)
— —T
A noter que Q est un vecteur colonne et Q est un vecteur ligne. Si les axes du référentiel
d’étude coincident avec les axes principaux d’inertie, alors
1
ERet = Elagﬁ (2.34d)

3.4. Equations d’Euler

Le théoreme du moment cinétique donne :

dL,;
dt

Avec: L =Y¥; m [G_g’x(afoT%)]

= MG(Fext)

M5 (Fort) = ) i [GR X Froge]
i

F; ... est la force extérieure agissant sur la masse m; et Soit (€, €,, €;) une base

associée aux axes principaux d’inertie du solide (équation 2.14).

3
L6 = ) 10
a=1
3
MG(Fext) = z Mae_a)
a=1
i d 3 = _ {3 -
Soit : = Qo1 1,Qe) = Y1 M,e,

3

Z "‘alt(Q “)_ZM

a=1
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3 3
dQ, de_a’ .
Z la dt e + Q. dt )~ Z Myea
a=1
€q

—€n fonction de Q : - =QXe; =Yp_1p€ Xeg

On exprime

3 3
z 1|92+ Q,. z Q25 x 25| = z M,e (2.35a)

a=1 ‘821 a=1

Aprés projection sur les trois directions principales on obtient les équations d’Euler

suivantes :
L — Q. Q3(I, — I3) = My
L, —Q3.Q(I; — 1) =M, (2.35b)

IQ5 — Q. Q (L — ) = M
Cas pratique : Une sphere ou une tige dont la masse est répartie linéairement: dans le cas

d’une toupie sphérique: les équations d’Euler deviennent en I’absence de moments de forces :

Ilgl =0
IZQZ =0
IgQ3 =0

Les trois composantes du vecteur rotation instantané sont constantes. Par conséquent son
moment cinétique est également constant.

Exercice :

Déterminer les expressions de Q;, Q,, et Q3 dans le cas d’une toupie symétrique en I’absence

de moments de forces extérieures.

29



Eléments de cours de mécanique analytique L2 Physique

4. Complément de cours

Il existe une autre méthode, qui s’avére trés utile dans certains cas, pour déterminer le
centre de masse ou d’inertie d’un solide. Ce théoréme consiste a faire tourner le solide autour
d’un axe. En effet, apres rotations, les distributions linéiques genéreront des surfaces et les
distributions surfaciques généreront des volumes. Il s’agit du théoreme de Guldin.

4.1. Théoréme 1* de Guldin

La surface S générée par la rotation d’un arc de courbe de longueur L et de centre de masse G
est égale au produit de la longueur L par la longueur de la circonférence 2R, décrite par le

centre de masse G (voir schéma ci-contre). La surface S générée par rotation autour de I’axe

est :

S =2nR;L - R S 2.36

= - = — .
Mhg 6= o0 ( )
L
Remarque : si le systeme est composé de plusieurs solides alors : Rg G
———e
Stotale
R =77 (2.37)
¢ 2nl’totale

Fig5 : Schéma illustrant la rotation d’un
solide de densité linéique autour d’un axe.

Ainsi, une rotation autour de I’axe (ox) fournira la composante du centre de masse suivant
I’axe (0y) : y; et une rotation autour de I’axe (oy) fournira la composante du centre de masse
suivant I’axe (0) : x;. Il convient d’indiquer I’axe de rotation en indice de la surface généree
ou engendrée.

Exemple d’application :

Déterminer le centre de masse des deux solides suivants :
A A

2R

[

v

Fig6a: demi-cercle de rayon R

Fig 6b: demi-cercle attaché a une tige
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1% cas : il est clair, pour des raisons de symétrie, que le centre de masse est sur I’axe (oy), la

1 ’ . S/ox 471'R2
rotation se fera autour de I’axe (0X) : y; = o —

2°™ cas: le premier solide étant une tige de longueur 2R. la rotation autour de I’axe (oy)

=2R/m

o _ _ Spy _ _mQ@R¥?* _ _ Siox _ 27R (2R) _
donne : x; = TR = amR = RYe =50 = R
; Ay i er ) Siox _ AmR?
Le centre de masse du demi cercle se déduit du 17 cas : x; = S =,—=2R/m

Et le centre de masse du solide composé d’une tige et d’un demi cercle se calcule en

considérant le systeme d’équations (2.6)...

4.2 Théoréme 2°™ de Guldin :
Une surface délimitée par une courbe fermeée en rotation autour d’un axe génére un volume.

Soit une surface S en rotation autour d’un axe \delta, le volume engendreé par rotation est :

Vo= 2nRe S — Ry = & (2.38)

A
Fig 7 : Schéma illustrant la rotation d’un solide
de densité surfacique autour d’un axe A.

Exemple 1: déterminer le centre de masse d’un demi-disque de rayon R
Exemple 2 : le centre de masse des deux solides suivants :

A A
a
b

b

@

> a g

Fig 8a : un rectangle contenant un trou de Fig 8b : un triangle contenant un trou
rayon r de rayon R
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32

1.1

1.2

1.3

Chapitre 3 Formulation Lagrangienne

Introduction :

Le formalisme de Lagrange est fondé sur un principe théorique et fondamental
qui permet d’étudier des problémes en mécanique. Basé sur des quantités scalaires
(énergie cinétique, énergie potentielle,...). Cette particularité lui confere une forme
généralisée indépendamment des variables utilisées. Un formalisme qui se voit

initiateur et énonciateur de la physique moderne.

Coordonnées généralisées :

On appelle coordonnées géneéralisées tout ensemble de K grandeurs
(91,92, 93, -, qn) tel que la connaissance de ces grandeurs détermine la position du
systéeme a un instant donnée. Cette appellation est a I’invariance des formes selon le
type de coordonnées utilisées: Les q;(t) sont vraiment quelconques. A cette
coordonnée généralisée q;(t), est associée une vitesse généralisée

) dq;
Q=" (3.1)

Exemple : une particule en mouvement sur une trajectoire elliptique ayant pour

coordonnées (x,y) qui peuvent étre exprimées en fonction d’un seul paramétre :
TR X = acose

coordonnée généralisée ¢ telle que {y — bsing

Le mouvement de la particule est completement décrit par I’angle ¢.

Contraintes-liaisons:

Dans la plupart des cas, le mouvement des solides en mécanique n’est pas libre
mais limité par certaines conditions appelées contraintes ou liaisons. Ces contraintes
prennent plusieurs formes et s’expriment par une égalité ou une inégalité.

Exemple : le fait d’imposer une trajectoire donnée, donc donner son équation, a une
particule constitue une contrainte.

De fagon générale, une contrainte peut s’écrire sous la forme suivante :

{ﬁ(qLCIZ:CI?) s G1, G2, q3 o, £) =0 (3.2a)
fi(ql'QZ;% ...,ql,qz,qg ,t) >00u <0 (32b)

i =1,..,s s étant le nombre de contraintes.
(3.2a) dans ce cas la contrainte est dite Holonome.

(3.2b) la contrainte est dite non holonomes.
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Les contraintes sont des limitations impliquant les coordonnées g, et éventuellement le temps
«t»
2. Principe de D’Alembert et équation (s) de Lagrange
2.1 Déplacement virtuel
Un déplacement virtuel est un déplacement 67 compatible avec les contraintes
Contrairement au déplacement réel d7, les forces et les contraintes agissant sur le
systeme ou le solide ne changent pas.
2.2. Travail virtuel

On définit un travail virtuel par ;

W =F.67 (3.3a)

et ¥, E.67.=0 (3.3b)

Les forces sont de deux types : F; = ﬁ + ﬁ : forces actives et forces de contraintes.
> (B + F).67 = 0 (3.4)
i

Dans le cas des liaisons parfaites )., F*.67; = 0, 0naura:
i ﬁ) 51 =0
La somme des travaux virtuels des forces actives agissant sur un systeme en équilibre est

nulle pour tout déplacement virtuel compatible.
2.3 Systéme hors équilibre
Dans ce cas les forces d’inertie ne sont pas nulles :
Fe+F =ma (35)
> (7 - m@).57= 0 (3.6)
i
La somme des travaux virtuels des forces actives et des forces d’inertie est nulle pour tout

déplacement compatible. C’est le principe de d’Alembert.

2.3.1 Force généralisée
Sur une particule "i" d’un systéme de N particules agit une force F[ Le travail

virtuel des forces appliquées a tout le systéme est :

SW = Z F. o7 3.7)
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Le but étant de déterminer la force géneralisée associée a la coordonnée généralisée

q.- On peut écrire :

oF = o 5 3.8
T, = 0. P (3.8)
_ k
6W—ZF on —Z ZFar" 5 —Z 5 3.9
- ' i- a - ' iaqa . Qa_ _1Qa qa ()
Avec :
= NFa?" 3.10
QO{_ Laqa (' )

i

Par analogie : Q, est une force généralisée associée a la coordonnée généralisée q,,

2.3.2 Travaux virtuels des forces d’inertie

dl
P Zplﬁr—Zmr 877

dp;
ﬁ&r Zmr 5q
dpl
Z ‘dt aqa ‘Sq
Or

dp; -
—l 0T = Z Idt Zm % |5=—| 09,
On ajoute et on retranche la méme quantité : %, (m; 7).~ (;q”)

Z%(mi l Zdt m ar +Z( dt(aq >_Z(mlz)%<;jx>

d (or 0 dri_a(v)
dt\dq,)  odq,\dt) dq, "

S = Y (n )= Y- 5

aqa l

D’autre part, on peut également écrire :
i dqa | 97

- ary
= —.
i = 2a dqq  dt at’
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d, 0% _~od{ - oV IR B
Za(mi Ti)%—ZEG’HVi aq-a>_2(mivi)-aqa )

Il vient aprés réarrangement :

~

z d| o 1 72 d 1 Vz 3.12
T Oqa ~dt 0q, \ L 2 Mt 0q, \ £ M (312)
L L

- . y s D 1 =2 .
On reconnait I’expression de I’énergie cinéetique T = }}; gmiVi soit :

Z dt aa(; - di[aqa T )]

9 s z Z,ﬁa_r
dt Qa

DICERY
B ~ dtloq, (313)
Or le principe de D’ Alembert impose, equation (3.6) :
Z(ﬁ - mz;:) 61, =0
Etona:y, F.6n = ¥_,0Q,8q,
Y A G e
d
Z [dt [aqa T )] N Q“] 040 =0
Cette equation est nulle si et seulement si les de §q, sont nuls :
d [ (T )] =0 3.14
dt aqa Qa: - ( " )

On obtient K équations pour un systéme holonome.

*) Cas d’un systeme holonome et Conservatif
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Un systeme est Conservatif lorsque toutes les forces appliquées dérivent d’un potentiel

ou d’une énergie potentielle (voir chapitre 1 paragraphe 3.3.2).

F = —gradi(E,) = —ViEy, Qo = MRyt = — BN ViE, 70 = — 22
et I’équation associée a la coordonnée genéralisee devient :
i[ a' (T)] _0 (T)+6Ep =0 (3.15)
dt 1dq, aq, aq,
Onpose L =T — Ey,, Onaura :
i aL] _ oL =0 (3.16)
dtldq,l adq,

Remarque : I’énergie potentielle est indépendante de la vitesse d’ou I’écriture précédente.
La grandeur L = T — E,, est appelée Lagrangien ou potentiel cinétique.
Remarque : I’énergie potentielle est parfois symbolisée par : U etonécrit: L =T — U

Si une partie des forces agissant sur le systeme ne dérivent pas d’un potentiel, on aura :

Qu = Qa + Qa (3.17)
et I’équation de Lagrange devient :
d oL dL y
PT: aq.a] —E = Qq (3.18)

Q, ""est la forces généralisées associees au forces non conservatives.
oL T
Remarque : P est le moment généralisé.
a
Application : une boule sphérique dans un tube en rotation dans le plan avec un vecteur

rotation instantané constant.

Un systeme a un seul degré de liberté :

Le Lagrangien du systtme est : L = %m()-(z +y%) = %m(fz + w?r?)

Et I’équation de Lagrange est:
d aL] oL . 5 0 = # 5 0
—_—] - — = —_ = e d —_ =
atlar ar mr mw-r Tr wr

Remarque : tout ce qu’on vient de voir est valable dans le cas des paramétres indépendants
avec contraintes holonomes. Dans le cas de contraintes non holonomes avec parametres

dépendants, la méthode adaptée est la méthode de multiplicateurs de Lagrange.

2.4 Systeme non holonome et méthode de multiplicateurs de Lagrange :

Reprenons I’équation d’Euler-Lagrange suivante, équations (3.13), (3.14) :
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> [l )

La forme générale des contraintes est :

_Qa 6qa=0

k
z Asedq, +a,dt=0,s=1,..,f (3.19a)

a=1
Cette relation indique que les coordonnées généralisées sont dépendantes et les déplacements
virtuels 8q, ne peuvent pas étre choisis librement. L’objectif est de réduire le nombre de
déplacements virtuels a un nombre de déplacements indépendants. Pour cela nous
introduisons les multiplicateurs de Lagrange en nombre de contraintes du systeme notés A
(s=1,..0).
A peut dépendre de g, et g, et du temps t.

Pour des deplacements virtuels réalisés a temps fixe, nous obtenons:
k

Z a,,dq, = 0,5 =1,..,f (3.19b)
a=1
Et
f k
Z Asqdq, = 0,5 =1,...,f (3.20)
s=1 a=1
Qui devient :

S

k
z (Z Ag asa)dqa =0s=1,..,f
a=1

On soustrait Cette équation de : ¥ _, :—t [% (T)] — % (T) — Qa] 6q, = 0onaura:

{ICREIRERERTS I 3 Y P
¢ a=1 \s=1

a=1
Z“% [az'a (T)] - aza - Qa] —Z As asa}c?qa =0 (3.21)

Poura =1,..,f:
=M =52 (M) = Q| = et s ace (3.22)
par un choix convenable des multiplicateurs de Lagrange A,.

Il reste I’ensemble des équations pour « = f + 1, ...k
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f
S L -0 -3 4o fon, -0

a=f+1 s=1

Les 8q, sont indépendants : les coefficients des §q, sont nécessairement nuls :

dfo
[E [aq'a (T)] a
poura=1,....f,f+1,..k

Pour les systéemes conservatifs les forces Q, dérivent d’une énergie potentielle tel que :

aza (1) - Qo —Zl A gy = 0 (3.23)

_9 _ _oU _
aqq - aqq ooxa
Et on obtient finalement :
f
[d oL aL] Z A =0 3.24
dt aq.a aqa ’ s Asq = ( . )
S=

Ce systéme d’équations implique (f + k) inconnues qui sont les k coordonnées q,, et f
multiplicateurs de Lagrange A,. L’ensemble des equations manquant est I’ensemble des
équations donnant la forme des contraintes.

C'est-a-dire, équation (3.19b) :

Ou encore :
k

Z AeGy, =0,s=1,..,f (3.25)

a=1
Explication Enlever les contraintes et les remplacer par des forces extérieures Q," agissant
sur le systeme de telle sorte a ce que le mouvement ne change pas. Ces forces additionnelles
s’identifient aux forces de réactions. Les multiplicateurs de Lagrange déterminent les
contraintes de réactions généralisées : On ne peut pas les ignorer mais ils sont une partie de la
solution. Et le travail virtuel des forces de réactions est nul.

Exemple : a refaire en guise d’exercice

Un cylindre roule sans glisser sur un plan incliné d’angle 5.

La condition de roulement sans glissement est une contrainte holonome qui s’écrit :

R¢ = x (elle vient du fait que le point de contact avec le plan ait une vitesse nul) ce qui
impose un mouvement de translation au point « C » voir figure.

Les coordonnées géneralisées sont : ¢ et x.
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Rp =x —>R‘Z—‘f=‘;—: = Rd¢ — dx = 0 de la forme :

Ye_a5dq, =0,s=1avec:ay, =—1let a;, =R

L’énergie cinétique du cylindre (voir mouvement général d’un solide) est :
E =:MVg +3%; 5m (GR- x QE).(GPi x Qg) =MVs +5 00159

Ici Q = <pfet% @I avec I = MR?

1 1
E, = =Mx? + = ¢*MR?

2 2
Et I’énergie potentielle est : I
E, = Mgh' = Mg(h — xsinf) 0

Par conséquent le Lagrangien vaut _ _ o
Fig 1 : Cylindre sur un plan incliné

1 1
L=E —E,= 5My'cz +5 @*MR? — Mg(h — xsinf)

Et les équations d’Euler Lagrange avec multiplicateurs de Lagrange sont :

d (aL oL
—(—.)———Z§21 Asas, =00na:q, =xetq, =petf=1

d (0L\ 0L of B
E(E) “ox Zs=1h01c =0 {Mﬁc’ — Mgsinf = -1
4 (oLy_or _ vf — MR?$ — 0 = RA
dt (a¢) a0 Yo hagy =0 ¢

MRy — Mgsinf = -4 (%)
MRHp —0=2 (%)

La soustraction des deux équations (*) et (**) conduit a :

Avec:Rp = x —>R<p=5c'soit:{

Mgsinf

—2A = —Mgsinff - A= >
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Chapitre 4 Formulation de Hamilton et équations canoniques
1.1 Introduction
Dans le Formalisme de Lagrange, les variables considérées sont les coordonnées
géneralisées ainsi que les vitesses généralisées correspondantes (q,,q,). Dans cette

Formulation, les variables indépendantes considérées sont les coordonnées généralisées et

les impulsions généralisées ou les moments généralisées p, = 73 c’estadire (qg, Pg)-
a

, oL
L(Qg,qq,t) >=—>— H(qq, Do t) = H (qa,—aq ,t> (4.1)
a

1.2 Transformation de Legendre

Soit une fonction f(x, y) dépendante des (x, y), on définit une fonction u = %

La transformation de Legendre (permet de ) définit une nouvelle fonction g(x, u), tel que

gx,u) =y.u—f(xy) (4.2)
On calcule la différentielle totale de g(x, u) :

dg — udy+ydu_ df = udy-}-ydu— (%dx +%dy) = ydu—%dx

dg = yd afd 4.3

g = ydu ix X (4.3)
.09 _ dg _ _of

Remarque : =Y %= T

Ainsi, nous pouvons définir le Hamiltonien :

k
H(qa'part) = Zpa'qa - L(qal Qalt) (44)
a
La différentielle totale du Hamiltonien H(q,, p,,t) est
k k
dH = Z Pg.di, + Z QuPe — dL (4.50)
a a
avec
dL—Z(aLd I )+aLdt 4.5h
- aqa qa aqa qa at ( . )
a
On se rappelle I’équation d’Euler Lagrange pour un systéme conservatif :
dyoL)_ oL _ oL _ d[oL] _dpa _
de [6q'a] g, = dq,  dt aq'a] =&t Pa
dL  dp, )
a = = pa
Qa dt
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La différentielle totale de devient :
oL oL oL oL
dL = Z (—dqor +——dd, ) +-odt = Z(padqa  Pedds) + oo dt
7 aqa aqa
EtdH = Za Pa- an + Za qadpa - (Za (p.adqa + p“dqa) + Edt)

k
. ) dL
dH = Z qadpor - Z padqa - Edt (46)
a

L’Hamiltonien H dépend uniquement de q,, p,, t
dH—Z(aH dq, + 2 4 >+8Hdt 4.7
- aqa qa apa poc at ( . )
a

Par comparaison des 2 équations précédentes, il vient :

(.  OH
pa - aqa
0H
g = 4.8
qa apa ( )
OH oL
\ot Ot

Elles représentent les équations fondamentales du mouvement dans ce formalisme de
Hamilton. Elles sont également appelées équations canoniques a causes de leurs symeétrie.
La grandeur H(q,, p.,t) joue le méme rble que L(q,, q,.,t) dans la formulation de Lagrange.

Remarque : H est construit a partir de la transformation de Legendre donnant H en fonction de

dL \ s . R . . N
“9q. = Pa a résoudre pour la vitesse généralisée q, = q,(p., q,) €t a remplacer dans la
transformation de Legendre donnant H en fonction de L.

Remarque : la formulation de Lagrange fournit un ensemble de K équations de 2" ordre en
nombre de coordonnées généralisées tandis que la formulation de Hamilton conduit a 2K
équations différentielles couplées de 1* ordre pour les impulsions ou les moment généralisées
et les coordonnées genéralisees.

Remarque : si le Hamiltonien est indépendant du temps (dépendance explicite) alors H est une

constante du mouvement.

dH ) z ) 49
dt aqa qa a pa ( . a)

z: . z: . . OH
= - Palda + qePa T
a a
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dH _0H
dt ot
si H est indépendant du temps alors H = cste.

(4.9b)

Remarque : lorsque les contraintes (liaisons) sont indépendantes du temps, L’hamiltonien H
représente I’énergie totale du systéme ! en principe on aura : )., %qa = 2T

Cette propriété vient du fait que le Lagrangien ne dépend pas explicitement du temps (temps

uniforme) : on peut facilement montrer que :

K
dL. _d i i _ 0
dt dt aqa aqa

oL

=E (4.10)

. . L oL _ ar 1 ..
Supplément : on peut montrer que : 0. = 4, AVeC: T= EZ“ 25 Map qadp

a

ZZm dydis | = ZZm [aq i+, 2%
aqa aqa vB Yy 4B 2 VB B 4 G

ar 1 o
aq =§szyﬁ [606)/‘7!3 +qy5aﬁ]
* Yy B

1 sia=p
0 sia+pf

84 est le Kronecker tel que : 6,5 = {

On évalue ensuite la quantité : YX_ 1a_q“ = 2T

H=2T-L=2T-T+U=T+U=E
H=E (4.11)

Exemple :
Une particule décrit un mouvement plan sous I’action d’une force centrale dépendant de la
distance a un point origine « 0 ». Les coordonnées géneralisées sont (r, 8)

1. Ecrire le Lagrangien du systeme

2. Ecrire les expressions des impulsions généralisées.

3. Donner I’expression de H ainsi que les équations du mouvement de Hamilton.
1.3 Principe de moindre action

Définition : on appelle action d’un systeme entre deux instants t; et t; la quantité :

t2

S(tll tZ) = f L(qll (g, ql [RRE Q1l Ak, t)dt (412)

t1
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Le principe de moindre action également appelée méthode de Lagrange ou principe de
Hamilton compare les trajectoires possible entres elles. La meilleure trajectoire est celle pour
laquelle la quantité S(t;,t,) ou I’action a la plus petite valeur possible. De la, on peut
retrouver ou dériver les équations d’Euler-Lagrange. De la transformation de Legendre
donnant I’Hamiltonien en fonction du Lagrangien, on peut également dériver les équations
canoniques du mouvement.

En effet,

t2
ds =f 6L dt
t1

Avec:L=Y%p,.q, —H

: - oH oH
On calcule : 6L =YX 6p,. 4y + Xk py.8q, — [Za (qu“ + E&j‘z)]
On sait également que :

t . t d ty . ty .
ftlz paaqa dt = ftlz Pa Eé‘qa dt = [paqa]zi - ftlz pa5qadt =0- ftlz pa5qadt

f2 f2 ) 0H . 0H
dS—jt 6Ldt—0—>]t Z <_p“_6qa)5q“+<q“_a>6p“ dt =0
1 1 g

_OH
poc aqa -
o _oH
qa apa -

A rappeler que les termes &p, et 6q, sont indépendants d’ou les équations de

Hamilton :
) oH
(pa = — aq
{ aH“ (4.13)

1.4 Espace des phases
Dans la formulation canonique I’état du mouvement d’un systeme mécanique est
completement déterminé en précisant les 2K coordonnées et impulsions généralisees dans
un espace de dimension 2K. Appelé espace des phases les p, et q, peuvent étre vues
comme des coordonnées cartésiennes. Le sous espace des q, est I’espace des
configurations et le sous espace des p, est I’espace des impulsions.
Au cours du mouvement, un point représentatif décrit une courbe (trajectoire dans

I’espace des phases). Si le Hamiltonien est connu, une telle trajectoire peut étre
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déterminee. Cela implique qu’a chaque point n’appartient qu’une seule trajectoire et deux
trajectoires ne peuvent pas se croiser.
Un chemin dans I’espace des phases est donnée en representation paramétrique par p, (t)
et g, (t).
Exemple : une masse m attaché verticalement a un fil de masse négligeable.
pe = ml%6
L’hamiltonienest H =T + E, = %sz —mgl cos® = %mlzéz — mgl cos®

2

_p_ be
H=F= ]2 mgl cosO
soit
pe’ = (E + mgl cosB)2ml? - pg = +/(E + mgl cos6)2ml?
Discussion :

Le trace des courbes p, = f(0), pour chaque valeur de E, conduit a un ensemble de courbes
qui ne se croisent pas. L’allure des courbes obtenues renseigne sur le type de mouvement de
la masse m ou du pendule. Ainsi, deux cas se présentent :

» E <mgl, les courbes sont elliptiques et fermées et le mouvement de la masse m est
vibratoire. Ce mouvement est causé par I’énergie cinétique insuffisante pour atteindre
le point caractérisé par 6 = w ou 6 = —mr.

» E >mgl, I’énergie cinétique est suffisante pour atteindre le point caractérisé par
6 = mou 8 = —m. Dans ce cas le mouvement est un mouvement de rotation continu.
Remarque : en réalité, on ne parle que d’un seul point & = m ou 6 = —m. L’un des

points est consideré en fonction du sens du mouvement communiqué a la masse m.

1.5 Transformations canoniques
Dans I’espace des phases le choix des p, et q, n’est pas unique. On peut donc
envisager une transformation de type: p,, 9, — @., Q. Ces nouvelles coordonnées
obtenues par une telle transformation conduisent a un nouvel Hamiltonien
H(p,, Qg t). cette transformation est canonique si la structure des équations

d’Hamilton est préservée :

) 0H
Py = —
20Q,
- 414
. 0H ( )
| %= 0Py

Le nouveau Lagrangien est tel que :
44



Eléments de cours de mécanique analytique L2 Physique

L= 0ulc = A0 Q) (4.15)

En réalité, pour que ces nouvelles variables décrivent le méme systeme physique, elles
doivent aussi vérifier le principe de moindre action (appelée également invariance de
Jauge):
— [tz —
ds = ftl SLdt =0 (4.16a)

t2
ds = f SLdt=0 (4.16b)
t1

La différence des 2 équations donnent : fttlz S(L—L)dt=0

Autrement dit, il faut que le nouveau Lagrangien différe de I’ancien par une dérivée
totale. Il faut (L — L )dt = dF

_ dF(Qu, 9urt)
dt
La fonction F1(Qg, 94, t), F2(@g, Aurt),F3(Qyr Part), Fa(@y, pa,t), de 4 types est

appelée fonction génératrice de la transformation canonique. Dans le cas de F;(Q,,

L=L (4.17)

qa,Z on peut écrire :

dFy 0F; . N 0F; . +6F1 118
dt - aqa qa aQa Qa at ( * )
a a
, oL
D’autre part: . 0,
0L _ 0P _ o0t _ ., _OF1
900 0. 0 %5, P = ag,
0L _g_ %1, 1 9L _
Bt 90.  90. P27 a0, a0, Pe
( aFl
Pa =
09,
{ oF, (4.19)
Pa = —
\%« =~ 30,
N.B : dans ce qui précede, on a consideré la dépendance de I’ancien et du nouveau lagrangien

dF(Qq.qa.t)

des différentes variables canoniques on se servant également de la relation L = L — o

Pour le nouveau Hamiltonien H(¢,, Q,,t), on utilise la définition de I’ancien Hamiltonien

H(qg, e, t) en fontion de L, équation (4.15).

A(0e Q0 t) = ) pule—1

45



Eléments de cours de mécanique analytique L2 Physique

dFl (Qa' Qa» t)

H((parQa't) = Z(paQa —L—-

dt
A(py, 04,0 Z O, —L+ o o+ aFlQ L
PorLas = Polq — Pyl P a9 Ya e
~ ~ 09, - aqQ, ot
- 6F1
H(pq,Qq, t) = aQ —L+ ZaQ Qa+2paqa
a a
~ . JF,
H((parQart):Zpaqa L+¥
a
- 0F,
H((pa' Qart) = H(pa' Ja, t) +—= (420)

at
Ainsi, le nouveau Hamiltonien s’obtient en remplacant dans I’ancien Hamiltonien les

expressions de p,, g, en fonction de g, Q, et ajouter 2L

La procédure a suivre est la suivante (la procédure est indiquée dans le cas du premier
type de la fonction génératrice):

> Spécifier la fonction génératrice F1(Q,, qq,t)

0F _ dF1
aCIa,

> Do = Yo =50

o~ oF
> H((pa' Qu» t) = H(pa' Qa» t) + a_tl
1.5.1 Fonctions génératrices

e F, ((par Ja, t)

dF, <O 0F; OF; ., OF, .
dt - aqaqa a(pa(pa at ( . )
daL dF, oL _ 0&
960 0.~ 0% 5q, = Pe T o,
oL _ _6F2 _ __OFZ oL _
Bt 0@q =0 0@q - Qa N a‘ﬂa, 0@q N Qa
oF,
Pa =
09,
o, (4.22)
Qa - a(pa

De la méme facon, on définit les deux fonctions génératrices restantes :

e F3(Q,, pot)telleque:
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0F;
o = —
dp,
R, (4.23)
(pa - aQa
e F,(, pot)telleque:
0F,
o = —
aap“ (4.24)
Qa - a(pa

Exemple : Oscillateur harmonique simple (SHO) (masse m, raideur k) :
L’Hamiltonien d’un SHO est :

p* k p* 1 p* 1

2= —+ -—mow’x? = —+ -mw?q*

H= 2% =om ™3 2m " 2

La fonction génératrice est de type 1 : F;1(Q, g,t) = %qu cot2m Q

e Déterminer:pet ¢
e Ecrire le nouveau Hamiltonien en fonction de ¢ et Q

e Ecrire les équations de Hamilton

Solution ...

Il convient ici de procéder a un changement de variables avant d’introduire la transformation

canonique générée par la fonction F; (Q, ¢',t) = %wq’z cot2mQ:p — \/%, q - \/%

Ou travailler dans le cas d’une masse unité !

L’hamiltonien devient :

12 1
H=—+-w?q"
2 1291
e Déterminer:pet ¢
0F I I
\ o Da = # p = wq cotg2mQ

D’aprés ce qui précede : a‘;l - _ wnq'?
Pg = _5Qa - sin?22mQ

Pour compléter la transformation, on écrit g’ en fonction de ¢ et Q et on remplace dans la
premiére équation donnant p .

e Ecrire le nouveau Hamiltonien en fonction de ¢ et Q

On remplace les expressions de g
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2. Crochet de Poisson

Soit une fonction f telle que f(qyq, .- Qk, P1, P2, - Pk)

af _ af of dqa 6f dpa]
dat Z[aqa ac dt (4.250)
df 0 of 0H 0f OH
a_ fZ[f. _ar ] (4.25b)
dt 09y 0pa  Opa 04
On écrit :
df _of
—r =+ f) (4.26)
(H }_Z[af 0H 0f OH 426D
1= 2134, 3p, " ps 04, (4-260)
Remarque : si f = H,ona
dH aH +{HH} = H 497
dt ot (4.27)
Si f ne dépend pas explicitement du temps alors,
f
—={H, [} (4.28)
Ainsi pour deux fonctlonsf etgona:
of 0 0
Z[ I 99 g (4.29)
0Py 094 aqa 0P
Propriétés :
> Antisymétrique : {f, g} = —{g, f}
> {f,41=0

> {fl +fZJg} = {fllg} + {fZ'g}

> {9} = filfe 93 + fo{f1, 9}

> {f.{g. 13} +{h{f. g3} + {g,{h 3} = 0 identité de Jacobi.
>

{f'Qa}:%: {f'pa}: -

> {45,90) = 0.{pp, e} = 0 {1p, 4u} = Sap

Les équations de Hamilton deviennent :
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_ oH
Pa = _aq - {H'por}

of (4.30)
0 = = H' a
qa apa { q }

Remarque : les nouvelles variables ¢, Q, Vérifient la relation :

{0000} =12 {0a(0a)9a), Qe Pa» Aa)}poq,) =1 Une maniere de vérifier si la

transformation est canonique ou non.

3. Equation de Hamilton- Jacobi
Il existe une transformation et donc une fonction génératrice qui impose au nouveau
Hamiltonien H(¢p,, Q,,t) d’étre nul. En effet, q, = Q, Py, ) et Py = ¥o (P4, q,) tel que :

H(p,, Q. t) = 0 et on obtient dans ce cas les équations de Hamilton suivantes :

of

(paf = - 9 Q = 0’
. el (e, Qa) = (cste, cste) (4.31)
Qa = a(pa = 0

Il est a noter que la dépendance en temps du mouvement d’un systéme est incluse dans la
transformation.
La fonction génératrice est de type S = F,(¢,, q,,t) on peut facilement montrer que (voir

paragraphe 1.5.1) :
_ 9F
N aQa’

_0F,
Qaf a(pa

a

On se rappelle que (@4, Qq,t) = H(Dg, qq, t) + % =0 H(pe qart) + ?Tf =0

oS
H(pa) Qa; t) =H <qalalt> (432a)
a
Finalement :
H( dS dS 0S t>+as—0 232
91,92, - 9k aql ’ aql Ty aqk , T = ( . )

C’est I’équation de Hamilton-Jacobi.

La solution de I’équation de Hamilton-Jacobi est la fonction S appelé fonction principale de
Hamilton (HPF) « Hamilton’s Principal Function ».

L’équation de Hamilton-Jacobi est une équation différentielle de 1* ordre de k + 1 variables
indépendantes, par conséquent on aura k + 1 constantes d’intégrations. Autrement dit, il

existe une constante supplémentaire telle que si S est une solution alors S + Cj, 4 est
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également une solution. Les constantes d’intégrations C, peuvent étre choisies égales aux
impulsions ¢, (a¢ =1, ..., k), Q, = ;’TS = [, =cste. Ona: q, = q,(@q, Qy, t) qui sont les

équations du mouvement.

Cas particulier : le Hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps.

as as p .
H (q“'ﬁ' t ) +—- =0, on peut séparer les variables et on suppose que :

{5 =W(qq, 9z, .-, qx) — Et (4.33)
E = cste
H( ow ) E=0 434
Jda aqa - ( ) )

Exemple : une particule de masse m dans un champ gravitationnel terrestre. L’Hamiltonien de

la particule est :

30,2
H = %+mgz (4.35)

Il convient de passer par le Lagrangien et utiliser la transformation de Legendre donnant H en
fonction de L. p, sont les impulsions et q, = x,y,z,pour a = 1,2,3. L’équation de
Hamilton-Jacobi pour la fonction génératrice S est:

H( aS t>+68_
9o 5q. Fr

1 (68)2 N (68)2 N (68)2 N N dS —0
2m [\dx dy 0z myz ot
L’Hamiltonien est indépendant du temps, on peut donc écrire :
S =Wi(x) + W(y) + W3(z) — Et

0

Qui devient :

Onaura:

1 <aw1(x)>2 s (awz@))Z s (awg(z)>2

2m 0x dy 0z +mgz=E

La constante E depend de trois variables indépendantes et separées. Cela implique que les

différents termes de I’équation doivent étre des constantes :
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(1 () :
2m 0x -t
2
1 (oW, (y)
 G— =C,
2m dy
1 (aWs(2)\° s _c
\2m 0z mgz = L3
Etonaura:C; +C, + C3 =E
De la 1°"® équation on peut écrire : dVI;;x(x) =4+./2mC; - W;(x) = +/2mC;x

W,(y) = £/2mC,y

De 3™ équation découle :

dWs(z) _

= \/27",(63 —mgz)

Soit :

2 2
Wy(2) = & V(G — mgaidz = £ [2(C, — mg2) "

Les différentes constantes d’intégrations sont choisies égales aux impulsions généralisées

telles que :

9Cy

ad d . — 2 — _
9o (0) = ] 0et(2a=ﬁa=—ssmt: Bo =5 = £ym/2Gy —t

On aura finalement :

r N
xX=x m(ﬁl )
Vy=+ %25, 11
y== m(ﬁz )
C3 g 2
==_Z t
7= =5 B+ D)
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Cette partie contient les séries de TD proposés a nos étudiants.
A. Série de TD de rappel sur les calculs vectoriels et la mécanique du point matériel

Exercice 1
On considére quatre vecteurs @, b, ¢ et d.
1. Démontrer que d,b,é vérifient la relation: d@x (bx¢&)+é&x (dxb)+bx
(@xd)=0
2. Démontrer que si d,bet¢ ont le méme module, alors les vecteurs (a@x 13) X
(@x&),(bx&) x(bxa),(@xd)x (¢xb) ontaussi le méme module.
3. Etablir les relations suivantes :

Noter que la formule du produit mixte des trois vecteurs d, b, ¢ s’écrit :
(d,b,é) = (d x b).¢ et le double produit vectoriel des trois vecteurs @,b,¢ s’écrit: d x

(bx &) =(d.¢é).b—(d.b).¢
Exercice 2

Soit un repere orthonormé direct R(O,i’,f,E) dans I’espace vectoriel Euclidien a trois

Uy
dimensions. Soit un axe A(o,u) passant par le point O et de vecteur unitaire % tel que u{u2 , et un
us
4}
vecteur quelconque V{V,. On note mr,, un plan orthogonal a I’axe A(o, %).
V3

1. Calculer les produits scalaires suivants : .4, V.V, 4.V

2. Déterminer les composantes du vecteur W =1 xV dans le repére R(O i, E), En déduire
dans ce repere la matrice représentant I’opérateur produit vectoriel noté : 1 x= [ *u]

3. Trouver I’expression du vecteur V, 7, projection orthogonale du vecteur V sur I’axe Ao, @). En
déduire la matrice [up] representant la projection orthogonale sur I’axe A(o, i).

4. Trouver I’expression du vecteur 1, , projection orthogonale du vecteur V sur le plan . En
déduire la matrice [u,] representant la projection orthogonale sur le plan m,,

5. Déterminer I’expression de la distance d d’un point P (x,y,z) a I’axe A(o, ). En déduire
I’expression matricielle représentant la distance au carrée : d? dans le repére R.

Exercice 3
Soit un repere orthonormé direct et fixe R’ (0
R(O,T,f, I?) mobile (en mouvement) par rapport au repére (R’) tel que :
e 00= r(t).? ou r(t) est une fonction du temps (t).
° (l_; i’) = (t) ou Y (t) est une fonction du temps (t).
[ ] E = E’)
Un point matériel M est en mouvement par rapport au repére R(O,i‘,f, ﬁ) tel que :
x=ty=2tetz= 5t2

—

7, j', ?) Un autre repere (relatif) orthonormé et direct

!
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1. Etablir I'équation de la trajectoire de M dans R(0, 7,7, k)

Exprimer le vecteur vitesse du point matériel M dans le repere relatif.
3. Calculer le vecteur accélération absolue du point matériel en considérant un angle de rotation

de R par rapport a R’ constant : i—lf = cste.

Exercice 4

N

N -
K -

Une particule est soumise a une force |E =(y? = x?)j +(3xy) ]

Trouver le travail de cette force lorsque la particule se déplace du point O(0,0) jusqu’au point

A(2,4) suivant ces différents trajets :
a. Le long de I’axe des x de (0,0) & (2,0) puis parallélement & I"axe des y jusqu’a(2,4).
b. Le long de I’axe des y de (0,0) a (0,4) puis parallélement & I’axe des x jusqu’a(2,4).
c. Ensuivant la parabole y = x°.

La force |= dérive t-elle d’un potentiel ?

Exercice 5

On considére la piste .
ABCMD de la figure ci-contre, :
formée d’une partie horizontale m :
ABC et d’une partie circulaire Ressort[ ] -

CDM de rayon R et de centre O.
une masse ponctuelle m est
placée en  contact avec
I’extrémite libre d’un ressort de
constante de raideur K. les
frottements entre la masse m et
la partie horizontale ABC sont
caractérises par les coefficients

A B

M, [y par  contre les

frottements sont négligeables sur
la partie CDM.

Déterminer la compression x, du ressort nécessaire a la rupture de I’équilibre de la masse m.
On comprime le ressort de X, > X, ; puis on abandonne la masse m sans vitesse initiale.

Quelle doit étre la valeur de x, pour que m arrive au point C avec une vitesse nulle ?

A partir du point C, m commence a glisser sur la partie circulaire.

Donner les expressions de la vitesse ainsi que la force de contact qu’exerce la piste sur m au
point M.

Comment varie le module de la force de contact en fonction de & ? Conclusion.

Ondonne: x4 =0.5, 4, =0.2, BC =1=2m, K =100N/m, m=100g, g =10m/s’
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B. Série de TD : Principe de D’Alembert et équation de Lagrange

Exercice 1
Utiliser le principe de D’ Alembert pour :
1. Determiner la condition d’equilibre statique du systéme ci dessous:

Exercice 2
Une bille de masse m
glisse sans frottement le long d’un fil ayant une forme parabolique d’équation y = Ax?. A
est une constante.
1. Trouver le Lagrangien du systeme en considérant la coordonnée généralisee I’abscisse
X
2. Endéduire I’équation de Lagrange du mouvement de la bille.

Exercice 3

Une double pendule consiste en I’association de deux pendules simples
(my, 1) et (m,, ;) Comme la montre la figure ci-contre.
1. Déterminer le Lagrangien du systeme en précisant les coordonnées
généralisées choisies. :
2. En déduire les équations du mouvement et les récrire dans le cas des ! m,
petits angles.

_______Q___
A
o~
3
S

Exercice 4

Une bille de masse m glisse sans frottement le long d’une barre rigide faisant un
angle a avec la verticale et tourne avec une vitesse angulaire constante w autour du
méme axe (voir figure).

1. Choisir la coordonnée généralisee appropriée et determiner le Lagrangien de

la bille.

2. En déduire les équations du mouvement

Exercice 5

Une particule de masse m est en mouvement dans un potentiel central V (r).
1. Rappeler les relations de passage des coordonnées sphériques (r, 8, ¢) aux coordonnées
cartésiennes (x,y, z)
2. Déterminer le Lagrangien du systeme ainsi que les expressions explicites des équations du
mouvement de Lagrange.

Exercice 6
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Deux particules de masses m; et m, et de positions relatives 77 et 7, en interaction via le
potentiel V (ry — 7).
1. Déterminer la position (vecteur) du centre de masse R en fonction de 7 et 7,
2. Ecrire le Lagrangien du systeme des deux particules.
3. Récrire le Lagrangien en fonction de la position du centre de masse R et la position
relative 7 =71 — 1,
4. Que peut-on dire du mouvement du centre de masse et du mouvement relatif des deux
particules ?

C. Sériede TD : Multiplicateurs de Lagrange et Formalisme de Hamilton

Exercice 1

Une bille de masse m se meut sans frottement le long d’un fil ayant une forme paraboloide
d’équation y? + x? — az = 0. A est une constante.

1. Choisir les coordonnées généralisées les plus appropriées

2. Trouver le Lagrangien du systeme ainsi que les équations du mouvement.

Exercice 2
Le Lagrangien d’une particule de masse m et de charge « e » en mouvement dans un champ

magnétique uniforme B = B.k est donné par (en coordonnées cartésiennes) :
1 o 2. e.B . .
L= Em(x2 + 92+ 2%+ X(xy — yXx)
Déterminer les impulsions généralisées.
2. Trouver le Hamiltonien H du systeme en fonction de (x,y,z x,y,2) puis en
fonction de x,y,z, py, px, 0y)

3. Ecrire les équations de Hamilton.
4. Evaluer les crochets de poissons suivants : {mx, my}, {mx, H}

=

Exercice 3
Utiliser la definition du crochet de poisson, pour établir les différentes propriétés (1,
3, 5, 7) du crochet de poisson (voir le contenu du cours).

Exercice 4

Soit un oscillateur harmonique constitué d’une masse m attaché a un ressort de constante de
raideur K.

I

Ecrire le Lagrangien de ce systéme mécanique ?

En Déduire son Hamiltonien H

Ecrire I’équation de Hamilton- Jacobi

Déduire le mouvement de I’oscillateur.

MPwnh e

Récrire le Hamiltonien H de I’oscillateur en fonction de w = \/;

=

2. Introduire les variables complexes suivantes :

= fﬂ P * = fﬂ — i
a= |5 (x+l.mw), a - (x l.mw)

a) Exprimer H en fonction de a et a*
b) Evaluer les crochets de poisson suivants : {a,a*}, {a, H}, { a*, H}
c) Ecrire les équations du mouvement pour a et a*
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Exercice 5 :
Soit la transformation de contact suivante :
Q = —p, ¢ = q + Ap?, A est une constante.

1. Montrer que cette transformation est une transformation canonique par deux
méthodes :
a) Enévaluant {Q, ¢}, 4
b) Exprimer pdq — ¢dQ comme une différentielle totale dF;(q, Q). Exprimer d’abord
p et @ en fonction de q et Q. Cette étape sert a déterminer la fonction génératrice de
type 1.
c) Utiliser la relation F, = F; + ¢Q pour déterminer F,(q, ¢) et montrer en vérifiant que
la fonction F, géneére la transformation.
2. Le Hamiltonien d’une particule en mouvement vertical dans un champ gravitationnel
2
gest:H =5—m+mgq
a) Trouver le nouveau Hamiltonien A pour les nouvelles variables canoniques Q, ¢.
Montrer qu’on peut éliminer la variable Q en choisissant convenablement la
constante A.
b) Pour ce choix de la constante A, écrire les équations de Hamilton et les résoudre et
utiliser la transformation canoniques pour déterminer q(t)et p(t).
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