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AVANT-PROPOS

L'hydraulique est une science qui étudie les lois de I'équilibre et du mouvement des fluides et
fournit des méthodes d’applications de ces lois afin de résoudre divers problémes pratiques de
l'ingénierie.

L'hydraulique est divisée en deux parties : I'nydrostatique et I'hydrodynamique. L'hydrostatique
étudie les propriétés physiques des liquides, les lois d'équilibre des fluides et leurs interactions
avec les solides. La dynamique des fluides étudie les lois du mouvement des fluides et leurs
interactions avec les solides. L'hydraulique moderne est basee sur les concepts théoriques de la
mécanique des fluides classique, dans lesquels les lois de la mécanique des fluides sont étudiees
de maniére strictement mathématique conformément aux lois physiques générales de
conservation de la matiere et de I'énergie et a I'application des principes de base de la théorie
mécanique. Son étude est nécessaire pour la bonne compréhension des principes de calcul et
conception de canalisations, de machines hydrauliques, installations de production de chaleur,

thermodynamique, systemes de ventilation, etc.

Ce présent polycopié de cours sur I’hydraulique est destiné plus particulierement aux étudiants
de cycle LMD (Licence) en Hydraulique. Il s’inscrit dans les programmes de formation et de
préparation de I’étudiant a réaliser ses projets de cours et aux mémoires de fin de cycles. Il
comprend quatre chapitres, chaque chapitre fournit des informations théoriques et des exemples
typiques de résolution de problemes. Le choix des exercices couvre les propriétés physiques
des fluides, ’hydrostatique des fluides, et la dynamique des fluides dans les conduites sous

pression.
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Chapitre 1. Propriétes des fluides
I.1. Définition de I'hydraulique

L'hydraulique est une science qui étudie les lois de I'équilibre et du mouvement des fluides et fournit
des méthodes d’applications de ces lois afin de résoudre divers problémes pratiques de I'ingénierie.

Le mot "hydraulique™ vient d'une combinaison de deux mots grecs "6wp" (hudor) — eau et "avAdc"
(aulos) — tuyau.

L'émergence de I'nydraulique ancienne en tant que science s'explique par la nécessité pratique de
combiner regles et expérience afin de guider I’eau par les conduites, c'est-a-dire le calcul et la
construction des conduites d'eau. Aujourd’hui, le spectre des phénomeénes couverts par I'hydraulique
est extrémement large.

L'hydraulique est divisée en deux parties : I'hydrostatique et I'nydrodynamique. L'hydrostatique
étudie les propriétés physiques des liquides, les lois d'équilibre des fluides et leurs interactions avec
les solides. La dynamique des fluides étudie les lois du mouvement des fluides et leurs interactions
avec les solides. L'hydraulique moderne est basée sur les concepts théoriques de la mécanique des
fluides classique, dans lesquels les lois de la mécanique des fluides sont étudiées de maniére
strictement mathematique conformément aux lois physiques générales de conservation de la matiere
et de I'énergie et a I'application des principes de base de la théorie mécanique.

1.2. Caractéristiques physiques et propriétés des fluides

1.2.1. Définition.
On appelle fluide a I’échelle macroscopique, un milieu matériel continu qui est déformable (il prend
la forme du récipient qui le contient), sans forme propre et qui peut s’écouler. Les fluides regroupent
les liquides les gaz et les plasmas.

Le volume des liquides change peu a la variation de la température et de la pression (les liquides
sont tres peu compressibles). Par contre le volume des gaz change d’une maniére distinguée a la
variation de la température et de la pression (les gaz sont compressibles).

Les liquides n’occupent pas tout I’espace d’une capacité comme le font les gaz. Ils peuvent avoir
une surface libre avec un milieu gazeux. lls sont peu compressibles et prennent les formes des
récipients qui les contiennent.

La masse volumique d’un liquide P est le rapport de la masse du liquide M a son volume
V.

Py (1)

p s’exprime en kg/m3, V volume en m3 ,M la masse en kg.

Le liquide est dit homogene si sa masse volumique est la méme sur tous les points. Le poids
spécifique (volumique) d’un liquide homogene est le rapport di a la masse du liquide a son volume



¥ - s’exprimes-en N/m®

(1.2)

Tableau 1.1 : La masse volumique p et le poids spécifique (volumique) de quelques liquides

Liquide t,°C p, K& /m?3 7, KN/m?3
0 999,87 9,80
Eau 4 1000,00 9,80
20 998,23 9,78
50 988,07 9,68
Eau de mer 15 1020...1030 10,0...10,10
Acétone 15 790 7,74
Essence 15 680...740 6,66...7,25
Glycérine 20 1260 12,23
Kérosene 15 790...820 7,74...8,04
Huile de broche 20 889 8,71
Huile de machine 20 898 8,90
pétrole 15 700...900 6,86...8,82
Mercure 0 13596 133,33
Térébenthine 18 870 8,53

La densité (d) du liquide est le rapport entre la masse volumique du liquide considéré et la masse
volumique de I’eau pris en référence dans les mémes conditions de température et de pression. La
densité n’a pas d’unité de mesure.

d— APliquide
peau

1.3. Compressibilité et dilatation

(1.3)

La compressibilité est la variation du volume d'un fluide sous I'action de pressions extérieures.
L’une des principales propriétés d'un fluide ideal est leur incompressibilité complete. Les liquides
réels sont pratiquement compressibles. Sous I'effet de forces externes, les liquides réels sont
comprimés de maniere insignifiante, par exemple, la densité de I'eau n‘augmente que de 5% lorsque
la pression augmente de 100 MPa.

La compressibilité du liquide est caractérisée par le coefficient de compression volumique

Be:



__v __ 1 av 1.4
Be dp dp Y, (4)
Ou V=le volume initial du liquide a la pression atmosphérique,
dV=la diminution du volume du liquide a I’augmentation de la pression.
Bc s’exprimes-en  m/N?

N.B : Le signe (-) dans la formule (4) est dd au fait qu'une augmentation positive de la pression dP
correspond a une diminution du volume du liquide.

L'eau a 0°C avec une augmentation de pression de 1 atmosphére (10° Pa) est comprimée de 1/21000
de son volume d'origine, c'est-a-dire son coefficient de compression volumique est trés faible et egal
a fc = 1/21000 [cm?/kg].

L'inverse du coefficient de compression volumique est appelé module d'élasticité volumique du
liquide k (kg/cm?) et est défini comme suit :

K=+ (1.5)

Lors de la résolution de problémes pratiques impliquant I’eau comme milieu liquide, I’eau peut

étre considérée comme un milieu pratiqguement incompressible avec de faibles variations de
pression.

La dilatation du volume d’un corps due a une augmentation de la température est caractérisée par
le coefficient de dilatation thermique Bt qui exprime I’augmentation du volume du liquide V lorsque
sa température augmente de 1° C.

_1. av (1.6)

1.4. Viscosité

La viscosité des liquides est la propriété de résister aux efforts tangentiels qui tendent a faire déplacer
les couches du liquide les unes par rapport aux autres.

Soit un fluide qui s'écoule en couches le long de la paroi plane (Figure 1.1). En raison de la contrainte
exerceée sur la paroi, la couche de fluide se déplacera a différentes vitesses, dont la valeur augmente
avec I’éloignement de la paroi.
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Figure 1.1. Profil de vitesse dans un écoulement de fluide visqueux

Considérons deux couches se déplacant d'une distance 1’une de I’autre de An. En raison de la
différence de vitesse, la couche B est decalée d'une valeur de vitesse dv par unité de temps par
rapport a la couche A. La valeur dv est le cisaillement absolu de la couche B le long de la couche

d . . . . . . i
A, etﬁ est le gradient de vitesse (cisaillement relatif ou vitesse de deformation).

Soit t la contrainte tangentielle générée lors de ce mouvement. La relation entre la contrainte de
cisaillement et la vitesse de déformation s'écrit de maniére similaire au phénomeéne de cisaillement
dans les solides :

TEpx (1.7)

Lorsque les couches sont infiniment proches, la loi de frottement visqueux de Newton est obtenue :

dv
r:i,uxd—n (1.8)

La grandeur y, qui caracterise la résistance du fluide au cisaillement tangentiel est appelée viscosité
dynamique. Selon le choix de la direction considérée dans laquelle est mesurée la distance le long
de la normale & partir de la paroi de la canalisation considérée ou de son axe, le gradient de vitesse
peut étre positif ou négatif.

. dv . . . .. .
Le signe = dans la formule (1.8) est pris de telle maniére, que la contrainte de cisaillement soit

positive.

La force de frottement interne d’un liquide est directement proportionnelle a la viscosité dynamique,
a la surface des couches en frottement et au gradient de vitesse.

F=rxs= xﬂxs 1.9
H dn (1.9)



Dans le systeme Sl, la viscosité dynamique a pour unité de mesure [N XZSJ Dans le
m

systéme CGS, I’unité de mesure de de la viscosité dynamique est le poise (Po ) = g/cm.s.

N xs N xs

Par conséquent 1——= = °
m

10poisesou p, =0.1

L'unité de mesure de la viscosité cinématiquev couramment utilisée dans les calculs est le
m2/s.

v=%4 (1.10)
Yo,
Ce coefficient a recu le nom de “cinéematique" en raison du fait que sa dimension contient
uniquement des unités de mesure de parameétres cinématiques et n'inclut pas d'unités de mesure de
force. Dans le systeme S, la viscosité cinématique est mesurée en (m2/s), dans le systéeme CGS, en
cm?/s ou stokes (St). Une valeur 100 fois plus petite que Stokes est appelée centistokes. Un centieme

de Stokes s’appelle un centistoke.

La viscosité d'un liquide dépend fortement de la température et diminue a mesure que la température
augmente, en revanche, la viscosité du gaz augmente. Cela peut s'expliquer par le fait que les
propriétés de viscosité des liquides et des gaz sont différentes. Dans le cas des gaz, la vitesse
moyenne du flux thermique et I’agitation des molécules augmentent avec l'augmentation de la
température, ce qui entraine une augmentation de la viscosité. Dans le cas des liquides, les molécules
ne peuvent osciller qu'autour de leurs positions intermédiaires. Lorsque la température augmente, la
vitesse du mouvement vibratoire des molécules augmente. En conséquence, les liaisons qui les
maintiennent ensemble peuvent étre surmontées plus facilement, rendant le liquide plus fluide et
mMOoins Visqueux.

La viscosité cinématique de I’eau a la pression atmosphérique est calculée par la formule de
Poiseuille :

0.0178
V= (1.11)
1+ 0.0337t + 0.000221t >

Ou,
t = est la température, °C.

Tableau 1.2 : La viscosité cinématique de I’eau pour différentes températures

v, 1074 v, 1074 v, 1074 v, 1074 v, 1074 v, 1074
t,°C ’ t,°Cl "’ t,°Cl "’ t,°Cl "’ t,°Cl "’ t,°Cl "’
m?/s m?/s m?/s m?/s m?/s m?/s

0 00179 | 6 0,0147 | 12 0,0124 | 18 0,0106 | 30 0,0080 | 45 0,0060

2 0,0167 | 8 0,0139 | 14 0,0118 | 20 0,0101 | 35 0,0072 | 50 0,0055

4 0,0157 | 10 0,0131 | 16 0,0112 | 25 0,0090 | 40 0,0065 | 60 0,0048




Tableau 1.3 : valeurs de la viscosité cinématique pour certains liquides

Fluides t,°C V. 10~*m?/s Fluides t,°C v 10~*m?s
Lait entier 20 0,0174 .
Crair 0 0133 Glyceérine 20 11,80
Kéroséne 15 0,027 Pétrole léger 18 0,25
Mazout 18 20 Pétrole brut 18 1,4
Acier liquide 1550 0,0037
Huile pour
les systémes 50 0,1 Mercure 15 0,0011
hydrauliques

En mécanique des fluides, pour faciliter la résolution de certains problemes, le concept de fluide
idéal (parfait) est utilise. Un liquide parfait est un liquide imaginaire avec une mobilité absolue des
particules dépourvu de viscosité, absolument incapable de résister a la rupture. Par conséquent, un
fluide parfait est un modele d'un fluide reel. Les conclusions tirées des propriétés d'un fluide parfait
doivent en régle générale, étre corrigées en introduisant des facteurs de correction.

Les liquides pour lesquels la loi de frottement interne de Newton est valide (1.9) sont appelés
newtoniens. Cependant, il existe d’autres liquides, par exemples les produits pétroliers, les huiles
de graissage a basse température, suspensions colloidales, boues argileuses, sont caractérisés par
des forces de frottements méme en état d’équilibre. La relation entre la contrainte de cisaillement t
et le gradient vitesse est exprimé par une relation différente.

+ 1 x —dv (1.12)
T=1,%u 1.12
0 :
dn
Le mouvement des liquides non newtoniens ne commence qu'apres que le milieu extérieur
surmonte la contrainte de cisaillement initialeZo. Ainsi, les fluides non newtoniens se différencient
des fluides newtoniens par la présence d'une contrainte de cisaillement au reposTo.

1.5. Capillarité : Loi de Jurin

Le phénomene de variation de la hauteur du niveau de liquide dans les tubes par rapport au niveau
de liquide dans un récipient large, sont appelés phénomeénes capillaires

Lorsqu’un tube est plongé dans un liquide qui devrais, soit monté dans le tube (cas d’un liquide
mouillant), soit se trouver a un niveau plus bas (cas d’un liquide non mouillant). Les forces de
tentions superficielles F sont directement responsables de ce phénoméne, et la hauteur h, a laquelle
le liquide se stabilise, est le résultat d’un équilibre entre la force de pesanteur et les forces de tentions
superficielles.



Equilibre F=2zxrxpgxcos@ , P=mg=rmxr2xhxpg
Le poids de la colonne du liquide dans le tube P =mg = 7z xr2xhx pg

La force de tension superficielle F =2x 7z xrxoxcosé

h— 2X0xC0SO (| oj de Jurin) (1.13)
r < og

r — Rayon intérieur du tube ;2 — masse volumique du liquide ; & —I’accélération de la pesanteur ;
o — de tension superficielle du liquide ; 8 —Angle de raccordement liquide/solide.

Les phénomenes capillaires sont trés fréquents, en particulier, la remontée de I'eau dans le sol, le
long du systeme racinaire des plantes, mouvement des fluides biologiques a travers le systeme de
petits vaisseaux et tubules et de nombreux autres phénomenes.



Exercices avec solutions-Partie propriétés des fluides

Exercice N°1.

Déterminer le volume d'eau supplémentaire nécessaire a alimenter la conduite d = 500 mm et
longueur

L = 1 km pour augmenter la pression jusqu'a AP = 5.10°Pa . La conduite d'eau est
préparée pour les tests hydrauliques et remplie d'eau a pression atmosphérique. La
déformation de la conduite est négligeable.

Solution :

d? 3.14x0.5
StiuibhihaVY |

Le volume de la conduite : V = TX L 0° =196.2m°®

Le volume d’eau AV supplémentaire nécessaire a alimenter la conduite :

AV AV
= X L =
V x AP (V +AV)AP

B

m* 1
A partit du tableau (1’annexe) . =5.107° N 5.109 Pa™

Alors : AV = V.B.AP 196.2x10°

C1-B.AP 6
Fe 2.10° 1—5'109
2.10

=0.493m*

Exercice N°2.

Dans le systeme de chauffage (chaudiére, radiateurs et canalisations) d'une petite maison
contient V = 0,4 m3 eau. Quelle quantité d’eau supplémentaire entrera dans le vase
d’expansion lorsque la température passe de 20° a 90°C.

Solution
La masse volumique de I’eau pour une température de 20° =998 kg/m? , la masse de I’eau

m = 0.4x 998 = 399kg . La masse volumique de I’eau pour une température de 90° =965

kg/m?3, le volume de I’eau : V, = mo_ % ~0.414m®

'090°
Le volume supplémentaire :

AV =V, -V, =0.414-0.4 = 0.014m’



Exercice N°3.
Déterminer la variation de la masse volumique de I'eau sous I’effet de sa compression a
partir de P, =1.110° Pa a P, =1.1107 Pa .

Solution
A partir du tableau (N2 Annexe) en prend le coefficient de compression volumique

B. =5x10""Pa

La masse volumique de I'eau p = % . Lors de la compression de I’eau, son volume V varie

de AV
AV—V = . x AP
ou, AP =P, -P,=11x10°-1.1x10" =-0.99x10’
La masse de I’eau reste constante :
_ P V, \'A 1 1 1

n =L = =1.00 fois

Po Vs £1+Avj><vl 1+A\%/1 1+ f, xAP  1-5x107"° x0.99x10’

1

Exercice N°4

Le récipient est rempli d'eau occupant un volume V = 2 m3. De combien ce volume diminuera-t-il
et a quoi sera-t-il égal lorsque la pression augmentera de 200 bar a une température de 20 °C ? Le
module de compressibilité de I'eau a la température donnée est E, = 2110 MPa.

Solution
La variation du volume du liquide est déterminée par la formule :

AV =-B. xAPxV
Le coefficient de compression volumique :
B. :i:;ﬁ: 474x10"° L
E, 2110x10 pa

L’augmentation de la pression :
AP = 200bar = 20 x10° Pa
Alors :
AV =4.74x10"° x2.20x10° = 0.019m?®

Le volume final recherché :
V. =V —AV =2-0.019 =1.981m’
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Exercice N°5

Calculer la hauteur de I’ascension capillaire de I’eau et la descente du mercure a 20° dans un tube
capillaire de diameétre d = 1 mm .La tension superficielle o de I’eau a 20° vaut 0,0726 N/m, sa
masse volumique p est de 998,2 kg /m?; Celle du mercure oy,= 0,49 N/m et de masse volumique
Prg=13550 kg /m>.

Solution :

4x o xC0SH 4x0,0726x1
’ i illai ’ : 2x 0o xC0Sl — = ! -
L’ascension capillaire de I’eau : h = pg prgxd 9982 x 9,81 0,001

=0,0297m; 6 = 0 pour I’eau.

4 cosd
O g _4.0,49.0,643. — 0,0095m

La descente capillaire du mercure : h = = =
Prg9d 13550.9,81.0.001

Pour le mercure 8 20° 6 = 50°
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I1. La statique des fluides (hydrostatique)

On appelle hydrostatique une branche de I’hydraulique qui s’occupe de I’équilibre du liquide et son
interaction avec les corps solides.

11.1.1. Forces agissantes sur un liquide en équilibre absolu

N’importe quel corps liquide de volume donné se trouvant en équilibre absolu, lorsque ses particules
ne se deplacent pas les unes par rapport aux autres, est soumis a I’action des forces de volume
(pesanteur) qui s’exercent sur tous les points du corps liquide de volume donné, et les forces de
surface (pression) qui agissent seulement sur la surface du corps liquide.

Examinons séparément chacune de ces deux groupes de force :

Par la nature de I'action, Les forces de surface peuvent étre tangentielles et normales a la surface
considérée. Les forces tangentielles ne sont que les forces de résistance visqueuse, qui, comme
mentionné ci-dessus, n'apparaissent que dans un fluide en mouvement. Par consequent, seules les
forces normales peuvent exister dans un fluide au repos. Les forces normales peuvent étre de
compression ou de traction. Comme les fluides réels ne résistent pas aux forces de traction, ils ne
peuvent exister ni dans un fluide au repos ni dans un fluide en mouvement. Par consequent, les
forces normales dans un fluide sont toujours compressives, c'est-a-dire sont dirigés normalement
vers la surface considérée a l'intérieur du volume sélectionné.

Les forces de masse agissant sur un fluide peuvent étre la gravite, l'inertie, en particulier la force
centrifuge.

Selon la deuxiéme loi de Newton, la force d'inertie peut avoir n'importe quelle direction dans
I'espace et est égale a: F, =mxa

Ou m est la masse du liquide ; a- est I'accélération transmise sur cette masse par la force Fm.

En développant la forceFm le long des axes de coordonnées X, v, z, on obtient :

Fo =mxa,; F =mxa F =mxa, (1.1)

Ou: , ay et a; sont les composantes d'accélération le long des axes de coordonnées.
Désignons par F la force de masse agissant sur une masse unitaire (c'est-a-dire m = 1) et denotons
ses projections sur les axes de coordonnées X, Y, Z, respectivement.

Alors I'équation existante peut étre écrite comme suit :
X=a,Y=a,;2=4q (1.2)

Alors la projection de la force de masse unitaire le long des axes de coordonnées est égale a la
projection de I'accélération exercée par cette force sur le méme axe.

Dans le cas ou seule la gravité agit sur le liquide a partir des forces de masse, créant une accélération
g dirigée vers le bas, et en considérant I’axe positif z dirigé vers le haut, on obtient :
11



X =0Y =0;Z =—g (1.3)

11.1.2. La pression hydrostatique et ses propriétés

Découpons un certain volume donné de liquide se trouvant au repos et en équilibre en deux
parties contenant respectivement les masses m; et m,, et on supprime I'une d'entre elles (par
exemple, celle du haut), et la partie du bas se retrouve en déséquilibre et se déplace vers le haut.
Pour maintenir I'équilibre de la massem, restante, il est nécessaire de lui appliquer une force
équivalente a I'action de la masse rejetée m, , et cette force sera uniformément répartie sur la section
transversale S. La section transversale S peut étre représentée comme constitué du n-ieme nombre
de zones ¢élémentaires AS, a chacune desquelles une force AF, équivalente a la masse supprimée m,
agissant normalement a la surface (voir figure 11.1).

Figure 1.1 : Action des forces de masse

La pression moyenne hydrostatique Pmoy exercée par la force AF sur la surface AS est définie par
I’expression :

_AF
Pooy =AF /o (11.4)

En réduisant la dimension de la surface AS et en passant a la limite lorsque la valeur AS tend vers
zéro, on obtient la valeur de la pression hydrostatique au point donné du liquide :

i F
pzllms»og (11.5)

La pression hydrostatique est la contrainte qui se produit dans un liquide a la suite de forces de
compression.

Dans le systeme Sl I’unité de mesure de la pression est un Pascal (Pa).

12



+ La premiere propriété de pression hydrostatique est toujours dirigée suivant la normale
intérieure vers la surface d’action.

+ La deuxiéme propriété de la pression hydrostatique en un point donné, est que sa valeur est
la méme dans toutes les directions.

Examinons un tétraedre de cotes dx, dy, dz paralleles a I’axe des coordonnées. Sur le tétraedre
agissent les forces de surfaces :

Figure 11.2 : Schéma de détermination de pression

1 1 1
ZEXddeZX P F, =E><dx><dz>< p,;F, ZEXdXXdyX P, (11.6)

FX
F, = p, xdF, xcos(n, x)

La résultante des forces de masse agissantes sur le centre de gravité du tétraédre

Fm=m><a=p><dVxazéxpxdxxdyxdzxa (1.7)

a = L’accélération résultante de toutes les forces de masse.

Puisque le tétraédre est en équilibre, toutes les forces agissant sur lui s'équilibrent, et donc la somme
des projections de toutes ces forces sur les axes de coordonnées doit étre nulle. Considérons d'abord
les projections sur I'un des axes, par exemple I’axe x :

YF =F—F, x cos(n, x) -+ Fox =2F

1
y X:FX—Fnxcos(n,X)+g,0><dX><dy><dZ><aX:O

(o)

F_xcos(n,x)=p_ xéxdyxdz (11.8)

ou %pxxdyxdz+%pxdx><dy><dz><ax=O (1.9)

13



Divisons I’équation par%x dy xdz ,onobtient:
1
px_pn+§p><dx><axzo (||.10)

Lorsque dx — 0, on obtient :
Px =Pn (1.12)

De la méme fagon on obtient les équations correspondantes aux axes OY et OZ :

Px =Py =P, = Pn
Px=Py =P, =P

(11.12)

N.B : Par conséquent, la pression hydrostatique en point est égale dans toutes les directions.
La pression en un point donné dépend des coordonnées du point dans le volume du liquide et de sa
masse volumique, c’est la troisieme propriété de la pression hydrostatique.

P=P(x,y,2,p) (1.13)
11.1.3. L’équation de I’équilibre du liquide (équation d’Euler)

Considérons un liquide se trouvant en équilibre statique, découpons un élément de ce fluide de forme
parallélépipéde rectangulaire de volume dx. dy. dz et examinons son equilibre :

2
rER N T
N ,i_,.---___.[
o a7 4
=

Figure 11.3. Schema explicatif de I’équation d’équilibre du liquide

La face dzdy est soumise a la pression hydrostatiqgue moyennePx, la face opposée est soumise a la

pression hydrostatique p_ + aapx dx .
X
Ou,

66& = La dérivée partielle de Px sur I’axe Ox,
X
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%&dx = I’accroissement de la pression hydrostatique moyenne P sur une distancedx.
X

En raisonnant de la méme fagon pour les directions Oy et Oz :

. apy et %dz
py,py+Edy P; o7

En plus des forces hydrostatiques, le volume élémentaire du liquide est soumis aux forces de masse.
Sa résultante projetée sur I’axe OX : X x pxV = X x pxdxx dy x dz

L’équation de I’équilibre du liquide pour le volume élémentaire dans les directions Ox, Oy, Oz :

P, ><dy><dz—[pX +%xdxjxdyxdz+pxdxxdyxdzxX =0
0 .
p, ><dx><dz—(py +%xdy]xdx><dz+p><dx><dy><dz><Y =0 (11.14)
p, ><dx><dz—[pZ +%xdzjxdXxdy+,0><dX><dy><dZ><Z =0
z
Ou:
L = la masse volumique du liquide
Apreés transformation de I’équation (11.14), nous aurons :
op
—X 4+ px X =0
OX P
o
Py pxvy =0 | (11.15)
oy
op
——2t+,pox2Z2=0
oz » J
Divisons I’equation (11.15) par P et on aura le systéme d’équations suivant :
X Lo _
L OX
_i pr =0 5
p oy (1.16)
z_10p, _,
L 0z

Le systeme d'équations (I1.16) est la forme générale de I’équation d'équilibre liquide, qui décrit la
loi de distribution de la pression hydrostatique et est appelée I'équation hydrostatique de L. Euler.

Dans le systeme d’equation (11.16) multiplions la premiére équation par dx, ensuite la deuxieme et
troisiéme équation par dY et dz respectivement :

0
aﬁxdx+&xdy+a&xdz = px (X xdx+Y xdy +Z xdz) (n.17)
OX oy oz

15



L’expression entre crochets représente la différentielle totale de P(x, y, z), etelle s’écrit de la fagon
. 0 o - .
suivante : dpP = (% dx + Py dy + % dzj , donc I’équation (11.17) peut s’écrire comme sulit :

X z

dP = px (X xdx+Y xdy+Zxdz) (11.18)

Conclusion : I’équation(11.18) représente I’équation différentielle d’équilibre du liquide.
11.1.4. La surface libre, surface d’égale pression (surface isobare)

La surface dont tous les points sont soumis a la méme pression est appelé surface d’égale pression.
Il découle de I’équation (11.18) que dans un volume de liquide au repos, tous les plans horizontaux
(si p = const,z = const ) sont des surfaces d’égale pression.

Les plans horizontaux comprennent les surfaces d'égale température, d'égale pression, d'égale
densite, etc. En mécanique des fluides, il est le plus souvent nécessaire de déterminer des surfaces
d'égale pression (surface isobare).

Composant I’équation d’égale pression. Dans ce cas P = const , donc 4P = 0 a partir de I’équation
(11.18) on obtient I’équation différentielle d’égale pression pour le cas général :

X xdx+Y xdy+Zxdz=0 (11.19)

Déterminons I’équation d’égale pression dans le cas d’un liquide homogéne( P =const) en équilibre
lorsqu’il est soumis aux seules forces de gravite.

La projection des forces de masse sur les axes Ox, Qy, Oz.
X =0y =0;Z =—¢g (11.20)

En substituant dans (11.19), on aura

—gxdz=0 (1.21)
d’ou Z = const

En conséquence, pour toute surface horizontale d’un liquide en équilibre, se trouvant dans un
systeme de coordonnée absolu, la valeur de la pression est constante.

La surface du liquide en contact avec un milieu gazeux est appelée surface libre, tous ses points sont
soumis & la méme pression extérieure Po .

11.1.5. Equation fondamentale de I’hydrostatique
Considérons un récipient plein de liquide, dont sa surface libre est soumise a la pression

atmosphériquePo. Prenons dans le volume de liquide un point arbitraire4, de coordonnée z et
déterminons sa pression hydrostatique P (figure 11.4). La coordonnée de la surface libre Zo .

Parmi les forces de masse qui agissent sur le liquide, la force de gravité dont I’accélération de sa
pesanteur & de direction vers le bas.
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Figure 11.4. Représentation graphique de I’équation fondamentale de I’hydrostatique.

La projection de la force de gravité dans la direction X, Y, Z:
X =0Y =0;Z =—g
Pour déduire I’équation fondamentale de I’hydrostatique, on applique la relation(11.18)

P=pX.dx+Y.dy+Z.dz)

Qui devient : dP =-pg.dz

Puisque : pg =7,

Alors : dP =—y.dz

Apres intégration :

P=—yz+(C (11.19)

Sachant qu’en surface libre : z=zy;,P=P,
A|OI’S PO =_]/ZO+C:>C:P0+)/ZO

On remplace la valeur de C dans I’équation (11.19) et on obtient :

P = _)/Z +P0 + )/ZO (“20)
Pour les deux points selectionnés A, et B, I'équation (11.20) peut étre ecrite comme suit :
(11.21)

zZ+ p_zo+&_H = const

17



Pour deux points d’un volume de liquide donnée a coordonnées z1 et zz, on a:
zl+&=zz+&=H = const (11.22)
e e
Conclusion : L’équation (11.22) exprime la répartition de la pression hydrostatique, c’est I’équation

fondamentale de I’hydrostatique. La grandeur constante H est appelée charge hydrostatique.

La valeur de la pression hydrostatique en un point donné du liquide, peut étre calculée par I’équation
(11.20), en introduisant la profondeur d’immersion du point A par rapport a la surface libre

H=z,-1z.

=—yXZ+ P, +yXxZ

p }/ pO 7/ 0 (”'23)
pP=p,+yxh

Il découle de I’équation (11.23) que la pression dans le liquide augmente avec la profondeur

d’immersion, et exprime la pression hydrostatique absolue du liquide au repos.

Par conséquent, la pression d’un point d’un liquide en équilibre est égale a la somme de la pression
extérieure (Po) agissant sur la surface libre et la pression pxgxh.

pxgxh estle poids de la colonne d’eau d’une surface unitaire et la profondeur d'immersion h
sous la surface libre du liquide.

11.1.6. Types de pression

Selon le choix de la ligne de référence, la valeur numérique de la pression peut étre différente. On
distingue la pression absolue, la pression effective et vide(dépression). La pression absolue est la
pression mesurée a partir du zéro absolu, qui est considérée comme la pression dans le vide. Sur la
(Figure 11.6), cette pression correspond & la ligne O-O. Paps - pression absolue au point A. Comme
déja note, il ne peut y avoir de contraintes de traction dans un liquide. Conformément a cela, on
considere que la pression absolue ne peut étre que positive.

Dans ce cas, si la valeur de pression est mesurée a partir de zéro (ligne a-a) qui est supposee étre la
pression atmosphérique, alors cette pression est appelée effective ou manométrique :

Peff = I:)abs - IDatm = 7Xh (11.26)

La pression effective (manométrique) est définie comme la différence entre les pressions absolue est
atmosphérique.

Evidemment, la pression effective peut étre positive ou négative. Sur la figure 11.6, la pression
effective positive correspond a la pression au point A. La pression effective sera négative lorsque la
pression absolue sera inférieure a la pression atmosphérique (point B sur la figure 11.6). Cette
pression est appelée vacuum ou pression de vide. Le vide est le mangue de pression par rapport a la
pression atmosphérique.
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La pression effective positive est mesurée avec un manometre, négative (-) avec une jauge a vide.
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Figure 11.5. Schéma explicatif de différents types de pressions

Tableau I1.1 : Unités de mesures de pression.

N/m? bar Kgf/cm? Atmosphere | mm.col .Hg| mm.col.d’eau
1 N/m2(Pa) 1 10-5 1,0197.10°° 0,987.10° 750. 10°° 0,10197
1bar=10%dyne/c m2 10° 1 1,0197 0,987 750 1,0197. 10
2=
LKgflem=1atm | 981 105 0,981 1 0,968 735,6 10*
(technique)
Latmosphere | 413 105 1,013 1,033 1 760 1,0332. 10°
(physique)
1mm.c .Hg 133,32 133.10%| 1,3595.10°° 1,316. 103 1 13,6
1 mm .col .d’eau 9,81 9,81.10° 104 9,678.10° | 7,356.1072 1

11.1.7. Hauteurs Piézométriques, hauteurs de vide
Pour représenter les hauteurs piézométriques et vides, prenons un recipient fermé rempli de liquide
(Figure 11.7a), muni d’un orifice au point C auquel nous attacherons un tube ouvert par le haut.

Si la pression Po appliquée a la surface du liquide est supérieure a la pression atmosphérique, alors
le liquide monte dans le tube jusqu'a une hauteur 4. Le tube indiqué est appelé piézometre et la
hauteur £ est appelée piézométrique.
Soit un point C située a une profondeur d’immersion 4c dans un fluide au repos et en équilibre. La
pression hydrostatique au point C peut étre représentée par la relation :
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Pas = Pam T7xh (11.28)

Paps = Po +7 %N, (11.29)

g
54
.

i 2 ("
0 5 ! 0
]
| SESSSESISI—
Figure 11.6. Détermination de la pression par les manometres
En équivalant les parties droites des equations(11.28) et (11.29) on obtient :
patm +)/><h= p0+7/th
Donc : h =M+ h, (11.30)
4

Par conséquent, la hauteur piézométrique indique la pression effective au point ou le piézometre est
fixé. Pour un piézométre attaché a une cuve ouverte, I'equation (11.30) est simplifiée :

Si, Po< Patm : ON aura alors I’éguation suivante :
h, _ Pan = Po _ (11.31)
4 v

Le vide se mesure en métres de colonne d'eau (m. c. d'eau), en atmosphere (atm) ou en millimetres
de mercure (mm ¢ Hg), 1 mm ¢ Hg. =133,332 N/m2. De I'équation (11.31), il en résulte que la valeur
limite du vide est une atmosphére (10 m ¢ d'eau = 1 kgf / cm2 = 98 065,5 N / m2).

Les jauges a vide sont installées sur les conduites d’aspiration de pompe, dans les siphons, etc.
20



11.1.8 Principe de Pascal

Prenons un récipient rempli de liquide (Figure 11.8). Une pression Py est créée Sur la surface
libre du liquide a l'aide du piston en position 1-1.

e e
| BN i _:l; - -2
S ad

Figure 11.7. Schéma explicatif du principe de Pascal

La pression hydrostatique en points arbitrairement choisi est :

Pa =Py +yxh,
Ps = Pp +7xhg (11.32)
Pc =Py +7xNe

Lorsque le piston se déplace vers la position 2-2, la pression sur la surface libre augmente de AP,
et la pression hydrostatique aux points sélectionnés s’écrit :

Pa =(po +Ap)+7/XhA
Pc :(po +Ap)+7><hc

Une variation de pression extérieure appliquée a la surface libre d'un liquide dans un récipient fermé
se transmet identiquement en tous les points de I’espace occupé par le liquide. C'est le principe de
Pascal.

11.1.9 Statique relatif des liquides (équilibre d’un liquide dans un récipient en mouvement)
On dit que le liquide est au repos relatif lorsqu'il est au repos par rapport a la paroi du récipient qui
se déplace avec le liquide. En état de repos relatif, le liquide peut étre considéré dans des réservoirs
mobiles, Par exemple le carburant dans les réservoirs de voitures ou d’avions, des conteneurs
rotatifs, ascendants ou descendants, etc.
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Pour un fluide au repos absolu, seule la gravité qui est la force de masse agissante. Au repos relatif,
une autre force de masse s’ajoute, la force d'inertie.

Lors d'un mouvement de rotation, par exemple lors d'une centrifugation, la principale force de masse
agissante est la force d'inertie. Dans ce cas, la gravité joue parfois un réle secondaire.

L'équation de I’hydrostatique pour un fluide au repos absolu

dP = px (X xdx +Y xdy + Z x dz) est applicable a un fluide relativement au repos, mais dans ce

cas, les projections des forces de masse unitaires X, Y, Z doivent étre comprises comme les
projections des forces de gravité et d'inertie unitaires.

Pour les projections de niveau, avec la méme interprétation des grandeurs X, Y, Z, I'équation
précédente pour le cas d'un liquide au repos absolu est applicable
(X xdx+Y xdy+Zxdz)=0

Les principaux problemes a résoudre lors de I'examen de divers cas de repos relatif d'un liquide, est
de trouver la loi la de répartition de la pression a l'intérieur du liquide et d’établir les surfaces d'égale
pression

11.1.10. La force de pression hydrostatique sur une surface plane
Déterminons la force hydrostatique agissant sur une surface plane (figure 11.10) inclinée par rapport
a I'norizontale d'un angle a.

Examinons une surface de forme arbitraire d'aire S. En tous points de cette section, il existe une
pression hydrostatique P dirigée le long de la normale au plan de surface et conformément a

I'équation fondamentale de I’hydrostatique P = P, +pgh, plus la valeur est grande, plus le point

considéré est plus profond sous la surface libre du liquide. La résultante de la force de pression
hydrostatique du fluide sur la zone S peut étre trouvee par : La somme de toutes les forces de
pression élémentaires paralléles les unes aux autres.

A lintérieur de la zone S, on selectionne un elément infiniment petit de surface dS avec une
profondeur d'immersion de son centre par la valeur h.
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Figure 11.8. Forces de pression hydrostatique sur une surface plane inclinée

Force élémentaire dF agissant sur la surface dS est déterminée par la relation suivante :
dF = P, xdS (11.35)

Ou P est la pression hydrostatiqgue moyenne dans la zone dS.
Puisque les dimensions de la surface dS étant infiniment petites, il est possible de prendre la pression
moyennePy égale a la pression P au centre de cette surface.

Compte tenu de cela, la force élémentaire dF s'écrira :

dF = pxdS = (P, + 7 xh)xdS (11.36)

On peut voir sur la figure 11.10 que : h=yxsina

Et alors I’équation (11.36) peut s'écrire comme suit :

dF =PxdS =P, xdS +y x yxsina xdS (11.37)

En intégrant cette expression sur toute la surface S on obtient

F =L P, xdS +jsyxyxsinaxds = Pojsd3+yxsina+jsyxds (11.38)

La premiére intégrale du coté droit est égale a l'aire S, et la seconde représente I'expression bien
connue du moment statique Msx de l'aire S autour de I'axe X.

Mg =Y, xS (1.39)
Ou vy - lacoordonnée du centre de gravité de la surface immergeée S, alors :

F=P,xS+yxy, xsinax$ (11.40)
Ou: yC xSing = hC
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En remplacant la valeur de h¢ dans la relation (11.40), on aura :
F =P xS+yxh,xS=(P,+yxh,)xS (11.41)

Lorsque Po = Paem , la force de pression hydrostatique effective devient :
F=yxh xS=pxgxh, xS (11.42)

Par conséquent, la résultante de la force de pression hydrostatique effective sur une surface plane
est égale au produit de la surface plane et la pression hydrostatique a son centre de gravité.

11.1.11. Centre de poussée et détermination de sa position

La position du point ou agit la force hydrostatique totale est d'un grand intérét pratique, ce point est
appelé centre de pression (poussée). C’est le point de croisement de la résultante des forces de
pressions hydrostatique du fluide avec la surface subissant la pression du liquide.

Lorsque Po = Paem , la position du centre de poussée ne dépend que de l'intensité de la force
hydrostatique effective, de sorte que la position (ordonnée) du centre de poussée sera déterminée en
tenant compte uniquement de cette force. Pour ce faire, on utilise le principe de la mécanique
théorique sur I’égalité du moment de la résultante a la somme des moments des composantes par
rapport au méme axe en prenant la ligne du bord de I’eau OX" en axe des moments (Figurell.10).

Composons I'équation d'équilibre pour le moment de la force résultante F et les moments des
forces composantes dF :

M, =Fxy,;dM. =dF xy (11.43)
M, =Fxy, =yxh, xSxy, =yxy. xsinaxSxy, (11.44)
M = [dM¢ = [dF xy = [yxhxdSxy =y xsina[y® xds (11.45)

Ou: J'y x dS = I, est le moment d'inertie de la surface immergeée par rapport a I'axe OX”.
S

Alors le moment des forces composantes :

M. =yxsinaxl, (11.46)

En équivalant les valeurs des moments de forces Mr etMc , on obtient :

yxyxsinaxSxy, =Axsinaxl, (11.47)
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D’ou: Yp =

SxVy.
Le moment d’inertie Iy est déterminé par la formule
I =1, +Sxy; (11.48)
On obtient en final
v g, e (11.49)
D ¢ Tgy y -

Ou:
lo = Le moment d’inertie de la surface immergée calculé par rapport a I’axe passant par le

centre de gravité.
Le centre de poussée de la pression hydrostatique effective se trouve sous le centre

de gravité d’une distance :

Iy
11.50
Sx Y. ( )

Pour expliquer comment on utilise les relations obtenues, on donne I’exemple suivant :

11.1.12. La pression d’un liquide exercée sur une surface plane horizontale

Soit un récipient (Figure 11.11) de profondeur d'eau dans le récipient h. La pression du liquide en
tout point du récipient dépend de la profondeur d'immersion de ce point. Si nous prenons les points

A, B et C, alors les pressions, seront respectivement, égales :

Figure 11.9.Forces de pression hydrostatique sur une surface plane horizontale

Py =7xhypg =y xhg;pe =y xhe (11.51)

La résultante de la force de pression exercée sur une surface plane A horizontale : F =y. hc. A

La résultante de la force de pression sur toute la surface du récipient
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F=yxh, xS (11.52)

En conséquence, la force résultante de pression hydrostatique exercée sur une surface horizontale
est égale a au poids de la colonne de liguide située au-dessus de la surface considéree.

La figure 11.12 montre quatre récipients de formes différentes. La surface du fond de tous les
récipients est la méme S. Tous les récipients sont remplis d'un liquide homogene jusqu'a une
profondeur de h. La force pression hydrostatique au fond de tous les récipients sera la méme et égale
a: F=yxhxS$S

L’hydraulique stipule que la pression du fluide ne dépend pas de la forme du récipient, mais de la
profondeur d'immersion de la surface et ses dimensions. C'est le paradoxe hydrostatique

s/ s/ s/ s/

Figure 11.10. Paradoxe hydrostatique
11.1.13. Force de pression sur une surface courbe

Lors de la détermination les forces agissantes sur une surface plane, nous avons affaire a des forces
élémentaires agissantes le long de la normale a celle-ci et parallelement entre elles. Par contre Lors
de la détermination des forces de pression hydrostatiques d'un fluide agissant sur une surface
courbe, ces forces sont normales entre elles, et de directions différentes.

La force hydrostatique résultante F est déterminée comme :

F =/F? + F? + +F? (11.53)

La force élementaire de pression est dirigée le long de la normale a la surface :
dF = pxgxhxdS (11.54)
Les composantes élémentaires sur les axes OZ , OY :

dF, =dF xcosa = px gxhxcosa xdS (11.54)
dF, =dF xsina = pxgxhxsina xdS '

Les expressions dS x cose«; dS xsin« sont les aires de projection d'une aire infiniment petite dS sur
un plan vertical horizontal, c'est-a-dire XOZ et YOZ.
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dF, = pxgxhxdS,

(11.55)
dF, = pxgxhxdS,

Imaginons que toute la surface de la figure, égale a S, soit constituée de zones infiniment petites dS,
dont chacune est exercée par les composantes des forces élémentaires de pression hydrostatique dFz
et dFx:

F, = [dF, = pxgx [hxds,
S S

(11.56)
Fy :IdFX :pxnghdeZ
s

S
L'integrale Ih xdS, estle volume d'un corps liquide imaginaire délimité en bas par une surface
S

courbe S et en haut par sa projection Sx sur le plan de la surface libre du liquide. Un corps liquide
imaginaire ainsi obtenu est appelé corps de pression.

Par conséquent, la composante verticale de la force Fz est numériquement égale au  poids du
fluide dans le volume du corps de pression :

Fzsznghxdsx=pxgxw (11.57)
S

W = _[h xdS, = volume du corps de pression,
S

Le corps limite par une surface courbe (S), sa projection sur la surface libre et les plans de projections
verticaux est appelé corps de pression et son volume (W) volume du corps de pression.

Figure 11.11. Force de pression hydrostatique sur une surface courbe
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Pour la composante horizontale, I'intégrale J'h x dS, est le moment statique de la projection S de
S

I'aire de la courbe sur le plan vertical YOZ.

Il ressort du cours de la mécanique théorique que le moment statique est égal au produit de la
projection d'une surface courbe et de la profondeur d'immersion du centre de gravité de la projection
de cette surface courbe.

Alors la composante verticale de la force de pression

Fzsznghxdszszgxsthc (11.58)
s
Ou:

e Sz est la projection de la courbe sur le plan OZ.
e /ic = Laprofondeur d’immersion du centre de gravité sur I’axe 0z

La composante horizontale de la force Fx est le produit de la projection de I’aire d’une courbe sur
un plan vertical et de la pression hydrostatique au centre de gravité de cette aire. La force de pression
totale F se trouve comme la résultante des composantes horizontale et verticale

Fo i F? (159)

La direction de la force de pression hydrostatique résultante F est déterminée par I'angle de son
inclinaison par rapport a I'horizon,

o= arctg(ij (11.60)
I:X
On note que le centre de poussée, c'est-a-dire le point d'application de la force de pression

hydrostatique du liquide peut étre trouvé graphiqguement comme le point d'intersection de la
direction de la force F avec la surface courbe.
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Tableau I11.2. Surfaces, Coordonneées du centre de gravité et centre de pression de quelques cas de

figure.

Coordonnée
Surface de la du Coordonnée
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11.1.14. Principe d’Archiméde. Flottement des corps

Le Principe d'Archiméde est interprété comme suit : Un corps immergé dans un liquide est soumis
a une force de poussée égale au poids du liquide déplacé par I'eau. Le corps immergé dans le liquide
est soumis a la force de gravité de ce corps et aux forces de pression superficielle. Les composantes
horizontales de la force de pression Fydu fluide sont mutuellement équilibrées.

Une force de pression dirigée verticalement vers le bas agit sur la surface supérieure.

F,.=pxgxW,
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Verticalement vers le haut s’exerce la force de pression sur la surface inferieure immergée du corps.
F,, = pxgxW, (11.62)
La résultante de ces forces est dirigée dans le sens d’action de la plus grande force.
F, = pxgxW, —W,) (11.63)

Le corps immergé dans un liquide est soumis a I’action de la poussée verticale égale en valeur et
opposée en direction au poids du liquide déplace par le corps.

F =pxgxW (11.64)

W= Volume du corps immergé

La force F est appelée force de poussée qui s’exerce sur le centre de gravité du volume immergé.

Figure 11.12. Principe d’Archimeéde

Le poids réel d'un corps immergé dans un liquide est égal a G qui s’applique au centre de gravité
du corps, mais en raison de I'nétérogénéité habituelle du corps, il ne coincide généralement pas avec

le centre de déplacement.
Puisqu’un corps immerge dans un liquide est en équilibre (flottant), les forces verticales G et F se

situent sur la méme ligne verticale, appelée axe de flottement.

4 g
_ — —

- be G

4 i c

G
b
G
a

Figure 11.13. Conditions de flottement des corps

30



Du point de vue de la flottabilité, trois cas d'équilibre d'un corps flottant sont possibles (Figurel6) :
Si G > F —le corps coule (Figure 11.16, a) ;

Si G = F - le corps est dans un état d’équilibre lorsqu’il est complétement immergé dans un liquide
(plongée sous-marine) (Figure 11.16, b) ;

Si G < F, alors la force résultante F — G pousse le corps vers le haut depuis le liquide et il flotte, en
restant partiellement immerger dans le liquide (Figure 11.16, c) ;F- force d’ Archiméde ;G — poids du
corps solide.

Faire flotter un corps partiellement immergé dans un liquide est le plus souvent rencontré dans la
pratique (par exemple, navires a usages divers).

11.1.14.1. Equilibre d'un corps flottant partiellement immergé dans un liquide

Examinons un corps flottant en équilibre d’axe de symétrie vertical OO qui passe par le centre de gravité
de la surface. La ligne AB le long de laquelle la surface libre du liquide croise la surface d'un corps flottant
est appelée ligne de flottaison. La section verticale du corps est appelée le plan de flottement. Le centre de
caréne est situé au point D. Lorsque I*équilibre du corps est déstabilisé par des forces extérieures d’un angle
par rapport au plan de flottaison XX, le volume de la partie immergée W reste constant en valeur et modifie
sa forme initiale.la ligne ABO devient A; B;0. A mesure que la forme du volume immergé change, son
centre de gravité doit se déplacer. Soit la nouvelle position du centre de gravité du volume
immergéA; B, 0, le point D’ sera le nouveau centre de caréne, une force de poussée F agissant
verticalement vers le haut sera appliquée a D’.

__,/ ‘
. Kl
- f ,‘I{:;,v o ,-:;\ ‘t':.l-‘__' L »
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Figure 11.14. Stabilité d’un corps flottant partiellement immergé dans un liquide

Le point d’intersection de ligne d'action de la force de poussée F avec I’axe de flottement OO au
point M,, appelé le métacentre. La distance du métacentreM, au centre de carene D est appelée
rayon métacentrique et est désignée par r,.la distance du point M, au centre de gravité C est appelée
hauteur métacentrique.

Déterminons I’expression du rayon métacentrique ;,,, en supposant que le corps s'est incliné d'un certain
petit angle a (a <15°). L*équilibre du corps est déstabilisé, le volume W; = AOA; sort de I’eau et le volume
W, = BOB;s’immerge. Le volume W, n'étant plus immergée dans le liquide, ne percoit plus de force de
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poussée, au méme moment, volume W, immergée dans le liquide, a commencé a subir I'action de la force de
poussée. W- Le volume d’eau déplacé par le corps flottant ; W/, — le volume de la partie du corps flottant
immergée dans le liquide

A|0I’S W=W0+W1=W0+W2:W1=W2
Le moment statique du volume W, par rapport a I’axe longitudinal de la surface en position une :

Wo =W —W; = W(-b) — Wy(—t;)

En positiondeux : Wy = W — W, = W, — Wst,
Donc W (—b) — W, (—ty) = W, — W,t, puisque W, = W,
W(a + b) = Wl(tl + tz)

a+b =r,sina et Wry,sina = Wi (t; +t,)

Le moment statique du volume W, est égal W,t, = sz x.dxdS,

Wl(t1+t2)=af xzdS

S

Sachant par la mécanique que le moment de la force résultante par rapport a tout axe est égal a la somme
des moments des forces composantes

J. x*ds = I, — est le moment centrale d'inertie de la surface de la section par la ligne de

flottaison par rapport a I'axe de balancement du corps , normal au plan de dessin et passant par le
centre de gravité de la zone de flottaison.

R . , . I
Lorsque a est trés petit, le rayon métacentrique : r,,, = WO

La stabilité d'un corps flottant partiellement immergé ou sa capacité a revenir d'une position
inclinée donnée a une position normale d'équilibre stable dépend de la position relative du centre de
gravité d'un corps flottant et du métacentre. 1l peut y avoir trois cas : Si le métacentreM, , en
comptant le long de I'axe de flottement, se situe au-dessus du centre de gravité C du corps, alors un
couple de forces G, F tendent a ramener le corps a sa position précédente, et le corps sera dans une
condition d’équilibre stable. Si le métacentreM,, sur I'axe de flottement est inférieur au centre de gravité C
du corps, alors, les forces G et F créeront des conditions d'équilibre instable. Si le métacentreM,, et le centre
de gravité C du corps coincident, alors le corps sera dans un état d'équilibre.
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Exercices avec solutions-Partie hydrostatique

Exercice N°1.

Déterminer la hauteur de la colonne d'eau dans le piézomeétre au-dessus du niveau de liquide
dans un récipient fermé si la pression absolue a la surface de I'eau dans le récipient est P,
=104 kPa. Tracer I’épure de pression.

-

g

e [
Figure 1. Schéma de I’exercice N°1

4

Solution
On prend le plan qui passe par les points 1 et 2, comme une surface d'égale pression.

P =P,

Selon les conditions de I’exemple : P, =P,
Ou P, —est la pression externe s’exercant sur la surface du liquide.

La pression totale au point 2 est déterminée par I'équation de base de I'nydrostatique :

P,—P

atm

P=P,+pdh=P, =P, +pgh=>h=

P =1x 10°Pa et P, =104000Pa (donnée)
Apres substitution, on obtient :

_ Py — P, _104000-100000
A9 1000x9.81

h 0.4m
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Exercice N°2

Un réservoir fermé A, rempli d'eau, est équipé d'un manomeétre a mercure liquide. Déterminez la
profondeur H du point de connexion du manometre a mercure au réservoir si la différence des
niveaux de mercure dans celui-ci est h =200 mm, la valeur a= 0,1 m et la pression P,=107,9 kPa.
Prenons la masse volumique du mercure égale & py, = 13600 kg/m>.

3

JA

N

ﬁ_ﬂ
\ \\
e

Figure 2. Schéma de I’exercice N°2

Solution :
On prend le plan d’egale pression passant par les points 1 et 2, d’ou P, =P,.

D’aprés I’équation fondamentale de I’hydrostatique :

La pression totale en point1: P, =F, + p,gx (H + a)
La pression totale en point2: P, =P, +p, gh

L’ équation de I’équilibre du liquide par rapport au plan d’égale pression :
P+ p.0x(H +a) =Py, + pyy, x gh
I:)0 +Ioeg X H +pegxa: I:)atm +pHg Xgh

La profondeur H requise est alors de la forme :

Patm_P0+pHngh_penga
Pe*9

H =

Données : P, = 1.10°Pa; Py = 1,079.10° ; py, = 13600 kg/m>;a =0,1m; p, =
1000 kg/m3;h =0,2m

En remplacant toutes ces valeurs dans la formule de H, on obtient :

4 _ 10000 ~107900 +13600x 9.81x0.2 -1000x9.81x 0.2 _ o
B 1000 x 9.81 '
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Exercice N°3.

Tracer I’épure de la pression hydrostatique absolue sur une surface plane AB (voir figure de
I’exemple 5), si la profondeur de I'eau dans le récipient est H = 5 m. La pression externeP, est de
104 kPa.

Solution :

La pression hydrostatique en point A est une donnée P, = 104 kPa

La pression hydrostatique en point B est déterminée par I’équation fondamentale de
I’hydrostatique

P, =P, + p,gH =104 +1000x9.81x 5x10° = 153Kpa

Les normales passant par les points A et B coincident respectivement avec la surface libre du
liquide et du fond horizontal du recipient et se situent dans le plan du dessin. Sur ces normales cote
liquide, sur I'échelle donnée, on trace les valeurs de la pression totale en A=104 kPa et en B = 153
kPa. Nous obtenons respectivement les points A" et B” que nous relions par une droite A'B". A égale
distance les uns des autres, tracons la ligne AB a la ligne A"B” parallelement aux bases AA” et BB’
du trapéze rectangulaire AA'B"B. Nous fermons ces lignes fleches, indiquant ainsi la pression
hydrostatique sur la surface AB exercée du coté liquide. Ainsi, le recherché épure de la pression
hydrostatique totale est un trapéze AA'B'B.

Exercice N°4.

Tracer I’épure de pression hydrostatique effective agissant sur une paroi plane inclinée d'un
réservoir ouvert rempli d’eau (Fig. 1.4). La profondeur d’eau dans le réservoiresth=4 m ;
p =1000 kg/m3.

Solution :

Puisque nous avons un réservoir ouvert, la pression absolue p a la profondeur h est

déterminée par la formule : P =P, + pgh

Ou P,; — Pression atmosphérique exercée sur la surface libre ; pgh =pression effective a
la profondeur h.
Peff =P- Patm = ,Ogh

Au fur a mesure que la profondeur h augmente, la valeur de la pression hydrostatique
augmente linéairement. Pour tracer une ligne droite, il faut connaitre les emplacements d'au
moins deux points, par exemple sur la surface libre et sur le fond du réservoir.

Au niveau de la surface libre, la pression effective est: Py = pgh =1000x9.81x0=0

Au fond du réservoir, la pression effective est : Py = pgh =1000x9.81x 4 = 39240Pa

Figure 3. Schéma de I’exercice N°8
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Exercice N°5
Déterminer les pressions absolue et effective dans un récipient rempli d’eau, lorsque la colonne de

mercure dans le tube h, = 0.3 m et la ligne de séparation entre le mercure et I’eau se trouve a une
distance de 0,1 m plus bas que I’axe du récipient.

Figure 4. Schéma de I’exercice N°9

Solution :

Etablissons I’équation de I’équilibre par rapport a la ligne de séparation :
Pan + Py 0N, = P+ pgh, = P =P, +g(p,.h, —y)
La pression hydrostatique effective :
Py = PPy = 9loieh, — ph, )= 9.81(13.6x0.3-1x0.1) = 39.04KPa
La pression hydrostatique absolue :

P=P,, +Ps =98.1+39.04 =137.04Kpa

Exercice N°6.

Un réservoir cylindrique de diameétre d = 2 mm est rempli d'eau et d'essence jusqu'a une
hauteur h = 1,5 m. Le niveau d'eau dans le piézomeétre ouvert sur I'atmosphere, est inférieur
au niveau d'essence de h, = 300 mm. Si la masse volumique de l'essence est p,g =
700 kg/m3 la masse volumique de l'eau est p, = 1000 kg/m3 , trouvez le volume
d'essence dans le reservoir.
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Figure 5. Schéma de I’exercice N°10
Solution :

Sur la base du schéema, on peut affirmer que les pressions au fond du réservoir et au fond du
piézométre (points A et B de la figure 2.17) sont les mémes : P, = Py . Etablissons

I’équation fondamentale de I'nydrostatique P00, + P O, = peg(h — hp)

Ou : he et hess = hauteurs d’eau et d’essence dans le réservoir

Puisque dans cette équation deux inconnues h,, et h,q,
Sachantque: h,=h-h ™= 5 g(h-h_)+p. gxh, = peg(h - hp)
Aprés simplification, he (o, — P )= p.h,

phy,  1000x0.3 _1m

D’ou la hauteur de essence : Ny = = =
(pe = Pess ) 1000700

Le volume essence contenu dans le reservoir est comme Suit:

2

ess ess

_ 3.14x2?

V x1=3.14m°

Exercice N°7.

Trouvez la force F nécessaire pour maintenir le piston en équilibre si le tube situé sous le
piston est rempli d'eau de densité p =1 000 kg/m3. Dimensions du tuyau d = 100 mm, h; =
4 m, h,=0,5m Longueur du levier a =0,2 m, b =1 m. le poids propre du piston est
négligeable.
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Figure 6. Schéma de I’exercice N°11

Solution:

Il est logique de supposer que la force F nécessaire pour maintenir le piston en équilibre
doit correspondre a la pression effective de dessous, c'est-a-dire a la pression pondérale de
la colonne de liquide.

Poss = pg(hy + hy) = 1000 * 9.81 * (4 + 0.5) = 44100 Pa
Force F,agissant sur la tige necessaire pour la maintenir en équilibre :

2 2
" _ 44100><—3'14j1 01" _364.2N

Pt =Peff

La force F dépendant de la longueur du bras de levier est :
F=F % - 364.2% — 69.24N

ExerciceN°8.

La voiture se déplace avec une accélération a = 3,27 m/s?. Déterminez la quantité minimale
de carburant dans le réservoir pour garantir un approvisionnement fiable sans fuite d’air. En
supposant que le tuyau de carburant soit posé a une distance L = 0,45 m de la paroi arriére
du réservoir, le diameétre du tuyau de carburant est petit par rapport a la longueur du réservoir
et a une hauteur h = 10 cm. Largeur du réservoir b = 0,5 m, masse volumique de I'essence p
= 750 kg/m?. Calculer la pression effective exercée sur la paroi arriere du réservoir

!

'y

(24
o4 — ez | N
{/f \-a | = ~

Figure 7. Schéma de I’exercice N°12

.l“}lr
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Solution :

Tracons I'emplacement de I'essence dans le réservoir de volume minimum. Soit les c6tés
d'un triangle rectangle étant (x + L) et z. aprés cela :

w

a 27

tga =—=—"—"-=0.33367 = o =18.45°
g 981
X = L — L =0.3m
tga  0.3367

z=(x+I)tge = (0.3+0.45)0.33367 = 0.25m

Le volume minimal d'essence dans le réservoir qui peut étre distribuée de maniére fiable
sans aspiration est :

z(x+1) b= 0.25(0.3+0.45)
2 2

La pression exercée sur la paroi arriere du réservoir est donnée par I'équation :

V=S, xb= x 0.5 =0.047m° = 47|

P = pax+ pgz = 750 x 3.27 x 0.3+ 750 % 9.81x 0.25 = 2573.25Pa..

Exercice N°9.
Un récipient de diamétre d = 100 mm et de hauteur h = 0,3 m est rempli de liquide jusqu'a

une hauteur hy = 0,2 m. Trouvez la vitesse angulaire ® qui permet au récipient de tourner
sans provoquer le giclement du liquide.

£

Figure 8. Schéma de I’exercice N°13

Solution :

Lorsquew = w4y, la surface libre du liquide est celle illustrée en figure 8. L'équation de
la surface libre d'un liquide sous forme de paraboloide est de la forme :

a)ZrZ

Ou z, est la coordonnée verticale du sommet du paraboloide. Le volume du paraboloide de
révolutionV, d'apres I'équation est :
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1
v, =EzzR2(h2 —-2,)

Considérant le volume Vp, du paraboloide, exprimons le volume du liquide V;, volume dans
le récipient par V, :
d? 1 1 7d?
V, =V, -V, =h, T—EﬂRz(hz - Zo):ET(hz + Zo)
Puisque nous pouvons calculer le volume V,de liquide dans le récipient en état de repos,

7d ? ad? 1 nd?
v L )

h, = %(h2 —2,), Cequiimplique que: h=2h, —h, =2x0.2-0.3=0.1m

La vitesse angulaire o peut étre exprimée a partir de I'équation de la surface libre du liquide
dans le récipient :

w:\/(hz—zzo)Zg :\/(0.3—0.1)22><9.81:39l6radls
R 0.05

Exercice N°10.

Déterminer la force de pression (effective) hydrostatique sur la paroi latérale d'un réservoir
prismatique rectangulaire ouvert et rempli d’eau d’une profondeur de h = 2,4 m, si la largeur
de la paroi est b = 1,5 m. Déterminer la position du centre de pression.

Solution :
L’intensité de la force de pression (effective) hydrostatique :

h 81x2.
F = pgh.S = pg —~bh, = 1000 9281X 241 5x2.4 = 42379.2N = 42.379KN

La profondeur d’immersion du centre de poussée :

bh*
Vo = Yo+ =£h+%=gh=§2.4=1.6m
oS 2 Shxbxh £

Exercice N°11.

Déterminez I’intensite et le point d'application de la force de pression exercée sur une paroi
rectangulaire, de largeur b = 2 m, incliné d'un angle a = 60 degrés par rapport a 'horizontal.
La profondeur d’eau H = 4 m.

Solution :
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La surface mouillée : S=bxl=bx _H =2x— 4
sin 60° sin 60°
La profondeur d’immersion du centre de gravite de la paroi :
n M4 o
2 2
La force de la pression hydrostatique effective :
F = pgh.S =1000x9.81x 2 x 9.24 =181240N

=9.24m?

La hauteur de la paroi :

- H % seom
sin60°  sin 600

Les coordonnées du centre de pression (centre de poussee) :

I 1 bxI? |

y.S 2 12xIxbxl 2 6

c

Yo =Y.+ = :%X|:3.1m

Exercice N°12.

Calculer I’intensité de la force de pression hydrostatique exercée sur une porte de vidange,
et son centre de poussée pour deux cas a) la porte est rectangulaire b) la porte est triangulaire
a sommet en haut. Largeur de la porte b = 1 m, profondeur d’immersion de son bord
supérieur a = 0,8 m et de son bord inferieur h = 2 m. Angle d’inclinaison de la porte a =
60°

/t lfll. §————
!' .'."777—_. FFry
ﬁ*fﬂ Jff'f/{ff:

L, s
T

Figure 9. Schéma de I’exercice N°16

Solution

» Cas du rectangle

h-a 4 2-08
sin60° sin60° sin60°

La hauteur de la porte : | = =1.39m

La profondeur d’immersion du centre de gravité du rectangle :

h—a 2-0.8

=0.8+ =1.4m

I .
h.=a+—-sina=a+

La section mouillée : S=bxl=bxl=1%x1.39=1.39m?
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L’intensité de la force de pression hydrostatique effective :

F = ,00h.S =1000x9.81x1.4x1.39 =19.09KN

Le moment d’inertie de la surface immergée calculé par rapport a I’axe passant par le centre
de gravité d’une forme rectangulaire :

| bl® blI® 1x1.39°

f =——=——= =0.22m*
12 12 12
Ou,
Y. = _a +l=—1 +—1'39 =1.86m
sinae 2 0.866 2
Les coordonnées du centre de pression (centre de poussee) :
I 0.22
Yo=Y, +——==186+—"—=1.95m
y.S 1.86x1.39
» Cas du triangle
La hauteur de la porte : | = h —a _ 2__ 08 _ 1.39m
sin60° sin60°
La profondeur d’immersion du centre de gravité du triangle :
h, =a +%Isin a=08+2139 0866 -1.6m

La section mouillée : s :%bxl :%xlxl.39 — 0.695m?

L’intensité de la force de pression hydrostatique effective :
F = pgh,S =1000 x 9.81x1.6 x 0.695 =10908N =10.908KN

Les coordonnées du centre de pression (centre de poussee) :

b’
eys k(A2 w
y.S \sina 3 a 211
¢ ——+— | =xbxl
sinae 3 \2
1x1.39°
[0;66+2x;39j+ 1 2 13?9;6 1 =2.13m
' 4 XL +| =x1x1.39
0.866 3 2
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Exercice N°13.

Déterminer l'intensité et le point d'application de la force de pression (effective)
hydrostatique de I’eau qui s’exerce sur la paroi la verticale rectangulaire de largeur b =2 m,
si la profondeur de I’eau h = 3 m. dessiner I’épure de pression.

Solution :

Lors de la résolution 1’angle d'inclinaison de la paroi par rapport a I'horizon a. =90 ;
Verticale : sin 90° = 1.
La force de pression hydrostatique :

3

F = pgh.S = pg - x bh =1000 x 9.81 2.3=88290N
2xSsina 2x1
bh*
hD:hc hIO —g h12 gh=2
xS W 3
2
b
1‘—-—-—-—-—-

A M,
D |
WA 7 \J Lél

PEL®

Figure 10. Schéma de I’exercice N°17

Exercice N°14.

Caniveau d'eau rectangulaire de largeur B = 3,5 m bloqué par une porte élévatrice (Fig. 6),
placé en paralléle des cotés latéraux du canal. Déterminer la force résultante de pression
hydrostatique sur la porte F et la force R pour soulever la porte, si le coefficient de frottement
de la porte f = 0,35 ; poids de la porte G = 250 kgf ; le niveau d’eau en amont h; =4,0 m ;
le niveau d'eau en aval a droite h, = 1,2 m. Le coefficient de frottement de la porte est égal

a0,35.

e .._.......,/

= T h—=

f".l?. 121

— -~ U ij
/////c//;. Iy
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Figure 11. Schéma de I’exercice N°18
Solution :

La résultante des forces de pression hydrostatique qui s’exercent sur laporte: F = F, — F

2

F, = pgh.S = pg ™ bh, 1000 9.81><%>< 3.5x 4 = 274.68KN

2
h, 1.2
F, = pgh.,$ = pg —2-bh, =1000x 9.81x == x3.5x1.2 = 24.72KN

F=F —F, =274.68-24.72 = 249.96KN

La force R pour soulever la porte :

R=G+ f xF =250.81+ 0.35x 249960 = 89938.50N =~ 90KN

Exercice N°15.

Calculer I’intensité et la direction de la force de pression hydrostatique par meétre de
longueur sur I’axe de rotation O. La surface courbe est de rayon R=2,5m, et d’angle a =
60°

r == DL 3

WAL PP P2 A L2 27
Figure 12. Schéma de I’exercice N°19

Solution

Nous avons une surface courbe, par conséquent on utilise la formule : F = ,/F2 + F}

La composante horizontale
F.=09xh.S, :pgx(%ijxH :pngzg

Pour déterminer la chargeH , considérons le triangle rectangle OAC : OA = R_ 1.25m puisque se

2
trouve a I’opposeé de I’angle ACO égal a 30°. Alors le coté AC = H du triangle OAC est déterminé
par le théoreme Pythagore :

H =+R? -0A’ =+/2.52 ~1.2522.16m
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F, =pgxh, xS, =pg><H2%=1000><9.81><2.162%=23.3KN

La composante verticale :

F, = pgxW = pg xS 5. xb

Afin de déterminer la surface ABC, examinons le segment ABC. La surface ABC (Sasc)est
égale a la différence Sogc et la surface dy triangle droit OAC.

2 2
Sy =T & _opxAC_ART @ RH 40,052 80 55,2160 1 gome
4 360 2 4 360 4 360 4

F, =1000x9.81x1.89x1=18.9KN

Donc la valeur de la force hydrostatique s’exercant sur la paroi courbe est donnée par la
relation suivante

F=F2+F?

Sur la base de la propriété de la pression hydrostatique, on peut affirmer que la force F est dirigee
radialement vers le segment (vanne) normale au cercle. L’angle d’inclinaison ¢ de la force F par
rapport a I’horizontale est déterminé a partir de la fonction trigonométrique selon la forme suivante :

tQ(P:i:%:O.lBl" Donc ¢ =39.19°
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Chapitre 11 : Cinématique des fluides

111.1. Définition

La cinématique est une description analytique d’un systeme en mouvement. C’est pourquoi dans ce
chapitre, nous nous intéressons au mouvement des fluides en fonction du temps, indépendamment
des causes qui les provoquent, c’est a dire sans prendre en compte les forces qui sont a leur source.
On cherche a accéder a une description de I’écoulement en termes de trajectoires, vitesses,
accelérations et évolutions spatio-temporelles. 1l y a deux explications a ce processus.

1. Description lagrangienne (Louis-Joseph Lagrange, 1736-1813)

2. Description eulérienne (Léonard Euler, 1703 —-1783)
I11.1.1 Description de Lagrange
La description lagrangienne consiste a suivre la position de chaque particule dans I’espace en fonction
du temps. On étudie le vecteur position, vitesse et accélération, et éventuellement la trajectoire ou le

chemin suivi par chaque particule dans leurs mouvements en fonction du temps.
Compte tenu du nombre de particules fluides, cette description n’est pas souvent envisageable.

Le mouvement de chaque particule est connu si on a les vecteurs position, vitesse et
accélération :

X = X(X,, Yy Z,,1)
Y =YX Yo Zo, 1) (111.2)
z=12(X,,Y,,2Z,,t)

» La masse volumique du liquide p est déterminée de la méme maniére :

p=p(x,,Y,,2,1) (111.2)
Ou : xg, ¥o, Zo- les variantes de Lagrange
> Les vitesses de la particule fluide sont déterminées comme suit :

ox,. _oy.  _0

u :_1u :_7uz .
T T (1-3)

Ou : uy; uy;u, = Projections des vitesses sur les axes X, Y, Z

> Les accelérations de la particule fluide sont déterminées comme suit :
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ou, 0°x
ax = - —2
ot ot
ou 0°
a, =— = atg’ (N4
ou, 0°z
az = = —2
ot ot

111.1.2. Description d’Euler

La description d’Euler consiste a trouver I'ensemble des vitesses associées a chaque point de I'espace
fluide a tout instant t. A chaque point M est associée une vitesse V_ME (x,y, z,t) susceptible d’évoluer
dans le temps. L’écoulement est alors décrit par un ensemble de vecteurs appelé « champ de vecteurs
vitesse ». C’est donc une image instantanée de I’écoulement qui est utilisée a chaque instant.

On utilise alors la description d’Euler pour caractériser a chaque instant, et en chaque point de
I’espace la vitesse et I’accélération des particules fluides.

u, =u,(xy,zt)
u, =u,(x,y,zt) L (115)
u, :UZ(X, y,Z,t)

Ou : X, Y, z sont les variables d’Euler.

Lors d’un écoulement stationnaire la trajectoire du courant et la ligne de courant se coincide.
L’équation de ligne de courant d’un écoulement stationnaire prend la forme :

dx _ dy _ dz (111.6)

u(xy.2) u(xyz) u(xyz)
On utilise alors la description d’Euler pour caractériser a chaque instant, et en chaque point
de I’espace la vitesse et I’accélération des particules fluides.

dx
UX =
dt
dy _ _ _
ATy - Vitesses des particules fluides (111.7)
dz
u,=—
dt
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auuauxgﬁuxgﬁuzg

a. = X —

“dt ot ox ot oy ot oz ot

. :duy :auy+auy%+auy@+auzg

Yooodt ot ox ot oy ot oz ot
du, ou, Ou,ox ou, oy ou, oz

a, = = + —+ —+ —
dt ot ox ot oy ot oz ot

111.1.3. Lignes de courant

" Accélérations des particules fluides (111.8)

On appelle ligne de courant, toute courbe dont la tangente en chacun de ses points est, a chaque
instant et localement, colinéaire au vecteur vitesse du champ d’écoulement. C’est une courbe qui

dérive de la description eulérienne.

7 (k) V(%) &)

Figure 111.1. Ligne de courant a t=to

Les lignes de courant évoluent dans le temps au méme titre que le champ des vecteurs vitesse.
Pour tracer les lignes de courant, on prend une photo instantanée de I’écoulement, et on trace

les tangentes aux vecteurs vitesse.

Donc I’équation d’une ligne de courant en un instant t fixé est donnée par la relation suivante :

dx dy

dz

u(xy.2) U, (xy.2) U (xy.2)

111.1.4. Tube de courant

(111.9)

On appelle tube de courant I’ensemble des lignes de courant s’appuyant sur un contour fermé.

Figure 111.2. Tube de courant.
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111.1.5. Trajectoire

On appelle trajectoire d’une particule de fluide la courbe décrite au cours du temps par la particule.
C’est donc le lieu géométrique des positions successives occupées par une particule dans le temps.
Les trajectoires découlent de la description lagrangienne.

trqjectoire de Ly

- -, /.D;:yl“xl‘l;ﬁl//t- /D

Figure 111.3. Trajectoire de la particule

La trajectoire peut étre visualisée par I’injection d’une goutte de colorant dont on suit le mouvement.
Les équations paramétriques différentielles des trajectoires sont données par les relations suivantes

dx
U, =—
dt
d d
, :d_i/ . duux _ u“v _ du“z _dt (111.10)
X y z
-
dt

Dans ces equations, le temps est une variable ! Il ne faut pas confondre ligne de courant et
trajectoire. Ce sont deux notions fondamentalement différentes. Pour des écoulements
permanents, les lignes de courant coincident avec les trajectoires.

111.1.6. Lignes d’émission
On appelle ligne d’émission est I’ensemble de toutes les particules ayant coincidées en un

instant antérieur avec un point fixé E.

;’h 14!" L

;ns‘ﬁ‘nﬂ-{
q .{//'rngfide éi’

™ _L/vgjp,cf‘g e /,.),ggr{,cu_“t
I phuse en € Gl vbantle

Figure I111.4. Lignes d’émission des particules.
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Pour visualise les lignes d’émission, on peut injecter du colorant de maniére continue au
point
E. les courbes colorees (en vert) correspondent aux lignes d’émission.

111.1.7. Ecoulement permanent
Un écoulement est dit permanent ou stationnaire lorsque le champ de vecteurs vitesse est
statique (il ne varie pas dans le temps). Plus rien ne dépend explicitement du temps. Dans
cecas:

e Les lignes de courant sont fixes dans I’espace ;

e Les trajectoires coincidentes avec les lignes de courant ;

e Les lignes d’émission coincident également avec les lignes de courant.

111.2. Equation de continuité

a) cas genéral

L’ équation de continuité traduit le principe de la conservation de la masse.

Soit un volume élémentaire de forme parallélépipédique de cotés dx, dy, dz dans un fluide
en mouvement.

Au début, calculons dans la direction de I’axex. La masse du fluide qui traverse la fagade
ABKE pendant un temps dt, est €gal : p < u dy x dz x dt

Figure 111.5. Variation des masses fluide entrant et sortant d’un élément fluide

La masse de fluide qui sort de la face DCGH pendant le temps dt

pxuxdyxdzxdt+@dx><dyxdzxdt (11.11)
X

La variation de la masse dans le volume élémentaire pendant le mouvement sur la projection
de I’axe OX :

opxuy)

x dx x dy x dz x dt
OX

pxuxxdyxdz><dt—[pxux+@}dyxd2xdt:—
X
(111.12)

50



Par analogie suivant les deux autres axes Y et Z, on détermine les variations de la masse
dans le volume élementaire :

olpxu
_(p—y)xdydedeth Suivant I’axe y (11.13)
oy
_ 6_(/’6X“z)x dz x dy x dx x dt Suivant I’axe z (1n.14)
z

Au totale a travers les six faces du parallélépipéde, et on aura la relation suivante :

_[a(pxux)+a(pxuy)+a(pxuz)}dxxdyxdzxdt (111.15)
OX 8y 0z

La variation de la masse dans un volume constant est provoquée par la variation de la masse
volumique :
dpzi—/t)dt (111.16)

La variation de la masse pendant le temps dt exprimée en fonction de la variation de la
masse volumique :

‘Z_/t’dtxdxmyxdz (111.17)

En égalisant les équations (111.15) et (I111.17) on obtient :

8_p+ﬁ(pxux)+6(pxuy)+a(pxuz) 0

= (111.18)
ot OX oy 0z
En considérant que :
a(pxux)szaux +a_pu : 6(,0><Uy):pxauy +a—pu ;
ox ox ox - ’ oy oy oy "’ ’
o(pxu,) _pxau, Loy
oz oz oz
Et

9  opdx Opdy Opdz_dp
ot oxdt oy dt oz dt dt
Alors, on aura

Aprés transformation nous aurons en finalité, I’équation de continuité sous la forme
suivante :
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0 . : -
d_/’zp oy + sl + u, =0 (Equation de continuité) (n.19)
dt ox oy oz

Pour un fluide incompressible p=const et (:j_/t) =0 ; I’équation de continuité devient :

ou
u, My Mg (111.20)
ox oy oz
ou
ou
uy My, N vy (111.22)
oXx oy oz

L’équation de continuité peut s’écrire sous forme :

190 divu=o (111.22)
p dt

divu -Le divergent, valeur scalaire.
Pour un fluide incompressible : p = const:divu =0

Cas de mouvement stationnaire de fluide compressible Z_’tozo , I’équation s’écrit de la

maniére suivante :

olpxu,) , dpxuy) alpxu,) (11.23)
OX oy oz |

b) Analyse d’un élément fluide en mouvement

Au sein de I’écoulement, chaque particule fluide subit de changement de position et
déformation dans I’espace ce qui impligue son changement de volume et de forme.

Les déformations subites par élément fluide de forme parallélépipédique sont : déformation
de volume et deformation angulaire.

N L 134 dy

el o | e e |

B T! ' p!
1R ! f | !

| ayl 1 r i |1
1

L ;H‘L';Ql%& —
s <

)

R .Q_ff;dxqu
4 e
Figure 111.6. Déformation de volume d’élément fluide de forme parallélépipédique

La déformation de volume d’élément fluide de forme parallélépipédique est caractérisee
par élongation (ou contraction) d’arétes.
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ou
N _dxxdt ; —==dyxdt ; Mo _ g7 gt
X oy 0z

La vitesse d’élongation de I’accroissement relatif de longueur est égale respectivement :
du, ou, au,

X
ox oy oz
La déformation angulaire est caractérisée par la variation des angles. Les angles droit
composés d’arétes du parallélépipede AB et AD dans le plan XO0Y subissent pendant
I’écoulement une somme de déformation d’angles +dg .

La déformation de I’angle entre I’axe OX et I’aréte AD' est trouvée comme suit :

8uy
— Y x dxdt ou
da ~ tang = X =—2dt
dx OX

La déformation de I’angle de la particule fluide entre I’axe OY et I’aréte AB' est trouvée
comme suit :
ou,

dydt
e ou

dg ~tandp = 8ydy = ayx dt ,ou

X

=Le taux d’élongation sur I’axe 0Y

La déformation totale s’écrit de la facon suivante :

ou
dor+df =—dt + a;x
X y

dt

Le taux de deformation angulaire dans le plan XOY est égal :

da+dp du, +6uX
dt ox oy

Pour les taux de déformation angulaire dans le plan YOZ et XOZ sont égales :

au, ou, . ay ou
+ — LS

Z
’

oz oy oz  ox

En générales les taux de déformation angulaire pour un mouvement de déformation
tridimensionnel se présentent sous la forme suivante :
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0. =1 Uy ouy )
to2ley  ox )

g L[Ny ou )l (111.24)
2l oz oy

0 _1 <3uX+<3uZ
o 2ler  oax )

L’index de taux de déformation angulaire indique, que la déformation angulaire se fait dans
le plan normal a I’axe donnée des coordonnées.

Le taux de rotation du volume de liquide ABCD autour de I’axe OZ :

1
“(de—dp)
dt 2l ax oy

Le taux de rotation volume de liquide ABCD en mouvement de rotation tridimensionnel :

1(ou, du,) |
x = A - t—
2oy @
o = L[y  Ou, ) | (111.25)
"2 ox
1(du, ou,
o, == —+—=
2\ ax oy

Le mouvement du volume de liquide represente la somme des mouvements de translation,
de déformation et de rotation par rapport a certain axe instantané qui passe par le champ.

Afin de pouvoir utiliser ce principe pour toutes les particules, examinons les projections de
vitesses dans deux points appartenant a la méme particule fluide.
Soit le premier point M, Le second G situe a une distance Al I’un de I’autre.

aou ou ou
U, =Uy +—AX+—Ay +—=Az
OX 0z

Uy - €st la projection du champ de vitesse du point M.

a;X et aaux , peuvent étre exprimées dans la formes suivantes :

Z z
ou, _1f 2y +8uy I +6u_y (111.26)
oy 2oy ox ) 2oy ox
u, _1fou, Kou,) 1rou,  ou, (111.27)
oz 2\ oz OX 2\ 0z OX

Alors :

54



ou, 1(ou, ou, 1(ou, ou,
Ug =Uyy + X+— +— Ay +— +— |Az
OX 2\ oy  ox 2\ 0z Ox

ou
_1lfouy  du, Ay+l du, au, Az
2\ ox oy 2\ 0z  ox

En tenant compte de I’introduction antérieure de la notation :

(111.28)

ou,
OX
Les composantes de vitesse selon X et Y sont obtenues de la facon suivante :

Ug =Uyy + Ax+(6’zAz+0yAz)+(a)yAz—a)sz) (111.29)

Ug =u

au,
M +WAy+(HZAX+«9XAZ)+(a)ZAx—a)XAz) (111.30)

U, +(9yAx+9xAy)+(a)XAy—a)yAx) (11.32)

U, =U,y + pe

z

AVEC Uy, Uy, Uzy = Projections de vitesse des particules passant par I’origine.

Le mouvement des particules fluides peuvent etre représentées comme la somme des
mouvements de translation, de déformation ( élongation et déformation angulaire) et
rotation autour d’un axe instantané, passant par I’origine .

Le mouvement de translation est caractérise par les composantes de vitesses u, ; uy, ; u, .
Le mouvement de déformation est caractérisé par les taux de déformation linéaire

ou, ou, ou : :
L : et les taux de déformation angulaire :
ox oy oz i

ou +5Uy

X

0, = —
oy  oX

N

auy |, au, - (11.32)

0z oy

ou, au,
+

oz OX ]

Les vitesses angulaires de rotation des particules fluides autour d’un axe instantané passant
par I’origine.qui passe par le champ

<

Jaa)
Il
Nl N NP

)
I

<

1(ou, ou, W
0, =— -—
2oy a
o = L[ U ) L (111.33)
v“olar ax
1(ou, ou,
0, =—| —-——>
2l ox oy ) )
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Le vecteur vitesse angulaire de rotation w est toujours normale au plan de rotation et donné
par la relation suivante :

=0 + o] + o} (111.34)

Le double des composants de vitesse angulaire de rotation w s’appelle composants de
vecteur tourbillon Q. Q = 2w
La ligne tourbillon est une ligne tangente en chacun de ses points au vecteur tourbillon.

Definition :

On appelle tube tourbillon I’ensemble des lignes tourbillons s’appuyant sur une courbe
fermée.

L’ équation de forme differentielle de La ligne tourbillon s’ecrit de la maniére suivante :

dx _ dy _ dz (111.35)

o (xy.2,t) o,xy.2t) o/xyzt)

La ligne de courant, comme la ligne de tourbillon sont constantes en fonction du temps
si le mouvement est stationnaire.Si le mouvement est non stationnaire , la configuration de
la ligne tourbillon peut changer en fonction du temps.

Note :
Le caractere du mouvement des particules fluide peut etre tourbillonaire ou potentiel( sans
rotation)

e Cas de Mouvement potentiel ( sans rotation).
Puisque w, = w, = w, = 0, alors I’équation (111.33) devient sous la forme suivante
(111.36) :

au, _8uy
E_ 0z
ou, au,
a2 ox | (111.36)
au, du,
X oy

De(111.33) doit exister une fonction ¢ qui satisfait les conditions :

0? 0? 0?
u=-00y =00y - 09 (111.37)
OX oy 0z
L équation (111.37) est la fonction de potentiel de vitesse .
la derivé partielle du second ordre de la fonction de potentiel de vitesse s’écrit de la maniére

suivante :
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ou, o*¢  ou,

oz oxoz  ox

ouy, _ 0% _au, (111.38)
OX oyox oy |
qu, o ou,

oy oy oz

Note : Le signe moins indique que le mouvement se fait du point avec potentiel de vitesse supérieure
vers le point de valeur potentiel de vitesse inferieure.En générale le potentiel de vitesse
¢ = #(x,y,z,t) ne depend pas seulement des coordonnées x,y,z mais aussi du temps t ,ainsi qu’il

peut etre un mouvement stationnaire et non stationnnaire.
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Exercices avec solutions-Partie cinématique des fluides

Exercice N1
Le mouvement du fluide est spécifié par la méthode de Lagrange (x,y,z —
Coordonnées cartésiennes, a, b, c- variables de Lagrange, t - temps).

X =a.cos(at +b); y=a.sin(at +b); Z=C+ ot

Description du mouvement dans les variables d’Euler

Solution :

szgiz—aasmaﬁ+b)=—ay
dt
ay_, _

y = = a.x.cos(at +b) = a.x

dt

VZ=£E<=w
dt

Exercice N2

Selon des projections de vitesse données :

X . 2y .. _ 3z

Uuy=——,u, =—— U, =——
Ct+l 7 t+1 0 t+1

Déterminer I’accélération de la particule fluide au point A de coordonnées x = 2;y = 9;

z = 3, au moment t= 2s.

Solution :

Nous avons

X X 2X
a, =-— -~ >+ =0
t+D)° (t+1)° (t+2)

De facon analogue pour a,, et a,

2y 4y 2y .
a, =— 2T 2 = 27
(t+D° (t+1) (t+1)

3z 9z 6z
a, =-— ;T 2 2
(t+D)° (t+2) (t+1)

La résultante de I’accélération de la particule :
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> V4y?+362°
a=d=/at+a3+a; = ARAALILE

(1+1)?

Pour le point A nous avons :

/ 2 2
a, = L?)??’ =2.85m/s2
(2+1)
Exercice N3

Le champ de vitesses est donné par les projections :

u, = Xy = ﬂ; u, = 0. Trouver I’équation de la ligne de courant, et la trajectoire de la
1+t 7 1+t
particule, qui passe au moment t = 0 par le point dans I’espace de coordonnees x = 0 et
y =4
Solution :

Le différentiel de I’équation de la trajectoire (111.10) du mouvement de la particule pour le champ
donné :

1d
Ity =dt et st =d,
X 2y

1d dt
d’ou ﬁzi et ——y=—.
x 1+t 2y 1+t

Apres intégration :

Inx =In(1+t) + InC,

1

Elny: Inl+t)+InC,
Oux=c,@d+t); W=Cz(1+t)
Pourt=0,x=2,y=4> Cc, =2,C, =2
Donc: x =2(@1+t), \/§=2(1+t)

En éliminant le temps t , I’équation de la trajectoire devient X —ﬁ =0

Afin de déterminer la ligne de courant, on utilise I’équation (111.9)

1d
ax _ 1+1t) = EVy(lH) . Aprés intégration X = cﬁ.
X

La ligne de courant qui passe par le point de coordonnées x = 2, y = 4 de constante arbitraire

C = 1etx —,/y = 0 donc la ligne de courant coincide avec la trajectoire.
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Chapitre 1V. La dynamique des fluides dans les conduites
fermées sous pression

IVV.1. Dynamique des fluides incompressibles

L hydrodynamique s’occupe des lois des mouvements mécaniques des fluides et des
différentes méthodes d’application de ces lois a la résolution des problemes relatifs a la
pratique de I’aménagement des eaux. Dans I’hydrodynamique, on étudie le liquide qui
remplit totalement un espace sans vide ni rupture.

En écoulement du liquide agissent :

1- Les forces surface (force de pression et de frottement intérieur) ;

2- Les forces de masse proportionnelles a la masse du liquide en mouvement, c’est-a-dire les

forces de graviteé, les forces d’inertie du mouvement d’entrainement et la force de Coriolis.

En général, les forces sont connues, alors que les grandeurs a déterminer sont inconnues :
pression intérieure et vitesses de mouvement aux différents points du liquide.

On appelle pression hydrodynamique la pression intérieure dans un liquide en mouvement.
L’objectif principal de I’hydrodynamique est de déterminer la vitesse, la pression
hydrodynamique, leurs relations et les résistances en écoulement du liquide.

Parfois, on considere dans I’hydrodynamique que le liquide est privé de viscosité (parfait)
et incompressible. Une telle supposition permet de s’simplifier le processus d’obtention des
solutions recherchées qu’on doit corriger ultérieurement en fonction de la viscosité du
liquide.

L’ecoulement non permanent est caractérisé par le fait que dans chaque point donné de
I’espace la vitesse du mouvement et la pression hydrodynamique varient dans le temps, on
peut inscrire que V et P sont fonction non seulement du site du point, mais également du
temps durant lequel on étudie I’écoulement :

V=fixy.zt); P=f(xyzl).

L’ecoulement permanent est celui auquel la vitesse du mouvement et la pression
hydrodynamique ne varient pas dans chaque point donné dans le temps, mais elles peuvent
étre différentes dans d’autres points, U et P ne dépendent que des coordonnées des points
examiner.

V=0, (X,¥2); P=¢,(Xy,2)

L’écoulement permanent se subdivise en écoulement uniforme et non uniforme (varié).
L’ecoulement uniforme est caractériseé par le fait que les vitesses, la forme et la surface de
la section du courant ne varie pas le long du courant, par conséquent la pente de la surface
libre est égale a la pente du fond.

L’écoulement non uniforme differe de la variabilité des vitesses, des profondeurs et des
aires de sections du courant en sa longueur.

L’écoulement en charge a lieu dans le cas ou le courant est limité par tout par la surface
solide, la pression hydrodynamique en chaque point étant différente de celle atmosphérique
et peut étre supérieure ou inférieure a celle-ci.

L écoulement a surface libre différe par le fait que le courant posséde une surface libre
soumise a la pression atmosphérique.
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On s’intéresse dans ce chapitre aux équations fondamentales qui régissent la dynamique des
fluides parfaits et réels incompressibles a savoir :

e L ’équation de continuité (conservation de la masse) ;

e Le théoreme de Bernoulli (conservation de I’énergie).

IV.2. Caractéristiques hydraulique du courant. Débit et vitesse moyenne
On appelle section liquide la section transversale du courant normale a toutes les lignes de

courant qui la traverse. S = _[ds
S

Le périmétre mouillée est une ligne de contacte du liquide avec la surface du conduit dans
la section liquide donnée. La longueur de cette ligne est désignée par .

On appelle le rayon hydraulique R une caractéristique tres importante de la section liquide
représentant le rapport de la section liquide S au périmetre mouillée y :

S
R=— (IvV.1)
X
En cas d’un écoulement en charge dans une conduite circulaire, le rayon hydraulique est
égal a:

ﬂxdz_g
drxd 4

S
= (IV.2)
X
Ou: R="'

2
Avec r,d -rayon et diamétre de la conduite en metre.

Pour le courant a surface libre dans un canal de section transversale rectangulaire de largeur b, de
profondeur h, le rayon hydraulique est égal :

R =

bxh 2h
= =hl1+— .
b+ 2h (erl (V3

S
x

Le débit du liquide est le volume du liquide passant par unité de temps par la section d’écoulement
donné du courant.

Q=[dQ=[uxds (IV.4)

Dans la section liquide du courant la répartition des vitesses est non uniforme (Voir figure 1V.1).

Dans la plupart des cas il est difficile de caractérisée la variation de la vitesse dans une section
liquide, et impossible d’avoir une relation théorique. C’est pourquoi on introduit la notion de la
vitesse moyenne du courant pour les calculs pratiques.
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La vitesse moyenne du courant dans une section donnée est une vitesse imaginaire du courant
égale pour tous les points dans la section d’écoulement donnée qui assure un débit par la section
d’écoulement, égal a celui réel.

Q:juxds —V xS (IV.5)
S
Le débit du courant dans la section donnée est égal au produit de I’aire de la section liquide du
courant S par vitesse moyenne V dans cette section.

Q —Débit volumique (volume par unité de temps), Unité SI = m3/s.

Il existe | le debit volumiqueQy, (Q), le débit de poids Q, et le debit massique Q,,,.

Q\,:ﬂ,m3/s
t

o, _C_raW o
t t

Ou W est le volume de liquide transitant a travers une section pendant le temps t.
Lors de la réalisation de calculs hydrauliques, le débit volumétrique est le plus souvent utilise.

IV.3. Equation de continuité pour un filet liquide parfait incompressible

En hydraulique on examine en général les courant sans ruptures ni vides non remplie
de liquides, autrement dit le liquide occupe tout I’espace.
Examinons une veine de fluide parfait incompressible en écoulement permanent.
Découpons les sections 1-1 et 2-2 disposée a une distance dx I’une de I’autre. Pendant le
temps dt a travers la section dS; de la veine du liquide s’écoule un volume dS; u,dt. En méme
temps dt a travers la section dS, sort un volume de liquide dS,u,dt. En tenant compte de ce
que la forme du filet liquide ne change pas dans le temps (premiére propriété d’un filet
liquide), I’arrivée et le départ transversaux sont impossible (deuxiéme propriété d’un filet
liquide), le liquide est incompressible.
Cela implique que le volume du liquide rentrant par la section 1-1 pendant dt est égale au
volume sortant de la section 2-2,

Figure (IV.1). Schéma explicative de I’équation de continuité :
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pour filet liquide

dS, xu, xdt = dS, xu,dt (IV.6)
Ou,

ds, xu, =dS, xu, (IV.7)

Les rapports identiques peuvent étres écrits pour les sections 3-3 et 4-4, donc :

dS, xu, =dS, xu, =dS; xU,...= const (1V.8)
Ceci est I’équation de continuité pour un filet liquide d’un liquide incompressible en
mouvement permanent.

A partir de I’équation de continuité pour un filet liquide on obtient I’équation de continuité pour un
courant de liquide :

dS, xu, =dS, xu, (IV.9)
V, S
L=z (1V.10)
VZ Sl

IV.4. Equation d’Euler du mouvement de fluide parfait

Comme a éte cité déja le probléme principal de I’hydrodynamique est I’étude du mouvement du
fluide caracterisé par les vitesses des particules et leurs pressions hydrodynamiques. Pour résoudre
ce probleme, est nécessaire de trouver I’équation reliant I’accélération et les forces s’exercants sur
la particule du fluide.

Examinons le mouvement d’un fluide parfait de masse volumique p . Pour formuler la loi de
répartition des forces, examinons un volume élementaire de liquide de forme parallélépipede avec
arétes dx, dy, dz, (voir figurelV.2).

L’équation du mouvement sur I’axe x : désignons par P la pression qui s’exerce sur le
centre de gravité de la face ABCD. Alors la force de pression exercée sur cette face est de
Pdydz.

Lapression P = f(x,y,z,t)

0
Sur la face EGFN, la force de pression est ( p+ a—dej x dy x dz
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Figure (1V.2). Variation de masse entrant et sortant d’un élément fluide

La force de masse qui s’exerce sur parallélépipéde sur I’axe de X : p x dx x dy x dz x X
Dans le cas d’un mouvement du liquide, la somme algébrique des projections des forces
doit étre égale aux projections des forces d’inerties, qui sont égales a la masse de la particule
par la projection de I’accélération de son mouvement.

pxdyxdz - [ P+ (Z—dejdydz + pdxdydz x X = pdxdydz x d;tx
X

(IV.11)

On simplifie et on divise par pdxdydz on obtient :

1 0 ou
2P x = (IV.12)
P OX dt
En raisonnant de la méme fagon en directions de y et z, obtient :
_ixa_p_F — dUX
o OX dt
1 op du, L
——x—+Y =—~ V.1
p oy dt (IV-13)
_lxa_p-l- Z = duz
p Oz da -

L’equation (IV.13) est I’éequation de forme différentielle du mouvement d’un fluide parfait

(Equation d’Euler).

Dans I’équation (1V.13) quatre valeurs sont inconnues : p, u,, uy, u, . Pour résoudre ce systeme il

nous faut une autre équation. C’est I’équation de continuité.

IV.5. L’équation de Bernoulli pour un filet liquide parfait
Examinons un filet liquide parfait en écoulement permanent, en utilisant I’équation (1V.13)
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1 op_du, ©

p Ox dt

1 op du

—;xa—)'[;:d—ty (IV.14)
_1. .9 _du,

p oz dt

A partir de ces équations, nous pouvons obtenir la relation entre u et P, ce qui est tres
important pour I'nydraulique pratique. Multiplions la premiere équation (IV.14) par dx, la
deuxieme équation par dy et la troisieme équation par dz et additionnons-les ensemble, nous
obtenons :

du
o, dx + ydy+duz dz:de+Ydy+Zdz—l @dx+@dy+a—pdz
dt dt dt olox oy ez

(IV.15)

En remplacant les valeurs de dx, dy et dz dans [I’équation (IV.15)
dx =u,dt;dy =u,dt,dz=u,dt , on aura en final ce qui suit :

ou du du 1
“u,dt +—>u, dt + —*u,dt =u,du, +u,du, +u,du, :—(ux2 +u? +uf) (1V.16)
dt dt P
La vitesse totale est : U’ =ug +ug +u; (IV.17)

Alors la partie droite de I’équation(1V.16) devient :
~d(w? +u,? +u,%) = d(u?) (IV.18)
L’expression Xdx + Ydy + Zdz de I’équation (1V.15) est le différentiel total d’une certaine force
de potentiel de fonction V=f(x, y, z),
Xdx +Ydy +Zdz =dV

En plus a la droite de I’équation (1V.15), I’expression représente le différentiel total de la pression
P, en cas d’un écoulement permanent la pression ne dépend pas du temps.

op

op op
Alors, | —dx+—d dz |=d V.19
(Poc 2oy D) s

Pl

Compte tenu de ce qui précede et en substituant les valeurs données des expressions (IV.17)
(IVv.18) (1V.19) dans I'équation (IV.15), nous avons
1 1
Zd(u?)=dv -=dp (IV.20)
2 p
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Ou

Lo(?)+ Lap—av =0 (IV.21)
2 P
Aprés intégration, on aura :
2
u—+E—V = const (IV.22)
2 p

En pratique, le cas le plus courant est que seule la gravité agit sur le fluide. Dans ce cas, la
fonction de force potentielle est égalea: —gxz

L équation (1V.22) prend la forme suivante :
u> P
— +—+gxz=const (1V.23)
2 p
Puisque la partie gauche de I’équation (IV.23) est connu pour étre constante le long du filet
de fluide, nous pouvons écrire cette équation pour n’importe section,( exemple les sections
1-let2-2):

2 2
uL+i+gle=u—2+&+gxzz (IV.24)
2 p 2 p
Devisons tous les membres de I’équation (IV.24) par I’accélération de la pesanteur g en
tenant en compte pg =v,
2 2
li+&+21:u—2+i+22:H:const (IV.25)
Y 2y
H - La charge du fluide (charge hydrodynamique).

L’équation (1V.25) est I’équation de Bernoulli pour un filet liquide parfait.

IV.6. Formulation de I’équation de Bernoulli & partir de I’énergie cinétique pour un
filet liquide parfait

» Cas sans échange d’énergie
Hypotheses :
Le fluide est parfait et incompressible

e L’écoulement est permanent ;

e L’écoulement est dans une conduite lisse.
IV.6.1. Application du théoréme de I’énergie cinétique
La relation de Bernoulli est une équation de conservation de I’énergie mécanique du fluide au cours
de son mouvement.
En cours de temps dt, les particules du liquide se déplacent de 1-1 & 1°-1” & la distance de
dx, = u,dt et les particules de 2-2 4 2°-2’ a la distance dx, = u, dt.
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Figure (1V.3) . Filet liquide en écoulement permanant

Partons du théoréme de I’énergie cinétique : la variation d’énergie cinétique d’un systéeme
entre deux instants est égale a la somme des travaux de toutes les forces (intérieures et
extérieures a ce systéme).

Le travail est réalisé par les forces de gravité et de pression agissant dans les sections
extrémes du filet.

Dirigées suivant la normale aux parois latérales du filet (en direction du mouvement), les
pressions de la masse environnante non visqueuse ne produisent pas de travail.

P,dS,u,dt — P,dS,u,dt = dQdt x (P, - P,), 26
dQ =dS, xu, =dS, xu, (1V:26)
Le travail des forces de gravité est equivalent au travail réalisé par la force de gravité de la
masse de liquide du trongon 1-1’ au déplacement a la différence de hauteurs ( z; - z,), c’est-
a-dire :
dG(z, —z,) = pg x dSdx,(z, — z,) = pg x dS xu x dt(z, — z, ) = pg x dQdt(z, — z,)

(1V.27)

Appliquons le théoréeme de I’énergie cinétique :

L gm. xu? - Ldm. xu? U Uy
Edm2 xUu, —Edml XU, = dedt7— dedt; (1v.28)

Ensuite, on fait correspondre I’accroissement de I’énergie cinétique au travail des forces de
gravité, on obtient :

2 2
ded{%—%j — dQdt(P, — P, )+ pgdQdt(z, — ,) (IV.29)
En divisant les deux membres par p dQdt on trouve :
ST P, u?
g><zl+—1+u7l:g><zz+—2+u72 (1v.30)

Conclusion : L’équation (1V.30) est I’équation de Bernoulli pour un filet d’un liquide non
visqueux en mouvement permanent sous I’action des seules forces de gravité.

IV.7. Interprétation de I’équation de Bernoulli pour un écoulement permanent
L équation de Bernoulli peut étre interprétée de différents point de vus : géométrique
énergétique et mécanique.
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Figure (IV.4). Interprétation graphique de I’équation de Bernoulli en écoulement
permanant pour un liquide parfait.

IV.7.1. Interprétation de I’équation de Bernoulli du point de vue énergétique

La position d’une particule de liquide examinée est définie par les coordonnées verticales
Z. La valeur gz exprime I’énergie potentielle du liquide a masse M =1 soulevee au-dessus
du plan 00 d’une hauteur z, c’est-a-dire gz est une énergie potentielle spécifique (rapporté

N .- P . yz . . e s
a la masse) de la position. La valeur > exprime I’énergie potentielle spécifique (rapporté a

la masse) de la pression. Le sens énergétique des deux premiers termes de I’éguation de
Bernoulli est le méme que dans I’hydrostatique :

2
gz+ g— est I’énergie potentielle spécifique du liquide. Le troisieme terme ”7 est I’énergie
cinétique du ligquide a masse M =1(énergie cinétique spécifique), parce que :
2 2
M u? M= u?ll découle de I’équation de Bernoulli pour un filet du liquide non visqueux

que I’énergie spécifique total est constante en toute longueur du filet.
En divisant tous les termes de I’équation par I’accélération g en obtient en dimension
linaire :
P U’ P, U
L, +——+L=7,+2+% (Iv.31)
M 29 M 29

Les vitesses locales sont déterminées a I’aide du tube de Pitot suivant la formule :

u=k4/2gh (IV.32)

IV.7.2. Interprétation de I’équation de Bernoulli du point de vus mécanique
z, — z, = travail des forces pesanteurs par unité de poids de liquide ;

( P P, ] travail des forces des pressions par unité de poids de liquide ;
v
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29

2 2
(ul L J =Variation de I’énergie cinétique par unité de poids de liquide.

IV.7.3. Interprétation de I’équation de Bernoulli du point de vue géométrique

Les grandeurs suivantes sont appelées :

Z=hauteur de position

—— = hauteur piézométrique
A9

hydrodynamique
2

u \ . ) e .
2—: hauteur due a la vitesse ou pression cinétique
g

La somme des trois hauteurs est appelé hauteur hydrodynamique.
La pente piézomeétrique Ip est déterminée par la relation suivante :

oA
. o9

|
Ou: | =Iladistance entre deux sections.

IVV.8. Equation de Bernoulli pour un filet liquide réel

Hauteur

(IV.33)

La réserve totale de I’énergie mécanique spécifique ne peut pas rester constante en
mouvement d’un filet du liquide réel, comme c’était le cas d’un liquide parfait. En cas d’un
mouvement du liquide réel par suite de sa viscosité, apparaissent les résistances a son
mouvement qui est vaincues aux dépens d’une perte partielle de son énergie mécanique.

Pour un filet liquide réel, on a :
AH =H, —H,

P u

e SECTION1-1: H =z +++-LA
A 29

, P, u’

e Section 2-2: H,=2z,+%+-%
P9 29

: P, z x 2
Lapertedecharge: AH=H,-H,=|z +->+ |z, +—2+
2 2
Z,+——+-L=7,+—2+-2+AH
P9 29 g 29
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N.B : L’équation (IV.34) est la forme définitive de I’équation de Bernoulli pour un filet
liquide réel.

Pour appliquer I’équation de Bernoulli, il faut réunir certaines conditions. L’équation de
Bernoulli pour un courant liquide réel visqueux a été établie pour les conditions d’un
écoulement permanent graduellement varié et elle ne peut pas étre appliquée que pour les
sections ou existent tous les indices de cet écoulement.

Le fait que les pressions en cas d’un écoulement graduellement varié se répartissent
suivant la loi hydrostatique, permet de choisir pour I’équation de Bernoulli les points
permettant d’inscrire les hauteurs de position Z et les pressions P en tous endroits des
sections désignées, c’est-a-dire au fond, a la surface libre, au centre de la section
d’écoulement, sur I’axe du tube, etc. Les points choisis peuvent ne pas appartenir a la méme
ligne de courant. Si on introduit dans I’équation de Bernoulli deux inconnues, il faut
également appliquer I’équation de continuité de courant.

IV.9. Equation de Bernoulli pour un courant liquide réel
Le passage du filet liquide au courant liquide réel peut étre réalisé de la facon suivante
L’énergie cinétique totale d’'une particule de masse m pour tout le courant de section S :

u2

IpudS 5
o R szju3dS (IV.35)

ECu

L’énergie pour une vitesse moyenne :

pQV2[2 V2
Eov =——~——=-—

pQ 29

Désignons le rapport ECU et Ecv para;

3
a-se L (i] ds (IV.36)
silv

La vitesse locale est sous forme : u=V £ Au ;
Ou:
v -vitesse moyenne,
Au - peut étre supérieure, inférieure ou égale a zéro

Alors I’énergie spécifique du courant du liquide
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2
E=E,+E, :gz+£+aV (IV.37)

p 29

ou;

e (& = Facteur correcteur de I’énergie cinétique, ou coefficient de Coriolis.
Pour les courants turbulents & = entre 1,05 et 1,1 ; pour les courants laminaire & = 2.
En conclusion, nous pouvons dire que I’équation(IV.37) sous la forme suivante représente
I’équation de Bernoulli pour un courant du liquide en écoulement graduellement varié.
L’equation de Bernoulli pour courant liquide réel entre 2 sections 1-1 et 2-2 devient :

2 2
L AL S L ST (IV.38)
P9 29 P9 29

e Laligne de charge s’abaisse dans le sens du mouvement.
e La pente hydraulique est le rapport des pertes de charge a la longueur a laguelle ces pertes
ont lieu et se détermine par la relation suivante :

oAl
N A (IV.39)

I
P
|

Si la perte de charge en longueur est non uniforme, on utilise la notion de la pente
hydraulique en section examiné :

)

dz+—+—

_Aad_ L 2 (1V.40)
dl dl

Remargue : La pente est une valeur positive, avec I’augmentation de [ la hauteur diminue

c’est pourquoi on met le signe « moins »

La pente piézométrique entre deux sections se détermine par la relation suivante :

ae
| =~ M A (IV.41)

Pour un écoulement uniforme :

2 2
(zl+p1+0[2v1 ]—(22 +PZ+052V2 ] (21+P1j—(22 +P2]
. M 9) L M A\ (v.42)
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Figure (IV.5). Interprétation graphique de I’équation de Bernoulli en écoulement
permanant pour un liquide réel

1V.10. Application de I’équation de Bernoulli en pratique
1V.10.1. Tube de venturi :

Le tube de Pitot est un appareil prenant la forme d’un tube comportant un rétrécissement, qu’on
utilise pour mesurer le débit d’un fluide.

Figure (IV.6). Tube de Venturi

Entre les sections 1-1 et 2-2 se trouve le tube de venturi.

L’ équation de Bernoulli pour les sections 1 et 2, en négligeant la perte de charge AH :

2 2
Zl+i+;_1=zz+i+;_2 (IV.43)
P29 P29

La différence de mesure des piézomeétres :
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2 2 2 2
Ah:(zljti+u—lJ—(zz+i+u—2]:u (1v.44)
A 29 29

V, xS,

A partir de I’équation de continuité nous avons : V, xS, =V, xS,,0uV, =

209 x Ah S
gx - 2 = x 29 x Ah = ¢ x,/2g x Ah (Iv.45)
LT
1_7
S, S,

1VV.10.2. Appareil de mesure de vitesse, tube de Pitot

_T e

[ IIIL.]-I"D
| T

1|

1.
\
1

|

R L

Figure(IV.7). Tube de Pitot.

L’equation de Bernoulli pour les sections 1-2 s’écrit de la maniére suivante :

2 2
i+VL:&+V_2+AH
A 20 P9 29

ST Pl — Pz
Négligeant la perte de charge AH, on aura g =h ; Alors:

2

h:%:vlz 2g xh (IV.46)

1VV.10.3. Cas d’un écoulement a travers un Orifice :
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Figure (1V.8). Ecoulement en charge a travers un orifice
Application de I’équation de Bernoulli entre les sections 1-1 et 2-2 par rapport a I’axe de
référence O-O” :
+ Section 1-1:
Zi;=H;Pi=Patm;V:=0
+ Section 2-2 :
Z=0;P2=Pym Vo=V

Patm Patm V ?
Onauradonc : H+—+0=0+—"+—+AH (IV.47)
A9 P9 29
En négligeant les pertes de charge : AH= 0, I’équation(IV.53) devient :
2
H= V—, Donc
29

V =,2gxH (Formule de Torricelli) (Iv.48)

Si nous passons au débit d’écoulement a travers I’orifice :
Q =S'V avec S’ = Section contractée de I’écoulement — Q =S',/2gH
En posant S’=¢ S et avec ¢ = S’/S = Coefficient de contraction de I’écoulement

Q=S'\/2gH =¢S,/2gH

Avec :

1) €¢=0,597 ; 2) ¢ =0,597 +£ (formule empirique)

R,

I1VV.10.4. Résistances hydrauliques
Lorsqu’un liguide se déplace dans les conduites, on observe les dépenses énergétiques du
courant pour vaincre la résistance au mouvement (perte de charge).
AH :(Zl+i+£j—(zz+&+v—;j (1V.49),
M 29 M 29
Les résistances en mouvement du liquide peuvent étres divisees en deux types :
+ Les résistances le long du courant (linéaires) et les résistances singuliéres (locales) ;
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+ Les résistances linaire sont engendrées par les forces des frottements sur toute la longueur
du courant.

Les résistances locales sont dues aux différents éléments de constructions et obstacles
locaux dans le courant.

AH =h, +h, (IV.50),

1VV.10.4.1. Formules générale des pertes de charge
Toutes les pertes de charge sont exprimées sous la forme générale par la formule de
Weisbach :

AH =Y (IV.51),

Le coefficient de pertes ¢ indique la part de pression cinétique dépensée pour vaincre la
résistance donnée. La perte de charge singuliére (locale) est déterminée par la formule :

V 2
hy =& E (IV.52),
Ou: &, —estle coefficient de résistance pour une résistance locale donnée.
En écoulement uniforme du liquide, les pertes de charge en longueur peuvent étre exprimées
par la formule :
V 2

h =¢ 5 (1V.53),

Ou: ¢ estle coefficient de résistance en longueur ; V- la vitesse moyenne du courant.
Le coefficient de résistance en longueur est exprimé sous la forme suivante :
£ = ,1;_ (IV.54)
La formule définitive pour la perte de charge en longueur pour les conduites circulaires :
VA
h =4A—x— (IVv.55)
d 2¢g

L’équation (250) est la formule de Darcy —~Weisbach.

En introduisant la notion du rayon hydraulique (R), on aura :

£ = L (IV.56)

4R,
Ou :
A =le coefficient de pertes par frottement en longueur (coefficient de Darcy) ;
| =la longueur du trongon examing,
Ry, = le rayon hydraulique.
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On appelle le rayon hydraulique R une caractéristique trés importante de la section liquide
représentant le rapport de la section liquide A au périmeétre mouillée y :

7Zd 2
R = _4 4 (IV.57)
" 4
Ou :
x = le périmetre mouillé ;
Sm = section du liquide.
Pour les conduites circulaires : d = 4R,

1VV.10.4.2. Formules pour déterminer la vitesse moyenne et le débit en écoulement
uniforme du liquide
La formule utilisée pour déterminer la vitesse moyenne est comme suit :

V = /w (1V.58)
AxI

/ h
Si I’on désigne les valeurs C et | par les relations: C = 8TQetl = T' , larelation (1V.58)

prend la forme :

V =C x+/RI (IV.59)
La formule obtenue(IV.59) est appelée formule de Chézy,
La grandeur C c’est le coefficient de Chézy qui a une unité de mesure m°>/s
Compte tenu du fait que Q =SV, alors on obtient la formule pour le débit en écoulement
uniforme :

Q=SxCx+RI (IV.60)

Parmi les formules proposeées pour le calcul de C est celle de Manning :

1 1
C= HX R (Iv.61)
1 11 2 1
Ce qui donne : Q=SxRexR?x|2=8SxR3xl2
2
Et comme S:T et R:% , alors on aura en final ;
2 E 1 8 h7
d 1 (dYys - ~» 1 =
= x|l —| x12="x=xd?®x—— V.62
Q 4 XnX(4j ER 1 ( )
43 |2
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En posant == xd?3 (K caractéristique de débit ( 1/s)), on aura en final la formule

A
S

suivante :

=——xl| (1V.63)

En présence d’une pompe et d’une turbine entre les deux sections d’écoulement I’equation

de Bernoulli s’écrira :
2 2
zl+i+vi+hp:zz+&+v—2+ht+AH (IvV.64)
P9 29 A 29
Ou:
e hp =charge délivrée par une pompe
e ht =charge delivrée a la turbine

e W, =puissance délivrée par la pompe au flux : W, =y xQh (Nm/s) =Watts

e W: =La puissance délivrée par le flux a la turbine W, = y xQh,(Nm/s) = Watts

IV.10.4.3. Les régimes d’écoulement et le nombre de Reynolds

1V.10.4.3.1. Répartition des vitesses en écoulement laminaire

Considérons un mouvement permanant laminaire d’un liquide dans un tube cylindrique
horizontal de diametre intérieur r (Fig. (IV.9). Dans celui-ci, mettons en évidence une partie
du courant de longueur | entre la section 1 et la section 2. Sélectionnons un volume
cylindrique de fluide de rayon y. Introduisons les notations : u est la vitesse de couche
superficielle du volume élémentaire. T est la force de frottement interne sur les cétés du
volume de base. P; et P, sont les pressions agissantes sur les sections du volume
sélectionné. F; , F, - force de pression.

Figure(lV.9). Schéma de définition de la répartition des vitesses

La force de frottement peut étre trouvée par la formule suivante :
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T=-uxS— (IV.65)

Oou:

e 4 — laviscosité dynamique, u=pv;
e S- L’aire de la section du coté du volume, S =2zxyxl ;

o T :—27z|><v><,0><d—u -
dy

du
Note : Le signe moins dans I'équation (IV.65) indique que d—y(O , C'est-a-dire que la vitesse
u diminue lorsque y augmente.

Dans ce cas, la force motrice est la force de pression F est comme suit :
F=F-F,=(P-P)rxy’ (IV.66)

Ecrivons les équations de Bernoulli pour la section 1 et la section 2. La conduite est
horizontale et I’axe de son centre utilisé comme plan de référence, z; =z, =0. Le
diameétre de la conduite étant constant, la vitesse u le long de I'écoulement et le coefficient
a sont constants. Alors I’équation de Bernoulli devient :

P P
L =24 AH =P -P,=pgxAH (IV.67)
Jat et
La pente hydraulique :j = $ = AH =ix| ; Alors la force motrice F est déterminée comme
suit : F=pgxixlxzxy? (1V.68)

Lors d’un écoulement uniforme, la force motrice est égale a la force de frottement F =T :
ce qui nous rameénent a écrire :

du _pgxixlx;zy2 __ixgx

. ) du

pIxixIxay =2zxIxvx p—= —= y
y dy 2T X YXVX p 2V

:du:—ixgxydy

2v
(IV.69)
En intégrant I’équation (I1VV.69), on obtient :
Pt L A (IV.70)

4y '
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—i><g><y2_}_C

La constante C est égal a zéro, lorsque y =7 et u = 0,alors 0= 1

A la fin nous obtenons I’expression :

u=_xgﬁ%yﬁ (V.71)

Pour un écoulement laminaire I’épure de la distribution de vitesse a la forme d’une parabole.

La contrainte de frottement d’un fluide dans une conduite circulaire se détermine par la loi
de Newton :
7= —,ud—u (IV.72)
dr
Ou : u = la vitesse locale.

De I’autre coté, la couche de fluide de distance r des parois de conduites, la contrainte de
cisaillement peut étre déterminé a partir de I’équation de I’écoulement uniforme :

T oxtsr=pxi !t (1V.73)
, T T |
En égalent les équations (1V.70) et (1V.71) :
du = —pg x| xrdr
2u
Ou : i=lapente hydraulique.

En intégrant I’équation (1V.73), on aura :
2
u :j_pg_xlrdr :_pg_X'Irdr _pgxIxrt o
24 2u 4u

| xr?
ou: u=—£9%il—+c (IV.73)
U

En intégrant C, et des conditions limites, ro=r la vitesse u=0, on trouve enfin :

C:,ogxlxl‘o2
dp

En remplacant la valeur de C dans I’équation (I\VV.73) on trouve :

U=

—ngIXr2+ng|xr°2 zlxpg(rz I’2)
4u 4u 4u

2
Ou
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_Ixpga
U= » (ro2 rz) (IV.74)

La formule(lV.74) est la loi de Stockes.

Les vitesses de I’écoulement laminaire se répartissent en parabole.

Figure (IV.10). Répartition de vitesses en écoulement laminaire

A partir de la formule(IV.74), la valeur maximale de la vitesse est observée a I’axe de la
conduite ou,r=0:

d

| x xI2
_ XXt et E:o, donc on aura dans ce cas :

4u

u

max

prgxiz | x pg xd?

4u 4 16
Note importante : En cas d’un régime d’écoulement laminaire, la vitesse moyenne dans
une conduite circulaire est égale a la moitié de la vitesse maximale comme suit :

u =

max

(IV.75)

2 2 2
V:().5Xumax:0.5xIX,Dng_:O.SX|><pg><r0:|><pg><l’O
du 4 4u 8u

(IV.76)

1V .10.4.3.2. Le débit et la vitesse moyenne d’écoulement dans une conduite circulaire.

Examinons un élément circulaire d’épaisseur dr de la conduite, afin de déterminer le débit
qui s’écoule a travers cette partie et sa vitesse moyenne.

Q=uxdS = I4X 4 (I’O2 — rz)x 27 x rdr (I\v.77)
y7;

Alors le débit a travers toute la section de la conduite :

szroIxy(rz—rz)XZﬁxrdh—anIXyro(rz‘rz)”dr:
r 4,Ll [¢] 4,Ll r 0

| | . | (IV.78)
XXy X”x(.rorf><rdr—fr°r3dlrj:M e s

2u r r 4u 2 4 8u

Finalement le débit du fluide a travers la conduite ce calcul par la formule :
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_Ixyxm e (IV.79)

8u
La vitesse moyenne du courant dans la conduite :
2
v=Q_4Q _ Ixy . lxyxd (IV.80)
S 21d 2u
Ou,
I d?
v =70 (IV.81)
324

En comparant les formules(IV.75) et (IV.81), on remarque que la vitesse moyenne d’un
courant en écoulement laminaire dans une conduite circulaire est deux fois moins que la
maximale :

Vv =um?ax=o,5><umax (1v.82)

1VV.10.4.3.3. La perte de charge en régime d’écoulement laminaire

- I d?
Pour calculer la perte de charge on utilise la formule(IV.81) :V = % :
7
Connaissant la pente hydraulique : | :%: AH =1 xI , et en la remplacent dans la
formule
I x pg xr} : . /4
Upax = . on obtient la formule suivante tout en sachant que : £ =vVXp =VxX~—
)]
32 r?
AH = & (1V.83)
Au
En multipliant le numérateur et dénominateur par 2 I/, nous aurons :
64. | V?
AH =Y st (IV.84)
Vxd d 2¢g
V xd xV xd 64
En prenant en compte que R, = =P et 1=—
14 U R,

La formule finale pour le calcul de la perte de charge en régime d’écoulement laminaire du
liquide s’écrit sous la forme suivante :

| Vv?
AH = A x—x— (Iv.85)
d 2¢g
Note : la formule (IV.85) est la formule de Darcy -Weisbach, ou :A- Coefficient de

résistance linéaire.
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A partir de la formule (IV.85), on remarque que la perte de charge en écoulement laminaire
est proportionnelle a la vitesse.

1VV.10.4.3.4. Régime turbulent

Les vitesses en chaque point donné a I’écoulement turbulent sont soumises aux variations
plus au moins rapides dans le temps, c’est-a-dire Pulsation s.

U= f(t)
Prenons une longue période de temps t :

[luxdt= f(opt (IV.86)

L’intégration de(1V.86) est égale a la surface de ABCDF et les droites : DE, EO, OA figure
(1V.15)

Si I’on représente schématiquement la courbe de la variation de la vitesse au point donné du
courant turbulent sous la forme d’une courbe 4BCD, alors I’équation de cette courbe étant

u=f(t).

Z|

Figure (IV.11). Courbe de variation de vitesse d’un courant turbulent.

La vitesse moyenne est égale a :
G:%ﬁ £ (t)dt (IV.87)
La différence entre la vitesse instantanée et sa vitesse moyennée
u=u-u

La vitesse en chaque moment du temps donné est appelé vitesse instantanée. La différence
entre les vitesses instantanée et moyennée s’appelle vitesse de pulsation u’ .

Il faut distinguer la vitesse moyennée u dans un point et la vitesse moyennev = % ou:

e Q= le débit du liquide par toute la section d’écoulent du courant,
e S =|"aire de la section d’écoulement

1VV.10.4.3.5. Notions sur les conduites hydrauliquement lisses et rugueuses.
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Les parois des conduites sont recouvertes totalement par des monticules uniformes a
hauteurs moyenne absolue des aspérités désignées par A.(voir figure 1V.8), §-est I’épaisseur
du film laminaire

Les pertes de I’énergie spécifiqgue en mouvement dépendent du régime d’écoulement du
courant : s’il est laminaire ou turbulent. L’existence d’un tel ou tel régime d’écoulement est
due au comportement des particules du liquide.

Figure (1V.12). Rugosité de la surface lors d’un mouvement turbulent
a) Hydrauliquement lisse b) hydrauliquement rugueux
En fonction du rapport entre les dimensions des aspeérités et I’épaisseur du film laminaire,
toutes les conduites peuvent étres subdivisé en trois types aux régimes d’ecoulement
turbulent.

a) Si A< §,dans ce cas la rugosité des parois n’influe pas sur le caractere de I’écoulement, et
respectivement les pertes de charge ne dépendent pas de la rugosité. Ces parois sont appelées
hydrauliqguement lisse.

b) Si A< §,dans ce cas les pertes de charge dépendent de la rugosité, ces conduites s’appellent
hydrauliqguement rugueuses.

c) Si A= § dans ce cas c’est la zone de la résistance de transition (de hydrauliqguement lisse
vers hydrauliqguement rugueuses.) la perte de charge linéaire dépend de hauteur des aspeérités

L’étude expérimentale du coefficient de résistance linéaire (Coefficient de Darcy) A en

fonction des facteurs différent présente un intérét pratique. Les recherches sont réalisées par
Nikuradzé dans les conduites rugueuses.
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Ig Re

Figure (1V.13). Expériences de Nikuradzé dans les conduites rugueuses

# Zone 1 : régime d’écoulement laminaire A = f(R, ) ; R, < 2300
+ Zone 2 : régime d’écoulement transitoire 2300 < R, <4000
# Zone3 : régime d’écoulement turbulent, zone des conduites hydrauliquement lisse. A

=f(Re)
% Zone 4: régime d’écoulement turbulent, zone de transition A = f(R, , %)
+ Zone 5: régime d’écoulement turbulent, zone des conduites hydrauliquement
A
rugueuses A = f(Z)

Ou- EA La rugosite relative ; A —rugosité équivalente ; d- diameétre du tuyau.

Tableau IV.1 : Récapitulatif des relations pour le calcul du coefficient de frottement A

Relation Zoneée résistance Limite du nombre de
hydraulique Reynolds R, Auteur
A= 64R;! Regime 'a"l')na're (zone R, < 2300 Poiseuille
Zone de transition (zone
A=2,7R;"%? 2 ( 2300< R, < 4000 Frankel
Tuyaux lisses (zone3, .
1 =0,3164R;*% y ( 4000< R, < 10.2 Blasius
€ turbulent) A
A 68\"%* Tuyaux rugueux (zone4 d d
= -+ — ’ — — Altschoul
A=0,11 (d + Re) turbulent) 10.A <R,< 560.A
0,221 | Tuyaux rugueux (zone5 d .
1=0,0032 + ——= ’ — Nikuradze
R, 0237 turbulent rugueux) R > 560. A

Remarque : Parfois, on lit la valeur de A sur un abaque établi par Moody.
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Figure (1VV.14). Diagramme de coefficient de frottementA.
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Des études plus avancées ont montré qu’il existe encore une subdivision entre :
les écoulements turbulents lisses A = f (R,), ( si Re<100000) , on utilise la formule de
Blasius :

A= 0;%654 (IV.88)
Les écoulements turbulents rugueux. (si Re>100000), A = f[%j on utilise la formule de
Blench :

A= 0.79\/§ (1V.89)
Si I’écoulement est transitoire le coefficient A dépend : A = f(R,, , %)

Parmi les formules qui tiennent compte de I’influence de A et R, , de la rugosité relative % :
Formule de Colebrook —White :

1 A 2.51
i _Zlog{(&?lder[ReﬁJ] (1v.90)

Une autre formule proposée par A.Altchoule s’ecrit de la facon suivante :

A= 0.11{3+@J (IV.91)
d 'R

e

1VV.10.4.3.6.1. Expression Genérale d’une Perte de Charge Singuliére

En plus de pertes de charge linéaires, la perte de charge singuliere se produit localement au
niveau d’une modification brusque de la nature physique de la section d’écoulement. Elle
se calcule par la formule générale suivante :

VZ
hy =& XE

Avec & = Coefficient qui dépend de la nature de la déformation
+ Cas d’un élargissement brusque de la section d’écoulement

(IV.92)

5 { 7 % al
—— e - - —— — - | —p—

S

Figure(lV.15). Elargissement brusque de la section d’écoulement.
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2
S S, |V?2
D : w=|1-==| =hy=1-—+|— \V2
ans ce cas Een [ 82] b ( SZJZQ (1V.93)

2
(Vl _Vz)
29
Remarque : Cas particulier d’une sortie vers un réservoir :

h,, = (1V.94)

S . : : . . .
Dans ce cas, le terme S—ltend vers zéro du fait que la section du réservoir est tres grande
2

devant celle de la conduite, et la formule précédente devient :

V 2
gsortie =1= hsortie = 2_ (|V95)
4+ Cas d’un rétrécissement brusque de la section d’écoulement :
Sg v vz
. PO, G i e e 1 i .
, e
Figure (1V.16). Rétrécissement brusque de la section d’écoulement.
La formule de calcul s’écrit :
V 2
mm=5m55 (1V.96)

Avec : &, = Coefficient due au rétrécissement brusque donné par le tableau suivant :

At/ Az 0,1 | 0,5 | 0,7
o 0,41 | 0,24 | 0,14

Remarque : Cas particulier d’une sortie a partir d’un réservoir :
4+ Formule de calcul :
V 2
hsen = gen E (|V97)
Avec:¢&,, =05.
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+ Autres pertes de charge singuliéres :
D’autres types de pertes de charge peuvent avoir lieu dans les conduites :
Coudes, Vannes, Crépine, Elargissement graduel, rétrécissement graduel, diaphragme
etc...

Exemple : Cas d’un coude arrondi :

04 03 | 03

1VV.11.Coefficient de résistance du systeme
Aux calculs hydrauliques, les pertes de charge locales (singuliéres) et celle en longueur sont
additionner et la perte de charge totale est déterminer a I’aide de la formule :

AH =>"h +> h,

Si la tuyauterie longue de [ a sur toute sa longueur le méme diametre, et le fluide se
déplacant dans cette tuyauterie rencontre K résistances locales, la perte de charge totale est
déterminer avec :

AH =hy + 3, _51 Zh v ( ij\;; (IV.98)

i=1

L’expression mise entre parentheses est appelée coefficient de résistance du systeme &,.
Alors :
V 2
AH = gsys Z (|V99)
Si la tuyauterie comporte plusieurs trongons (par exemple, trois) longs de l; I,, I3 aux

diametres différentsd,, d, , d et chaque trongons possede les résistances locales, alors :

AH :iihIi +§:hSi , ou
i=1 i=1

e K —est le nombre total des résistances locales.
i=3

Le nombre Z h; est déterminé par la relation suivante :
i=1

i=3 2 2
h, = I Vi + A, = ; Vs (1V.100)
= d 2g d 29
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Supposant que chaque trongon posséde deux résistances locales, donc K = 6 et la somme
des pertes de charge prennent la forme suivante :

v 2 Ve A
iz h5| - sl + 552 Zg 7t (‘553 + ‘553 )5 + (555 + ‘556 )E (IVlOl)
Conformément a I’équation de continuité :
On obtient :
S S
V,=V,—%V, =V, =2 1V.102)
Sl SZ

En substituant les valeurs de V; et de V, obtenues par (IVV.101), dans(IV.102) on aura la
relation suivante :

i=3 -6 (S ’ 1, (S, 1, s, 2 2
AH:Zh|+Zhsi= ﬂldl(slj +/12d [ J + A2 +(§sl+§sz)[ 1] (§S3+§5“)[31] + \Z/Sg
+(§S5+§Sﬁ)

(IV.103)

Ou:
V 2
AH =& —— (1V.104)
29

L(s,Y . L(s,Y) s, Y i
L’expression : ﬂqdl(sa] +/12d2[83J +ﬂad+(§sl+§sz)( J (eia+r§s4)[ Sj +| est désignée par
1 1 2 2 3 1

+ (535 + 556)

‘fsys

89



Exercices avec solutions-Partie hydrodynamique

Exercice 1.

Déterminer le debit de I'eau Q a l’aide du tube de venturi a partir des données
suivantes d, = 20cm;d, =10cm La dinévlation des piezometresh =25cm. La perte de

charge dans la partie de la gorge est négligeable .

Figure 1. Schéma de I’exercice N1
Solution :

Appliquant I’équation de Bernoulli pour les sections 1-1 et 2-2 par rapport au plan 0-0 :

P aV} P V)
REUIL L W, SR B A Y

M 29 P29
D’apres les conditions du probleme AH = 0. On suppose qué o, = a, =1 ;

2 2
(Zl +iJ—(ZZ +&jzv—2—\i
Jot M) 29 29
(Zl+Plj—[Zz +sz:h
9 A9

Vi Wy
29 29

Z +

Dans cette équation deux inconnues V; et V,. On exclue une inconnue en appliquant

L IF4 - - e V2 XSZ
I’équation de continuité : V, xS, =V, xS, =V, = ~s ; Alors
1
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2gh
V, = -
S,
2gh
Puisque : Q=V, xS, =—g2><52 1)
(%)
Sl
ﬂdlz 2 2 ﬂdZZ 2 2
S, = 2 =0.785x0.2° =0.0314m" : S, = 2 =0.785x0.1° =0.00785m

On substituants les valeurs dans I’équation (1), on obtient :

[RE0E
Q= Y2XI8X0D 60785 = 0.0185m? /s =18.51 /5

|_[0.00785
0.0314

Exemple 2.

On considere un siphon alimenté par un réservoir a I’air libre rempli d’eau (voir schéma).
Déterminer le débit et la pression de I’eau a la section x-x du siphon, la perte de charge est
négligeable. La section intérieure de la conduite est négligeable devant la surface libre du
réservoir, le régime est permanent.

Données: H = 1m; h =3 m;d = 20 mm; Py, = 101 KPa

t = '*"':_?&' ‘\%
p_\ﬂ» e, e \\‘i‘;v

¥,

Figure 2. Schéma de I’exerciceN°2
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Solution :
Appliquant I’équation de Bernoulli pour les sections 1-1 et 2-2 :

Z + P1 +0{1V12 _Z +&+a27\/22
1 - 2
P29 M 29
Z,=hZ,=0,P, =P, =P, ;V, =0
. . P, P, «a,V? %
On obtient : zl+$+020+£+§7;3h:£3v2:\/ﬁ

Aprés substitutions des valeurs, onaura: V, =42x9.81x1.3=7.67m/s

2
Le débit: Q=V, xS =V, ’% =7.67x0.785x0.02% =2.4x107°m* /s = 2.4l /s

Pour calculer la pression absolue au point supérieur de la conduite, appliquant I’équation de
Bernoulli pour les sections 1-1 et X-X :

2
a,V
Z, 4+t + 2L =7 X TEX

P aV)’ 5 P
29 g 29

Z =hZ,=H+h;P, =P,

atm?

V20V, =V,
L’équation de Bernoulli devient :

P P, V2 P v,
h+ﬂ+0:H+h+—X+—X:>PX:( o ——2]/?9
M M 29 A9 29

Apres substitutions des valeurs, on obtient :

P v/ ’ 67°
p,=| fam Yo || 20DAOT ) 7O7_61760pa = 61.76KPa
o 2g 1000x9.81 ~ 19.62

Exercice 3.

Calculer la perte de charge dans un tuyau de 2,5cm de diametre et de 610 m de longueur
véhiculant de I’eau a une température de 10°C avec :

1. Un débit de 76 I/h.

2. Un débit de378 I/h.
Solution :

1. Q=76l/h
: - Q 4Q .
La vitesse moyenne de I’eau : v =3 :E:%mls ;
La viscosité de I’eau a une température de 10° : v =0.0131cm? /s
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Vxd 4x25

Le nombre de Reynolds : R_ = —
14 0.0131

=820 (Régime laminaire) ;

64
Le coefficient de la perte de charge linaire : A = R =0.08 ;

[

2
La perte de charge linéaire :  Ah, =1 ;Vd =18cm ;
g
2. Q=378l/h
::9=£:21.4cm/s
S m?

R, = Vxd _214x25 _ 604 (Régime turbulent lisse)

14 0.0131

A =0.3164R;** = 0.04

o LV?®
La perte de charge linéaire : Ah, =4 o =221cm
g

Note importante : Plus le débit est élevé plus la perte de charge est importante.

Exercice 4.

A travers une conduite en acier, de diametre D=120 mm et de longueur L= 500 m passe un
liquide dont le coefficient de viscosité cinématique est v=0 ,027 cm?/vérifier la turbulence
du régime et que 4000<R, < 10D/e , déterminer les pertes de charges répartie en utilisant
la relation de Blasius .Le débit Q=6 I/s et la rugosité e=0,04 mm

Solution

La vitesse moyenne du liquide: v = :dQZ =0.53m/s

_V><d _ 53x12

Le nombre de Reynolds : R, = = =2.36x10"
1% 0.027

2300 < R, <10°, Le régime est turbulent lisse
Le coefficient de la perte de charge linéaire : 4 =0.3164R.** =0.025

2
La perte de charge linéaire : Ah, = /1% =1.5m

Exercice 5.

Une conduite horizontale de diamétre d =100 mm et de longueur [ =50 m est alimentée
grace a un réservoir de charge constante H = 5 m (voir schéma).Déterminer la vitesse et le
débit de I’eau déversée a I’atmosphére.Données : les coefficients de résistances locales :
¢on = 0,5 &,qn=5; le coefficient de perte par frottement en longueur (coefficient de
Darcy) A =0,02.
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gt I
& l'_.— ___.' = ‘;_'_.3_:_?_:““_ . _‘EI .‘_P_
3 d/ Lt ) ) 1 2 4
i —>

Figure 5. Schéma de I’exercice N°5
L’equation de Bernoulli pour les sections du courant fluide 1-1 et 2-2 :

P A P, v/
Zl+—1+al—1: Z, TRLE B A BYVE

M 29 M 29
2

R P P
Z,=H;—+=-—2=-20V =0 etpuisque H=const, donc H :\2/—2+AH

2
P I o B 2 g
| V) V7 vy

Ou, AH=h+> hy=A—"+{, —+{,., ;
2 d 2g 29 ¢ 29

2

\Y
Donc H :—2(1+ /1|—+§en +§VanJ
29 d

2gH

La vitesse dans la conduite : V, = I =2.44m/s
1+ A —+ gen + gvan
d
ad? 3.14x0.1
== =0.19m%/s

Enfin le débit est comme suit: Q=v, xS =V, = =2.44x
4

Exercice 6.
Déterminer le débit pour le systeme de conduite (voir figure ci-dessous) on donne : d;=100

mm, [,=100 m, d, =200 mm, [, =160 m, 4,=0,025, A, =0,0215, (,= 0,5, ¢&,-=1. On
considere les positions des surfaces libres dans les réservoirs 1 et 2 sont constantes.

Figure 6. Schéma de I’exercice N°6
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Solution :

Equation de Bernoulli pour les sections 1 et 1l. L’axe de référence est choisi comme I’axe
de la conduite passant par le centre.

2 P 2
H +i+VL:O+ﬂ+V—2+AH
P9 29 P9 29

H; AH =Zh| +Zhs

Perte de charge linéaire :

<
Il

<
I
o
T
Il

2 2 2 2 2 2
Sy =hy thy =4y, b Ve g 025200V 0 0015200Y2 _ gV q7,Y2
d, 29 d, 29 0.1x2g 0.2 2g 29 29
2 2
Donc: h,= 25V— et h, =17. 2V
29 29

Perte de charge singuliére :

A A
1. Alentrée de la conduite : h,,, =¢&,, ——=0.5—"-avecé,, =
| 29 29

2. A I’élargissement brusque de la conduite :

s, .Y JV? (2007 ’ Vv V2
hs.elarbr = __1 TAN2 _1 _9 Py
S, 2g 100 Zg 29

3. A lasortie de la conduite dans le réservoir :

2 2
hssor’(ie:é: V 1V
| 29 " 2g
A Ve oLV VvV
Donc AH=)h +> h =251 +17.2_ 2 +05 2 +9- 21~
29 29 29 29 29

Grace a I’équation de continuité, on peut écrire que :
S 2 2
V, =V, -2 =4xV, ; V—_16V—
S, 2¢ 29
2 2 2 2 2
Lacharge : H=AH = 25><16V—2+17.2V—2+ 0.5><16V—2+9—2+1V—2 =155-149 =6m
29 29 29 29 29
Determinons maintenant les vitesses Vi et Vo :

2 2
H =V—2(25x16+17.2+0.5><16+1)=426.2V—2:>V2 _ 2980 gy
29 29 426.2
Le débit est determiné comme suit :
2 2
Q=V, xA, =V, ”j =0.53x %:16.6”5
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Exercice 7.

L’eau coule d’un reservoir a surface libre a travers une conduite inclinée de diamétre
variable par laquelle sort a I’air libre .La conduite est reliée au réservoir remplie a une
hauteur H = 3 m maintenue constante (voir schéma). Déterminer le débit qui transite par
la conduite en considérant que la perte de charge singuliére est négligeable.

Données : d;=40 mm; d,= 25 mm;l;= 50 m;,=75m; Z =1,5 m; le coefficient de
résistance linéaire A;=1,=0,035 ; Les coefficients de correction de I’énergie cinétique ay=

a,=1
’
P e
Hi | ~- |~ .._Z‘
N B TG, e
=2
Figure 7. Schéma de I’exercice N°7

Solution :

Appliquant I’équation de Bernoulli pour les sections x-x et 2-2 par rapport au plan 0-0 :

P v/ P V)
Z, b ey O =7, LA Y™
P9 29 P9 29

Donc : Z,=H+7,Z,=0;P, =P, =P ;a, =, =LV, =0

VZ
On obtient: H +z:£+AH

La perte de charge linéaire est déterminée comme suit :

2 2
o aH -y LWL LV
d, 29 d, 29

D’ou V4, V, vitesse moyenne de I’écoulement dans les trongons 1 et 2 :

Q=V,xS,=V, xS, =V, =(yl v, :%2

En substituant les termes de vitesse dans I’équation de Bernoulli, on aura :

2 2 2 2
H +z:V—2+AH :V—2+/11£VL+}LZ£V—2
29 29 d, 29 d, 29

Ou,
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Q2 Ll Q2 /1 LZ Q2

H+z= + A, — +4,—
2gxS;  'd, 2gxS "7 d, 2gxS;

1)

L’équation (1) peut s’écrire de la facon suivante :

i 2 =
s; 'd;s? °d,s?

(H +z)29=(i+/11L ! ny) L, 1}<Q2 (2)

Enfin, on peut définitivement déterminer la valeur du débit en transformant (2) comme suit :

0= ] (H+2)29 _ (3+1.5)19.62 i
(1 L 1 L, 1] 16( 1 0.035x50 0.035x75]

iy == Ay = — + +
S? & d, s "*d,s? 0.025*  0.04° 0.025°

2
T

Exercice 8 : On utilise une pompe pour transférer de I’eau du bassin A vers le bassin B de
niveau constant H=12 m (hauteur géométrique de refoulement), tel que montré sur la figure
ci-dessous.l; =8m; [, =16 m; dy = 100 mm; d, = 75 mm

1- Quelle est la profondeur h (hauteur géométrique d’aspiration) ou devrait se trouver le niveau
d’eau dans le bassin A si le débit d’arrivé Q = 8 [/s et la vitesse de rotation de la roue de la

pompe n = 1450 t/min.

2- Calculer la puissance de la pompe en prenant en compte la perte de charge dans les conduites
d’aspiration et de refoulement. Les coefficients de résistance linéaires 1,=0,03 ; 1,=0,035.

Les coefficients de résistance locales ;=6 ; {,=10.

Figure 8. Schéma de I’exercice N°8

97



Les caractéristiques de la pompe lorsque n=1450 min~1

Qpl/s 0 2 4 6 8 10 12 14 16
Hp,,m 22,0 22,4 226 |22,4 215 20,0 18,0 |15,0 |11,0
1, % 0 37 58 71 75 74 68 56 37
Solution :

Dans le cas d’un écoulement permanent :
Q=Q, =8l/s;H, =H_, =21.5m

Hp-hauteur manométrique développée par de la pompe

A partir du schéma nous nous avons: H = h+H + ZAH
Y. AH- La somme des pertes de charge dans les conduites d’aspiration et de refoulement.
h-hauteur géométrique d’aspiration,

H- hauteur geométrique de refoulement,
H, = h + H- hauteur geométrique totale d’elévation,

D AH =) AH_ +> AH,=RxQ%;

Ou: R= (Zo.oamx;t L/o|5 +0.0827d142§j

R

0.0827 1.1 0.0827 1.1 0.0827 0.0827
_ ds”“+ L S, 1)
1 2 1 2

En substituant les données dans I’équation (1) on trouve R égale :

16

R=— (0.03
719,62

D AH =RxQ? =52660.4x0.008 = 3.4m

8
0.1°

+0.035

16

1 1

+6
0.075°

+10
0.1 0.075*

} =52660.4s/m®

h=H,-H-) AH =215-12-3.4=6.1m

Pour trouver le point de fonctionnement, il est nécessaire de calculer les valeurs de la courbe
caractéristique de la conduite (voir tableau ci-dessous).
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Qpl/s 0 2 |4 6 8 10 12 14

Y AH = R Q%m o |o02] o8 19 34 53 76 | 103
Hp
—h+H
+ZAH,m

181 [183| 189 200 | 215 234 257 | 284

H,
= Hy + z AH,m

A la fin on construit sur le meme graphe la C.C.P :

Hpo = f(on) et la courbe caracteristique de la conduite Hp = f(Q)
L’intersection des deux courbes, est le point(A) de fonctionnement de la pompe.

g

of. | | | [ e
z o || He > 4(8)
2 2of = |
5 e
& e g
"'\é." - } | "f'/.g'

0 2 % 680707214

Figure 9. Graphe de détermination du point de fonctionnement A

La puissance délivrée par la pompe :
P, = pgQ,H, =1000x9.81x 8.1x107° x21.5=1708.41w

La puissance qu’il faut fournir a la pompe :

Pe 170841 o 77 88w~ 2.3Kw
n 0.75

La puissance d’électromoteur : P, =k x P, =1.25x 2.3 = 2.85Kw
Ou : n- rendement de la pompe ; k — Coefficient de sécurité.

P, -




Exercice 9.

Pour le systeme de tuyaux en paralléle de la figure ci-dessous, le débit d’un écoulement en

charge Qy= 0,140 st se devise sur les trois branches. L, = 3600m, d,= 30 cm, A; =
10_2; L2: 1200m, dZZZOCm, /12 = 10_2; L3: 2400m, d3:25cm, /13 = 10_2.

Calculer le débit de chaque troncon

._;r----:_g __________ H_ I' N

"‘& E} Qf A; a/J ::-: H&
e

s 4 .-

g A e —

Figure 10. Schéma de I’exercice N°9
Solution :

Ona:

ivlz + A i\/_zz_}_ﬂ EV;

AH, =AH, =AH, = —_ -3
1 2 3 ﬂqdlzg 2d229 3d329

Apreés substituions des valeurs numeriques on obtient :

12000 xV,* = 6000xV,> = 9600 ><V32 =V, = ﬁxvl =1.414xV;V, =41.25xV, =1.118V,
Pour un écoulement permanent, I’équation de continuité s’écrit :

2 2 2
Q=0Q,+Q,+Q; =V, ﬂjl +V, ”jz +V; ﬂia

Apreés substituions des valeurs numeriques on obtient :

0.140 = 0.071xV, +0.044 xV, +0.055xV, =V, = 0.82m/s
V, =+/2xV, =1.414xV, =1.414x0.82 =1.16m/s
V, =4/1.25xV, =1.118xV, =1.118x0.82 = 0.92m/s
7zd2
Donc : Qu =ViS; =V, =, = 0.82x0.785x 0.3 =0.0580m* /s
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2
Q,=V,S, =Vz% =1.16x0.785x0.2% = 0.0364m° /s

2
Q, =V.S, =v3% —0.92x0.785x0.252 = 0.0451m° /s
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Annexe

Tableau N°1

Valeurs du coefficient de dilation thermique de I’eau en fonction de la température.

t° B;.10°% °C" cas de pression P, Pa .10°

1,0 2,0 5,0 9,0
1..10 14 72 149 229
10...20 165 183 236 289
40...50 422 426 429 437
60...70 548 439 523 514
90...100 704 691 661 621

Tableau N°2

Valeurs du coefficient de compression volumique de I’eau en fonction de la température

t° B.. 10 pa~1 cas de pression P, Pa.10°

0,5 1,0 2,0 3,0
0 5,40 5,37 5,31 5,23
5 5,29 5,23 5,18 5,08
10 5,23 5,18 5,08 4,98
15 5,18 5,10 5,03 4,88
20 5,15 5,05 4,95 4,81
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