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Notation

N

Z

R

R

C

C(20,R),|z — 20| = R
D(zp,R), |z — 20| < R
D(z0,R), |2 — 20| <R
o(.),0(.)

M(r, /) 1
n(r,a, f),n(r, a)

T(r, f)
p(f), p2(f)
mes(FEy)
mes;(E)
()

vy (r)

La]

Ensemble des nombres naturels {0,1,2,--- }.

Ensemble des nombres relatifs.

Ensemble des nombres réels.

Droite réelle achevée R = R U {—o00, +00}.

Ensemble des nombres complexes.

Cercle centré en zj et de rayon R d’équation |z — zo| = R.
Disque ouvert centré en zy et de rayon R, {z € C: |z — z| < R}.
Disque fermé centré en zq et de rayon R, {z € C: |z — 29| < R} .
Petit o, grand O (notation de Landou) .

Maximum de module de f sur D(zg, R) .

Nombre des zéros de f — a dans le disque |z| <7 .

Nombre des poles de f dans le disque |z| <.

Fonction de proximité de f.

Fonction de comptage.

Fonction caractéristique de Nevanlinna.

Ordre et hyper-ordre de croissance d’une fonction entiere f.
Ordre et hyper-ordre de croissance d’une fonction méromorphe f.
Mesure linéaire d’'un ensemble Ey C [0, +oo] .

Mesure logarithmique d’un ensemble E C |1, +o0] .

Terme maximal d’une fonction entiere f.

Indice central d’une fonction entiere f.

Partie entiere d'un réel a.



Introduction générale

Pour une fonction entiere ou méromorphe f et un nombre complexe a, il est important
d’examiner le nombre n(r,a, f) de racines de I’équation f(z) = a dans un disque centré a
I'origine et de rayon r et voir la distribution de ces racines dans ce disque. Le cas d’une fonction
polynomiale P,,(z) du degré m est un exemple fondamental de la théorie de la distribution
des valeurs. En effet, P, (z) posséde exactement m racines complexes dans le plan complexe
C tout en comptant leur multiplicité. Cependant, Picard a démontré qu’une fonction entiere
transcendante prend toutes les valeurs complexes une infinité de fois sauf peut-étre au maximum
une seule valeur. Borel a montré que la distribution des valeurs des fonctions entiere est controlée
par son ordre qui mesure la croissance des fonctions entieres par a port a la croissance de
la fonction exponentielle. Plus tard, Nevanlinna a introduit la fonction caractéristique T'(r, f)
pour étudier la distributions des valeurs des fonctions méromorphes. comprendre la croissance et
I’oscillation des solutions des équations différentielles linéaires complexes. L’objectif de ce travail
est d’introduire les premieres notions fondamentales de la théorie de Nevanlinna et les mettre
en application aux équations différentielles linéaires complexes. Pour ce faire, on a décomposé
ce mémoire trois chapitres :

le premier chapitre : donne quelques définitions qui sont la base d’analyse réelle et complexe
et on cite les résultats essentiels dont on aura besoin par la suite.

le deuxiéme chapitre : présente tout a bord la formule de Poisson-Jensen, puis on donne
les définitions des fonctions m(r, f), N(r, f et T(r, f) et leurs propriétés afin d’énoncer
le premier théoreme de Nevanlinna. En suite, on définit I'ordre et I’hyper-ordre de la
croissance des fonctions entieres et méromorphes dans le plan complexe C en donnant
effectivement quelques exemples de calcul.

le troisieme chapitre : discute une application des résultat du deuxieme chapitre dans I’étude
de la croissance des solutions des équations différentielles homogenes d’ordre supérieure
de la forme

FO 4+ A (2)fE D 4+ Ag(2)f =0

ot les coefficients sont des fonctions entieres. On démontra que ’hyper-ordre de la solution
de I’équation différentielle est exactement ’ordre du coefficient strictement dominant.



Chapitre

Préliminaires

1.1 Limite supérieure et inférieure

Définition 1.1. On appelle valeur d’adhérence | € R d’une suite numérique (u,) s’il existe une
suite extraite de (u,) qui converge vers [.
La limite supérieure de la suite (uy,,) est la plus grande valeur d’adhérence de la suite (u,,) et

elle notée par limsup u,, ou parfois par lim w,.
n—+00 —r+oo

La limite inférieure de la suite (u,) est la plus petite valeur d’adhérence de la suite (uy) et

elle notée par hm 1nf U, ou parfois par lm wu,.
n—-+o0o

Proposition 1.1. Soit (u,)nen une suite numérique.

i. limsupu, = lim sup{uk, k>n}= inf sup Ug.
n——+o0o k:

7. liminf u,, = hm mf{uk, k> n} =sup mf Up,.
n—+00 n>0 k

770, liminf u,, < limsup u,,.

n—+00 n—-+oo

w. lim u, =[< limsupu, = liminfu, = [.
n—-+oo n——4o00 n——+00

v. liminf u, = — limsup(—u,).
n—+0oo n—-+00

Exemple 1.1. Soient u,, = (—1)" et v, = sinn. Il est clair que les suites (u,) et (v,) sont
divergente car leur limites n’existent pas. Cependant,

limsupu, = limsupv, =1 et liminfwu, =liminfv, = —1.
n—+o00 n—+o00 n—+00 n—+00

Définition 1.2. Soit f : D — R une fonction définie sur D sauf peut étre en xq. Les limites
supérieure et inférieure de la fonction f quand x tend vers xy sont définies respectivement par

limsup f(z) = sup {l, I(@n)n C D, xn # 20, T — o, LHE flan) = l}

T—>XQ

T—>T0 —400

liminf f(z) = inf {l, I(zn)n C D, xy # o, 0 — To, lim  f(x,) = l} :

4



Chapitre 1. Préliminaires

Proposition 1.2. Soit f une fonction réelle définie dans un voisinage d’un point xy sauf peut
étre en xq. Alors on a

limsup f(z) = (lsirr(l)sup {f(x):0 <|z—x0| <}

T—T0

:(%I;%sup{f(:c):o < |z —xzo| <d}.
et

liminf = (lsi_rgéinf{f(x) 10 < |x—xo| <6}

T—T0

=supinf {f(z):0 < |z —zo| <4}.
50

Exemple 1.2. Soient f et g deux fonctions définies par f(x) = sin

(2) - s <0
T) = .
g x si x>0

! 13
e
2

lngIzlff(l‘) = limﬂix&fg(x) =-1

et
limsup f(z) = limsup g(z) = 1.

T—>2 x—0

Théoreme 1.1. Soit f : D — R une fonction définie sur D sauf peut étre en xqy. Soit | € R.
Alors on a

Ve>0,30>0,0<|z—zo| <d= f(z)<l+¢

limsup f(z) =1 &
i p f(z) {v€>07v5>07§|x5€D,0<\x—x5|<5:>f(xa)>l—5

T—>XQ

liminf f(z) =1 &

T—>XQ

Ve>0,30>0,0< |z —xo|<d= f(z) >1—¢
Ve >0,V6 > 0,325 € D,0< |z —x5| <I = f(as) <1+4¢

Théoréme 1.2. Soit f une fonction définie au voisinage de +o0o. Soit | € R. Alors on a

limsup f(z) =1 <

T—>+00

Ve >0,dA> 0,2 > A= f(z) <l+e¢,
Ve >0, 3(zp)n, Tn — +00, f(x,) >1—¢

Ve > 0,3(xp)n, xn —> 00, f(z,) <l +¢,

liminf f(z) =1 <
T—0 Ve>0,3A> 0,2 > A= f(x) >1—¢

Mémoire de Master 5



Chapitre 1. Préliminaires

1.2 Notation de Landau

Définition 1.3. Soient f et g deux fonctions réelles définies dans un voisinage d’un point x
V(zo) sauf peut étre en xq telles que Vo € V(o) \ {zo}, f(z) # 0, g(x) # 0.

i. On dit que f est dominée par g au voisinage du xqy St

3M>O,35>O,0<]x—x0|<6:>|§g)) < M.

On note f(x) = O (g(z)).

(wo)

it. On dit que f(x) est négligeable devant g(x) au voisinage du xo si

flz

v5>0,35>0,0<]x—:c0]<5:>‘ <

()
9(z)
On note f(x) o (g(x)).

iti. On dit que f(x) est équivalente a g(x) au voisinage du xq si

Ve > 0,36 > 0,0 < |z — x| <5:>|f(:1;) <l+e< lim M:l.
9(x) w0 g()
On note f(x) i g(x).
o
Exemple 1.3.

2
x

cos— sinz = O(z), e ™ = o(n®), cosz~1-—"—.

x (0) (@) (+00) (") (0) 2

1.3 Fonctions holomorphes et entieres

Définition 1.4. Soit Q un ouvert de C. On dit que f est holomorphe (analytique) sur 2 si f
est différentiable sur ), c’est a dire elle est différentiable en tout point zy de €.
Si f est holomorphe sur C, alors f est dite entiere.

Théoréme 1.3 (formule d’intégrale de Cauchy). Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert
Q de C et soit z € 2 tel que le disque fermé D (zo, 1) est inclus dans ). Alors, pour tout n € N

on a ‘ i)
() (5) = 20 A
" (z0) = 20w 7{C(ZO,T) (z—2p)"H! dz
avee O (20) = f(z0).

Théoréme 1.4 (Inégalité de Cauchy). Soit f est une fonction analytique sur Q2 de C contenant
un disque fermé D (zp,7) tel que ¥z € D (z9,7), |f(2)| < M. Alors,

)| < 2 (1)

Mémoire de Master 6



Chapitre 1. Préliminaires

1.4  Séries de Taylor et de Laurent

Théoréme 1.5 (théoreme de Taylor). Soit f une fonction holomorphe dans un disque ouvert
D(zy, R). Alors, pour tout z € D(29, R) on a

f(Z) :ao+a1(2—zo)—I—ag(z—zo)2+”_ - Zan(Z—Zo)"
n>0
ou .
Ap = f <ZO), n € N.
n!

L’expression de f(z) est appelée la série de Laurent de f au voisinage du point z.

Exemple 1.4. La série de Laurent de la fonction f(z) = e* au voisinage de zy = 0 est
n 2
z z
=) —=l+z+—=+-, |z]<o0.
n! 2
n>0

Théoréme 1.6 (théoreme de Laurent). Soient Cy et Cy des cercles centrés en zy et de rayons
respectifs Ry et Ry. On suppose que f est holomorphe dans la couronne (ou région annulaire)
D limitée par C et Cy. Les courbes Cy et Cy étant décrites dans le sens positif par rapport a
leurs intérieurs.

Im 2
Ch
J ) Rez
FIGURE 1.1
Alors, pour tout z € D, on a
a_ a_
flz) =+ 2 tapt+ai(z — 20) + as(z — 2) - (1.2)

(z—20)%>  z— 2

o

Ay, = 1 fg“f(z)dz m € 7

T omi Jo (z—z)mtl

avec C' un contour fermé inclut dans la couronne D.

Mémoire de Master 7



Chapitre 1. Préliminaires

L’expression (1.2) est appelée un développement de Laurent de la fonction f dans la couronne
D tandis que la partie gauche de (1.2) est dite la série de Laurent de f qui est composée d’une
partie analytique (réguliere)

ap 4+ ay(z — 29) + as(z — 20)* + . ..

et une partie principale
a_1 I a_o

) (z—zo)z—'—”'

1
Exemple 1.5. Développons en série de Laurent la fonction f(z) = G120 43) dans la
z z

couronne D = {z € C,0 < |z+ 1| < 1}. Notons que pour tout 0 < |z+ 1| <1 on peut écrire

1 1 1 | (S D

= = = 1)
z+3 z+1+2 2 1424 7;)2”+1(Z+>

D’ou

=> (_1)n(z +1)"2

(24 1)2(z+3) & 2!

—_1 N +1—i(z+1)+
C2(z+1)2 4(z+1) 8 16

1.5 Classification des singularités

Définition 1.5. Un point zg € C est dit un singulier isolé d’une fonction complexe f(z), s’il
existe R > 0 telle que f est holomorphe sur l'ensemble D(zy, R) \ {#0}.
Définition 1.6. Le point singulier isolé zy de f est dit

apparente : sile développement en série de Laurent de la fonction f ne posséde pas une partie
principale.

pole d’ordre n : sila partie principale du développement en série de Laurent de f ne posséde
qu’un nombre fini de termes donnés par

a_1 a_9 a_s a_p
+ +oo
z—20 (2—20)% (2—2)3 (z — z)"
ot a_, # 0. De plus, si n = 1 (respectivement, n = 2) alors zy est dit pole simple

(respectivement, pole double) de f.

essentiel : si la partie principale du développement de Laurent de f posséde une infinité de
termes.
sin z

Exemple 1.6. i. La fonction f(z) =

son développement en série de Laurent est

sin z 1 23 2P 27 22 2t 0
=—|lz—-—4+ == =+ ... :1_7_'_7_7_'_...

a une singularité apparente au point zo = 0 car

z 2 3! 51 7!

Mémoire de Master 8



Chapitre 1. Préliminaires

1. De U'Fxemple 1.5, il est clair que le point zy = —1 est un pole double de la fonction

&)=+

un pole simple de f.

. De plus, on peut vérifier tout simplement que le point zy = —3 est

1ii. Le point zo = 0 est une singularité essentielle de la fonction z — e> car son développement
en série de Laurent contient une infinité de termes

1 1 1

1

= R e N
‘ * z * 2122 3123 *
Proposition 1.3. Soit zy un point singulier isolé de f.

7. Si li_>m f(2) existe et finie, alors z = zy est un point apparente.
Z—20

ii. Sl existe n € N\ {0} tel que lim (z —20)"f(2) # 0,00, alors zy est un pole d’ordre n.
Z—20

1.6 Fonctions méromorphes

Définition 1.7. Soit Q un ouvert de C. On dit que f est une fonction méromorphe sur €2 si
i. f est holomorphe sur Q\ {a1,as,...a,}
7. les poins singuliers aq,as, - ,a, sont des poles de la fonction f.

COS 2

Exemple 1.7. i. La fonction f(z) = W
2(z

est une fonction méromorphe sur le plan

complexe C.
11. Les fonctions entiéres et les fonctions rationnelles sont des fonction méromorphe sur C.

. 1 , , N
iti. La fonction f(z) = e> n'est pas une fonction méromorphe car zo = 0 n’est pas un pole.

Définition 1.8. i. Une fonction entiere est dite transcendante si elle n’est pas polynomiale.

11. Une fonction méromorphe est dite transcendante si elle n’est pas rationnelle.

1.7 Principe du maximum

Définition 1.9. Soit f une fonction entiere non constante. Le mazimum du module de f sur
le disque fermé D(0,r) est défini par

M(r, ) = max{|f(2)],[z] <7}

Théoréme 1.7 (principe du maximum). Soit f une fonction entiére. Pour tout r > 0, il existe
z € C(0,7), (i.e.,|z.| = r) vérifiant M(r, f) = |f(2,)|. Autrement dit, le maximum du module
M(r, f) de la fonction f est atteint sur le cercle centré a l'origine et de rayon r. Donc

M(r, f) = max{[f(2)], [2| = r}.

Mémoire de Master 9



Chapitre 1. Préliminaires

Exemple 1.8. i Soit f(z) = e*. Alors M(r,e*) = max{|e*|,|z| =r}. On a

n

z
>

n>0 "7

zzrn:e’”.

nl
o ™!

n
B 2
max |e*| = max —
|2|=r |z|=r !

< mmax ),

— n>0

Mais pour zg =1 € C(0,7), on a |e®*| =¢e" < M(r,e*). D’ou M(r,e*) = €.
it. Soit g(z) = exp(e?). Alors

z x4y x x T
max |e® | = max |e° = max |e® “®Y| < maxe® < e .
|z|=r |z|=r |z|=r |z|=r
Mais pour zo =1 € C(0,7), on a |e°| = e < M(r,exp(e?)). D’ou M(r,q) = e .
0 ) ’ ) )

1. Soit Py(z) =ap+ a1z + -+ a,2" ot ay, -+ ,a, € C eta, #0. Alors

M(r,P,(z)) ~ |a,|r".
(. Pu(2)) 2 laul

Mémoire de Master
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Chapitre 2

Introduction a la théorie de Nevanlinna

2.1 Formule de Poisson-Jensen

Théoréme 2.1 (formule de Poisson-Jensen). Soit f(z) une fonction méromorphe sur le disque
fermé D(0,R) (0 < R < o0), et soient a;(j = 1,2,...,m) et b(k = 1,2,...,n) les zéros et
les poles de f(z) dans le disque ouvert D(0, R) respectivement, chacun étant compté avec son
ordre de multiplicité. Si z = re® est un point dans D(0, R) et f(z) # 0,00, alors on a

| 1 2”1 R R?—r? p
og|f(z)] = 27r/0 08 ’f( ¢ )‘ R2—2Rr cos(f — @) + r? ot
(2.1)
R(z—aj)| & R(2—by)
log |——2~ log | ————|.
Z ©8 R2—a;z kz::l og’ R2—byz

Démonstration. Cas 1 : Supposons que f(z) n’a aucun zéro ou pole sur le disque fermé |z| < R.
i . . 2 2

Prenons z = 7 ¢ un point dans |z| < R et un point z* = £ = £¢ dans |2| > R.

Comme f(z) # 0, 00, alors log f(z) est holomorphe sur |z| < R. En utilisant U'intégrale de

Cauchy, on obtient

1 log f(é—) 1 27 Reiso IOg f(Rew)
1 J de=5- [ S dy,
og f(z) = i =k £—2 £ o7 Jo Fooit — ol
= 1/ log f(ﬁ)dg _ ! /Qﬂ re'?log f(Re®)
2mi Jigl=r  £—2* 21 Jo SR
D’ou
1 27 Rei‘P reigo i
el = %/ﬂ (Re"*” — el reiv — Rezp) log f(Re') dyp
1 27 Re' p—0) r i
= % /0 (Rel(go 0) _ r RC ’[") log f(Re (‘D) dgp
1 f2r R2_ 2

2w Jo R?—2Rrcos(f — o)+ 1r? og f(Re')dyp

11



Chapitre 2. Introduction a la théorie de Nevanlinna

Finalement, on prend la partie réelle et en utilisant 'identité Re(log f(z)) = log |f(2)], on
obtient la formule

1 son , R2_,2
log |£(2)] = 5 [ log | £(Re)]| e R (2.2)
Cas 2 : Supposons maintenant que f a des zéros a;(j = 1,--- ,m) et des poles by(k =1,--- ,n)
dans le disque ouvert |z| < R. Posons
ﬁ R(z—by,)
2—byz
F(2) f@)?%j;%ﬂ;). (2.3)
aie] R?—a;z

Alors F(z) n’a ni zéro ni pole dans |z| < R et donc elle est holomorphe sur |z| < R. En
appliquant la formule (2.2) pour la fonction F(z), on obtient

1 o : R*—r?
log |F(z)| = %/0 log ‘F(Rew)’ 3T cos(0—3) § rzdgo. (2.4)
Mais, pour z = Re™, |a;| < R, |by] < R, on a
B e
En effet,
‘R(Z—aj) ‘R(R e¥—a;)| | e¥(R—a;e”"?)
R2—G;z R2—a;R ei¥ R—a; et
|R—a; e  |R—a; e7"?|
~ R ev T [Rg e
|[R—a; e?| _ |R—a; e
T [r-@ed|  [Rogew
_ |R—a;e%|
|R—a; e=%|

Il vient de (2.3) et (2.5) que log|F(Re™)| = log|f(Re'?)| et par conséquent I’équation
(2.4) devient

RQ_,,,Q
log | F(z / log | f(Re') do. 2.6
o8| £ " or ©8 ’f ‘ ‘ R?—2Rr cos(0—) + 12 4 (26)
De (2.3), on a
ul R(z R(2—b
g ()] = log ()] = 3~ log | )|+ 3 og [T 200) (2.7)
J=1 R k=1 ka
Finalement, I’équation (2.1) découle directement de (2.6) et (2.7).
O
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Chapitre 2. Introduction a la théorie de Nevanlinna

Remarque 2.1. i. L’équation (2.2) est appelée formule de Poisson.

ii. Siz=re? =0, alors I’équation (2.1) devient

log | £(0) 7/ log [/ (Rei#)| dio— Zlog —i—Zlog B (2.8)
j k
qui est appelée formule de Jensen.
2.2 Fonction caractéristique de Nevanlinna
Définition 2.1. Pour tout réel x > 0, on définit log™ = par
0  0<x <1
log" z = max {0, logz} = SZ, =
logx st x>1
Proposition 2.1. i. logz <log™ x.
ii. logtx <logty pour x <.
iii. logx = logt x—log™ %
. Jlogz| =log" x +log™ < .
v. log™® (H xk> < Z log™ ;..
k=1 k=1
vi. log*t (Z :ck> <logn + Z log™ x.
k=1 k=1
Démonstration. (i), (ii) sont évidents.
(#47) Siz <1, alors log"z =0 et log" 2 = —logx , donc
+ + 1
log™ x —log™ — = log x.
x
Si x> 1, alors log™ 2 = log x et log™ i =0, donc
+ + 1
log™ x —log™ — = log x.
x
(tv) On a
+ + 1 1
log" x +1log”™ = = max{logz,0} + max{log —,0}
x x
= max{logz,0} + max{—logz,0}
= max{logz,0} — min{logz,0}
= |logx|.
Mémoire de Master 13
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n n
(v) Si H x < 1, alors 'affirmation est donc évidente. D’autre part, si H r > 1, alors
k=1 k=1

k=1 k=1 k=1 k=1
(vi) 1l vient de (i7) et (v) que

log™ (Z xk> < log" (n max :ck> <logn + log" (1%?2(” xk> <logn + Z log" xy,.
k=1 =P =P= k=1

]

Définition 2.2. Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre complexe ou
a = o0 (a est dit a-point). La fonction de proximité de la fonction f au point a est définie par

1 1 y2r 1 .
m(r, a, f) = m(r, ﬁ) = %/0 10g+ Wde S, a € C, (29)
et 1 o
m(r,00, f) =m(r, f) = %/0 log™ ‘f(r ew)‘ df  si a=oc. (2.10)

Proposition 2.2. Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors,
1
f

Démonstration. En utilisant la troisieme propriété du log™, on obtient

1/0% log £ (re®)| 8 = m(r, f)~m(r, 7). (2.11)

27

1/27r log |f(r )| do = 1/% log* |£(r ew)’dé—l/% logt —~_dp
27 Jo 27 Jo 27 Jo |f(re?)]
Par (2.9), (2.10), nous constatons que

1/27r lo ’f(r ew)‘ dd = m(r, f)—m(r l)

27T 0 g - ) ’f :

]

Définition 2.3. Soit f une fonction méromorphe non constante et a un a-point. On définit la
fonction de comptage a-points de la fonction f dans le disque |z| < r par

N(r,a, f) = N(r, dt +n(0,a, f)logr si a€C, (2.12)

1 . /ra(ta, f)-n(0,a, f)
f—a) _/o t

N(r,o00,f) = N(r, f) = dt +n(0,00, f)logr si a=o00, (2.13)

/T n(t, oo, f)—n(0, oo, f)
0 t
ot

Mémoire de Master 14



Chapitre 2. Introduction a la théorie de Nevanlinna

1
n(t,a, f) = n(t, fi) désigne le nombre des zéros de l’équation f(z) = a dans le disque
—a

|z| <t, chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité.
1
n(0,a, f) =n(0, fi) est l'ordre de multiplicité des zéros de f(z) —a a lorigine. Si f(0) #
—a

a, alors n(0,a, f) = 0.

n(t,00, f) = n(t, f) désigne le nombre des poles de la fonction f(z) dans le disque |z| < t,
chaque pole étant compté avec son ordre de multiplicité.

n(0,00, f) = n(0, f) désigne l'ordre de multiplicité des poles de f(z) a l'origine. St f(0) # oo,
alors n(0, f) = 0.

Lemme 2.1. Soit f une fonction méromorphe sur |z| < r < 400 avec les a-points a;(j =
1,2,...,n) dans le disque|z| < r (i.e. f(a;) = a) telle que 0 < |a1| < |ag| < ... |a,| < 7,
chacune est évalué en fonction de sa multiplicité. Alors,

n(t T n(t —n(0
Zlog / <7a7f)dt:/ n<7a‘7f) n( 7a/’f)dt. (214)
\aj| t 0 t
Démonstration. En mettant r; = |a;|,j = 1,2,...,m, on obtient
Zlo —:Zbgi = logri
A (T e TiT2 T

= mlogr— Z log
j=1
m—1

= Z j(logrj41—logr;) + m(log r—logr,y,)

,_.»—A

Tj+1 dt T dt
- X[ ]

1
n(t, ta f ) 5

Vu que n(0,a, f) =0, on déduit (2.14). O

.
Il

I
S—

Théoréme 2.2. Soit f une fonction méromorphe sur |z| < R < 400 représentée par sa série
de Laurent suivante a [’origine

+oo
z) = ZCkzk, Cn#0, meZ.
k=m
Alors, pour tout 0 <r < R on a

log]C’]——/ log’fre ‘dgp+N(rf) (7“]1[) (2.15)
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Démonstration. On définit la fonction méromorphe g par

g(z) = J;(Ti), z e C.

II est clair que g(0) = C,, # 0,400 et g et f ont les mémes poles et les mémes zéros dans
0 < |z] < R. De plus, m =n(0,0, f) — n(0, 00, f). En effet,

si m < 0 alors n(0,0, f) =0 et n(0,00, f) = —m,

si m > 0, alors n(0,0, f) = m et n(0, 00, f) =0,

si m = 0, alors n(0,0, f) = n(0, 00, f) = 0.

En appliquant la formule de Jensen (2.8) sur g(z), on trouve
_ i ST (] B S
log|Chn| = — log’f(re )‘dcp+Zlog——Zlog——mlogr. (2.16)
2m Jo = T r

En combinant entre (2.16) et (2.14), on trouve

rn(t,0, f)—n(0,0, f)dt
t

—(n(0,0, f)—n(0, 00, f)) logr.

1 21 .
log Cinl = o= [ log £ )| dp— |

" n(tv 00, f)_n(ov 00, f)
+/ : dt

D’aprés les définitions 2.2 et 2.3, on obtient

log |Ch| = ;ﬁ/jw log’f(r ei@>‘ de + N(r, f)—N(r, ;)

]

Définition 2.4. Soit f une fonction méromorphe non constante. la fonction caractéristique
T(r, f) de Nevanlinna est définie par

T(r, f)=m(r, )+ N(r, [). (2.17)

Exemple 2.1. Soit f(z) = €*. Nous avons n(t,oc0, f) = 0 car f n'admet pas de péles, par
conséquent N(r, f) = 0. De plus, on a

ret?

e er cosf

]_ 2
W:—/l@' dh.
21 Jo

(0

Yy

Si 6 e [0, ;T} , alors

0<cosf<1<0<rcoshe1< s
T 37

0 ™ 3T
S7 6[2,2

] , alors

—1<cosf<0e —r<rcosh <0< <1,
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3
Si 0 € [;,27‘[‘:| . alors €% > 1. Donc
1 (3 = .
m(r, f) = 27 </ 10g+ 6Tcos0de+/ 10g+ ercos€d9+[)) lOng ercos€d9>
™ 0 z &x

1 3 2m
= 5 </0 (7"(:056’)6%04—/327r (TCOSQ)d@)

r ( T . 37‘(‘) T
= — (sin— —sin— | = —.
or Uy T ) T o

Par conséquent

T(r,f)=m(r,f) = _. (2.18)
T
Exemple 2.2. Soit P,(z) = Zakzk un polynome non constant de degré n > 1 telle que
k=0
a;(j = 0,1,...,n) sont des nombres complezes avec a, # 0, et soit f(z) = ™). On veut
calculer T(r, e™*)). D’abord, on calcule T(r, f) lorsque P,(2) = a,z". Soient a, = |a,| €%,
z=re". Alors )
mwﬁzl/k@AW%WMw
’ 27 Jo
Par changement de variable, on a
1 2nm+p n
- 1 + lan|r cos(T)d ]
mr ) =g [ log" e v
Puisque 2nm est une période de la fonction x — cosx, alors
m(r, f) = B /QTmlogJr glanlr™ cos(r) g
’ 2nm Jo
1 2n .
— 7/ 10g+ €|an|r cos(T)dT
2m Jo
la,|r™ /g la,|r™
= d = -
o s cos(T)dr .
Comme f est entiere, donc
TWﬁzmmﬂ=@£< (2.19)
T

Généralement, pour f(z) = ) et P,(2) =Y apz" ona
k=0

Par conséquent

1 2m n o
m(r, f) = 7/ log+ elanlr™ cos(nb+¢)(1+o(1)) 79 — &(1 +0(1))’ r — 400.
21w Jo T
D’ou
|a,| ™

(2.20)
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Exemple 2.3. Soit f une fonction rationnelle

 P(2)  an"+an12" 4 4 ag
CQm(2)  bpz™ by 2™ by

telle que les a;j(j =0,1,...,n), bi(i=0,1,...,m) sont des nombres complezes avec a,b,, # 0
et m > n. Comme le degré du polynéme Q,,(z) est m, alors il existe donc un nombre réel positif
ro > 0 telle que n(r,oc0, f) = m pour tout r > rq. On obtient

ro n(t, 00, f)—n(0, 00, f
t

N(r,f):/o >dt+/r:Wdt+n(O,oo,f)logr.

Alors
N(r, f) =0() + (m—n(0, 00, f))(log r—logro) + n(0, o0, f)log .

Par conséquent
N(r, f) =mlogr + O(1). (2.21)

Pour tout e > 0, il existe ri > 0 tel que pour tout |z| =r > 1y, on a
|Pa(z)| = lan| (1 +0(1)) et |Qu(z)] = [bm| 7™ (1 + o(1)).

D’ou

1 2w
m(raf):%/o lOng Q

En combinant entre (2.21) et (2.22), on obtient

Pn<z>
m(2)

df = 217r /027r log™ <‘|ZC)L:;||7"”’"(1 + 0(1))) dd =0(1). (2.22)

T(r,f) =mlogr+O(1) = O(logr). (2.23)

2.3 Premier théoréeme fondamental de Nevanlinna

Théoréme 2.3 (premier théoréme fondamental de Nevanlinna). Soit f une fonction méro-
morphe non constante sur |z| < R < oo el soit

+o0o
f(Z)—G,: Z Ck2k7 Cm%o7 m€Z7
k=m
la série de Laurent de f—a. Alors, pour tout nombre complexe a, on a pour tout 0 < r < R
1
O B S AR (220
—a

tel que |p(r,a)| < log?2 +log* |al.
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Démonstration. On démontre tout d’abord le cas de a = 0. En combinant les équations (2.11)

et (2.15), on a

log |Cin| = m(r, f)—m(r, ch) +N(r, )= N(r, ch). (2.95)

Par (2.25) et la Définition 2.4, on obtient
T(Ta 7) = T(T’, f)_ lOg ’Cm’ )

c’est une affirmation avec ¢(r,0) = 0.
On traite maintenant le cas général a # 0. Soit h(z) = f(z)—a. Alors,

N(r, E) = N(r, f—), N(r,h) = N(r, f), m(r,—)=m(r, f—)

Comme
log™ |h| = log™ [f—a| <log™ |f| +log™ |a| + log?2,

et
log™ |f] = logt |f—a + a| < log™ |h| + log* |a] + log 2.

L’intégration sur 'intervalle [0, 27r] donne
m(r,h) < m(r, f) +log" |a| 4 log 2,

et
m(r, f) < m(r,h) +log™ |a| + log 2.

Posons ¢(r,a) = m(r, h)—m(r, f). Alors
lo(r,a)| <log™ |a| + log 2.

Maintenant, appliquons la formule (2.25) & la fonction h, nous obtenons

log |Cyn| = m(r, h)—m(r, ;L) + N(r,h)=N <r, 1) .

h
D’ou ] ]
m(r, E) + N (7“, h) =m(r,h) + N(r,h)—log |C,] .
Donc
1
T(r, 1) = T(r. ) ~ oz |C.|

= m(’l“, f) + QO(’I“, CL) + N(T, f)—lOg |Cm| :
= T<T’ f)_log |Cm| + 90<T’ a)'
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Remarque 2.2. Le premier théoreme de Nevanlinna peut étre exprimé sous la forme

fl_a) —T(r, f) + O(1), (2.26)

pour tout a € C. On note que le terme d’erreur O(1) dépend de a.

T(r,

Théoréme 2.4. [1, 0] Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors
f est rationnelle si et seulement si T'(r, f) = O(logr)
“+oo

et
f est transcendante si et seulement si logr = o(T'(r, f)).
+o0o

Proposition 2.3. Soient n € N et a,b,c,d € C, tel que ad—cd # 0. Soient f, f1,..., fn des
fonctions méromorphes. Alors

T(T7ﬁfk)§iT(rvfk)7 nZ]‘}

it. T(r Z Trfk)—l—logn n>1,
S ke

ite. T(r, f*) =nT(r, f)
<“f+b> T(r, f) + O(1).

cf +d
Démonstration. (i), (ii) En utilisant les propriétés (v) et (vi) de la Proposition 2.1, on peut
facilement déduire que si fy(k =1,2,...,n) sont des fonctions méromorphes, alors
(r, H fe) <D m(r, fr), (2.27)
k=1 k=1
et . .
(r, > fr) < Z r, fi) + logn. (2.28)
k=1 k=1
En outre, puisque 'ordre de multiplicité du pdle en zy de Z fr ne dépasse pas la somme
k=1
des ordres des pdles en zy des fr(k=1,2,...,n), alors
N(r, >~ fr) < DN, fi). (2.29)
k=1 k=1
De méme, on a
N(r, T fe) < DN, fo)- (2.30)
k=1 k=1

En combinant ( 2.29) ( resp. (2.30) avec (2.28) (resp. ( 2.27), on trouve

T(T,ka) < ZT . Jr) + logn,
k=1 k=1
et

T<T7 ﬁ f zn: T fk
k=1

=1

o
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(i74) 11 suffit d’observer que || = |f|" < 1si |f|" < 1. Aussi, N(r, /") =nN(r, f).

(iv) Posons g(z) = Cm. Si ¢ =0, alors par (¢) et (i7) il vient
cf(z

b b
T(rg="27+2) < T(ro)+T(r )+ T(r ) +log2=
b
log™ g +T(r, f) + log™ p +log2=T(r,f)+O(1).

ad
— 2 d 1
= Do

. +
Sic# 0, alors g(z) = c(f(ZC) + 4) c c cf(z)+d

a ad
T < T(r, - T - — T(r, —— log2 =

T(ryef +d)+O(1) <T(r, )+ O(1).
On déduit que
! T(r,g) <T(r,f)+O(1). (2.31)
dg(z) + b

Comme f(z) = _cg(z) —

, on peut montrer de la méme maniere que

T(r, f) <T(r,g) +O(1). (2.32)

Finalement, on conclut de (2.31) et (2.32) que T'(r,g) = T(r, f) + O(1).
O]

Théoréme 2.5 (identité de Cartan). Soit f une fonction méromorphe sur |z| < R < +00.
Alors, pour tout 0 <r < R, on a

1

Ty =~ [N L) 40+ 108" | £(0 2.33
D =50 [ N (g ) 6+ los" 7O (2:33)

Démonstration. En appliquant la formule de Jensen (2.8) avec R =1 a la fonction g(z) = a—z
et notons le fait que

Ui 1 Ui 1
si |a] > 1, alors Zlogﬁ =0 et si|a| <1, alors Zlogﬁ = —, nous trouvons
Q; a; a

1 2w i
5/0 log’a—e

Donc, pour tout a € C on a

j=1 j=1

loglal, sila|l >1,
dp = .
0, sila] <1

1 2 ,
—/ log ’a— e dp = log* |al . (2.34)
27 Jo
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Soit 0 < r < R. En appliquant la formule de Jensen a la fonction f(z)— e, il vient par (2.14)
que

1 2w . 1
0| _ i
log £(0)= ] = 5= [ log]f(r ) 0 D) ~Nr 5=)
L’intégration par rapport a 6 sur I'intervalle [0, 27| donne
1 2m 1 2r 1] 2r )
_ 1 0 — 7/ |:/ 1 1P :|
2T /o ©8 ’f(O) 40 2w Jo 127 Jo ©8 ’f(r ¢”) d¢

—217T/027TN<7“,f_ >90+/2ﬂ (r, f)do.  (2.35)

En utilisant (2.34) avec a = f(r €*¥), nous constatons que

1 2 . .
— / f(re¥)— e df = log™ ‘f(r ew)‘ : (2.36)
2m Jo
En utilisant (2.34) avec a = f(0), nous obtenons
1 2w 4
o | log]r(0) = log" |(0)]. (2:37)
7w Jo
La substitution de (2.36), (2.37) dans (2.35), donne
log* | £(0) / log* | £(r ¢*9)|d —1/%]\[ -V do+ NG ) (2.38)
g 2 g (IO 27_(_ ) f_ 67’9 Y ) *
d’ou
log™ F(O)] = m(r, )+ N(r, )=g= [ N (r. 55 ) o
’ ’ 27 Jo T f—et ’
donc
10 ) = 5 [ N (1. ) 0 +1og" | £0)
r,f)=—— S .
’ 27 Jo " f—et? ©8
O
Remarque 2.3. i. L’identité de Cartan est une autre représentation de T(r, f). Comme
N (r, ya ew) est une fonction croissante de r, alors a l'aide de cette identité, on peut dire

que la fonction T'(r, f) est une fonction croissante de r.

it. Généralement m(r, f) n'est pas monotone. Par exemple, pour la fonction f telle que

On a |f(z)] <1 pour |z| <3 ou|z| > 2. Cela implique que m(r, f) =0 pour r < 3 ou
r > 2.
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2.4 Relation entre T'(r, f) et M(r, f)

Proposition 2.4. Soit f une fonction entiere non constante. Alors, pour tout 0 < r < R < 400

on a
R+r

R—r
Démonstration. Pour I'inégalité a gauche, comme f est une fonction entiere, alors :

Lo+ i0 | S +
T(r,f):m(r,f):%/o log* |f(re )]d()g?/ log™ M(r, f)d0 = log™ M(r, f)

™ Jo

T(r,f) <log" M(r, f) < T(R, f)

Pour l'inégalité a droite, il est clair qu’elle est satisfaite si M (r, f) < 1. Discutons maintenant
le cas ott M(r, f) > 1. On pose zy = re? € C(0,r) tel que |f(20)| = M(r, f). Comme f n’admet
pas des poles dans le disque |z| < R, il vient de (2.5) et le principe de maximum que

‘R(z—aj)

R—a,- <1 quand |z| < R.

Par la formule de Poisson-Jensen (2.1), on obtient

log™ M(r, f) = log |/ (z20)] < 217r /ozﬂ log |f(Re*)] R2—2erjszer2— 2+’
- 2 .2
- 217T /02 10g+ ‘f(R eiw)’ (R—7)2+ 2]]%.37«(17; cos(f — (p))dgp
>0
< o [Tog” f(Re)d
_ gj:T(R, f).

2.5 Ordre et hyper-ordre de croissance des fonctions

Définition 2.5. Soit f une fonction entiére. L’ordre de croissance de la fonction f est définie

par
loglog M(r, f)

) =1 .
pUf) = limsup == "7

Exemple 2.4. De [’Exemple 1.8, il vient que

. _ loglog M (r,e*) . log log e”

p(e*) = limsup = limsup ———— = 1.

r—+00 logr r—o+oo  lOgT
loglog M z log1 r

Hexp(e)) = limsup 22108 M exp(e) o loslogexpler)
r—+00 log r 00 logr
loglog M(r, P,
p(P,(2)) = limsup oglog M(r, Fr) =0.
r——+o00 lOg T
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Définition 2.6. On définit l’ordre de croissance d’une fonction méromorphe f par
log T
o(f) = limsup 28T S)
r—-4o0o IOgT

Exemple 2.5. Soit f une fonction rationnelle non constante

_ Pn<Z) o anz™ + an_lznfl + -4 ag
— Qm(Z) o bmzm _|_ bm_lzm—l + . + bO’

f(2)

telle que les a;(j =0,1,---,n), b(i=0,1,---,m) sont des nombres complexes ot a,b,, # 0
et n,m sont des entiers positifs. De (2.23), on a T(r, f) = O(logr). Dot

1 1
p(f) = limsup g L0eT) O(logr)
r—-+00 10g r

= 0.

Exemple 2.6. soit f(z) = e*°. De (2.19), on a T(r, f) = % D’od

log =
p(e”) = limsup —= = 2.
r—-+o00 logr

n
Exemple 2.7. Soit P,(z) = Y _ axz" un polyndme non constant de degré n n (n entier positif),
k=0

tel que a;j(j = 0,1,...,n) sont des nombres complezes avec a, # 0, et soit f(z) = ef*). De
(2.20), on a
|an|r"
T(r, f) PO
D’ou e

p( eP”(Z)) = ligilop ﬁ = n = deg(Pu(2).)

On peut constater que
- 22
p(e’)y=3 et ple ) =5.

Exemple 2.8. Soit f(z) = exp(e*). On a

T f)

67‘

(273r)3

(2.39)

(voir [0]). Alors
plexp( €”)) = +o0.

Définition 2.7. L’hyper-ordre d’une fonction méromorphe f est définie par

i loglog T'(r,
pa(f) = lim Supglg(f).
r—-+o00 ogr
Si f est une fonction entiére alors [’hyper-ordre est définie par
. ) log log log M (r,
3a(f) = lim sup 28128108 (r.f).

r—-+o00 10g r
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Chapitre 2. Introduction a la théorie de Nevanlinna

Exemple 2.9. Soit f(z) = exp(e?®). Il vient de [’Exemple 1.8 que

log log log exp(e”) _1

p2(f) = lim sup 1
r—-+o00 ogr

En utilisant la fonction caractéristique T(r, f), on déduit de (2.39) que

loglog T'(r,exp(e?)) .

p2(f) = limsup ]
r—+o00 ogr

2.5.1 Propriétés de ordre
Proposition 2.5. Soit f une fonction entiére. On a
p(f) =p(f)= et pa(f) = p2(f)
Démonstration. Par la Proposition 2.4, pour R = 2r suffisamment large on a
logT'(r, f) < loglog M(r, f) < log3 +1logT(2r, f).

On obtient

logT'(r, f) < loglog M(r, f) ot loglog M(r, f) - log 3 N logT(2r, ) log(2r)
logr — log r log r ~ logr log(2r) log r

Par passage a la limite supérieure, on obtient

p(f) < p(f) et p(f) < p(f)-
D’ou I'égalité p(f) = p(f). La démonstration de la relation po(f) = p2(f) est similaire. O
Proposition 2.6. Toute fonction méromorphe f d’ordre fini est d’hyper-ordre nul, pa(f) = 0.

Démonstration. Par la définition de I'ordre de f, on a : Ve > 0,dry > 0,Vr > ry,

loglog T'(r, f) _ log(p(f) +¢) _ loglogr

<logT(r, f) < 1 <
0<logT(r f) < (p(f) +&)logr & 0 < == == < == log T

Il clair par passage a la limite que po(f) = 0. ]

Proposition 2.7. Soient f et g deux fonctions méromorphes. Alors, on a
i p(3) = p(f),
p(f +g) <max{p(f),p(9)},

iii. p(f g) <max{p(f),p(9)},
L) < max (o(1). ().

v. sip(f) # plg), alors

1.

o(f+9)=p(fg) = p(f;) — max {p(f), p(9)} .
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Chapitre 2. Introduction a la théorie de Nevanlinna

Démonstration. i. Par le premier fondamental théoréeme de Nevanlinna, on a
1
Donc | (1)
1 . OgT T ¥ . lOgT(T f)
A I g TP e V)
ii. On sait que
T(r,f+9) <T(r,f)+T(r,g)+log2. (2.40)

Par la définition de p(f) et p(g), on a pour tout r suffisamment large
log T(r, f) < (p(f) + €)logr = log "+ o T(r, f) < rPlFe
et T(r,g) < r/@+2 On remplace dans '’équation (2.40), on obtient

T(r,f+g) < gpmaxip(f).p(@)t+e 4 log 2.
log T'(r, f + g) <log2+ (max {p(f),p(g)} +¢€)logr +log 2.
log T'(r, [ + g) O(1)

og r SmaX{p(f)m(g)}JrH@-

En passant a la limite supérieure et comme € > 0 est arbitraire, on déduit que

p(f +g) <max{p(f),p(g)}.

iii. De maniere analogue, partant de 'inégalité
T(r,fg) <T(r,f)+T(rg), (2.41)

on peut aisément vérifier que

p(fg) < max{p(f),p(9)}-
iv. Par (2.41) et le premier théoreme fondamental de Nevanlinna, on a

T(r, g) =T(r, f ;) <T(r,f)+T(r ;) =T(r,f)+T(r,g)+ O(1)

ce qui garantie que

p<§> < max {p(f). p(9)}

v. On peut suppose p(f) < p(g). Alors,

p(g) = p(f +g—f) <max{p(f +g),p(f)} = p(f +g).

Mais
p(f +g) <max{p(f),p(g9)} = plg),
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Chapitre 2. Introduction a la théorie de Nevanlinna

Donc
p(f +g) = plg) = max{p(f),p(g)} -

De fagon analogue,

p(g) = plg f ch) < max {p(f 9), p(})} =max {p(f g), p(f)} = p(f 9)-
Mais
p(f g) < max{p(f),p(g)} = p(g)-
Donc

p(fg) = p(g) = max{p(f),p(g)}-

Encore une fois pour le quotient

p(g) = p(f ;) < max {p(f),p(;)} = p(9)-
Il reste a démontrer p(g) > p(g). En effet, supposons que p(g) < p(g). Alors,
1 f
plg) = p(f ) < max {p(f), p(g)} = p(f).
9
qui est une contradiction. Donc p(ﬁ) > p(g) et par conséquent
L) = plg) = max 4($). p(9)}

Exemple 2.10.

p(z2%e*” 4 ¢*) = max {IO<Z2024)7 p(e?), 623} = max {0, 1,3} = 3.

2.6 La mesure linéaire et la mesure logarithmique.

Définition 2.8. i. On définit la mesure linéaire d’un ensemble Ey C [0, +oo[ par

+o0o
mes (Ep) = /o XE, (1) dt,

ol X g, (t) est la fonction indicatrice de I’ensemble Ey.

it. On définit la mesure logarithmique d’un ensemble E C]1,400] par

mes; (E) = /:OO XEt(t) dt.

Mémoire de Master
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Chapitre 2. Introduction a la théorie de Nevanlinna

Exemple 2.11. 4. La mesure linéaire de 'ensemble Eq = [0,1] U [2,5] C [0, +00) est

5
mes (Ey) = /XE —/dt+/dt:4.
2

ii. La mesure logarithmique de l’ensemble E = [e, e?] C|1, +oo| est

t dt
mes; ( /XE r = 1.

2.7 Terme maximum et indice central

400
Définition 2.9. Soit f(z) = Z a,z" une fonction entiere, le terme maximal de [ est défini
par =0
IM(T’) :max{\an\r”, n:O71727"'}7

et lindice central de f est défini par
vy (r) = max{m, p(r) = |an[r"}.

1
Exemple 2.12. Soit f(z) =¢” =) —2". Ona
n!

n>0

1
p(r) = m%(|an|r —rﬁl%cﬁr

.y . 1 o .
Considérons la suite (uy), telle que u, = —‘7“” et étudions sa monotonie. On a
n!

Up+1 o r
Uy, n+4+1’
alors
“"*1 >1 sin<r—1
”Z“ <1l sin>r—1
D’ou

U < U <0 < Uppj—2 < YUr]-1 < Ulp| > Ulp|41 > Up|42 > "
ou |r] désigne la partie entiére de r. Donc, pour r >0 on a
LIt
w(r) = um—w et vp(r)=|r].
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Chapitre 3

Etude de la croissance des solutions des
équations différentielles linéaires

Considérons léquations différentielle suivante
FOE 4 A () fF D)+ + A(2) f(2) + Ao(2) f(z) = 0. (3.1)

ouk >2 Ag(z) #0.

Il est bien connu que si les coefficients Ag(z), ..., Ax_1(2) sont des fonctions entiéres , alors
toutes les solutions de (3.1) sont entieres. De plus, les coefficients Ay(z), A1(2), ..., Ax—1(2) sont
des polyndmes si et seulement si toutes les solutions de (3.1) sont entiéres d’ordre fini (voir
[8]). Cela signifie que si certains de coefficients A;(z)(j = 0,--- ,k — 1) sont transcendantes,
I’équation (3.1) a au moins une solution d’ordre infini.

Plus tard, Z. X. Chen et S. A. Gao [2] ont prouvé le résultat suivant lorsque l'ordre du coefficient
Ay(z) domine strictement I'ordre des autres coefficients A;(z), j =1,k — 1.

Théoréme 3.1. [2] Soient Ay(2), A1(2), ..., Ax_1(2) des fonctions entiéres telles que
max {p(4;),j=1,...,k — 1} < p(A4p) < o0
Alors, toute solution f(z) #Z 0 de (3.1) satisfait p(f) = 0.

En [3], Z. X. Chen et C. C. Yang ont donné l'estimation précise de I’hyper-ordre de la solution
f sous la méme hypothese du théoreme 3.1.
Théoréme 3.2. [7] Soient Ay(z), A1(2),...,Ak—1(2) des fonctions entites vérifiant p(A;) <
p(Ag) < oo (j=1,...,k—1). Alors, toute solution f(z) #Z 0 de (3.1) satisfait p2(f) = p(Ao).

Exemple 3.1. Considérons [’équation différentielle linéaire suivante du second ordre

f'(2) = f'(2) = e* f(2) = 0.
Les coefficients Ay(z) = 1 et Ayg(z) = —e** sont entiéres et vérifiant p(A;) = 0 < p(4g) = 1.
On voit facilement que la fonction f(z) = exp{e*} = expy(z) résout ’équation ci-dessus telle

que p(f) = 400 et pao(f) = 1. Il est clair que les hypothéses et les résultats des théoréeme 5.1 et
3.2 sont bien remplies.

Notre objectif principal est de détailler les preuves de ces deux théoremes. Pour ce faire,
nous avons besoin des lemmes suivants.
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Chapitre 3. Etude de la croissance des solutions des équations différentielles linéaires

3.1 Lemmes

Lemme 3.1 (lemme de la dérivée logarithmique). [5] Soit k € N et soit f(z) une fonction
méromorphe non constante. Si  p(f) < +oo, alors

f)
m <r, f) =O(logr) as r— +oo.

St p(f) = 400, alors

(k)
m (r, ff> =0 (logr +1logT(r,f)) quand r — +oo,r ¢ Ej

ou Ey C [0,400[ est un ensemble de mesure linéaire finie.

Lemme 3.2 ([1]). Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante, et soit o > 1 une
constante donné. Alors, il existe un ensemble Ey Cl|1,+oo[ de mesure logarithmique finie et
une constante B, > 0 qui ne dépend que de o et des entiers positifs m,n avec 0 < m < n, telle
que pour tout z satisfait |z| =r ¢ [0,1] U Ey, on a

‘ F(z)
fim(z)
Lemme 3.3 ([5]). Soient g(r) et h(r) deux fonctions croissantes sur [0, +o0[ tel que g(r) < h(r)

pour tous r € [0, 1] U Ey, ou Ey €]1,+00[ est un ensemble de mesure logarithmique finie. Alors,
pour toute constante o > 1, il existe ro = ro(a) > 0 tel que g(r) < h(ar) pour tout r > r.

(log® r)log T'(ar, f)

— [0}

[T(ar, f) "—m.

Lemme 3.4 (Théoreme de Wiman-Valiron). [7, 8] Soit f(z) une fonction entiére transcendante,
et soit z un point tel que |z| = r auquel |f(2)| = M(r, f). Alors pour tout |z| d lextérieur d’un
ensemble Ey U [0,1] de r de mesure logarithmique finie, nous avons

() (w(r)
1) 2

ou v(r) est l'indice central de f.

) (1+0(1), (keNY).

oo
Lemme 3.5. [10] Soit f(z) =) a,2" une fonction entite. Soient pu(r) et vy(r) respectivement

n=0
le mazimum terme et l'indice central de f. Alors,
(i) pour |ag| # 0,
T t
log p(r) = log |ag| +/0 Vft()dt, (3.2)

(ii) pourr < R,

M(r, f) < u(r) {yf(R) 4 le r}. (3.3)
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Lemme 3.6. Soit f(z) une fonction entiére avec hyper-ordre pa(f), et soit ve(r) son indice

central. Alors
log log v¢(r)

li = :
e logr pa(J)
Démonstration. Soit f(z Z a,z". Supposons que |ag| # 0. De (3.2), on a
log 1u(2r) > log |ao| +/ dt > log |ag| + v¢(r) log 2. (3.4)

En utilisant I'inégalité de Cauchy (1.1), il est facile de voir que u(2r) < M(2r, f). Ainsi

log M(2r, f)  log|aq|
log 2 log 2

ve(r) < < Cylog M (2r, f), Cy > 1.

Donc
loglog vy(r) <logloglog M (2r, f) + Cy, Cy > 0.

ce qui mene &
log log v¢(r) < log loglog M (2r, f)) log(2r) N Cy

. 3.5
logr - log(2r) logr logr (35)
I1 vient de la définition de I'hyper-ordre de f et (3.5) que
log1 logloglog M (2
limsup 081081 (0) gy logloglog M@2r f) ) (3.6)
r—00 logr r—00 log(2r)

D’autre part, de (3.3), on a pour R = 2r
M (r, f) < p(r){vp(2r) + 2} = lay, o[ O {pp(2r) + 2},
Puisque la suite (]a,]|), est bornée, on obtient
log M(r, f) < wvg(r)logr +logvs(2r) + O(1).
Alors
loglog M(r, f) < logvy(r) + loglogvs(2r) + loglogr + O(1)

log1 2
< loguys(2r) (1 + ogogw(r)) +loglogr + O(1).

log v¢(2r)

Par conséquent

logl 2
logloglog M(r, f) <loglogvs(2r) +log | 1 + loglog v;(2r) + logloglogr 4+ O(1).
log v¢(2r)
Ainsi
log log log M log1 2 log1
p2(f) = limsup oglog log M(r, f) < lim sup loglog vs(2r) = lim sup 08 08 VAT) Vf(r). (3.7)
r—+00 logr r—t+oo  log(2r) r—+00 logr
De (3.6) et (3.7), on obtient le résultat souhaité. O
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Lemme 3.7. Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre fini p(f) < oo. Alors il existe un
ensemble Ey C|1,00[ ayant une mesure logarithmique infinie telle que pour tout r € Ey, on a

. logT(r, f)
lim —————=
r—+oo  logr

= p(f)-

Démonstration. D’aprs la définition de l'ordre de f p(f), il existe une suite (7,),>1 tend a +o0,

satisfait . loa T
(14 D) <ru et lim log T(rn, /)
n n—+oo  logr,

= p(f).

Il existe n; € N*, tel que pour tout n > ny, et pour tout r € [r,, (1 + %)TRL on a

log T(rp, f) < log T'(r, f) < logT((1+ %)rn,f)'

log ((1 + %)7‘”) — logr T log 7y,
> 1
Construisons U'ensemble Ey = | J [ry, (1 4+ —)r,]. Alors pour tout 7 € Es, on a
n=ni n
log T log T(r,
i 8T S) o loe Tl f) gy
r—+oo  logr n—+oo  logr,

ou

mes;(Ey) = Z / Z log( 1—|— 1 = 400

O
3.2 Preuve du théoreme 3.1
11 vient de I’équation différentielle (3.1) que
B k) fk=1)(z) f'(z)
A =Ty A T Ay .
D’ou
- k f(])
j=1 j=1

Supposons que 1’équation (3.1) possede au moins une solution f(z) d’ordre fini, p(f) < 4o0.
Alors, d’apres la Lemme 3.1 on a :

m (r, f?) = O(log 7). (3.10)

Par la définition de 'ordre et la condition

maX{p(Aj)vj = 17 >k_ 1} =p < p(AO) = Po-
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on obtient, pour tout 0 < 2¢ < py — p, et pour r suffisamment grand
T(r,Aj) = m(r, A;) < r*e, (Gj=1,---k—1). (3.11)
De (3.9), (3.10) et (3.11), il vient
T(r,Ag) < (k— 1)r*** + O(logr)

D’ou
logT'(r, Ag) < (p+¢)logr + O(loglogr)

Comme ¢ > 0 est arbitraire (0 < 2 < pg—p), alors pg = p(Ay) < p, ce qui est une contradiction.
On déduit que toute solution f(z) de I’équation (3.1) est d’ordre infinie p(f) = +o0.
3.3 Preuve du théoreme 3.2

De I’équation différentielle (3.1), on a
fOE)| )| f”“ S0
z f(z)

z

f'(2)
f(2)

Notons p; = p(4;) = p(4;), (7 =0,1,---  k—1). Il vient de la définition de 'hyper-ordre p; et
sous la condition p(A;) < p(Ag) = po < 0o(j =1,...,k —1) que, pour tout € > 0, et pour tout
r suffisamment large, on a

+ -+ AL (2)]

‘ + [Ao(2)] (3.12)

Aj(2)] < M(r, Aj) < exp (ro%e) <exp (r7F), j=0,1,-++ k-1 (3.13)

Par le lemme 3.4, il existe un ensemble E; C]1, +oo[ de mesure logarithmique fini mes;(E;) <
+00 tel que pour tout z vérifiant |z| =r ¢ £y U[0,1] et [f(2)] = M(r, f) on a

| F9)(z2)

NAZIOMN ) -
e _< i >|1+ W, G=1,....k). (3.14)

De (3.12), (3.13) et (3.14), on obtient

(Vf(r)> 1+ o(1)] < exp (r*) ((”f(r)> o)+ ufﬁr) |1+0(1)|+1)

r r

Par conséquent
vi(r) 14+ 0(1)] < exp (TP‘H'E) (Tl/ L) 14 o(1)] 4 - + 75w (r) |1+ o(1)] —i—rk)
< kr¥exp (rp”a) Vi (r) |1+ o(1)].

Alors, pour tout |z| =7 ¢ Ey U0,1] et |f(2)] = M(r, f), on a

ve(r)|[1+o(1)] < krfexp (7“’)”5)
logvp(r) < 2logk + klogr + rote
) <

loglog v¢(r loglogr + (po + €) logr + O(1)
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Il vient de cette derniere inégalite et le Lemme 3.1 que

lim sup log log v¢(r)

< po+e.
r— 400 logr

Comme ¢ > 0 est arbitraire, alors on déduit du Lemme 3.6 que

p2(f) < po = p(Ao). (3.15)

Maintenant, on démontre que pa(f) > po = p(Ag). Par le Théoreme 3.1, on a p(f) = +oo et
par conséquent logr = o(T'(r, f)) quand r — 400. Donc, le Lemme 3.1 garantie

m (r, f;?) =0 (logr +1logT(r, f)) =o(logT(r, f)), r ¢ Ey, r— 400 (3.16)

ou Ey C [0, +00] est un ensemble ayant une mesure linéaire finie. Il vient du Lemme 3.7 que
T(r, Ag) = m(r, Ag) > r°~, re By (3.17)

ou Ey C|1, +o0o[ un ensemble ayant une mesure logarithmique infinie. En combinant les inégalités
(3.11) et (3.17), on obtient pour tout r € Fy suffisamment large et pour tout £(0 < € < py — p)

max{m,(jzl,--- ,k—l)} < :j 0. (3.18)
On déduit de (3.9), (3.16) et (3.18) que
(1 —o(1))m(r, Ag) < o(logT(r, f)), reEy\Ey, r— +o0. (3.19)
On conclut par le Lemme 3.3 et (3.19) que
p(Ao) > pa(f) (3.20)

On conclut de (3.15) et (3.20) que p(Ag) > p2(f), ce qui fini la démonstration.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a présenté une courte introduction a théorie de Nevanlinna et on a
donné une application de cette théorie pour étudier la croissance des solutions des équations
différentielles linéaires homogene de la forme

FEO 4 A, (2)f5D @) 4+ A2 () + Aol2)f(2) = 0

ou les coefficients Ag(z),..., Ax_1(z) sont des fonctions entieres et I'ordre du coefficient Ag(z)
domine strictement 'ordre des autres coefficients.

Cependant, de nombreuses questions subsistent et continuent de stimuler la curiosité des cher-
cheurs a savoir

Question 1 : Comment étudier la croissance de la solution des équations différentielles linéaires
si ordre du coefficient Ag(z) n’est pas le seul dominant ?

Question 2 : Peut-on obtenir des résultats similaires si on remplace les coefficients de 1’équa-
tion différentielles par des fonctions méromorphes ?

Question 3 : Que peut-on dire sur la croissance de la solution des équations différentielles non
homogenes ?
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