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Notation

N Ensemble des nombres naturels {0, 1, 2, · · · }.
Z Ensemble des nombres relatifs.
R Ensemble des nombres réels.
R Droite réelle achevée R = R ∪ {−∞,+∞}.
C Ensemble des nombres complexes.
C(z0, R), |z − z0| = R Cercle centré en z0 et de rayon R d’équation |z − z0| = R.
D(z0, R), |z − z0| < R Disque ouvert centré en z0 et de rayon R, {z ∈ C : |z − z0| < R}.
D(z0, R), |z − z0| ≤ R Disque fermé centré en z0 et de rayon R, {z ∈ C : |z − z0| ≤ R} .
o(.), O(.) Petit o, grand O (notation de Landou) .
M(r, f) Maximum de module de f sur D(z0, R) .
n(r, a, f), n(r, 1

f − a
) Nombre des zéros de f − a dans le disque |z| ≤ r .

n(r,+∞, f), n(r, f) Nombre des pôles de f dans le disque |z| ≤ r.
m(r, f) Fonction de proximité de f .
N(r, f) Fonction de comptage.
T (r, f) Fonction caractéristique de Nevanlinna.
ρ̃(f), ρ̃2(f) Ordre et hyper-ordre de croissance d’une fonction entière f .
ρ(f), ρ2(f) Ordre et hyper-ordre de croissance d’une fonction méromorphe f .
mes(E0) Mesure linéaire d’un ensemble E0 ⊂ [0,+∞[ .
mesl(E) Mesure logarithmique d’un ensemble E ⊂ ]1,+∞[ .
µ (r) Terme maximal d’une fonction entière f .
νf (r) Indice central d’une fonction entière f .
bac Partie entière d’un réel a.
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Introduction générale

Pour une fonction entière ou méromorphe f et un nombre complexe a, il est important
d’examiner le nombre n(r, a, f) de racines de l’équation f(z) = a dans un disque centré à
l’origine et de rayon r et voir la distribution de ces racines dans ce disque. Le cas d’une fonction
polynomiale Pm(z) du degré m est un exemple fondamental de la théorie de la distribution
des valeurs. En effet, Pm(z) possède exactement m racines complexes dans le plan complexe
C tout en comptant leur multiplicité. Cependant, Picard a démontré qu’une fonction entière
transcendante prend toutes les valeurs complexes une infinité de fois sauf peut-être au maximum
une seule valeur. Borel a montré que la distribution des valeurs des fonctions entière est contrôlée
par son ordre qui mesure la croissance des fonctions entières par à port à la croissance de
la fonction exponentielle. Plus tard, Nevanlinna a introduit la fonction caractéristique T (r, f)
pour étudier la distributions des valeurs des fonctions méromorphes. comprendre la croissance et
l’oscillation des solutions des équations différentielles linéaires complexes. L’objectif de ce travail
est d’introduire les premières notions fondamentales de la théorie de Nevanlinna et les mettre
en application aux équations différentielles linéaires complexes. Pour ce faire, on a décomposé
ce mémoire trois chapitres :
le premier chapitre : donne quelques définitions qui sont la base d’analyse réelle et complexe

et on cite les résultats essentiels dont on aura besoin par la suite.
le deuxième chapitre : présente tout à bord la formule de Poisson-Jensen, puis on donne

les définitions des fonctions m(r, f), N(r, f et T (r, f) et leurs propriétés afin d’énoncer
le premier théorème de Nevanlinna. En suite, on définit l’ordre et l’hyper-ordre de la
croissance des fonctions entières et méromorphes dans le plan complexe C en donnant
effectivement quelques exemples de calcul.

le troisième chapitre : discute une application des résultat du deuxième chapitre dans l’étude
de la croissance des solutions des équations différentielles homogènes d’ordre supérieure
de la forme

f (k) + Ak−1(z)f (k−1) + . . .+ A0(z)f = 0

où les coefficients sont des fonctions entières. On démontra que l’hyper-ordre de la solution
de l’équation différentielle est exactement l’ordre du coefficient strictement dominant.
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Chapitre 1
Préliminaires

1.1 Limite supérieure et inférieure
Définition 1.1. On appelle valeur d’adhérence l ∈ R d’une suite numérique (un) s’il existe une
suite extraite de (un) qui converge vers l.

La limite supérieure de la suite (un) est la plus grande valeur d’adhérence de la suite (un) et
elle notée par lim sup

n→+∞
un ou parfois par lim

n→+∞
un.

La limite inférieure de la suite (un) est la plus petite valeur d’adhérence de la suite (un) et
elle notée par lim inf

n→+∞
un ou parfois par lim

n→+∞
un.

Proposition 1.1. Soit (un)n∈N une suite numérique.
i. lim sup

n→+∞
un = lim

n→+∞
sup{uk, k ≥ n} = inf

n≥0
sup
k≥n

uk.

ii. lim inf
n→+∞

un = lim
n→+∞

inf{uk, k ≥ n} = sup
n≥0

inf
k≥n

uk.

iii. lim inf
n→+∞

un ≤ lim sup
n→+∞

un.

iv. lim
n→+∞

un = l⇔ lim sup
n→+∞

un = lim inf
n→+∞

un = l.

v. lim inf
n→+∞

un = − lim sup
n→+∞

(−un).

Exemple 1.1. Soient un = (−1)n et vn = sinn. Il est clair que les suites (un) et (vn) sont
divergente car leur limites n’existent pas. Cependant,

lim sup
n→+∞

un = lim sup
n→+∞

vn = 1 et lim inf
n→+∞

un = lim inf
n→+∞

vn = −1.

Définition 1.2. Soit f : D −→ R une fonction définie sur D sauf peut être en x0. Les limites
supérieure et inférieure de la fonction f quand x tend vers x0 sont définies respectivement par

lim sup
x−→x0

f(x) = sup
{
l,∃(xn)n ⊂ D, xn 6= x0, xn −→ x0, lim

n−→+∞
f(xn) = l

}
et

lim inf
x−→x0

f(x) = inf
{
l,∃(xn)n ⊂ D, xn 6= x0, xn −→ x0, lim

n−→+∞
f(xn) = l

}
.
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Chapitre 1. Préliminaires

Proposition 1.2. Soit f une fonction réelle définie dans un voisinage d’un point x0 sauf peut
être en x0. Alors on a

lim sup
x→x0

f(x) = lim
δ→0

sup {f(x) : 0 < |x− x0| < δ}

= inf
δ >0

sup {f(x) : 0 < |x− x0| < δ} .

et

lim inf
x→x0

= lim
δ→0

inf {f(x) : 0 < |x− x0| < δ}

= sup
δ >0

inf {f(x) : 0 < |x− x0| < δ} .

Exemple 1.2. Soient f et g deux fonctions définies par f(x) = sin 1
x− 2 et

g(x) =

−e−x si x < 0
ex si x ≥ 0

.

On a
lim inf
x−→2

f(x) = lim inf
x−→0

g(x) = −1

et
lim sup
x−→2

f(x) = lim sup
x−→0

g(x) = 1.

Théorème 1.1. Soit f : D −→ R une fonction définie sur D sauf peut être en x0. Soit l ∈ R.
Alors on a

lim sup
x−→x0

f(x) = l⇔

∀ε > 0,∃δ > 0, 0 < |x− x0| < δ ⇒ f(x) < l + ε

∀ε > 0,∀δ > 0,∃xδ ∈ D, 0 < |x− xδ| < δ ⇒ f(xδ) > l − ε
.

lim inf
x−→x0

f(x) = l⇔

∀ε > 0,∃δ > 0, 0 < |x− x0| < δ ⇒ f(x) > l − ε
∀ε > 0,∀δ > 0,∃xδ ∈ D, 0 < |x− xδ| < δ ⇒ f(xδ) < 1 + ε

.

Théorème 1.2. Soit f une fonction définie au voisinage de +∞. Soit l ∈ R. Alors on a

lim sup
x−→+∞

f(x) = l⇔

∀ε > 0, ∃A > 0, x > A⇒ f(x) < l + ε,

∀ε > 0, ∃(xn)n, xn −→ +∞, f(xn) > l − ε
.

lim inf
x−→x0

f(x) = l⇔

∀ε > 0,∃(xn)n, xn −→ +∞, f(xn) < l + ε,

∀ε > 0,∃A > 0, x > A⇒ f(x) > 1− ε
.

Mémoire de Master 5



Chapitre 1. Préliminaires

1.2 Notation de Landau
Définition 1.3. Soient f et g deux fonctions réelles définies dans un voisinage d’un point x0
V (x0) sauf peut être en x0 telles que ∀x ∈ V (x0) \ {x0}, f(x) 6= 0, g(x) 6= 0.

i. On dit que f est dominée par g au voisinage du x0 si

∃M > 0,∃δ > 0, 0 < |x− x0| < δ ⇒
∣∣∣∣∣f(x)
g(x)

∣∣∣∣∣ ≤M.

On note f(x) =
(x0)

O (g(x)) .

ii. On dit que f(x) est négligeable devant g(x) au voisinage du x0 si

∀ε > 0,∃δ > 0, 0 < |x− x0| < δ ⇒
∣∣∣∣∣f(x)
g(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ε⇔ lim
x→x0

f(x)
g(x) = 0.

On note f(x) =
(x0)

o (g(x)) .

iii. On dit que f(x) est équivalente à g(x) au voisinage du x0 si

∀ε > 0,∃δ > 0, 0 < |x− x0| < δ ⇒
∣∣∣∣∣f(x)
g(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 1 + ε⇔ lim
x→x0

f(x)
g(x) = 1.

On note f(x) ∼
(x0)

g(x).

Exemple 1.3.

cos 1
x

sin x =
(0)
O(x), e−n =

(+∞)
o(n3), cosx ∼

(0)
1− x2

2 .

1.3 Fonctions holomorphes et entières
Définition 1.4. Soit Ω un ouvert de C. On dit que f est holomorphe (analytique) sur Ω si f
est différentiable sur Ω, c’est à dire elle est différentiable en tout point z0 de Ω.
Si f est holomorphe sur C, alors f est dite entière.

Théorème 1.3 (formule d’intégrale de Cauchy). Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert
Ω de C et soit z0 ∈ Ω tel que le disque fermé D (z0, r) est inclus dans Ω. Alors, pour tout n ∈ N
on a

f (n) (z0) = n !
2iπ

∮
C(z0,r)

f(z)
(z−z0)n+1dz

avec f (0) (z0) = f(z0).

Théorème 1.4 (Inégalité de Cauchy). Soit f est une fonction analytique sur Ω de C contenant
un disque fermé D (z0, r) tel que ∀z ∈ D (z0, r) , |f(z)| ≤M. Alors,

∣∣∣f (n)(z0)
∣∣∣ ≤ Mn !

rn
. (1.1)

Mémoire de Master 6



Chapitre 1. Préliminaires

1.4 Séries de Taylor et de Laurent
Théorème 1.5 (théorème de Taylor). Soit f une fonction holomorphe dans un disque ouvert
D(z0, R). Alors, pour tout z ∈ D(z0, R) on a

f(z) = a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)2 + . . . =
∑
n≥0

an(z − z0)n

où
an = f (n)(z0)

n! , n ∈ N.

L’expression de f(z) est appelée la série de Laurent de f au voisinage du point z0.

Exemple 1.4. La série de Laurent de la fonction f(z) = ez au voisinage de z0 = 0 est

ez =
∑
n≥0

zn

n! = 1 + z + z2

2 + · · · , |z| <∞.

Théorème 1.6 (théorème de Laurent). Soient C1 et C2 des cercles centrés en z0 et de rayons
respectifs R1 et R2. On suppose que f est holomorphe dans la couronne (ou région annulaire)
D limitée par C1 et C2. Les courbes C1 et C2 étant décrites dans le sens positif par rapport à
leurs intérieurs.

Figure 1.1

Alors, pour tout z ∈ D, on a

f(z) = · · ·+ a−2

(z − z0)2 + a−1

z − z0
+ a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)2 + · · · (1.2)

où
am = 1

2πi

∮
C

f(z)
(z−z0)m+1dz, m ∈ Z

avec C un contour fermé inclut dans la couronne D.

Mémoire de Master 7



Chapitre 1. Préliminaires

L’expression (1.2) est appelée un développement de Laurent de la fonction f dans la couronne
D tandis que la partie gauche de (1.2) est dite la série de Laurent de f qui est composée d’une
partie analytique (régulière)

a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)2 + . . .

et une partie principale
a−1

z − z0
+ a−2

(z − z0)2 + . . .

Exemple 1.5. Développons en série de Laurent la fonction f(z) = 1
(z + 1)2(z + 3) dans la

couronne D = {z ∈ C, 0 < |z + 1| < 1} . Notons que pour tout 0 < |z + 1| < 1 on peut écrire

1
z + 3 = 1

z + 1 + 2 = 1
2

1
1 + z+1

2
=
∑
n≥0

(−1)n
2n+1 (z + 1)n.

D’où

f(z) = 1
(z + 1)2(z + 3) =

∑
n≥0

(−1)n
2n+1 (z + 1)n−2

= 1
2(z + 1)2−

1
4(z + 1) + 1

8 −
1
16(z + 1) + · · ·

1.5 Classification des singularités
Définition 1.5. Un point z0 ∈ C est dit un singulier isolé d’une fonction complexe f(z), s’il
existe R > 0 telle que f est holomorphe sur l’ensemble D(z0, R) \ {z0}.

Définition 1.6. Le point singulier isolé z0 de f est dit
apparente : si le développement en série de Laurent de la fonction f ne possède pas une partie

principale.
pôle d’ordre n : si la partie principale du développement en série de Laurent de f ne possède

qu’un nombre fini de termes donnés par
a−1

z − z0
+ a−2

(z − z0)2 + a−3

(z − z0)3 + . . .+ a−n
(z − z0)n ,

où a−n 6= 0. De plus, si n = 1 (respectivement, n = 2) alors z0 est dit pôle simple
(respectivement, pôle double) de f .

essentiel : si la partie principale du développement de Laurent de f possède une infinité de
termes.

Exemple 1.6. i. La fonction f(z) = sin z
z

a une singularité apparente au point z0 = 0 car
son développement en série de Laurent est

sin z
z

= 1
z

(
z − z3

3! + z5

5! −
z7

7! + · · ·
)

= 1− z2

3! + z4

5! −
z6

7! + · · ·

Mémoire de Master 8



Chapitre 1. Préliminaires

ii. De l’Exemple 1.5, il est clair que le point z0 = −1 est un pôle double de la fonction
f(z) = 1

(z + 1)2(z + 3) . De plus, on peut vérifier tout simplement que le point z1 = −3 est
un pôle simple de f.

iii. Le point z0 = 0 est une singularité essentielle de la fonction z 7→ e
1
z car son développement

en série de Laurent contient une infinité de termes

e
1
z = 1 + 1

z
+ 1

2!z2 −
1

3!z3 + · · ·

Proposition 1.3. Soit z0 un point singulier isolé de f.
i. Si lim

z→z0
f(z) existe et finie, alors z = z0 est un point apparente.

ii. S’il existe n ∈ N \ {0} tel que lim
z→z0

(z − z0)nf(z) 6= 0,∞, alors z0 est un pôle d’ordre n.

1.6 Fonctions méromorphes
Définition 1.7. Soit Ω un ouvert de C. On dit que f est une fonction méromorphe sur Ω si

i. f est holomorphe sur Ω \ {a1, a2, . . . an}
ii. les poins singuliers a1, a2, · · · , an sont des pôles de la fonction f .

Exemple 1.7. i. La fonction f(z) = cos z
z(z + 1)5 est une fonction méromorphe sur le plan

complexe C.
ii. Les fonctions entières et les fonctions rationnelles sont des fonction méromorphe sur C.
iii. La fonction f(z) = e

1
z n’est pas une fonction méromorphe car z0 = 0 n’est pas un pôle.

Définition 1.8. i. Une fonction entière est dite transcendante si elle n’est pas polynomiale.
ii. Une fonction méromorphe est dite transcendante si elle n’est pas rationnelle.

1.7 Principe du maximum
Définition 1.9. Soit f une fonction entière non constante. Le maximum du module de f sur
le disque fermé D(0, r) est défini par

M(r, f) = max{|f(z)| , |z| ≤ r}

Théorème 1.7 (principe du maximum). Soit f une fonction entière. Pour tout r > 0, il existe
zr ∈ C(0, r), (i.e., |zr| = r) vérifiant M(r, f) = |f(zr)| . Autrement dit, le maximum du module
M(r, f) de la fonction f est atteint sur le cercle centré à l’origine et de rayon r. Donc

M(r, f) = max{|f(z)| , |z| = r}.

Mémoire de Master 9



Chapitre 1. Préliminaires

Exemple 1.8. i. Soit f(z) = ez. Alors M(r, ez) = max{|ez| , |z| = r}. On a

max
|z|=r
|ez| = max

|z|=r

∣∣∣∣∣∣
∑
n≥0

zn

n!

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
|z|=r

∑
n≥0

∣∣∣∣znn!

∣∣∣∣ =
∑
n≥0

rn

n! = er.

Mais pour z0 = r ∈ C(0, r), on a |ez0| = er ≤M(r, ez). D’où M(r, ez) = er.

ii. Soit g(z) = exp(ez). Alors

max
|z|=r

∣∣∣eez ∣∣∣ = max
|z|=r

∣∣∣eex+iy
∣∣∣ = max

|z|=r

∣∣∣eex cos y
∣∣∣ ≤ max

|z|=r
ee
x ≤ ee

r

.

Mais pour z0 = r ∈ C(0, r), on a
∣∣∣eez0

∣∣∣ = ee
r ≤M(r, exp(ez)). D’où M(r, g) = ee

r
.

iii. Soit Pn(z) = a0 + a1z + · · ·+ anz
n où a1, · · · , an ∈ C et an 6= 0. Alors

M(r, Pn(z)) ∼
(+∞)

|an|rn.
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Chapitre 2
Introduction à la théorie de Nevanlinna

2.1 Formule de Poisson-Jensen
Théorème 2.1 (formule de Poisson-Jensen). Soit f(z) une fonction méromorphe sur le disque
fermé D(0, R) (0 < R < ∞), et soient aj(j = 1, 2, . . . ,m) et bk(k = 1, 2, . . . , n) les zéros et
les pôles de f(z) dans le disque ouvert D(0, R) respectivement, chacun étant compté avec son
ordre de multiplicité. Si z = reiθ est un point dans D(0, R) et f(z) 6= 0,∞, alors on a

log |f(z)| = 1
2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣f(Reiϕ)
∣∣∣ R2−r2

R2−2Rr cos(θ − ϕ) + r2dϕ+

(2.1)
m∑
j=1

log
∣∣∣∣∣R(z−aj)
R2−ājz

∣∣∣∣∣−
n∑
k=1

log
∣∣∣∣∣R(z−bk)
R2−b̄kz

∣∣∣∣∣ .
Démonstration. Cas 1 : Supposons que f(z) n’a aucun zéro ou pôle sur le disque fermé |z| ≤ R.

Prenons z = r eiθ un point dans |z| < R et un point z∗ = R2

z
= R2

r
eiθ dans |z| > R.

Comme f(z) 6= 0,∞, alors log f(z) est holomorphe sur |z| ≤ R. En utilisant l’intégrale de
Cauchy, on obtient

log f(z) = 1
2πi

∫
|ξ|=R

log f(ξ)
ξ−z

dξ = 1
2π

∫ 2π

0

Reiϕ log f(Reiϕ)
Reiϕ − reiθ

dϕ,

0 = 1
2πi

∫
|ξ|=R

log f(ξ)
ξ−z∗

dξ = 1
2π

∫ 2π

0

reiϕ log f(Reiϕ)
reiϕ −Reiθ

dϕ.

D’où

log f(z) = 1
2π

∫ 2π

0

(
Reiϕ

Reiϕ − reiθ
− reiϕ

reiϕ −Reiθ

)
log f(Reiϕ) dϕ

= 1
2π

∫ 2π

0

(
Rei(ϕ−θ)

Rei(ϕ−θ) − r
+ r

Re−i(ϕ−θ) − r

)
log f(Reiϕ) dϕ

= 1
2π

∫ 2π

0

R2−r2

R2−2Rr cos(θ − ϕ) + r2 log f(Reiϕ)dϕ.

11



Chapitre 2. Introduction à la théorie de Nevanlinna

Finalement, on prend la partie réelle et en utilisant l’identité Re(log f(z)) = log |f(z)|, on
obtient la formule

log |f(z)| = 1
2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣f(Reiϕ)
∣∣∣ R2−r2

R2−2Rr cos(θ − ϕ) + r2dϕ. (2.2)

Cas 2 : Supposons maintenant que f a des zéros aj(j = 1, · · · ,m) et des pôles bk(k = 1, · · · , n)
dans le disque ouvert |z| < R. Posons

F (z) = f(z)

n∏
k=1

∣∣∣∣∣R(z−bk)
R2−b̄kz

∣∣∣∣∣
m∏
j=1

∣∣∣∣∣R(z−aj)
R2−ājz

∣∣∣∣∣
. (2.3)

Alors F (z) n’a ni zéro ni pôle dans |z| < R et donc elle est holomorphe sur |z| < R. En
appliquant la formule (2.2) pour la fonction F (z), on obtient

log |F (z)| = 1
2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣F (Reiϕ)
∣∣∣ R2−r2

R2−2Rr cos(θ−ϕ) + r2dϕ. (2.4)

Mais, pour z = Reiϕ, |aj| < R, |bk| < R, on a∣∣∣∣∣R(z−aj)
R2−ājz

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣R(z−bk)
R2−b̄kz

∣∣∣∣∣ = 1⇔ log
∣∣∣∣∣R(z−aj)
R2−ajz

∣∣∣∣∣ = log
∣∣∣∣∣R(z−bk)
R2−bkz

∣∣∣∣∣ = 0. (2.5)

En effet, ∣∣∣∣∣R(z−aj)
R2−ajz

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣R(R eiϕ−aj)
R2−ajR eiϕ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ eiϕ(R−aj e−iϕ)

R−aj eiϕ

∣∣∣∣∣
= |R−aj e−iϕ|
|R−aj eiϕ|

= |R−aj e
−iϕ|∣∣∣R−aj e−iϕ∣∣∣

= |R−aj e−iϕ|∣∣∣R− ajeiϕ∣∣∣ = |R−aj e
−iϕ|∣∣∣R− aje−iϕ∣∣∣

= |R−aj e−iϕ|
|R−aj e−iϕ|

= 1.

Il vient de (2.3) et (2.5) que log |F (Reiϕ)| = log |f(Reiϕ)| et par conséquent l’équation
(2.4) devient

log |F (z)| = 1
2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣f(Reiϕ)
∣∣∣ R2−r2

R2−2Rr cos(θ−ϕ) + r2dϕ. (2.6)

De (2.3), on a

log |F (z)| = log |f(z)| −
m∑
j=1

log
∣∣∣∣∣R(z−aj)
R2−ājz

∣∣∣∣∣+
n∑
k=1

log
∣∣∣∣∣R(z−bk)
R2−b̄kz

∣∣∣∣∣ . (2.7)

Finalement, l’équation (2.1) découle directement de (2.6) et (2.7).
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Chapitre 2. Introduction à la théorie de Nevanlinna

Remarque 2.1. i. L’équation (2.2) est appelée formule de Poisson.
ii. Si z = reiθ = 0, alors l’équation (2.1) devient

log |f(0)| = 1
2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣f(Reiϕ)
∣∣∣ dϕ− m∑

j=1
log R

|aj|
+

n∑
k=1

log R

|bk|
. (2.8)

qui est appelée formule de Jensen.

2.2 Fonction caractéristique de Nevanlinna
Définition 2.1. Pour tout réel x > 0, on définit log+ x par

log+ x = max {0, log x} =

0 si 0 < x ≤ 1
log x si x ≥ 1

.

Proposition 2.1. i. log x ≤ log+ x.
ii. log+ x ≤ log+ y pour x ≤ y.
iii. log x = log+ x− log+ 1

x
.

iv. |log x| = log+ x+ log+ 1
x
.

v. log+
(

n∏
k=1

xk

)
≤

n∑
k=1

log+ xk.

vi. log+
(

n∑
k=1

xk

)
≤ log n+

n∑
k=1

log+ xk.

Démonstration. (i), (ii) sont évidents.
(iii) Si x < 1, alors log+ x = 0 et log+ 1

x
= − log x , donc

log+ x− log+ 1
x

= log x.

Si x ≥ 1, alors log+ x = log x et log+ 1
x

= 0 , donc

log+ x− log+ 1
x

= log x.

(iv) On a

log+ x+ log+ 1
x

= max{log x, 0}+ max{log 1
x
, 0}

= max{log x, 0}+ max{− log x, 0}
= max{log x, 0} −min{log x, 0}
= |log x| .

Mémoire de Master 13



Chapitre 2. Introduction à la théorie de Nevanlinna

(v) Si
n∏
k=1

xk ≤ 1, alors l’affirmation est donc évidente. D’autre part, si
n∏
k=1

xk > 1, alors

log+
(

n∏
k=1

xk

)
= log

(
n∏
k=1

xk

)
=

n∑
k=1

log xk ≤
n∑
k=1

log+ xk.

(vi) Il vient de (ii) et (v) que

log+
(

n∑
k=1

xk

)
≤ log+

(
n max

1≤k≤n
xk

)
≤ log n+ log+

(
max

1≤k≤n
xk

)
≤ log n+

n∑
k=1

log+ xk.

Définition 2.2. Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre complexe ou
a =∞ (a est dit a-point). La fonction de proximité de la fonction f au point a est définie par

m(r, a, f) = m(r, 1
f−a

) = 1
2π

∫ 2π

0
log+ 1

|f(r eiθ)−a|dθ si a ∈ C, (2.9)

et
m(r,∞, f) = m(r, f) = 1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣f(r eiθ)
∣∣∣ dθ si a =∞. (2.10)

Proposition 2.2. Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors,

1
2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣f(r eiθ)
∣∣∣ dθ = m(r, f)−m(r, 1

f
). (2.11)

Démonstration. En utilisant la troisième propriété du log+, on obtient

1
2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣f(r eiθ)
∣∣∣ dθ = 1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣f(r eiθ)
∣∣∣ dθ− 1

2π

∫ 2π

0
log+ 1

|f(r eiθ)|dθ.

Par (2.9), (2.10), nous constatons que

1
2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣f(r eiθ)
∣∣∣ dθ = m(r, f)−m(r, 1

f
).

Définition 2.3. Soit f une fonction méromorphe non constante et a un a-point. On définit la
fonction de comptage a-points de la fonction f dans le disque |z| ≤ r par

N(r, a, f) = N(r, 1
f−a

) =
∫ r

0

n(t, a, f)−n(0, a, f)
t

dt+ n(0, a, f) log r si a ∈ C, (2.12)

N(r,∞, f) = N(r, f) =
∫ r

0

n(t,∞, f)−n(0,∞, f)
t

dt+ n(0,∞, f) log r si a =∞, (2.13)

où
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n(t, a, f) = n(t, 1
f − a

) désigne le nombre des zéros de l’équation f(z) = a dans le disque
|z| ≤ t, chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité.

n(0, a, f) = n(0, 1
f − a

) est l’ordre de multiplicité des zéros de f(z)−a à l’origine. Si f(0) 6=
a, alors n(0, a, f) = 0.

n(t,∞, f) = n(t, f) désigne le nombre des pôles de la fonction f(z) dans le disque |z| ≤ t,
chaque pôle étant compté avec son ordre de multiplicité.

n(0,∞, f) = n(0, f) désigne l’ordre de multiplicité des pôles de f(z) à l’origine. Si f(0) 6=∞,
alors n(0, f) = 0.

Lemme 2.1. Soit f une fonction méromorphe sur |z| ≤ r < +∞ avec les a-points aj(j =
1, 2, . . . , n) dans le disque |z| ≤ r (i.e. f(aj) = a) telle que 0 < |a1| ≤ |a2| ≤ . . . |an| ≤ r,
chacune est évalué en fonction de sa multiplicité. Alors,

m∑
j=1

log r

|aj|
=
∫ r

0

n(t, a, f)
t

dt =
∫ r

0

n(t, a, f)−n(0, a, f)
t

dt. (2.14)

Démonstration. En mettant rj = |aj| , j = 1, 2, . . . ,m, on obtient
m∑
j=1

log r

|aj|
=

m∑
j=1

log r

rj
= log rm

r1 r2 · · · rm

= m log r−
m∑
j=1

log rj

=
m−1∑
j=1

j(log rj+1− log rj) +m(log r− log rm)

=
m−1∑
j=1

j
∫ rj+1

rj

dt

t
+m

∫ r

rm

dt

t

=
∫ r

0

n(t, a, f)
t

dt.

Vu que n(0, a, f) = 0, on déduit (2.14).

Théorème 2.2. Soit f une fonction méromorphe sur |z| ≤ R ≤ +∞ représentée par sa série
de Laurent suivante à l’origine

f(z) =
+∞∑
k=m

Ckz
k, Cm 6= 0, m ∈ Z.

Alors, pour tout 0 < r < R on a

log |Cm| =
1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣f(r eiϕ)
∣∣∣ dϕ+N(r, f)−N(r, 1

f
). (2.15)
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Démonstration. On définit la fonction méromorphe g par

g(z) = f(z)
zm

, z ∈ C.

Il est clair que g(0) = Cm 6= 0,+∞ et g et f ont les mêmes pôles et les mêmes zéros dans
0 < |z| ≤ R. De plus, m = n(0, 0, f)− n(0,∞, f). En effet,

si m < 0 alors n(0, 0, f) = 0 et n(0,∞, f) = −m,
si m > 0, alors n(0, 0, f) = m et n(0,∞, f) = 0,
si m = 0, alors n(0, 0, f) = n(0,∞, f) = 0.

En appliquant la formule de Jensen (2.8) sur g(z), on trouve

log |Cm| =
1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣f(r eiϕ)
∣∣∣ dϕ+

m∑
j=1

log |aj|
r
−

n∑
k=1

log |bk|
r
−m log r. (2.16)

En combinant entre (2.16) et (2.14), on trouve

log |Cm| =
1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣f(r eiϕ)
∣∣∣ dϕ− ∫ r

0

n(t, 0, f)−n(0, 0, f)
t

dt

+
∫ r

0

n(t,∞, f)−n(0,∞, f)
t

dt−(n(0, 0, f)−n(0,∞, f)) log r.

D’aprés les définitions 2.2 et 2.3, on obtient

log |Cm| =
1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣f(r eiϕ)
∣∣∣ dϕ+N(r, f)−N(r, 1

f
).

Définition 2.4. Soit f une fonction méromorphe non constante. la fonction caractéristique
T (r, f) de Nevanlinna est définie par

T (r, f) = m(r, f) +N(r, f). (2.17)

Exemple 2.1. Soit f(z) = ez. Nous avons n(t,∞, f) = 0 car f n’admet pas de pôles, par
conséquent N(r, f) = 0. De plus, on a

m(r, f) = 1
2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣ er eiθ ∣∣∣ dθ = 1
2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣ er cos θ
∣∣∣ dθ.

Si θ ∈
[
0, π2

]
, alors

0 ≤ cos θ ≤ 1⇔ 0 ≤ r cos θ ⇔ 1 ≤ er cos θ.

Si θ ∈
[
π

2 ,
3π
2

]
, alors

−1 ≤ cos θ ≤ 0⇔ −r ≤ r cos θ ≤ 0⇔ er cos θ ≤ 1.

Mémoire de Master 16



Chapitre 2. Introduction à la théorie de Nevanlinna

Si θ ∈
[3π

2 , 2π
]
, alors er cos θ ≥ 1. Donc

m(r, f) = 1
2π

(∫ π
2

0
log+ er cos θdθ +

∫ 3π
2

π
2

log+ er cos θdθ +
∫ π

3π
2

log+ er cos θdθ

)

= 1
2π

(∫ π
2

0
(r cos θ)dθ +

∫ 2π

3π
2

(r cos θ)dθ
)

= r

2π

(
sin π2 − sin 3π

2

)
= r

π
.

Par conséquent
T (r, f) = m(r, f) = r

π
. (2.18)

Exemple 2.2. Soit Pn(z) =
n∑
k=0

akz
k un polynôme non constant de degré n ≥ 1 telle que

aj(j = 0, 1, . . . , n) sont des nombres complexes avec an 6= 0, et soit f(z) = ePn(z). On veut
calculer T (r, ePn(z)). D’abord, on calcule T (r, f) lorsque Pn(z) = anz

n. Soient an = |an| eiϕ,
z = r eiθ. Alors

m(r, f) = 1
2π

∫ 2π

0
log+ e|an|r

n cos(nθ+ϕ)dθ.

Par changement de variable, on a

m(r, f) = 1
2nπ

∫ 2nπ+ϕ

ϕ
log+ e|an|r

n cos(τ)dτ.

Puisque 2nπ est une période de la fonction x 7→ cosx, alors

m(r, f) = 1
2nπ

∫ 2nπ

0
log+ e|an|r

n cos(τ)dτ

= 1
2π

∫ 2π

0
log+ e|an|r

n cos(τ)dτ

= |an| rn

2π

∫ π
2

−π2
cos(τ)dτ = |an| r

n

π
.

Comme f est entière, donc
T (r, f) = m(r, f) = |an| r

n

π
. (2.19)

Généralement, pour f(z) = ePn(z) et Pn(z) =
n∑
k=0

akz
k on a

|f(z)| = e|an|r
n cos(nθ+ϕ)(1+o(1)) pour r → +∞.

Par conséquent

m(r, f) = 1
2π

∫ 2π

0
log+ e|an|r

n cos(nθ+ϕ)(1+o(1))dθ = |an| r
n

π
(1 + o(1)), r → +∞.

D’où
T (r, f) = m(r, f) ∼

(+∞)

|an| rn

π
. (2.20)
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Exemple 2.3. Soit f une fonction rationnelle

f(z) = Pn(z)
Qm(z) = anz

n + an−1z
n−1 + . . .+ a0

bmzm + bm−1zm−1 + . . .+ b0
,

telle que les aj(j = 0, 1, . . . , n), bi(i = 0, 1, . . . ,m) sont des nombres complexes avec anbm 6= 0
et m ≥ n. Comme le degré du polynôme Qm(z) est m, alors il existe donc un nombre réel positif
r0 ≥ 0 telle que n(r,∞, f) = m pour tout r ≥ r0. On obtient

N(r, f) =
∫ r0

0

n(t,∞, f)−n(0,∞, f)
t

dt+
∫ r

r0

m−n(0,∞, f)
t

dt+ n(0,∞, f) log r.

Alors
N(r, f) = O(1) + (m−n(0,∞, f))(log r− log r0) + n(0,∞, f) log r.

Par conséquent
N(r, f) = m log r +O(1). (2.21)

Pour tout ε > 0, il existe r1 > 0 tel que pour tout |z| = r > r1, on a

|Pn(z)| = |an| rn(1 + o(1)) et |Qm(z)| = |bm| rm(1 + o(1)).

D’où

m(r, f) = 1
2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣∣∣ Pn(z)
Qm(z)

∣∣∣∣∣ dθ = 1
2π

∫ 2π

0
log+

(
|an|
|bm|

rn−m(1 + o(1))
)
dθ = O(1). (2.22)

En combinant entre (2.21) et (2.22), on obtient

T (r, f) = m log r +O(1) = O(log r). (2.23)

2.3 Premier théorème fondamental de Nevanlinna
Théorème 2.3 (premier théorème fondamental de Nevanlinna). Soit f une fonction méro-
morphe non constante sur |z| ≤ R ≤ ∞ et soit

f(z)−a =
+∞∑
k=m

Ckz
k, Cm 6= 0, m ∈ Z,

la série de Laurent de f−a. Alors, pour tout nombre complexe a, on a pour tout 0 < r < R

T

(
r,

1
f−a

)
= T (r, f)− log |Cm|+ ϕ(r, a), (2.24)

tel que |ϕ(r, a)| ≤ log 2 + log+ |a| .
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Démonstration. On démontre tout d’abord le cas de a = 0. En combinant les équations (2.11)
et (2.15), on a

log |Cm| = m(r, f)−m(r, 1
f

) +N(r, f)−N(r, 1
f

). (2.25)

Par (2.25) et la Définition 2.4, on obtient

T (r, 1
f

) = T (r, f)− log |Cm| ,

c’est une affirmation avec ϕ(r, 0) ≡ 0.
On traite maintenant le cas général a 6= 0. Soit h(z) = f(z)−a. Alors,

N(r, 1
h

) = N(r, 1
f−a

), N(r, h) = N(r, f), m(r, 1
h

) = m(r, 1
f−a

).

Comme
log+ |h| = log+ |f−a| ≤ log+ |f |+ log+ |a|+ log 2,

et
log+ |f | = log+ |f−a+ a| ≤ log+ |h|+ log+ |a|+ log 2.

L’intégration sur l’intervalle [0, 2π] donne

m(r, h) ≤ m(r, f) + log+ |a|+ log 2,

et
m(r, f) ≤ m(r, h) + log+ |a|+ log 2.

Posons ϕ(r, a) = m(r, h)−m(r, f). Alors

|ϕ(r, a)| ≤ log+ |a|+ log 2.

Maintenant, appliquons la formule (2.25) à la fonction h, nous obtenons

log |Cm| = m(r, h)−m(r, 1
h

) +N(r, h)−N
(
r,

1
h

)
.

D’où
m(r, 1

h
) +N

(
r,

1
h

)
= m(r, h) +N(r, h)− log |Cm| .

Donc

T (r, 1
h

) = T (r, h)− log |Cm|

= m(r, f) + ϕ(r, a) +N(r, f)− log |Cm| .
= T (r, f)− log |Cm|+ ϕ(r, a).
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Remarque 2.2. Le premier théorème de Nevanlinna peut être exprimé sous la forme

T (r, 1
f−a

) = T (r, f) +O(1), (2.26)

pour tout a ∈ C. On note que le terme d’erreur O(1) dépend de a.
Théorème 2.4. [1, 6] Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors

f est rationnelle si et seulement si T (r, f) =
(+∞)

O(log r)
et
f est transcendante si et seulement si log r =

(+∞)
o(T (r, f)).

Proposition 2.3. Soient n ∈ N et a, b, c, d ∈ C, tel que ad−cd 6= 0. Soient f, f1, . . . , fn des
fonctions méromorphes. Alors

i. T (r,
n∏
k=1

fk) ≤
n∑
k=1

T (r, fk), n ≥ 1,

ii. T (r,
n∑
k=1

fk) ≤
n∑
k=1

T (r, fk) + log n, n ≥ 1,

iii. T (r, fn) = nT (r, f),

iv. T (r, af + b

cf + d
) = T (r, f) +O(1).

Démonstration. (i), (ii) En utilisant les propriétés (v) et (vi) de la Proposition 2.1, on peut
facilement déduire que si fk(k = 1, 2, . . . , n) sont des fonctions méromorphes, alors

m(r,
n∏
k=1

fk) ≤
n∑
k=1

m(r, fk), (2.27)

et
m(r,

n∑
k=1

fk) ≤
n∑
k=1

m(r, fk) + log n. (2.28)

En outre, puisque l’ordre de multiplicité du pôle en z0 de
n∑
k=1

fk ne dépasse pas la somme

des ordres des pôles en z0 des fk(k = 1, 2, . . . , n), alors

N(r,
n∑
k=1

fk) ≤
n∑
k=1

N(r, fk). (2.29)

De même, on a
N(r,

n∏
k=1

fk) ≤
n∑
k=1

N(r, fk). (2.30)

En combinant ( 2.29) ( resp. (2.30) avec (2.28) (resp. ( 2.27), on trouve

T (r,
n∑
k=1

fk) ≤
n∑
k=1

T (r, fk) + log n,

et
T (r,

n∏
k=1

fk) ≤
n∑
k=1

T (r, fk).
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(iii) Il suffit d’observer que |fn| = |f |n ≤ 1 si |f |n ≤ 1. Aussi, N(r, fn) = nN(r, f).

(iv) Posons g(z) = af(z) + b

cf(z) + d
. Si c = 0, alors par (i) et (ii) il vient

T (r, g = a

d
f + b

d
) ≤ T (r, a

d
) + T (r, f) + T (r, b

d
) + log 2 =

log+ a

d
+ T (r, f) + log+ b

d
+ log 2 = T (r, f) +O(1).

Si c 6= 0, alors g(z) =
a(f(z) + d

c
) + b− ad

c

c(f(z) + d
c
)

= a

c
+ (b− ad

c
) 1
cf(z) + d

. Donc

T (r, g) ≤ T (r, a
c

) + T (r, b− ad

c
) + T (r, 1

cf + d
) + log 2 =

T (r, cf + d) +O(1) ≤ T (r, f) +O(1).

On déduit que
T (r, g) ≤ T (r, f) +O(1). (2.31)

Comme f(z) = −dg(z) + b

cg(z)− a , on peut montrer de la même manière que

T (r, f) ≤ T (r, g) +O(1). (2.32)

Finalement, on conclut de (2.31) et (2.32) que T (r, g) = T (r, f) +O(1).

Théorème 2.5 (identité de Cartan). Soit f une fonction méromorphe sur |z| ≤ R ≤ +∞.
Alors, pour tout 0 < r < R, on a

T (r, f) = 1
2π

∫ 2π

0
N

(
r,

1
f− eiθ

)
dθ + log+ |f(0)| . (2.33)

Démonstration. En appliquant la formule de Jensen (2.8) avec R = 1 à la fonction g(z) = a−z
et notons le fait que

si |a| ≥ 1, alors
m∑
j=1

log 1
|aj|

= 0 et si |a| < 1, alors
m∑
j=1

log 1
|aj|

= 1
a
, nous trouvons

1
2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣a− eiϕ∣∣∣ dϕ =

log |a| , si |a| ≥ 1,
0, si |a| < 1.

Donc, pour tout a ∈ C on a

1
2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣a− eiϕ∣∣∣ dϕ = log+ |a| . (2.34)
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Soit 0 < r < R. En appliquant la formule de Jensen à la fonction f(z)− eiθ, il vient par (2.14)
que

log
∣∣∣f(0)− eiθ

∣∣∣ = 1
2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣f(r eiϕ)− eiθ
∣∣∣ dϕ+N(r, f)−N(r, 1

f− eiθ
).

L’intégration par rapport à θ sur l’intervalle [0, 2π] donne

1
2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣f(0)− eiθ
∣∣∣ dθ = 1

2π

∫ 2π

0

[ 1
2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣f(r eiϕ)− eiθ
∣∣∣ dθ] dϕ

− 1
2π

∫ 2π

0
N

(
r,

1
f− eiθ

)
dϕ+ 1

2π

∫ 2π

0
N(r, f)dθ. (2.35)

En utilisant (2.34) avec a = f(r eiϕ), nous constatons que

1
2π

∫ 2π

0

∣∣∣f(r eiϕ)− eiϕ
∣∣∣ dθ = log+

∣∣∣f(r eiϕ)
∣∣∣ . (2.36)

En utilisant (2.34) avec a = f(0), nous obtenons

1
2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣f(0)− eiϕ
∣∣∣ dθ = log+ |f(0)| . (2.37)

La substitution de (2.36), (2.37) dans (2.35), donne

log+ |f(0)| = 1
2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣f(r eiϕ)
∣∣∣ dϕ− 1

2π

∫ 2π

0
N

(
r,

1
f− eiθ

)
dθ +N(r, f), (2.38)

d’où
log+ |f(0)| = m(r, f) +N(r, f)− 1

2π

∫ 2π

0
N

(
r,

1
f− eiθ

)
dθ,

donc
T (r, f) = − 1

2π

∫ 2π

0
N

(
r,

1
f− eiθ

)
dθ + log+ |f(0)| .

Remarque 2.3. i. L’identité de Cartan est une autre représentation de T (r, f). Comme
N
(
r, 1

f− eiθ
)
est une fonction croissante de r, alors à l’aide de cette identité, on peut dire

que la fonction T (r, f) est une fonction croissante de r.
ii. Généralement m(r, f) n’est pas monotone. Par exemple, pour la fonction f telle que

f(z) = z

1−z2 .

On a |f(z)| < 1 pour |z| < 1
2 ou |z| > 2. Cela implique que m(r, f) = 0 pour r ≤ 1

2 ou
r ≥ 2.
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2.4 Relation entre T (r, f ) et M(r, f )
Proposition 2.4. Soit f une fonction entière non constante. Alors, pour tout 0 < r < R < +∞
on a

T (r, f) ≤ log+ M(r, f) ≤ R + r

R−r
T (R, f)

Démonstration. Pour l’inégalité à gauche, comme f est une fonction entière, alors :

T (r, f) = m(r, f) = 1
2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣f(r eiθ)
∣∣∣ dθ ≤ 1

2π

∫ 2π

0
log+ M(r, f)dθ = log+ M(r, f)

Pour l’inégalité à droite, il est clair qu’elle est satisfaite si M(r, f) ≤ 1. Discutons maintenant
le cas où M(r, f) > 1. On pose z0 = reiθ ∈ C(0, r) tel que |f(z0)| = M(r, f). Comme f n’admet
pas des pôles dans le disque |z| < R, il vient de (2.5) et le principe de maximum que∣∣∣∣∣R(z−aj)

R2−ājz

∣∣∣∣∣ < 1 quand |z| < R.

Par la formule de Poisson-Jensen (2.1), on obtient

log+ M(r, f) = log |f(z0)| ≤ 1
2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣f(R eiϕ)
∣∣∣ R2−r2

R2−2Rr cos(θ − ϕ) + r2dϕ

= 1
2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣f(R eiϕ)
∣∣∣ R2 − r2

(R− r)2 + 2Rr(1− cos(θ − ϕ))︸ ︷︷ ︸
≥0

dϕ

≤ R + r

R− r
1

2π

∫ 2π

0
log+ f(Reiϕ)dϕ

= R + r

R− r
T (R, f).

2.5 Ordre et hyper-ordre de croissance des fonctions
Définition 2.5. Soit f une fonction entière. L’ordre de croissance de la fonction f est définie
par

ρ̃(f) = lim sup
r→+∞

log logM(r, f)
log r .

Exemple 2.4. De l’Exemple 1.8, il vient que

ρ̃(ez) = lim sup
r→+∞

log logM(r, ez)
log r = lim sup

r→+∞

log log er
log r = 1.

ρ̃(exp(ez)) = lim sup
r→+∞

log logM(r, exp(ez))
log r = lim sup

r→+∞

log log exp(er)
log r = +∞.

ρ̃(Pn(z)) = lim sup
r→+∞

log logM(r, Pn)
log r = 0.
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Définition 2.6. On définit l’ordre de croissance d’une fonction méromorphe f par

ρ(f) = lim sup
r→+∞

log T (r, f)
log r .

Exemple 2.5. Soit f une fonction rationnelle non constante

f(z) = Pn(z)
Qm(z) = anz

n + an−1z
n−1 + · · ·+ a0

bmzm + bm−1zm−1 + · · ·+ b0
,

telle que les aj(j = 0, 1, · · · , n), bi(i = 0, 1, · · · ,m) sont des nombres complexes où anbm 6= 0
et n,m sont des entiers positifs. De (2.23), on a T (r, f) =

+∞
O(log r). D’où

ρ(f) = lim sup
r→+∞

logO(log r)
log r = 0.

Exemple 2.6. soit f(z) = ez
2. De (2.19), on a T (r, f) = r2

π
. D’où

ρ( ez2) = lim sup
r→+∞

log r2

π

log r = 2.

Exemple 2.7. Soit Pn(z) =
n∑
k=0

akz
k un polynôme non constant de degré n n (n entier positif),

tel que aj(j = 0, 1, . . . , n) sont des nombres complexes avec an 6= 0, et soit f(z) = ePn(z). De
(2.20), on a

T (r, f) ∼
+∞

|an| rn

π
.

D’où

ρ( ePn(z)) = lim sup
r→+∞

log |an|r
n

π

log r = n = deg(Pn(z).)

On peut constater que
ρ( ez3) = 3 et ρ( ez5+3z2−2) = 5.

Exemple 2.8. Soit f(z) = exp( ez). On a

T (r, f) ∼
+∞

er

(2π3r) 1
3

(2.39)

(voir [6]). Alors
ρ(exp( ez)) = +∞.

Définition 2.7. L’hyper-ordre d’une fonction méromorphe f est définie par

ρ2(f) = lim sup
r→+∞

log log T (r, f)
log r .

Si f est une fonction entière alors l’hyper-ordre est définie par

ρ̃2(f) = lim sup
r→+∞

log log logM(r, f)
log r .
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Exemple 2.9. Soit f(z) = exp(ez). Il vient de l’Exemple 1.8 que

ρ̃2(f) = lim sup
r→+∞

log log log exp(er)
log r = 1.

En utilisant la fonction caractéristique T (r, f), on déduit de (2.39) que

ρ2(f) = lim sup
r→+∞

log log T (r, exp(ez))
log r = 1.

2.5.1 Propriétés de l’ordre
Proposition 2.5. Soit f une fonction entière. On a

ρ̃(f) = ρ(f) = et ρ̃2(f) = ρ2(f).

Démonstration. Par la Proposition 2.4, pour R = 2r suffisamment large on a

log T (r, f) ≤ log logM(r, f) ≤ log 3 + log T (2r, f).

On obtient
log T (r, f)

log r ≤ log logM(r, f)
log r et log logM(r, f)

log r ≤ log 3
log r + log T (2r, f)

log(2r)
log(2r)
log r

Par passage à la limite supérieure, on obtient

ρ(f) ≤ ρ̃(f) et ρ̃(f) ≤ ρ(f).

D’où l’égalité ρ(f) = ρ̃(f). La démonstration de la relation ρ̃2(f) = ρ2(f) est similaire.

Proposition 2.6. Toute fonction méromorphe f d’ordre fini est d’hyper-ordre nul, ρ2(f) = 0.

Démonstration. Par la définition de l’ordre de f , on a : ∀ε > 0, ∃r0 > 0,∀r > r0,

0 ≤ log T (r, f) ≤ (ρ(f) + ε) log r ⇔ 0 ≤ log log T (r, f)
log r ≤ log(ρ(f) + ε)

log r + log log r
log r .

Il clair par passage à la limite que ρ2(f) = 0.

Proposition 2.7. Soient f et g deux fonctions méromorphes. Alors, on a
i. ρ( 1

f
) = ρ(f),

ii. ρ(f + g) ≤ max {ρ(f), ρ(g)} ,
iii. ρ(f g) ≤ max {ρ(f), ρ(g)} ,

iv. ρ(f
g

) ≤ max {ρ(f), ρ(g)} ,

v. si ρ(f) 6= ρ(g), alors

ρ(f + g) = ρ(f g) = ρ(f
g

) = max {ρ(f), ρ(g)} .
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Démonstration. i. Par le premier fondamental théorème de Nevanlinna, on a

T (r, 1
f

) = T (r, f) +O(1).

Donc

ρ( 1
f

) = lim sup
r→+∞

log T (r, 1
f
)

log r = lim sup
r→+∞

log T (r, f)
log r = ρ(f).

ii. On sait que
T (r, f + g) ≤ T (r, f) + T (r, g) + log 2. (2.40)

Par la définition de ρ(f) et ρ(g), on a pour tout r suffisamment large

log T (r, f) ≤ (ρ(f) + ε) log r = log rρ(f)+ε ⇔ T (r, f) ≤ rρ(f)+ε

et T (r, g) ≤ rf(g)+ε. On remplace dans l’équation (2.40), on obtient

T (r, f + g) ≤ 2rmax{ρ(f),ρ(g)}+ε + log 2.
log T (r, f + g) ≤ log 2 + (max {ρ(f), ρ(g)}+ ε) log r + log 2.
log T (r, f + g)

log r ≤ max {ρ(f), ρ(g)}+ ε+ O(1)
log r .

En passant à la limite supérieure et comme ε > 0 est arbitraire, on déduit que

ρ(f + g) ≤ max {ρ(f), ρ(g)} .

iii. De manière analogue, partant de l’inégalité

T (r, f g) ≤ T (r, f) + T (r, g), (2.41)

on peut aisément vérifier que

ρ(f g) ≤ max {ρ(f), ρ(g)} .

iv. Par (2.41) et le premier théorème fondamental de Nevanlinna, on a

T (r, f
g

) = T (r, f 1
g

) ≤ T (r, f) + T (r, 1
g

) = T (r, f) + T (r, g) +O(1)

ce qui garantie que
ρ(f
g

) ≤ max {ρ(f), ρ(g)} .

v. On peut suppose ρ(f) < ρ(g). Alors,

ρ(g) = ρ(f + g−f) ≤ max {ρ(f + g), ρ(f)} = ρ(f + g).

Mais
ρ(f + g) ≤ max {ρ(f), ρ(g)} = ρ(g),
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Donc
ρ(f + g) = ρ(g) = max {ρ(f), ρ(g)} .

De façon analogue,

ρ(g) = ρ(g f 1
f

) ≤ max
{
ρ(f g), ρ( 1

f
)
}

= max {ρ(f g), ρ(f)} = ρ(f g).

Mais
ρ(f g) ≤ max {ρ(f), ρ(g)} = ρ(g).

Donc
ρ(f g) = ρ(g) = max {ρ(f), ρ(g)} .

Encore une fois pour le quotient

ρ(f
g

) = ρ(f 1
g

) ≤ max
{
ρ(f), ρ(1

g
)
}

= ρ(g).

Il reste à démontrer ρ(f
g
) ≥ ρ(g). En effet, supposons que ρ(f

g
) < ρ(g). Alors,

ρ(g) = ρ(f 1
f
g

) ≤ max
{
ρ(f), ρ(f

g
)
}

= ρ(f).

qui est une contradiction. Donc ρ(f
g
) ≥ ρ(g) et par conséquent

ρ(f
g

) = ρ(g) = max {ρ(f), ρ(g)} .

Exemple 2.10.

ρ(z2024ez
3 + ez) = max

{
ρ(z2024), ρ(ez), ez3} = max {0, 1, 3} = 3.

2.6 La mesure linéaire et la mesure logarithmique.
Définition 2.8. i. On définit la mesure linéaire d’un ensemble E0 ⊂ [0,+∞[ par

mes (E0) =
∫ +∞

0
χE0 (t) dt,

où χE0 (t) est la fonction indicatrice de l’ensemble E0.

ii. On définit la mesure logarithmique d’un ensemble E ⊂]1,+∞[ par

mesl (E) =
∫ +∞

1

χE (t)
t

dt.
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Exemple 2.11. i. La mesure linéaire de l’ensemble E0 = [0, 1] ∪ [2, 5] ⊂ [0,+∞) est

mes (E0) =
+∞∫
0

χ
E

(t) dt =
1∫

0

dt+
5∫

2

dt = 4.

ii. La mesure logarithmique de l’ensemble E = [e, e2] ⊂]1,+∞[ est

mesl (E) =
+∞∫
1

χ
E

(t) dt
t

=
e2∫
e

dt

t
= 1.

2.7 Terme maximum et indice central

Définition 2.9. Soit f (z) =
+∞∑
n=0

anz
n une fonction entière, le terme maximal de f est défini

par
µ (r) = max {|an| rn, n = 0, 1, 2, · · · } ,

et l’indice central de f est défini par

νf (r) = max {m, µ (r) = |am| rm} .

Exemple 2.12. Soit f (z) = ez =
∑
n≥0

1
n!z

n. On a

µ (r) = max
n>0
|an| rn = max

n>0

1
n!r

n.

Considérons la suite (un)n telle que un = 1
n!r

n et étudions sa monotonie. On a

un+1

un
= r

n+ 1 ,

alors { un+1
un

> 1 si n < r − 1
un+1
un

< 1 si n > r − 1 .

D’où
u0 < u1 < · · · < ubrc−2 < ubrc−1 ≤ ubrc > ubrc+1 > ubrc+2 > · · ·

où brc désigne la partie entière de r. Donc, pour r > 0 on a

µ (r) = ubrc = 1
brc!r

brc et νf (r) = brc.
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Chapitre 3
Étude de la croissance des solutions des
équations différentielles linéaires

Considérons léquations différentielle suivante
f (k)(z) + Ak−1(z)f (k−1)(z) + · · ·+ A1(z)f ′(z) + A0(z)f(z) = 0. (3.1)

où k ≥ 2, A0(z) 6≡ 0.
Il est bien connu que si les coefficients A0(z), . . . , Ak−1(z) sont des fonctions entières , alors

toutes les solutions de (3.1) sont entières. De plus, les coefficients A0(z), A1(z), . . . , Ak−1(z) sont
des polynômes si et seulement si toutes les solutions de (3.1) sont entières d’ordre fini (voir
[8]). Cela signifie que si certains de coefficients Aj(z)(j = 0, · · · , k − 1) sont transcendantes,
l’équation (3.1) a au moins une solution d’ordre infini.
Plus tard, Z. X. Chen et S. A. Gao [2] ont prouvé le résultat suivant lorsque l’ordre du coefficient
A0(z) domine strictement l’ordre des autres coefficients Aj(z), j = 1, ·, k − 1.
Théorème 3.1. [2] Soient A0(z), A1(z), . . . , Ak−1(z) des fonctions entières telles que

max {ρ(Aj), j = 1, . . . , k − 1} < ρ(A0) <∞
Alors, toute solution f(z) 6≡ 0 de (3.1) satisfait ρ(f) =∞.

En [3], Z. X. Chen et C. C. Yang ont donné l’estimation précise de l’hyper-ordre de la solution
f sous la même hypothèse du théorème 3.1.
Théorème 3.2. [3] Soient A0(z), A1(z), . . . , Ak−1(z) des fonctions entir̀es vérifiant ρ(Aj) <
ρ(A0) <∞ (j = 1, . . . , k − 1). Alors, toute solution f(z) 6≡ 0 de (3.1) satisfait ρ2(f) = ρ(A0).
Exemple 3.1. Considérons l’équation différentielle linéaire suivante du second ordre

f ′′(z)− f ′(z)− e2zf(z) = 0.
Les coefficients A1(z) = 1 et A0(z) = −e2z sont entiéres et vérifiant ρ(A1) = 0 < ρ(A0) = 1.
On voit facilement que la fonction f(z) = exp{ez} = exp2(z) résout l’équation ci-dessus telle
que ρ(f) = +∞ et ρ2(f) = 1. Il est clair que les hypothéses et les résultats des théorème 3.1 et
3.2 sont bien remplies.

Notre objectif principal est de détailler les preuves de ces deux théorèmes. Pour ce faire,
nous avons besoin des lemmes suivants.
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3.1 Lemmes
Lemme 3.1 (lemme de la dérivée logarithmique). [8] Soit k ∈ N et soit f(z) une fonction
méromorphe non constante. Si ρ(f) < +∞, alors

m

(
r,
f (k)

f

)
= O(log r) as r −→ +∞.

Si ρ(f) = +∞, alors

m

(
r,
f (k)

f

)
= O (log r + log T (r, f)) quand r −→ +∞, r /∈ E0

où E0 ⊂ [0,+∞[ est un ensemble de mesure linéaire finie.

Lemme 3.2 ([4]). Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante, et soit α > 1 une
constante donné. Alors, il existe un ensemble E1 ⊂]1,+∞[ de mesure logarithmique finie et
une constante Bα > 0 qui ne dépend que de α et des entiers positifs m,n avec 0 < m < n, telle
que pour tout z satisfait |z| = r /∈ [0, 1] ∪ E1, on a

∣∣∣∣ f (n)(z)
f (m)(z)

∣∣∣∣ ≤ Bα

[
T (αr, f)

r
(logα r) log T (αr, f)

]n−m
.

Lemme 3.3 ([5]). Soient g(r) et h(r) deux fonctions croissantes sur [0,+∞[ tel que g(r) ≤ h(r)
pour tous r 6∈ [0, 1]∪E1, où E1 ∈]1,+∞[ est un ensemble de mesure logarithmique finie. Alors,
pour toute constante α > 1, il existe r0 = r0(α) > 0 tel que g(r) ≤ h(αr) pour tout r ≥ r0.

Lemme 3.4 (Théorème de Wiman-Valiron). [7, 8] Soit f(z) une fonction entière transcendante,
et soit z un point tel que |z| = r auquel |f(z)| = M(r, f). Alors pour tout |z| á l’extérieur d’un
ensemble E1 ∪ [0, 1] de r de mesure logarithmique finie, nous avons

f (k)(z)
f(z) =

(
νf (r)
z

)k
(1 + o(1)), (k ∈ N?).

où νf (r) est l’indice central de f .

Lemme 3.5. [10] Soit f(z) =
∞∑
n=0

anz
n une fonction entir̀e. Soient µ(r) et νf (r) respectivement

le maximum terme et l’indice central de f . Alors,
(i) pour |a0| 6= 0,

log µ(r) = log |a0|+
∫ r

0

νf (t)
t

dt, (3.2)

(ii) pour r < R,
M(r, f) < µ(r)

{
νf (R) + R

R− r

}
. (3.3)
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Lemme 3.6. Soit f(z) une fonction entiére avec hyper-ordre ρ2(f), et soit νf (r) son indice
central. Alors

lim sup
r→∞

log log νf (r)
log r = ρ2(f).

Démonstration. Soit f(z) =
∞∑
n=0

anz
n. Supposons que |a0| 6= 0. De (3.2), on a

log µ(2r) ≥ log |a0|+
∫ 2r

r

νf (t)
t

dt ≥ log |a0|+ νf (r) log 2. (3.4)

En utilisant l’inégalité de Cauchy (1.1), il est facile de voir que µ(2r) ≤M(2r, f). Ainsi

νf (r) ≤
logM(2r, f)

log 2 − log |a0|
log 2 ≤ C1 logM(2r, f), C1 > 1.

Donc
log log νf (r) ≤ log log logM(2r, f) + C2, C2 > 0.

ce qui mène á
log log νf (r)

log r ≤ log log logM(2r, f))
log(2r)

log(2r)
log r + C2

log r . (3.5)

Il vient de la définition de l’hyper-ordre de f et (3.5) que

lim sup
r→∞

log log νf (r)
log r ≤ lim sup

r→∞

log log logM(2r, f)
log(2r) = ρ2(f). (3.6)

D’autre part, de (3.3), on a pour R = 2r

M(r, f) < µ(r){νf (2r) + 2} = |aνf (r)|rνf (r){νf (2r) + 2},

Puisque la suite (|an|)n est bornée, on obtient

logM(r, f) ≤ νf (r) log r + log νf (2r) +O(1).

Alors

log logM(r, f) ≤ log νf (r) + log log νf (2r) + log log r +O(1)

≤ log νf (2r)
(

1 + log log νf (2r)
log νf (2r)

)
+ log log r +O(1).

Par conséquent

log log logM(r, f) ≤ log log νf (2r) + log
(

1 + log log νf (2r)
log νf (2r)

)
+ log log log r +O(1).

Ainsi

ρ2(f) = lim sup
r→+∞

log log logM(r, f)
log r ≤ lim sup

r→+∞

log log νf (2r)
log(2r) = lim sup

r→+∞

log log νf (r)
log r . (3.7)

De (3.6) et (3.7), on obtient le résultat souhaité.
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Lemme 3.7. Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre fini ρ(f) < ∞. Alors il existe un
ensemble E2 ⊂]1,∞[ ayant une mesure logarithmique infinie telle que pour tout r ∈ E2, on a

lim
r→+∞

log T (r, f)
log r = ρ(f).

Démonstration. D’aprs̀ la définition de l’ordre de f ρ(f), il existe une suite (rn)n≥1 tend à +∞,
satisfait (

1 + 1
n

)
rn < rn+1 et lim

n→+∞

log T (rn, f)
log rn

= ρ(f).

Il existe n1 ∈ N?, tel que pour tout n ≥ n1, et pour tout r ∈ [rn, (1 + 1
n
)rn], on a

log T (rn, f)
log

(
(1 + 1

n
)rn
) ≤ log T (r, f)

log r ≤
log T ((1 + 1

n
)rn, f)

log rn
.

Construisons l’ensemble E2 =
∞⋃

n=n1

[rn, (1 + 1
n

)rn]. Alors pour tout r ∈ E2, on a

lim
r→+∞

log T (r, f)
log r = lim

n→+∞

log T (rn, f)
log rn

= ρ(f),

où
mesl(E2) =

∞∑
n=n1

∫ (1+ 1
n

)rn

rn

dt

t
=

∞∑
n=n1

log(1 + 1
n

) = +∞.

3.2 Preuve du théorème 3.1
Il vient de l’équation différentielle (3.1) que

− A0(z) = f (k)(z)

f(z) + Ak−1(z)f
(k−1)(z)

f(z) + · · ·+ A1(z)f
′(z)
f(z) . (3.8)

D’où
T (r, A0) = m(r, A0) ≤

k−1∑
j=1

m(r, Aj) +
k∑
j=1

m

(
r,
f (j)

f

)
+O(1). (3.9)

Supposons que l’équation (3.1) possède au moins une solution f(z) d’ordre fini, ρ(f) < +∞.
Alors, d’après la Lemme 3.1 on a :

m

(
r,
f (j)

f

)
= O(log r). (3.10)

Par la définition de l’ordre et la condition

max {ρ(Aj), j = 1, · · · , k − 1} = ρ < ρ(A0) = ρ0.
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on obtient, pour tout 0 < 2ε < ρ0 − ρ, et pour r suffisamment grand

T (r, Aj) = m(r, Aj) ≤ rρ+ε, (j = 1, · · · , k − 1). (3.11)

De (3.9), (3.10) et (3.11), il vient

T (r, A0) ≤ (k − 1)rρ+ε +O(log r)

D’où
log T (r, A0) ≤ (ρ+ ε) log r +O(log log r)

Comme ε > 0 est arbitraire (0 < 2ε < ρ0−ρ), alors ρ0 = ρ(A0) ≤ ρ, ce qui est une contradiction.
On déduit que toute solution f(z) de l’équation (3.1) est d’ordre infinie ρ(f) = +∞.

3.3 Preuve du théorème 3.2
De l’équation différentielle (3.1), on a∣∣∣∣∣f (k)(z)

f(z)

∣∣∣∣∣ ≤ |Ak−1(z)|
∣∣∣∣∣f (k−1)(z)

f(z)

∣∣∣∣∣+ · · ·+ |A1(z)|
∣∣∣∣∣f ′(z)
f(z)

∣∣∣∣∣+ |A0(z)| (3.12)

Notons ρj = ρ̃(Aj) = ρ(Aj), (j = 0, 1, · · · , k− 1). Il vient de la définition de l’hyper-ordre ρj et
sous la condition ρ(Aj) < ρ(A0) = ρ0 <∞(j = 1, . . . , k − 1) que, pour tout ε > 0, et pour tout
r suffisamment large, on a

|Aj(z)| ≤M(r, Aj) ≤ exp
(
rρj+ε

)
≤ exp

(
rρ0+ε

)
, j = 0, 1, · · · , k − 1. (3.13)

Par le lemme 3.4, il existe un ensemble E1 ⊂]1,+∞[ de mesure logarithmique fini mesl(E1) <
+∞ tel que pour tout z vérifiant |z| = r /∈ E1 ∪ [0, 1] et |f(z)| = M(r, f) on a∣∣∣∣∣f (j)(z)

f(z)

∣∣∣∣∣ =
(
νf (r)
r

)j
|1 + o(1)| , (j = 1, . . . , k). (3.14)

De (3.12), (3.13) et (3.14), on obtient(
νf (r)
r

)k
|1 + o(1)| ≤ exp

(
rρ0+ε

)(νf (r)
r

)k−1

|1 + o(1)|+ · · ·+ νf (r)
r
|1 + o(1)|+ 1


Par conséquent

νkf (r) |1 + o(1)| ≤ exp
(
rρ0+ε

) (
rνk−1

f (r) |1 + o(1)|+ · · ·+ rk−1νf (r) |1 + o(1)|+ rk
)

≤ krk exp
(
rρ0+ε

)
νk−1
f (r) |1 + o(1)| .

Alors, pour tout |z| = r /∈ E1 ∪ [0, 1] et |f(z)| = M(r, f), on a

νf (r) |1 + o(1)| ≤ krk exp
(
rρ0+ε

)
log νf (r) ≤ 2 log k + k log r + rρ0+ε

log log νf (r) ≤ log log r + (ρ0 + ε) log r +O(1)
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Il vient de cette dernière inégalitè et le Lemme 3.1 que

lim sup
r→+∞

log log νf (r)
log r ≤ ρ0 + ε.

Comme ε > 0 est arbitraire, alors on déduit du Lemme 3.6 que

ρ2(f) ≤ ρ0 = ρ(A0). (3.15)

Maintenant, on démontre que ρ2(f) ≥ ρ0 = ρ(A0). Par le Théorème 3.1, on a ρ(f) = +∞ et
par conséquent log r = o(T (r, f)) quand r −→ +∞. Donc, le Lemme 3.1 garantie

m

(
r,
f (k)

f

)
= O (log r + log T (r, f)) = o(log T (r, f)), r /∈ E0, r −→ +∞ (3.16)

où E0 ⊂ [0,+∞[ est un ensemble ayant une mesure linéaire finie. Il vient du Lemme 3.7 que

T (r, A0) = m(r, A0) ≥ rρ0−ε, r ∈ E2 (3.17)

où E2 ⊂]1,+∞[ un ensemble ayant une mesure logarithmique infinie. En combinant les inégalités
(3.11) et (3.17), on obtient pour tout r ∈ E2 suffisamment large et pour tout ε(0 < ε < ρ0 − ρ)

max
{
m(r, Aj)
m(r, A0) , (j = 1, · · · , k − 1)

}
≤ rρ+ε

rρ0−ε
−→

r−→+∞
0. (3.18)

On déduit de (3.9), (3.16) et (3.18) que

(1− o(1))m(r, A0) ≤ o(log T (r, f)), r ∈ E2 \ E0, r −→ +∞. (3.19)

On conclut par le Lemme 3.3 et (3.19) que

ρ(A0) ≥ ρ2(f) (3.20)

On conclut de (3.15) et (3.20) que ρ(A0) ≥ ρ2(f), ce qui fini la démonstration.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a présenté une courte introduction à théorie de Nevanlinna et on a
donné une application de cette théorie pour étudier la croissance des solutions des équations
différentielles linéaires homogène de la forme

f (k)(z) + Ak−1(z)f (k−1)(z) + · · ·+ A1(z)f ′(z) + A0(z)f(z) = 0

où les coefficients A0(z), . . . , Ak−1(z) sont des fonctions entières et l’ordre du coefficient A0(z)
domine strictement l’ordre des autres coefficients.
Cependant, de nombreuses questions subsistent et continuent de stimuler la curiosité des cher-
cheurs à savoir
Question 1 : Comment étudier la croissance de la solution des équations différentielles linéaires

si l’ordre du coefficient A0(z) n’est pas le seul dominant ?
Question 2 : Peut-on obtenir des résultats similaires si on remplace les coefficients de l’équa-

tion différentielles par des fonctions méromorphes ?
Question 3 : Que peut-on dire sur la croissance de la solution des équations différentielles non

homogènes ?
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