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Résumé

L'objet principal de ce mémoire est d’étudier I'existence et l'unicité ainsi que la com-
portement asymptotique de la solution d'un systeme couplé des 'équations d’ondes vis-
coélastiques non-linéaires. Aprés une introduction, nous allons présenter dans le chapitre
1 quelques notions fondamentales de ’analyse fonctionnelle. En utilisant la méthode de
Faedo-Galerkin et les résultats de compacités, nous allons montrer que le systeme admet
une solution unique.

Enfin, nous allons démontrer, la décroissance générale de la solution en utilisant la mé-
thode des multiplicateurs. Plus précisément, dans ce travail on a détail I'article de Muham-
mad I. Mustafa [8] intitulé : Well posedness and asymptotic behavior of a coupled system of
nonlinear viscoelastic equations. Nonlinear Analysis : Real World Applications 13 :452-463

(2012).

Mots-clés : Equation aux dérivées partielles non-linéaires; équation des ondes; opéra-
teur intégro-différentiel; existence et unicité de la solution; méthode de Faedo-Galerkin;

terme mémoire; fonction de relaxation; décroissance générale.
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Introduction générale

otre compréhension des phénomeéenes du monde réel et notre technologie sont au-
N jourd’hui en grande partie basées sur les équations aux dérivées partielles (E.D.P).
C’est en effet grace a la modélisation de ces phénomeénes a travers des équations aux déri-
vées partielles, qui nous permettent de comprendre le role de tel ou tel parametre, et surtout
obtenir des prévisions parfois extréemement précises. En particulier les équations d’ondes
modélisent plusieurs phénomeénes naturels en : Physique, Chimie, Biologie,..., etc.

De nombreux phénomenes physiques sont décrits par les propriétés de propagation des
ondes. On peut citer les ondes se propageant a la surface de I'’eau a la suite de la chute d'un
objet, les vagues se déplacant a la surface de la mer, les ondes produites sur les cordes vi-
brantes, les ondes sonores, les ondes radio, les ondes optiques, etc. Du point de vue mathé-
matique, le mouvement et les propriétés de ces ondes sont décrits, dans une bonne approxi-
mation, par une méme équation, I’équation de d’Alembert (a une ou a plusieurs dimensions
d’espace, suivant le cas), ce qui place I'étude des ondes sur un plan trés général.

Dans ce travail, on s’'intéresse a I'’étude de l'existence et I'unicité de la solution ainsi
que le comportement asymptotique de la solutions d'un systeme couplé des 'équations des

ondes viscoélastiques non-linéaires. Plus précisément, on s’intéresse a I’étude du probleme



Introduction générale

suivant :

Urr(x, 1) = Au(x, )+ fi(u,v) =0 dans QxR*
(1)

Ve (X, 8) = Aulx, t) + fo(u,v) =0 dans QxR*

avec les condition au limite de type Dirichlet et les conditions initiales suivantes :

u=v=0 sur I'xR*Y
Y u(x,0) = up(x), us(x,0) = up(x) dans Q
v(x,0) = vo(x), v¢(x,0) = v1(x) dans Q.

ol Q est un ouvert borné de R” et I sa frontiere. Les fonctions u et v sont essentiellement
bornées et A est 'opérateur de Laplacien défini par A = Xn: 6—22 Les fonctions fj et f, sont
des fonctions non-linéaires, et les fonctions ug, 11, vy et vllzéontldonnées. Commeiln'yaau-
cune dissipations dans le probleme, en général le systeme n’est pas stable. En profitant de la
propriétés physique des les matériaux viscoélastiques on peut établir la stabilité de systeme
car ils fournissent un amortissement naturel, qui est dii a la propriété particuliére de ces ma-
tériaux a garder une certaine mémoire. Du point de vue mathématique, ces effets d’amortis-

sement sont modélisés par des opérateurs intégro-différentiels dans les équations plus pré-
t t
cisément c’est les termes intégrales suivants f g1(t—s)Au(x,s) ds et f & (t—s)Av(x,s) ds
0 0

avec g et g» sont des fonctions qui serons préciser dans la suite. Plus précisément, on s’in-

téresse a I’étude du probléme suivant

t
Urr(x, t) — Au(x, t)+fg1(t—r)Au(x,r) dr+ fi(u,v)=0 dans QxR*
0

t
ver(x, 1) — Av(x, t)+fg2(t—r)Av(x,T) adt+ fo(u,v) =0 dans QxR*
0

1 2)
u(x,t) = vix, sur I'xR"
u(x,0) = ug(x), ur(x,0) = up(x) dans Q
v(x,0) = vy(x), v:(x,0) = v1(x) dans Q.




Introduction générale

Des applications physiques du systéme ci-dessus sont liées aux problemes de controle du
bruit et de la suppression des vibration dans les applications pratiques. Pour plus des ex-
plications physiques sur les équations d’ondes viscoélastiques avec différentes types des
conditions aux limites, nous renvoyons le lecteur a [5].

Ce travail est décomposé en trois chapitres.

Chapitre 1 : Dans ce chapitre nous présentons des rappels sur d’analyse fonctionnelle
qui seront utilisés dans notre travail. En particulier, nous donnons quelques résultats fon-
damentaux concernant les espaces fonctionnels et les théorémes d’existence pour certains
problémes d’évolution.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous allons voir que la méthode introduite par Muham-
mad I. Mustafa [8] est efficace dans notre cas. En appliquant cette méthode, nous allons
prouver un résultat d’existence et unicité de la solution des I'équations des ondes intégro-
différentielles.

Chapitre 3 : Dans cette partie, nous allons démontrer, comme dans I’article de Muham-
mad I.Mustafa [8], la décroissance générale de la solution. Les techniques utilisées sont ba-
sées sur la construction d'une fonction de Lyapunov F, qui est équivalente a la fonctionnelle

d’énergie du probleme (2). Enfin, nous terminons ce travail par une conclusion.



Chapitre

Quelques résultats de base

Dans ce chapitre, nous allons présenter quelques notions fondamentales qui nous se-
ront utiles par la suite. Nous introduirons quelques espaces fonctionnels, ensuite nous an-

noncons des notions fondamentales en utilisant dans ce mémoire.

1.1 Lesespaces C*(Q)

Soient m un entier positif et Q un intervalle de R. On notera par :

C(Q) I'espace des fonctions continues de Q a valeurs dans R,

(C (Q))m I’espace des fonctions continues de Q a valeurs dans R,

Cp(Q) I'espace des fonctions continues sur Q, on le munit de la norme

lulloo = sup [u(x)!.
x€Q)

Pour k=1, k€ N, on définit alors :

Ck(Q) I'espace des fonctions u qui sont k fois dérivables et dont la dérivée d’ordre k est
continue sur Q,

Ck(Q) est I'espace des fonctions de C¥(Q) dont le support est compact et inclus dans Q,

C5°(Q) estl’espace des fonctions indéfiniment différentiables a supports compacts qu’on

appelle espace des fonctions test.



1.2. Espace séparable

1.2 Espace séparable

Définition 1.2.1 On dit qu'un espace métrique est séparable s’il existe un sous-ensemble D c

E dénombrable et dense.

Théoréme 1.2.1 Soit E un espace de Banach réflexif et soit (x,), une suite bornée dans E.

Alors il existe une sous-suite extraite (xp, ) qui converge pour la topologie o (E, E*).

Démonstration. Voir [2]. m

1.3 Espaces [’(QQ):1<p<oo0

On désigne par L!(Q) 'espace des classes des fonctions intégrables sur Q a valeurs dans
R.

Lespace vectoriel L' () devient un espace complet muni de la norme :
el 1 0 = f ()] dx.
Q
Si p e Ravec 1 < p < oo, on définit 'espace des classes de fonctions L”(Q) par :

L”(Q)z{u:Q—»IR{, u mesurable etflu(x)lpdx<oo}.

On munit cet espace vectoriel de la norme

lullzr) = (flu(x)lpdx)
Q

= =

qui le rend complet.

Si p = 0o, on définit :
L*Q) = {u :dC > 0, telle que u est mesurable et |u(x)| < C}.
Cet espace vectoriel est complet pour la norme :

lull foo ) = inf{M> 0, lu(x)| < M p.p. sur Q}.



1.4. Espaces de Sobolev

Remarque 1.3.1 Lespace L2(Q) muni du produit scalaire

(u, v):fuvdx, u,ve L?(Q)
Q

est un espace de Hilbert et l'espace L™ (Q)) est un espace de Banach.

1.4 Espaces de Sobolev

Définition 1.4.1 (Dérivée faible) On dit que u est dérivable au sens faible dans L*(Q), s'il

existe une fonction w € L*>(Q), telle que Vv € C5°(Q) on ait

fu(x)d”(x) dx:—fv(x)w(x)dx. (1.1)
dx
Q Q

Cela revient a dire que % = w(x) au sens des distributions.

Espace W17 (Q)

Soit 1 < p < oo. On définit I'espace vectoriel whpP(Q) par:

d
whP(Q) = {u € LP(Q), tel que : ux) L”(Q)} .
Lespace W (Q) muni de la norme
lul il + | 24
wbhpQ) = LP(Q)
Q) dx Q)

est un espace de Banach. On pose

H'(Q) = wh?(Q).

Espaces WP (Q)

Pour m =2, 1 < p < oo, on définit WP (Q) par :

dk
W™P(Q) = {u e W LP(Q), tel que d—lZ eLP(Q), k< m}
X



1.5. Espaces de fonctions a valeurs vectorielles

k
% est la dérivée faible d’ordre k de u au sens de la définition (1.4.1). C’est un

ou ke N et

espace de Banach muni de la norme :

d*u

lulwmpy = lullpo) + Y T

k<m

LP(Q) .
On pose

H™Q) = W™?(Q).

Remarque 1.4.1 Les espaces H™(Q), sont des espaces de Hilbert muni du produit scalaire

(dku d*v

T , u,ve H™(Q).
dxk dxk)L2(Q)

(u, V) gy = (U, V 2y + )
k<m

1.5 Espaces de fonctions a valeurs vectorielles

Définition 1.5.1 Soient1 < p < oo et X un espace de Banach, si p est fini on définit L (0, T; X)

par:

T
LP(0,T;X) = {u: [0, T] — X mesurable, telle que f IIullf(dt < oo}
0

ou [0, T'] est un intervalle de R. On munit cet espace de la norme :

T
_ p d
lullzro,rxy = | | luly dt
0

Si p est infini, alors on définit

L®(0,T; X) = {u:]O, T|— X mesurable, telle que sup ess| ull x <oo}.
te[0,T)

On le munit de la norme

lullpoo(o, ;%) = sup ess|lu(t)lx.
te[0,T]

Théoréme 1.5.1 Les espaces L” (0, T; X) munis des normes précédentes sont des espaces de

Banach pour p € [0,00].



1.5. Espaces de fonctions a valeurs vectorielles

Démonstration. Voir [2]. m
On peut, comme dans le cas d'une fonction réelle définir la dérivée au sens classique ou

au sens généralisé d'une fonction a valeurs vectorielles.

Définition 1.5.2 C([O, T],X) = {u : [0, T] — Xcontinuei.e. |u(t)—u(ty)| tend vers zéro quand

t tend vers to}. Si pour tout ty € [0, T1, la limite suivante existe dans X
U (o) = lim l[u(z: + 1) — u(k )]
o) = lm - 0 0

alors on dira que u est dérivable au sens classique et si de plus, la fonction t — u'(t) est
continue on dira alors que u appartient a C' ([0, T1, X). De fagon générale, pour k = 1 entier,

on peut définir :

Ck(10, 71, X) = {ue ¢*1 (10, 1, X) tel que u® € C((0, T}, X)}.

1.5.1 Inégalités

Lemme 1.5.1 (Inégalité de Holder) (Voir [1)]) Soit 1 < p < oo; on désigne par q l'exposant
conjugué de p définie par
1 1
q-= P cestadire —+—=1.
p-1 p

SiueL?(Q) etve L9(Q), alors uv e L (Q) et

flu(x)v(x)ldxs lullzrllvlizaq)- (1.2)
Q

Corollaire 1.5.1 Sip = q =2 on obtient l'inégalité de Cauchy-Schwarz

f U vldx < el 10l 2 - (1.3)
Q

Lemme 1.5.2 (Inégalité de Young) Soient1 < p,q <oo, + + X =1 eta,b = 0. Alors pour tout

1
P q
n>0,

ab <na? + C, b7

8



1.5. Espaces de fonctions a valeurs vectorielles

Démonstration. Voir [5]. m

Remarque 1.5.2 pour p = q =2, l'inégalité précédente s'écrit sous la forme
b2

(1.4)

b<na®+—.
ab<na pom

On introduit ensuite :
H;} (Q) = adhérence de D(Q) dans H' (Q),

= sous-espce deH' (Q), des fonctions "nulle" sur 4<).

Lemme 1.5.3 (Inégalité de poincaré). Soit Q un ouvertR" que l'on supposons borné, convexe
et de frontiere suffisamment réguliere. Alors, il existe une constante Cq > 0, telle que :

lullr2) = CallVull2q),

pour toute fonction u € H(} Q).
Lemme 1.5.4 (Inégalité de Gronwall). Soient @ une fonction non-négative de L'(0,00) et g

une fonction de L*°(0,00). Soit 3 une constante positive ou nulle. Si

t
g(t) S,B+fa:(s)g(s)ds;
0

alors .
g < ﬁexp(fa(s)ds).
0



1.5. Espaces de fonctions a valeurs vectorielles

1.5.2 Quelques formules utiles :

Lemme 1.5.5 (Formule de Green). Pour tout u € H*(Q) etve H' (Q), ona

fAuvdx:—fVqudx+fa—uvds,
on

Q Q 0Q

ou

ol on est la dérivée normale de u le long de 0Q) a dirigée vers l'extérieur.

Lemme 1.5.6 (Formule de Leibniz). Supposons que f(x,y) et % sont continues Sur un
rectanglea < x < b, c < y < d, et supposons que u(x) et v(x) sont des fonctionsdea<x<b

dans c < y < d telles que u' et v' sont continues sur a < x < b. Alors

v(x) v(x)
d _ ey / of
e (f)f(x,y)dy—f(x,v(x))V(x) f(x,u(x))u(x)+(f)—ax(x,y)dy.

1.5.3 Résultats de compacité

Le résultat de compacité générale dans '’espace de fonction a valeurs vectorielles est

donné par le célebre théoréme de Lions-Aubin.

Définition 1.5.3 Soient (X, ||.lx) et (Y, |.lly) deux espaces normés.
(1) X —continue Y, Signifie X c Y avec l'injection continue c'est-a-dire :

dc>0, ully <clullx, Yue X.

(2) X —compacte Y, Side toute suite bornée dans X, on peut extraire une sous suite converge

dansyY.

Théreme 1.5.3 Soient Xy, X et X trois espaces de Banach avec Xy < X c X;. On suppose que
lVinjection Xo = compacte X = compacte X1-

Soit1 < po, p1 < oco. On suppose X et Xy sont réflexifs et on définit :
W= {u € LP°(I; Xo), u' € LP (I Xl)},

10



1.6. Méthode de Faedo-Galerkin

muni de la norme :
!/
lullw = llwll Lror;xy) + N 1 L1 (1;x7),

leI‘S W Qcompacte Lp(] (I; X).

Démonstration. Ce théoreme est classique , pour sa démonstration nous renvoyons le lec-

teur au livre de J. L. Lions [6]. =

1.6 Méthode de Faedo-Galerkin

La méthode de Galerkin est une méthode, ou plutot une famille de méthodes tres géné-
rale et tres robuste. Son idée est la suivante, partant d'un probleme variationnel posé dans
un espace de dimension infinie, on procede d’abord a une approximation dans une suite
de sous-espaces de dimension finie. On résout ensuite le probléme approché en dimension
finie, ce qui est en générale plus facile de résoudre directement en dimension infinie. En-
fin, on passe d'une facon ou d’'un autre a la limite quand on fait tendre la dimension des
espaces d’approximation vers 'infini pour construire une solution du probléme de départ.
Il convient de noter que, outre son intérét théorique, la méthode de Galerkin fournit égale-

ment dans certains cas un procédé constructif d’approximation.

Définition 1.6.1 Soit V un espace de Hilbert séparable et {V,},,en+ une famille d’espace vec-
toriels de dimension finie vérifiant les axiomes :

DV,cV,dimV, <oo;

2) V, — V quand n — oo. Au sens suivant : il existe V,, sous-espace dense dans 'V, tel que
pour tout u € Vy, on peut trouver une suite {u,} nen Vérifiant: pour toutn,u, € Vyetu, — u

dans V lorsque n — oo. Lespace V,, s‘appelle une approximation de Galerkin d’ordre n.

1.6.1 Leschéma dela méthode de Faido-Galerkin

Soit (P) le probleme exact pour lequel on cherche a montrer I'existance d'une solution

dans I'espace de fonction construit sur un espace de Hilbert séparable V. Soit u la solution

11



1.6. Méthode de Faedo-Galerkin

unique du probleme (P).

Apreés avoir fait un choix d'une approximation de Galerkin V,, deV, il convient de définir un
probleme approché (P,) dans I'espace de dimension finie (V},) ayant une unique solution
(u;). Le déroulement de I’étude est alors le suivant :

Ftape 1 : on définit la solution u,, du probléme (P,,).

Ftape 2 : on établit des estimations sur u,, (dites estimation a priori) pour montrer que u,,
est uniformément bornée.

Etape 3 : par l'utilisation des résultats que u,, est uniformément bornée,il est possible d’ex-
traire de {u,} en+ une sous suite {u),},en+ qui a une limite dans la topologie faible des es-
paces qui interviennent dans les estimations de I'étape 2. Soit alors u la limite obtenue.
Etape 4 : on montre que u est une solution de probleme (P).

Etape 5 : résultats de convergences fortes.

1.6.2 Stabilité de I'énergie

Il existe plusieurs degrés de stabilité que I'on peut étudier. Le premier degré consiste a

analyser simplement la décroissance de I'énergie des solutions vers zéro, i.e
E(t) — 0O lorsque t — oo,

c’est ce que I'on appelle la stabilisation forte.
Pour le second, on s'intéresse a la décroissance de 1'énergie la plus rapide, c’est-a-dire

lorsque celle-ci tend vers 0 de maniere exponentielle, i.e
E(t) < Cexp(—f1),Vt>0,

ol C et B sont deux constantes positives avec C qui dépend des données initiales.
Quant au troisieme, il étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles la décrois-

sance des solutions n'est pas exponentielle, mais du type polynomial par exemple :
C
E(t) s —,¥Vt>0,
ta

ol C et a sont deux constantes positives avec C qui dépend des données initiales.

12



Chapitre

Etude de 'existence et 'unicité de la

solution

Dans ce chapitre nous intéressons a I’étude de I’existence et 'unicité de la solution d'un
systeme couplé des équations des ondes non-linéaires viscoélastiques en utilisant la mé-

thode de Faedo-Galerkin.

2.1 Systéme couplé d’équations des ondes

Les équations des ondes modélisée des phénomeénes de propagation d’ondes ou de vi-
bration. Par exemple, en deux dimensions d’espace c’est un modele pour étudier les vibra-
tions d’'une membrane élastique tendue. Au repos, la membrane occupe un domaine plan
Q de frontiere I', sous 'action d’'une force normale a ce plan d’intensité f, elle se déforme et
ses déplacements normal sont notés u et v. On suppose qu’elle est fixée sur son bord, ce qui
donne une condition aux limites de Dirichlet.

Le systeme couplé d’équations des ondes dont u et v sont des solutions est donnée par



2.1. Systeme couplé d’équations des ondes

le probléme suivant :

up(x, ) —Au(x, t) + fi(u,v) =0 dans QxR*
(2.1)
Ver(x, 1) — Aulx, 1) + fo(u,v) =0 dans QxR
avec les condition au limite d type Dirichlet et les conditions initiales suivantes :
u=v=0 sur I'xR*Y
Lux,0)=uy(x) , u;(x,00=u;(x) dans Q (2.2)
v(x,0) =vo(x) , vix,0)=0v1(x) dans Q.

Le probleme aux limites précédent modélise, par exemple, la propagation au cours du temps

du déplacement vertical d'une membrane élastique.

2.1.1 Systeme couplé des équations des ondes amorties

Si la vitesse de mouvement est retardé par une force d’amortissement viscoélastique
proportionnelle a la vitesse de la membrane. Du point de vue mathématique, c’est le terme

mémoire suivant qui est responsable de cette amortissement pour chaque équation

t
fgl(t— T Au(t)dr,
0

et

t
fgg([—T)AU(T)dT
0

respectivement.
Ce terme mémoire tient compte de toute la préhistoire du matériel a travers un noyau
appelé fonction de relaxation en théorie de viscoélasticité. Dans ce cas 1a, on obtient le sys-

teme couplé des équations des ondes intégro-différentielles :

14



2.2. Formulation variationnelle

t
U (x, ) —Au(x, t) +fg1(t—T)Au(x,T) dt+ fi(u,v)=0 dans QxR*
0
t
v (x, 1) — Av(x, t)+fg2(t—T)Av(x,T) dr + fo(u,v)=0 dans QxR*
0 2.3)
u=v=0 sur I'xR"
u(x,0) = up(x), us(x,0) = up(x) dans Q
v(x,0) = vo(x), ve(x,0) = v1(x) dans Q

ol g et g» sont des fonctions de relaxation, et les fonctions uy, u;, vy et v; sont des données

initiales.

2.2 Formulation variationnelle

Soient QQ un ouvert de R” et une fonction w € H& (Q). Multiplions les équation de (2.3)

par la fonction w et intégrons sur 2, on obtient :

fu”wdx—fAuwdx+f
Q Q

Et d’apres le théoréme de Fubini, on peut écrire :

t
wfgl(t—T)Au(T) dr dx+
0

fwfl(u, v)dx =0,

Y Q : Q
fvttwdx—fAvw dx+fwfj2(t—T)Av(T)dex+fwfz(u, v)dx=0.
Q Q Q 0 Q

t
fu”wdx—fAuwdx+fg1(t—T)fwAu(T)dr dx+ff1(u, VNwdx=0,
Q Q 0 Q Q

f vttwdx—f

Q Q

t
Avw dx)+fg2(t—r)fwAv(T)dT dx+ff2(u, Nwdx=0.
0 Q Q

15



2.3. Existance et unicité de la solution

Maintenant d’apres la formule de Green et la condition u = v = 0 sur I’ x R*, on trouve :

t
(U, w) +(Vu,Vw) —fgl(t—r)Nu(r),Vm dr + (fi(u,v),w) =0,
0

t
(Ui, Wy +(Vu,Vw) —fgz(t—r)Wv(r),Vw dr + (fo(u,v),w) =0,
0

ou (:,-) represente le produit scalaire dans L2(Q).
On peut poser le probléme variationnel associé a (2.3) de la facon suivante :
pour (ug, vp) € H*(Q) N Hy (Q) et (ug, v1) € Hy(Q), on cherche u et v e a valeurs vectorielles

tels que:

t
(Ugt, w)+<Vu,Vw)—fg1(t—r)(Vu(T),Vw)dr+(fl(u, v),w) =0 ‘v’weHé(Q)
0

t
(Vtt, W>+<Vv,Vw>—fgz(t—r)<Vv(r),Vw>dT+<fz(u, v),w) =0 VYwe Hy(Q)
0

4 (2.4)
u(x,0) =up(x) , ui(x,0)=u;(x) dans Q
v(x,0)=1vo(x) , vx,0)=rv1(x) dans Q,
pour € R,

2.3 Existance et unicité de la solution

Afin de démontrer notre résultat d’existence et d'unicité de la solution du systeme (2.3),
nous supposons que les fonctions de relaxation g; :]0, +oo[— R vérifiant les hypothéses
suivantes :

(H1) g; : R* — R*(i=1,2) sont des fonction bornée de classe C 1 telles que:
gi(0) >0, l—jgi(r) dr=1;>0.
0

(H2) Il existe deux fonctions continues non-décroissantes ¢1,¢, : R — R™ telles que :

g =-&Mgit), t=20  i=1,2
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2.3. Existance et unicité de la solution

Pour les fonctions fiet f> on suppose la condition suivante :

(H3) f; : R> — R (pour i=1,2) sont de classe C! et il existe une fonction F telle que :

dF dF
filx,y)= Ix flx,y) = a

et
F=0 xfilx,+yfalx,y)—F(x,y) =0,

s o (2.5)
| ﬁ;;c s fl;; D)<a@eiaf sipfe) vy e

avec d > 0 constante et ;1 = 1,(x—2)f;; <npour i, j=1,2.

et |+

Le résultat d’existence et d'unicité de lq solution est donné par le théoreme suivant :

Théréme 2.3.1 Soient (uo, u1), (vo, v1) € (H*(Q)NH} (Q)) x Hy (Q) et supposons que (H1)-(H3)

sont vérifies, alors le probleme (2.3) admet une solution unique (u, v) telle que :
u,ve L°(RY, H*(Q)n Hy(Q)) nw*®(R*, Hy(Q)) nw"®(RY, L*(Q))
pourtoutt =0.

Remarque 2.3.2 L'idée principale de la démonstration repose sur la méthode de Faedo-Galerkin.
Cette méthode fournit un procédé constructif d’approximation. Nous donnons d'abord un

lemme qui sera un support a la démonstration du théoreme|2.3.1

Démonstration. Soit 'espace V = Hé (Q) un espace séparable. Pour construire I'approxima-
tion des problemes en dimension finie, on restreint simplement la formulation variation-
nelle a l'espace V,, que 'on appelle espace de Galerkin. Montrons l'existence d'une
solution pour ce probléeme en dimension finie.

Etape 1 : (Approximation)

Soit {w;}32, un systeme orthonormale dans H(} (Q) pour chaque n € N*, on note par :

V,n = vect {wl, wo, ... wm} I’espace engendré par {w,, wo, ...w,,}. On cherche une solution ap-

prochée de la forme :
m
u™(x, ) =) him(Ow;jx), xeQ, teR*
i=1

m
v x, ) =) kjim(Dwjx), x€Q, teR*
i=1

17



2.3. Existance et unicité de la solution

vérifie le probleme approché dans V,, suivant :

t
(ut(6), wy +(Vu™(1),Vw) —fgl(t—r)Num(T),Vlw dr+{fiw™,v™),w) =0,
0

4 " (2.6)
(v, w) +(Vv™(1), Vw) —fgz(t— (Vu™ (1), Vw) dt +{fo(u™,v™), w) = 0.
0
Ywj€ Vi, j=1,2,..,mavecles conditions initiales
m
u"(0) = upm, = ) _{aj,wj)wj— uy lorsque m-—oo dans H?(Q) mH&(Q)
j=1
m
v"(0) = vy, = Z(bj, wjwj— vy lorsque m-—oo dans H?(Q) r‘uH&(Q)
4 m 2.7)
u"(0) = up, = ) {cj,wj)wj — u; lorsque m— +oo dans L*(Q)
i=1
Jm
vH0) = vy, = Z(dj, wj)w; — vy lorsque m-— +oo dans L*(Q)
j=1

Les équations conduisent a un systeme d’équations différentielles ordinaires avec m
les fonctions h; ,, et kj,, inconnues ou j = 1,2,...m. D’apres la théorie des E.D.O. le systeme
(2.4) va admettre une solution sur [0, £;,].
Maintenant les estimations a priori ci-dessous permettant de prolonger la solution dans R,
c’est adire t;,;, = +oo.

Etape 2 : (Estimations a priori)
Premiére estimation a priori. On prend w = u}"* dans la premiére équation de (2.3),

et w = v;" dans la deuxieme équation de (2.3), on aura:

t
<u§’}(t),u?1(t)>+<Vu’”(t),Vu§"(t)>—fgl(t—T)(Vu’"(r),VuT(thH<f1(u’”, v"™),ui"y =0
0
et

t
<v§7§(t),v}”(t»+<va(t),Vv?1(t)>—fgz(t—r)<va(r),VvT(t)>dr+<fz(u’", v"™), v =0.
0
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2.3. Existance et unicité de la solution

La somme de deux dernieres équations, nous donne :

za(llu”(t)lHIIVut (t)||)+2d (lvfr @I+ 1ve (o) + fF(u , v)dx
Q

(2.8)
:fgl(t—r)(Vum(T),Vu;”(t)) dT+fg2(t—r)(va(r),Vvl’77(t)> dr.

Il facile de voire que :

t t

fgl(t T(Vu (1), Vul' (1))dt - fgg(t (Vv (1), Vol (1))dt
0

t
=fg1(t T)—d—f (Vu™(x, 1) - Vu"(x, T)) dxdt
: 1 d
+fg2(t—r)EE (Vo™ (x, 1) - va(x,r)) dxdt - fgl(t ‘L') fqum(x N1%dxdt
fgz(t T) fle (x, H)>dxdt
fgl(t T)—IIVum(t) Vu(T)IILz(Q) dr + - fgz(t T)—IIva(t) Vu(r)||L2(Q) dr
1 d 1 d
_Efgl(t_T)E”vum(t)”iz(ﬂ) dT—Eng(t_T)E”vvm(t)HiZ(Q) dt
0 0

L t

d 1d

=5 g | UV OV O gy v 5 g [l DIV 0=V Ol dr
0 0

2.9)

1f 1 f

_Efgi(f—ﬂllvbtm(t)—Vum(r)llig(m dr—gfgg(r—r)uwmm_vym(r)”;m) dr
0

t

1 1 d
0
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2.3. Existance et unicité de la solution

En remplacant (2.9) dans (2.8), on obtient :

dl
(@1, +

dt2

t d m 2 m d 1 m 2
1= [ @10 dr IV 01, g, + 0 Va0 + 2o (107 01y,
0

4
+ (1 —fgz(r) dr) IVo™ (D117 + (&2 on’”)(t))
0

1 1 1 1
=5 (g1o VU™ D) = S @ MIVE" D120y + 5 (820 VYD) = S &IV (Dl 2 g,

(2.10)
avec .
t
(how)(t)=fh(t—r)||u/(r)—w(r)uiz(m dr, Vvel*Q).
0
On pose:
t
_l m 2 _ m 2 m
En(0) = S 1" Dz 0+ (1= [ 81(7) d|IVW™ (0l + (810 V™) (0
0 2.11)

t
1
5| v;”(t)||§2(m+(1—fgz(r) dT)HVVm(l‘)”%z(Q)+(820Vym)(l‘)+fF(um, v™)
0 Q

et d’apres (2.10), on trouve :

d 1 1 , 1 1 )
EEm(t) = E(gi oVu'™) (1) - ggl(t)IIVum(t) ||Lz(Q) + E(gé oVv'™)(1) - igz(t)IIva(t) ||L2(Q)

(2.12)
et par 'hypothese (H2), on trouve :
d
—E,(0) =<0 2.13
PT, m (1) (2.13)
En intégrant (2.13) entreOet fona:
Ep() < Ep(0) < c (2.14)

ou ¢ est une constante positive indépendante de m € N et ¢, € [0, T]. Alors on déduit que
tm=T.

Deuxiéme estimation a priori. On prend w = —Vu}" dans la premiére équation de (2.4)
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2.3. Existance et unicité de la solution

et w = —-Vv}" dans la deuxiéme équation de (2.4), on aura:

A t
1d
EE[W”T”%Jr(1_fg1(3)ds)lmum||§+||Vl’;n”g+(1—fgz(S)ds)llAva%+gloAum
0 0
+g2000"| = (g0 0u™) - S0 IAW"IE + - (g5000™) - S g0 AV™13

1
1
+f(f1(um, vm)Au}”+fg(um,vm)Av;”)dx
Q
< (fl(u’”, v"™Aul + fo(u™, vm)Au;”)dx.

Q
(2.15)

Donc, on intégrant entre 0 et ¢, on obtient :

t t
1d
EE[IIVLL;”II%+(l—fgl(s)ds)llAum||§+||VU§”||§”+(1—fgz(s)ds)llAvmllg+gloAum
0 0
1
+g20 80" | = 3| IVU]" I3+ 18ug I+ 1V I+ 1AV 13

+f(f1(um, v"™Au™ - fi(ul", viHAugt + ™, v™Av™)
Q

¢
0 0
_fz(u(')n,U?)Avgl)dx—ff(a—g(um’ym)u't”Aum+a—{}l(um’ym)y;"Aum
0 Q

of>

+ _—

ou

d’apres inégalité de Young, on a:

0
W™, v"™MuAv™ + a—fz(um, vm)v;”Avm)dxds
v

[ fwrm mauraxsk [ (jum)+ ol o) (s ax
Q Q

55||Aum||§+§f(|um|2+|vm|2+|um|2ﬁn+|vm|2ﬁ12)dx
Q

I e T e T o P e P
c

<5|Au™|? +
I 5 5

d’apres I'inegalité de Holder, on a:

Jl sdf(1+|um|ﬁ“_1+|vm|ﬁ12_1)|u;”||Aum|dx
Q

< d(lu? I+ 1™ 55 " g, + 10155, 1or g, ) 8™,

21



2.3. Existance et unicité de la solution

D’aprés I'inegalité de Young, on obtient :
=1+ [ Va5 vumid= ) [V aum,
< e vu | aulz <o Va3 + e aums
D’aprés le lemme de Gronwall, on aura:
t
IIVuZ”||§+I|Au’”||§+IIWQ”||§+IIAvaI§SC+Cf(IIVu2"||§+IIAum||§+IIVUTII§+IIAvaI§)dx
0
on obtient I'’estimation suivant :
Va5 + | Aw™ 13 + |V + |av™2 < C, Viel0,Tl, meN  (2.16)

Ftape 3 : (passage 4 la limite). D’aprés les estimations (2.14) et (2.16) , on déduit que :

w15+ lvl5 < C, Vtel0,T], meN (2.17)

A partir 2.15) et (2.17), on aura :

(u™), (v™) est uniformément bornée dans L>(0, T, H& Qn Hg Q),

1 @™,  estuniformémentbornéedans L0, T, H;(Q)), (2.18)

(i), Wi est uniformément bornée dans L0, T, [2(Q)).

Dong, il existe des sous-suites de (©) et (v™), vérifiants :

™ —u et (v™)— v faible étoile dans L™(0, T, Hy(Q) N Ha(Q)),
(u) — u; et (v/") — v, faible étoiledans L*(0,7, H& Q), (2.19)
(ul)) — uys et (vy;) — vtt faible étoile dans L*>(0, T, L% ().

Maintenant, on sait que l'injection H& (Q) — L°(Q) est compact pour 2 < s <2n/(n-2) si

n=3ous=2sin=1,2, cest-a-dire pour tout ® € Hé (Q) il existe ¢ > 0 une constate on a

[Pls < clIVD]5. (2.20)
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2.3. Existance et unicité de la solution

D’ot, l'injection H& Q) — [2(Q) et compacte. Donc, on peut donc appliquer le théoreme
de compacité de Aubin-lious avec : By = Hy (Q) et B = B; = L*(Q) et pg = p; = 2 c'est-a-dire

gqu’on peut extraire deux suites telles que :

W™ —u et (") — v fortedans L%(0, T, L*(Q)). (2.21)

Alors,

(w™ —u et (v™) — v presque partout (0,7T,L*(Q)) (2.22)
et donc, d’apres ’hypothese (H2), on a
fi(u™, v"™) — fi(u, v), presque partout (0, T,I12(Q) i=1,2. (2.23)

Aussi, comme u", v™ sont bornées dans L (0, T, L((2)), alors en utilisant toujours ’hypo-
thése (H2) et comme on obtient f; (u’”, vm) sont bornées dans L°(0, T, L2(Q)) pouri=1,2.
Les convergences (2.19) et (2.21) sont suffisent pour passer a la limite dans (2.4), pour

obtenir :

t
(W), wy +(Vu(®)™, Vw) —[gl(t— )(Vu" (1), Vw) dt + (fi(u™, v™), w) =0,
0

t
(v (), wy +(Vu" (1), Vw) —fgz(t—T)<VVm(T),Vw> dr+{fo(u™, v, wy=0 Vwe Hy(Q).
0
Par conséquent :

t
(U (1), wy +(Vu(r),Vw) —fgl(t—r)<Vu(r),Vw> dr+(fi(u,v),w) =0,
0

t
(vn(t),w)+<Vu(t),Vw)—fgg(t—r)(Vv(r),Vw) ar + (fo(u,v),w)y=0 Ywe H&(Q).
0

D’oti I'existance de la solution du probleme (2.3).
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2.3. Existance et unicité de la solution

Unicité de la solution. Soient z et y deux solutions du probléme telles que :
z,y € L®([0, T1; H*(Q) n H, (Q))
21,y € L([0, T1; Hy ()

Zet, Ve € L(10, T1, L*(Q)).

1 1 2

Alors, sionpose z=u" — u? et y=v" —v° vérifier:

t
(zZ¢1, W>+(Vz,VLw—fgl(t—r)NZ(T),Vu»dH<f1(z,y),W> =0,
0
. (2.24)
(Yets w>+<Vy,Vw>—fgz(t—r)Wy(r),Vw)dH<fz(z,y),W> =0, w e Hy(Q).
0

On prend w = z}"* dans la premiere équation de (2.24) et w = y; dans la deuxieme équation

de (2.24), on obtient :
t t
1d 2 2 2 2
S 12+ (1= [ @9ds) 1913 + 1yl + (1 [ go91ds)IVy15 + g10Vz+ g2y |
0 0

Sffl(uz, vz)—fz(u1,v1)+f(fz(uz, v2)zidx — folur, v1)y,dx)
Q

Q
(2.25)
Remarquons que :
t
—ffl(uz,vz)—fz(ul,v1)+ffz(uz, v2)zrdx — foluy, v1)yrdx
0 Q
< kf(1+ 1 P07 + P 4 oy P27 4 0o P2 7Y (2] + 1y 2l d x
Q (2.26)

By1—1 By1—-1 Boo—1 Byo—1
+kf(1+|u1| A7)+ |u| 72+ 1727+ w272 ) (2l + YD yeldx
Q

< c(lze13+ 1V I3+ lyel3 + 1V y13).

D’apres (2.25) et (2.26), on intégrant entre 0 et #, et en utilisant lemme de Gronwall, on

trouve :

Iz 115+ IV 215+ lyell5 + IV yll5 = 0. (2.27)

Etdonc: (u;, v1) = (U, v2) d’ol1 'unicité de solution pour notre probleme. =
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Chapitre

Comportement asymptotique de la solution

3.1 Introduction

Dans ce travail nous intéressons a l’étude du comportement asymptotique de la solution
d’un systéme couplé de les équations des ondes non-linéaire avec une dissipation visco-
élastique. Nous montrerons que la décroissance générale pour I'énergie du probleme (2.3)

quand le temps tend vers l'infini sous les hypotheéses (H1)-(H3).

3.2 Energie modifiée du probleme (2.3)

Multipliant la premiere équation de (2.3) par u;, la deuxieme équation de (2.3) par vy,
intégrons sur (2, et en sommant les deux résultats, on obtient :

t

fututtdx+fvtvttdx—[u,;Au(x, t)dx—fvtAv(x, t)dx+futfgl(t—T)Au(T)dex

Q Q Q Q Q 0
t

+fUtfgg(t—r)Av(T)drdx+futfl(u, v)dx+fvtf2(u, v)dx =0.

Q 0 Q Q
(3.1)



3.2. Energie modifiée du probléme

Les termes en (3.1), sont estimés comme suit :

Le premier et le deuxiéme terme :

1d
fututtdx+fvtv”dx:Ea(”ut”?-” 1/[||§) (3.2)

Q Q
Le troisiéme et le quatriéme terme : En utilisant la formule de Green et la condition au

limite, on obtient :

—futAu(t)dx—fvtAv(t)dx:fVutVu(t)dx+vat.Vv(t)dx
Q Q Q Q (3.3)

1d
= s (IVu 5+ [ve]3).

Le cinquiéme et le sixieme terme :

t
ffgl(t—T)ut(t)Au(T)drdx+ffgg(t—T)vt(t)Av(T)drdx

Q0 Q0

t
:fgl(t—r)fut(t)Au(T)dxdT+fg2(t—T)fvt(t)Av(T)dxdT.
0 Q 0 Q

D’apres la formule de Green et le condition au limite, on a :

t
[fgl(t—T)ut(t)Au(T)dex+ffg2(t—T)vt(t)Av(T)dex

Q0 Qo0
t
—fgl(t—r)fVut(t)Vu(r)dxdr—fgz(t—r)va[(t)Vv(r)dxdr
0 0
t
:fgl(t—r)fVut[Vu(T)—Vu(t)]dxdr—fgl(t—r)fVuNu(t)dxdT
. o ) (3.4)
—fgg(t—r)vat[Vu(r)—Vv(t)]dxdr—fgg(t—r)vath(t)dxdr
1 t
:E(fgl(t ‘L')—f|VLL(T) Vu(t)] dxdr——fgl(t T)—fIVu(t)I dxdr
0

t
d 2 2
+0fg2(t—r)a!|Vv(T)—Vv(t)| dxdr—ofgg(t—r)allwz(t)l dxdr)
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3.2. Energie modifiée du probléme

[ t
= %([&(t—r)ﬁvu(r)—Vu(t)lzdxdr+fg2(t—r)f|vy(r)_vy(mzdxdT
0 Q 0 Q
t 4 ¢
_fgi(t_r)flvu(r)_v”(mzdx‘h_Efgl(t—r)fIVu(t)lzdxdr
0 Q 0 )
t 4 ¢
_fgé(t—r)fIVv(r)—Vv(t)|2dxdr—Efgz(t_r)fwv(t)lzdxdr
0 Q 0 )
t
+fgi(l‘—T)flvu(l‘)lde+gl(t)fIVu(t)Izdx
0 Q Q

t
+fgg(t—r)f|w(t)|2dx+gz(t)fwv(mzdx)
0 Q Q
d (1 , ,
:—(—fgﬂt—r)IIVu(r)—Vu(t)llzdr—fg1(t—r)||Vu(t)||2
dr\2
Q Q
+1 (t—=7) Vo) = Vu()l5dT - _DIVu@OIE) + = vu()ls
> [ &= DIVv@ - Ve 3dr - [ gt -DIVe@I) + 5 (g01Vv1;
Q Q

1
fg{(t—r)nw(r) —Vu()5dT + g1 (DIIVu(t) |5 - Efgé(t—T)IIVv(T) —wmuédr).
Q Q

Donc, en substituant (3.2)—(3.4) dans (3.1), on obtient :

gg(llurllﬁﬂlw(t)n% lvell3 +IVeol3

+fg1(t—r)||w(r)—Vu(t)ugdr+fg2(r—r)||w(r)—vU(r)ugdr)
Q Q
d 2 2 1 2
-2 ( [ ae-nivuni- [ ge-nivewig)« 3 (soiveos
Q Q

—fg{(t—r)nw(r)—Vu(t)u%dr—fgg(t—r)nwm—vV(t)u%dr+g2(t)||w(t)||§) =0
Q Q

(3.5)
Alors,

t

d1 !

el + (1 _fo gl(r)dr) |[Vu)|3 +fg1(t—r) [Vu@ - Vu®|;de
0

(3.6)

+leell; +

t
t
1—[0 gz(r)dr)||w(t)||§+fgz(t—r)||w(r)—W(z)||§dr]
0

27



3.3. Décroissance générale

t
1
=2 Ug;(r—r) [Vu) - Vu) |5ds - 10| Vu||;
0

t
+fg§(t—r)||w(r) —Vu()+||5dT - g:(1) ||Vz»(t)||§].
0
On pose

1 2 t 5 1
E(r)=5||ut||2+(1—f0 gl(r)dr)||Vu(t)||2+E(glovmm

1, 2 t , 1 (3.7)
5|| ut||2+(1—f0 gz(r)dr)||Vv(t)||2+E(gZOVv)(t)+fF(u, v)dx,

Q

ol

4
(hoy) () :fh(t—r)nw(t) ~YDIq dr,  VreF(Q).
0

La fonctionnelle E(f) représente 1'énergie modifiée du probleme (2.3). Donc, d’apres (3.6),

ona:
1
E’(l‘)=§(giOVM)(t)—gl(t)”Vu(t)”;+(géovv)(l‘)—gz(t)”VU(t)”;], t=0 (3.8

ce qui implique

E'(1) s %[(g{ow)(t) +(goVu)(n] =0, vezo.

3.3 Décroissance générale

Notre objectif dans cette section est de montrer que I'énergie associée au probleme (2.3)

décroit de une maniere générale vers zéro quant ¢ — +oo.

Remarque 3.3.1 Ilestclair que la dérivée de I'énergie modifiée est de signe négative. On construit

une fonctionnelle de Lyapunov F qui doit vérifier une inégalité de la forme :

d
EF(t) <-Co¢(D)F(t), t=0

ou Cy est une constante positive. Cette inégalité donne le taux de décroissance générale de

F(t). Pour passer a E(t) nous aurons besoin d’'une relation d’équivalence entre les deux.
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3.3. Décroissance générale

On pose:

F(t)=E(@®) +e1yp(t) +e2x(1),

ou € et €, sont des constantes positives qui seront déterminé par la suite avec

w(t):fuutdx+fvvtdx,

Q Q

t t
et y(1) :—futfgl(t—s)[u(t)—u(s)]dsdx—fUtfgz(t—s)[v(t)—v(s)]dsdx.
Q 0 Q 0

Le premier résultat donne une équivalence entre F(f) et E(t).

Proposition 3.3.1 [l existe deux constantes positives a; et a, telles que
a1 F(t) < E(f) < axF(1),
pour toutt = 0.

Démonstration. On a

t
F(p) :NlE(t)+51fuut dx—ezfutfgl(t—r)[u(t)—u(r)]drdx
Q Q 0

t
+£1fvvt dx—sgfvtfgg(t—r)[v(t)—v(r)]drdx.
Q Q 0
En utilisant I'inégalité de Young, on obtient :

&1 +E
= (luelz+ o)

+% [f(j g1t —1)[u) - u(T)]dr)de+f(j gt-1)[v®) - v(r)]dr)zdx],
Q 0 0

Q

F() = ME@ + 2 ([uc [+ o)) +

Maintenant, on estime le quatriéme terme de membre droite de la relation (3.13).

t t
2 2
(fgl(t—r)[u(t)—u(r)]dr) +(fg2(t—r)[v(t)—v(r)]dr)
0 0

(3.9

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

t 3
2 2
:(f\/gl(t—r)\/gl(t—r)[u(t)—u(r)]dr) +(f\/gz([—‘[)\/gg([—‘[)[l)(t)—U(T)]d‘[) ,
0 0
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3.3. Décroissance générale

et par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous obtenons :
t ) t )
(fgl(t—r)[u(t)—u(r)]dr) dx+(fg2(t—r)[v(t)—v(r)]dr) dx
0 0
t t
1 2 112
5((fgl(t_T)dT)z(fgl(t—T)|u(t)—u(r)| dr)z)
0 0
t t
1 2 1,2
+(([gz(t—T)dT)z(fgz(t—r)|v(t)—v(r)| dr)z)
0 0

t t t t
S(fgl(t—T)dT)(fgl(f—T)|U(t)—u(-[-)|2d‘[)+(fgz(t—‘[)d‘[)(fgg(f—'[)|U(t)—y(T)|2dT)

0 0 0 0
(3.14)

t t
<a- ll)(f git—D|u) - umdr) + (- lz)(f @t-1)|v(®) - v dr).
0 0

En substituant (3.14) dans (3.13), ensuite en utilisant 'inégalité de Poincaré, nous aboutis-

sions a N
£ £ £
F() SN (1) + = 2(||ut||§+||Vr||§)+glcp(||V’/¢(f)||§+||Vv(t)||§)
e2(1- 1) £2(1- 1) (3.15)
+ > Cp(gloVu)(t)+ Cp(gZOVv)(t).
Comme%(||ut||§+||vt||§)5E(t),alorsona
o 282 (lucll3+ ve]l3) = &1 + 2B, (3.16)
De la méme maniere, nous avons :
€ € €
écp(”wm”g + Vo) < (l—llc,,+ l—zlcp)E(r), (3.17)
1-1 1-1
2l > Ve govawn+ 282 e g ovin < [£201 - 1)C + 2201~ )G, | E(1). (3.18)

Alors, I’équation (3.15) donne :

F(t)<|Ny + + (g1 +£2) +£2(1 = 1)) Cp + £2(1 - lg)Cp]E(t) < B1E(0),

1 12

. C C .. .
ouf =N+ gll—l” + 8112” + (€1 +€2) +€2(1 - 1) Cp + £2(1 = ) Cp, ce qui implique

E(t)=za,F(t), pour a;= ,Bi (3.19)
1
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3.3. Décroissance générale

De méme, de (3.14) et en utilisant I'inégalité de Young, on obtient :

+
S22 (uels + i)

P 2N B0 - 2 (|3 + [vo]3) -

! t
2 2
_“;_Z[f(fgl(t—r)[u(t)—u(r)]dr) dx+(fg2(t—r)[v(t)—v(r)]dr) dx]_
Q 0 0
D’apres (3.16), nous avons :

t
1-1
FO =N B0 - 2 (Juo3+ w0 |3) - 2l + o) - 252 [ grte=n]uto - um ar
0
a-1b) [
—ngzfgg(t—T)“l}(l‘)—U(T)“;d‘[.
0

En utilisant I'inégalité de Poincaré, on aura :

+
P 2N (0 = =22 w5+ |vel3) - S-Co [V |5+ [ Voo ]
1-1 1-1
- wcp(g1 oVu) (1) - %Cp(gzovw(t).
D’ot1, d’apres les relations (3.16)—(3.18), on arrive a :
C, &C
F() = { N - (gll Py Ell L+ (e1+£2) + £2(1= L)Cp + £2(1 - b)Cp | E(D), (3.20)
1 2

En choisissant €; et €, assez petit pour que

€1 C &1 C

P P
L I

a = +(81+€2)+€2(1—l1)cp+£2(1—lg)cp<1,

de telle sorte que :

F(t) = (N1 —a)E(1).

Alors,
1

Nl - '
Finalement, la combinaison de (3.19) et (3.2I), nous donne

E(f) = axF(f), pour ap=

(3.21)

a1 F(t) < E(t) < axF(1),

et cela acheve la démonstration de la proposition. m
Maintenant on dénonce et on démontre le résultat principal de stabilisation pour notre

probléme.
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3.3. Décroissance générale

Théoreme 3.3.1 Sous les hypotheses (H1)-(H3), il existe deux constantes positives C,w > 0

telle que t
—wff(S)ds
E(t)<Ce 0 (3.22)
avec
¢(r) =min (¢1(0),&2(0),  t=0. (3.23)

Nous donnons deux Lemmes qui seront un support pour la preuve de ce théoreme.

Lemme 3.3.1 Sous les hypotheses (H1) et (H2) la fonctionnelle

w(t):fuutdx+fvvtdx

Q Q

vérifie le long de la solution, l'estimation suivante :

d ! !
au/(t)s—Elf|Vu|2dx+fu%dx+c(gloVu)(t)—§f|w|2dx+fv%dx+c(g2ow)(r)
Q Q Q Q

—fF(u, v)dx

Q
(3.24)

pour toutt =0.

Démonstration. En utilisant (2.3), la différentiation de la fonctionnelle ¥ par rapport au

temps ¢ donne :

t
%w(t):fu%dx+fu(t)Au(t)dx—fu(t)fgl(t—r)Au(r)drdx
Q Q Q 0

t
+fvfdx+fu(r)Au(r)dx—fu(r)fgz(t—rmu(r)drdx.
Q Q Q 0
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3.3. Décroissance générale

Lutilisation la formule de Green et les conditions aux limites, nous donne :

t
%W(t) :fufdx—flVLt(t)lz+fVu(t)fg1(t—T)Vu(T)drdx
Q Q Q 0

t
+fvfdx—fwu(mz+fw(t)fg2(t—r)w(r)drdx
Q Q Q 0

t
sfufdx—llf|Vu|2dx+fVufg1(t—T)(Vu(r)—Vu(t))drdx
Q Q Q 0

t
+fv?dx—llf|w|2dx+fwfg2(r—r)(w(r)—W(r))drdx—fF(u, v)dx.
Q Q Q 0

Q
(3.25)

Maintenant, on estime le troisieme terme de membre de droite de la relation (3.25), d’apres

I'inégalité de Young, on a

t
fVu[gl(t—r)[Vu(T)—Vu(t)]drdx
Q 0

S5f|Vu|2dx+ %f(fgl(t—T)IVu(T)—Vu(t)ldr)zdx (3.26)
Q Q Q
S5f|Vu|2dx+§(g10Vu)(t),
Q
d’'une maniére analogue, on a:
t
vafgz(t—T)(VU(T)—Vv(t))drdxs5f|Vv|2dx+g(gzon)(t). (3.27)
Q 0 Q

pour 6 assez petit, la substitution de (3.26) et (3.27) dans (3.25) donne (3.24). =

Lemme 3.3.2 Supposons que les hypotheses (H1)-(H3) sont vérifier. Alors le long de la solu-

tionetpour0<é<1l,ona:

t t
d c c
a){(t) < —(fgl(s)ds—(‘)‘)fufdx+6cof|vu|2dx+S(gloVu)(t)—g(gioVu)(t)

0 Q (3.28)
—(fgz(s)ds—a)fu?dx+6cf|vm2dx+g(gzow)(t)—g(ggow)(t)
Q Q Q

pour toutt =0.
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3.3. Décroissance générale

Démonstration. La différentiation de y(¢) par rapport a ¢ en utilisant (2.3), donne :

a

t t
dt)((t):(l—fgl(s)ds)fVufgl(t—r)(Vu(t)—Vu(r))drdx
0 0

Q

t
2
+f(g1(t—T)IVu(t)—Vu(r)ldr) +ff1(u, v)fgl(t—r)(u(t)—u(r)drdx (3.29)
Q 0

Q
t t

—futfgi(t—r)(u(t)—u(r)drdx—(fgl(s)ds)fufdx.
Q

0 0 Q

En utilisant I'inégalité de young et lemme (3.3.1), on obtient :

t t t
2
(1—fg(s)ds)fVufgl(t—T)(Vu(t)—Vu(r))dtdx+f(fgl(t—T)IVu(t)—Vu(r)ldr) dx
0 Q 0 Q 0

< fquIzdx+ g(g1 oVu)(r)
Q

(3.30)
et
t
—futfg{(t—r)(u(t)—u(r)drdxsaf u?dx—g(g{ow)(t). (3.31)
Q 0 Q
D’aprés estimation de troisiéme terme de (3.29), nous utilisant la fonction :
IVull; + Vo5 < 2E(r) < 2E(0)
on obtient :
t
ffl(u, V)fgl(t—r)[u(t)—u(r)]drdx
Q 0
‘ 2
Sﬁc[(|u|2+|v|2+|u|2‘6“+|v|2ﬁ12)dx+§f(fgl(t—r)[u(t)—u(r)]dr) dx
Q Q 0
C
= oc(IVull + IVVI3 + IVul”™ + 1Yo + (810 Vi (1) (3.32)

_ _ C

= 5c(IVulE+ Vo3 + IVal P~ vul + vl 1||Vv||§)+5(glow)(r)
_ _ c

= oc(IVull + IVl + REOI ™ IVul + 2E©)1F= IVvI3) <(g1 0 V) (1

< &clVul?+5c|Vul2+ g(g1 oV u)(1)
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3.3. Décroissance générale

D’aprés (3.29) et(3.32), on obtient :

d 2 2 ¢ c
E}((t)s—(([gl(s)ds—é)([utdx+6c§[|Vu| dx+ g(gloVu)(t)—g(gloVu)(t)

+6cf|Vv|2dx
Q

pourtout=0. m

o N
Preuve du théoréme(3.3.1{ Pour tout ¢, > 0 fixé, soient gy = min ( g1(s)ds, g (s)d s),
0 0

N, =€) et €2 = 1. En utilisant (3.24), (3.25) et (3.30) pour 6 = 4clN2 ou / =min(ly, l»), on aura

d 1 1
EF(D 5—Zf(IVu|2+|Vv|2)dx—(N2g0—4—c—l)f(u§+ vf)dx—fF(u, v)
Q Q Q

42
.

4c¢?

N3 )81 0 Vi (1) + (3.0 Vo) (0.

1
N3 + c]l(g10 V(1) + (g20 Vo) (0] + (5 Ny

A ce point, nous choisissons N, assez grand pour que :
k=(N. ! 1]>0
=14V280 ic )

alors pour N assez grandon a:

Ly 4 2.0
P

Donc, ce qui implique que

%F(t) < —é[(qu|2+ |Vu|2)dx—kf(u§+ u?)dx—fF(u, v)dx+c(groVu)(t) +c(gaoVv)(t)
Q Q

Q
ce qui donne :
d
%F(t)S—mE(t)+c(gloVu)(t)+c(g20Vv)(t), t=1 (3.33)

ou m > 0 est une constante. Donc, si {(¢) = min (61(t),€2(t)), t =0, en utilisant H1, (3.8) et
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3.3. Décroissance générale

(3.33), on obtient :

S(OF' (1) <= mEE() + c&(1)(g10o V) (1) + ¢ (1) (g2 0 V) (1)

t
S—m{(t)E(t)+c€1(t)ffg1(t—r)|Vu(t)—Vu(r)lzdrdx
Qo0
t
+c€2(t)ffg2(t—r)|Vv(t)—VU(T)IZdex
Q0
t
s—m(f(t)E(t)+cff{1(t—r)g1(t—r)|Vu(t)—Vu(r)lzdrdx
Qo0

t
+ cfffg(t—r)gz(t—T)IVU(t) —Vu()|?drdx
Q0

t
s—mf(t)E(t)—cffg{(t—r)wu(t)—Vu(r)|2drdx
Q0

t
—cffgé(t—T)IVv(t)—Vv(r)lzdrdx.
Q0
Ce qui implique que:
EWMF' (1) +cE' (1) = —méWE(D), Yi= 1.

Comme la fonction & non croissante continue et comme &; et ¢, sont aussi non croissantes

et donc ¢ est différentiable avec &'(¢) <0, alors :
(EF + cE) () < EMEWF (1) + cE' (1) < —mE(HE(D), = Io.
Or, d’apres la proposition|3.3.1} on a F(t) ~ E(t), donc
R(t)=¢(0F(1)+ C E(t) ~ E(1) (3.34)

avec
R(H<s-wi®R(®), t=t

pour tout constante positive w.
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3.3. Décroissance générale

On suppose que E(t),&(t) > 0 pour ¢ > 0, et comme R'(t) < 0 pour ¢ = f, ce qui implique

que R(1), t = ty est décroissante. Donc :

t A :
!
ln R(t) Sf(lnR),(s)dS:fi(s)) dSS _wfé(s)dsy
to fo

R(1) (s
14}

et

—)Lfté(s)ds
R(t) = R(tg)e , Yi=t.

Par conséquent (3.22) est satisfaite d’apres ’équivalence (3.34). Ceci acheve la démonstra-
tion du théoreme[3.3.11

Remarque 3.3.2 Si,(t) =¢2(t)=a>0, alors

E(t)<C, E(0) e ™, vi=0.

3.3.1 Exemples sur le taux de décroissance d’énergie

Dans cette sous section, nous illustrons le taux de décroissance d’énergie donné par le

théoreme|3.3.1|a travers des exemples sur les fonctions de relaxation g; et g; .

1) Si g1() =g = age_b(l”)p, pour 0 < p <1, alors pouri =1,2 g;(t) = —¢(1)gi(t) avec

&=bp(+1)P~L. Alors g; vérifier H1 et 'estimation (3.22) nous donne

E(f) < C e~ wb+0"

-b(1+0p)P

(2) Si g1(1) :(lf—lt)qetggzage ,pour0< p <1, alors:

E(r) < —(1 P

. a a .
3 Si gl(t):m,pours> 1, gg(t):m,q>10na.

C
e+ n)lin(e+ 1)5]”

E(1r)

(4) Pour la fonction g;(f) non décroissante (pour i = 1,2), vérifie la condition (H1),

&= _?‘f" non décroissante, et c¢(f) <¢2(t), pour0< c <1, donc:

E(1) < clgi(01”.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons considéré un systeme couplé de I’équations d’onde visco-
élastique non linéaire.

Apres une introduction, dans le Chapitre 1, nous avons introduit quelques rappels de
notions d’analyse fonctionnelle. Ensuite, dans le Chapitre 2, nous avons étudie |'existance
et 'unicité de la solutions pour notre probleme en utilisant la méthode de Faedo-Galarkin
et certaines techniques développée dans I'article de Cavalcanti et al. dans [3].

Enfin, dans le dernier Chapitre, nous avons établi un résultats de stabilité d’ordre général
du probleme sous certaines hypothéses (H1) et (H2) pour les fonctions de relaxation g; i =

1,2. Dans ce travail, nous avons utilisé les techniques de Muhammad I. Mustafa [8].
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