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Résumeé

Ce mémoire de Master explore I'application des correcteurs PID et PID d’ordre
fractionnaire dans les systéemes dynamiques fractionnaire. En utilisant le calcul fractionnaire, qui
géneralise les dérivées et intégrales a des ordres non entiers, cette étude vise a améliorer la
performance et la robustesse des systemes de contréle. Les résultats montrent que les correcteurs
PI*D* offrent une performance supérieure par rapport aux correcteurs PID classiques, en
particulier dans le contrdle de long processus linéaires en utilisant la commande adaptative. Les
simulations démontrent I'efficacité de ces correcteurs, ouvrant de nouvelles perspectives pour leur

application industrielle.

Mots clés : Systémes a ordre fractionnaire, Correcteurs PID, Correcteurs PI*DH,

Commande adaptative.
Abstract

This Master's thesis explores the application of PID and fractional-order PID controllers in
fractional dynamic systems. Utilizing fractional calculus, which generalizes derivatives and
integrals to non-integer orders, this study aims to enhance the performance and robustness of
control systems. The results show that PI*D* controllers offer superior performance compared to
traditional P1D controllers, particularly in controlling long linear processes using adaptive control.
The simulations demonstrate the effectiveness of these controllers, opening new prospects for their

industrial application.
Keywords: Fractional-order systems, PID controllers, PI*D* controllers, Adaptive control.
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Introduction Générale

La recherche contemporaine en contrdle des systémes dynamiques s'est profondément enrichie
avec l'adoption de concepts provenant de domaines mathématiques avancés, particuliérement le
calcul fractionnaire. Cette approche, qui généralise les notions classiques de dérivées et d'intégrales
aux ordres non entiers, a révolutionné notre capacité a modéliser et contrdler des systémes dont la
dynamique est trop complexe pour étre décrite efficacement par les méthodes traditionnelles. Ce
mémoire de Master se propose d'explorer I'application de cette science fascinante dans le cadre
spécifique des correcteurs PID et PID a ordre fractionnaire, ouvrant ainsi de nouvelles perspectives

pour l'ingénierie des systémes de controle.

La structure de ce mémoire reflete une démarche rigoureuse et systématique, en commencant
par une introduction générale des opérateurs d'ordre fractionnaire, dont les définitions fondamentales
sont posées par Grunwald-Letnikov, Riemann-Liouville, et Caputo. Chaque définition est scrutée
sous l'angle de sa contribution unique a la compréhension et a I'application des mathématiques

fractionnaires dans le contexte des systemes dynamiques.

Les propriétés de ces opérateurs, essentielles pour toute application en ingénierie, sont ensuite
détaillées, en particulier leur comportement dans les transformations de Laplace, qui sont cruciales
pour la conception de systémes de contrdle en temps réel [1]. Suivant ces bases théoriques, le mémoire
explore diverses méthodes d'approximation des opérateurs d'ordre fractionnaire, nécessaires pour la
mise en ceuvre pratique dans des systeémes physiques et industriels. Ces méthodes incluent des

techniques avancées telles que I'expansion par fractions continues et la méthode d'Oustaloup.

La partie centrale du mémoire se concentre sur la modélisation de systemes linéaires d'ordre
fractionnaire et aborde des questions vitales de contrdlabilité, d'observabilité, et de stabilité. Ces
discussions s'inscrivent dans le cadre plus large de la conception et de I'optimisation des systemes de
contréle adaptatifs, ou les correcteurs PID classiques sont mis en contraste avec leurs homologues a

ordre fractionnaire.

L'application pratique des théories et méthodes discutées est démontrée a travers des études de
cas sur des systémes réels, ou les avantages des correcteurs PI*D* sont évalués en termes de
performance, robustesse et efficacité [1]. Ce travail culmine avec une comparaison entre les
approches traditionnelles et fractionnaires, soulignant les gains significatifs réalisés par I'adoption de

la commande adaptative fractionnaire, particulierement dans des scénarios industriels complexes.

En conclusion, ce mémoire ne se contente pas de présenter un état de I'art enrichi des systémes
de contrdle fractionnaires mais ambitionne également de pousser les frontiéres de ce que ces

technologies peuvent offrir. Les résultats prometteurs obtenus suggerent des directions futures pour
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la recherche et des applications potentielles dans divers secteurs industriels, faisant de ce domaine un

vecteur important d'innovation en ingénierie des systemes.
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Chapitre 1 : Les systémes d’ordre fractionnaire

1 Introduction

Le calcul d’ordre fractionnaire est un domaine mathématique passionnant qui se concentre sur
I’analyse des dérivées et des intégrales d'ordres non entiers, constituant ainsi une généralisation du
calcul traditionnel. Ce domaine se distingue par ses applications étendues dans divers domaines tels
que la théorie de la commande, l'ingénierie et la médecine. Au cours des dernieres années, les
scientifiques et les ingénieurs ont redécouvert le calcul fractionnaire et I'ont utilisé de maniere
importante pour résoudre des problemes complexes. Les contréleurs d'ordre fractionnaire ont
particulierement réussi dans le contrdle de processus non linéaires, ce qui en fait un sujet de recherche

et de développement tres prometteur.

2  Opérateurs d’ordre fractionnaire

2.1 Définition mathématique

Les opérateurs d’ordre fractionnaire sont une généralisation des dérivées et intégrales classiques
a des ordres non entiers a. Ils permettent de définir des dérivées et intégrales fractionnaires d’une

fonction. On peut définir I'opérateur integro-différentiel continu comme suit [2] :

4o
@ a>0

oD =41 a=0 (1.1)
fat(dt)‘“ a<0

Avec a et t sont des limites de I’opération.

Les principales définitions, mathématiques sont les suivantes :

2.1.1 Définition de Grunwald-Letnikov

La définition de Grunwald-Letnikov est une des définitions les plus couramment utilisées de la

dérivée d'ordre fractionnaire [3], donnée par :

2df . 1
D = 20 = lim C 3o (—1)*(F) £ (¢ — k) (12)

Cette définition découle de la généralisation aux ordres fractionnaires de la formule donnant la

dérivée d’ordre entier supérieur n d’une fonction continue f(t), qui est :

D"f(t) = lim ;o Moo (~D)*(7) £ (¢ — khyn; N € N (1.3)
2.1.2 Définition de Riemann-Liouville

La définition de Riemann-Liouville est une autre définition couramment utilisée de la dérivée

d'ordre fractionnaire. Elle repose sur la formule de Cauchy qui se manifeste par I'equation ci-dessous:
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t (t—x)*?!

DEF©) = [ S f()dx (1.4)

La définition de la dérivée ou de I'intégrale d'ordre fractionnaire a de f(t) par Riemann-Liouville

est la suivante [3] :

F(fa) [t =0 f (0)dx, si R(a) <0

aDe (D) =19 (o) si R(a) =0 (1.5)
DN[, D™ £(t)] ,n = min{k € Nk > R(«)} si R(a) >0

Avec o € C un entier positif, et f une fonction localement intégrable définie sur [t0, «].

I'(a) est la fonction Gamma généralisée aux nombres fractionnaires définie par :
r(a) = fooo e *x% ldx (1.6)

2.1.3 Définition de Caputo

Lors de ses recherches sur la dissipation dans un matériau viscoélastique linéaire a la fin des
années 60, Caputo a proposé une nouvelle approche de la dérivation fractionnaire. [4] la définition

exprimée mathématiqguement comme suit :

1

aDef (1) = rr—o fat(t — )T (Ddr (1.7)

r est un entier positif qui confirme I’inégalité (r — 1) <a <r.
f7(t) Désigne la dérivée d’ordre entier r par rapport a z, de la fonction f (7).

aDEf (t) Est la dérivée d’ordre fractionnaire a de la fonction f(t) entre a et t selon la définition
de Caputo.

3 Propriétés des opérateurs d’ordre fractionnaire

Les principales propriétés des opérateurs d’ordre fractionnaire sont les suivantes [1] :

1. Si f(z) est une fonction analytique de la variable z, alors la dérivée g(z) = D& f(z) est une
fonction analytique de z et a.

2. L'opération DZ et la dérivée habituelle d'ordre n dans Z*donnent le méme résultat.

3. La dérivée fractionnaire DZ et l'intégrale n-fois habituelle avec n dans Z~ donnent le méme
résultat.

4. DZ&f(z) Etses premieres dérivées d'ordre (n - 1) doivent s'annuler a zéroen z = c.

5. L'opérateur d'ordre a = 0 est 'opérateur identité.

6. L'opérateur doit étre linéaire : D&[af(z) + bh(z)] = aDZf(z) + bDZh(z)
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7. Pour les intégrales d'ordre fractionnaire de tout ordre, o.> 0 et > 0, il s'agit de la loi additive des

exposants (propriété de semi-groupe) : Dg‘Df f(z)= Df”ﬁ f(2).
4  Transformée de Laplace des opérateurs d’ordre fractionnaire

Le formalisme mathématique des définitions temporelles des opérateurs différentiels non
entiers est un peu complexe, mais leur expression dans le domaine de Laplace est trés simple, en
particulier dans le cas de I'étude des systemes relaxés a t=0. Nous examinons ici la possibilité que

I'ordre a soit réel.

4.1 Transformée de Laplace de I’intégrale d’ordre fractionnaire

Nous commencerons par la transformée de Laplace de 'intégrale d’ordre fractionnaire de
Riemann-Liouville d’ordre a > 0 définie par I’équation (1.5) qu’on peut écrire comme un produit de
1

convolution des fonctions g(t) = o t* et f(t)[5][6] :

19(t) = D~ f(t) = % [t =D f(Ddt = %t“_l * £(1) (1.8)

On peut donner la transformée de Laplace de la fonction t «* comme suit [2] :

G(s) = L{t* '} = r(a)s @ (1.9)

Donc la transformée de Laplace de I’intégral de Riemann-Liouville est :

L{I*(f(t)} = sT*F(s) (1.10)

De méme, la transformée de Laplace de I'intégrale d'ordre fractionnaire définie par Grunwald-

Letnikov et Caputo est également donnée par I'équation (1.10).

4.2 Transformée de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire

Nous citons dans ce qui suit la transformée de Laplace des différentes définitions de la dérivée

d'ordre arbitraire [2].
Dérivée de Riemann-Liouville
LD f()} = s*F(s) — Xk=oS“[D* T f ()] =g (1.11)
Avec (n—1)<a<n

La transformée de Laplace de la dérivée selon Riemann- Liouville est bien connue [7].
Cependant, son applicabilité pratique est restreinte car il n’existe pas d’interprétation physique des

valeurs limites de la dérivée d'ordre fractionnaire pour t=0
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Dérivée de Griindwald-Leitnikov [2]
L{D=f(6)} = SoF(s) (1.12)
Dérivée de Caputo

L{D® f(£)} = s“F(s) — Ynids*k=1fk(0) (1.13)

5 Approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire

Differentes méthodes existent pour estimer les opérateurs d'ordre fractionnaire en utilisant des
fonctions rationnelles. On appelle approximations analogiques ou approximations du domaine
fréquentiel les approximations disponibles dans le domaine s [8]. Voici quelques-unes des principales

méthodes :

e La méthode d'expansion des fractions continues (EFC)
e La méthode de Charef.

e La méthode d'Oustaloup.

e Lamethode de Carlson.

e La méthode de Matsuda.

5.1 Méthode d'expansion des fractions continues EFC

L'évaluation des fonctions par EFC est une méthode qui converge souvent beaucoup plus
rapidement que le développement en série de puissances, et qui converge dans un domaine plus vaste
du plan complexe. On peut exprimer le résultat de cette approximation pour une fonction irrationnelle

G(s) comme suit :

b4 (s)
1)+ —2

T

b;i(s) dx(s) bs(s)
ay(s)+ ap(s)+az(s)+ (1.14)

G(s) = ap(s) + - =ay(s) +

Ou a;(s), b;(s) sont des fonctions rationnelles de la variable s.

Une fonction rationnelle G(s) est obtenue par application de cette méthode, qui est une
approximation de la fonction irrationnelle G(s). Par ailleurs, en ce qui concerne l'interpolation, il
arrive que les fonctions rationnelles demeurent supérieures aux polyndmes, car elles offrent la

possibilité de modéliser les fonctions a I'aide de poles.

Les méthodes de EFC reposent sur I'approximation d'une fonction irrationnelle G(s) par une

fonction rationnelle de la variable s, qui est le quotient de deux polynémes :

Qu(s) - Jo+q1S+...qus® (1.15)
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5.2 Méthode d'Oustaloup

La méthode d'oustaloup [8], [9], [10] repose sur I'approximation d'une fonction de la forme

suivante :

H(s) =s*,ueRr?t (1.16)

Par une fonction rationnelle :

S

A(s) = CITi= ok (1.17)

-N7[ 5

m'kk

En utilisant toutes les formules ci-dessous :

, — =05, . — 05, . Qki1 _ Oky1 — 1
wj AWy W = AWy o —wk an >
" (1.18)
, log(—N)
) [ log(a
k+1:n>0; k=a>0:N= ‘*’0; — g(a)
Wy Wi log(an) log(an)

w, Est le gain fréquentiel unitaire et la fréquence centrale d'une bande de fréquences
géométriquement distribuée autour. Soit w, = \/w,w, 0U wy, w, représentent respectivement la

fréguence haute et basse.

5.3 Méthode de Carlson

Cette méthode repose sur la supposition suivante :

(H(s))s = s (1.19)

La méthode de Newton itérative conduira a une série d'approximations H;(s) qui débute par la
valeur initiale H,(s) = 0[11].

La forme de la fonction rationnelle approximant H(s) = s% est la suivante :

1
L) (Hi_1 (8))x +(G+1
Hi(s) = Hy_ (s) E-00ma O s

1 l 1
G+1)(Hi—q (5)& +(GE-1)s

(1.20)

5.4 Méthode de Matsuda

La méthode suggérée repose sur I'approximation d'une fonction irrationnelle par une fonction
rationnelle obtenue par EFC et I'ajustement de la fonction initiale dans un ensemble de points sépares

par une échelle logarithmique [11].

Si les points sélectionnés sont s; , avec (i=0, 1, 2,...), I'approximation se présente sous la forme

suivante :
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H(s) = ag(s) + SsoG-s)6zsa) (1.21)

aj(s)+az(s)+az(s)

S—Sj

Ou: i = Ui(Si) ’ UO(S) = H(S) » Viy1 = vi(s)—aj

5.5 Meéthode de Charef

L'approximation sera différente en fonction de I'ordre de la fonction de transfert fractionnaire a

approximer, que ce soit du premier ou du second ordre [12] :
Systeme d'ordre fractionnaire du premier ordre

Le systeme d'ordre fractionnaire du premier ordre est modélisé de la maniere suivante :
1
= 1.22
G(s) (1+PST)ﬁ ( )
La fonction (1.22) est écrite de la maniére suivante [9] :

1 S A
G(s) = Ereschy ngnoom (1.23)
La valeur de (N + 1) correspond au nombre total de singularités qui peut étre calculé en fonction
de la bande de fréquences du systéme. La réduction de I'équation (1.19) a un nombre fini N permet
d'obtenir I'approximation suivante :

N-1 S.
1 Hi:o (1+Zi)

S 3~ TN S
(1+5p) B Hi=0(1+p_i)

H(s) = (1.24)

On obtient ainsi les pdles p; et les zéros z; de la fonction de la singularité :
p; = (ab)'p, i=1,23,..,N
z; = (ab)tap, i=123..,N—-1

Avec

( “p

po = PT*"

&

p
a = 1010(1-5)

b = lOﬁ
_ log(a)
\ ﬁ_log(ab)

&p " I’erreur tolérée en dB.

Systeme d'ordre fractionnaire du deuxiéme ordre

L'équation suivante représente un systeme de second ordre :

8
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1

G(s)=—FF— 1.25
(s) (:—22+2£win+1)/3 ( )
B est un nombre réel positif tel que 0 < < 1, on peut observer deux cas :
- Casou0<p<0.5
La fonction (1.22) peut étre exprimée de la fagon suivante :
oAD"
Ge(s) = 25—t — (1.26)
(w—2+2aw—n+1)
Avec a = 7P etn=1- 2B, cela peut également étre approximatif par la fonction:
(z=+1) MmE'a+)
Ge(s) ® — % : (1.27)

S
— H%il(l"';)
(w%+2aw—n+1) i

On obtient les singularités (pbles et zéros) a partir des formules suivantes :

p; = (ab)az, i=123,.,N
z; = (ab)1z i=23.,N—-1
Avec
( Z1 = (L)n\/z
€p
a = 1010-n)
3 fp
b = 1010n
_ log(a)
(= log(ab)

Il est possible de calculer I'ordre d'approximation N en définissant la bande de fréquences de
travail, qui est représentée par Nmax, telle que : p,—1 < Wmax < Pn C€ Qui conduit a la valeur

suivante :

lo (wmax

N = Partie entiere de I—p" + 1] +1 (1.28)
log(ab)

La valeur des coefficients a,,, et by, est déterminée a partir des singularités P; et Z;, a et w;.
- Casou0.5<p<1

L'approximation est donnée de la maniere suivante :

6u(5) = —2 ) X (1.29)

S
(w%+2aw—n+1)\wn+1

9
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Ol a=pfEtn=2p—-1

Les formules suivantes fournissent les poles et les zéros :

p; = (ab)""'py i=1,23,..,N
z; = (ab)" " tap, i=23,.,N-1
Avec
( P1 = wn\/g
£p
a = 10100-1
{ fp
b = 1010n
_ log(a)
1 log(ab)

6 Modélisation des systémes linéaires d’ordre fractionnaire

Tout comme dans le cas des opérateurs entiers, il existe plusieurs modéles pour représenter les

systemes d’ordre fractionnaire. Parmi les principaux, on peut citer :

6.1 Equation différentielle des systémes linéaires d’ordre fractionnaire

Un systeme d’ordre non entier linéaire mono-variable et invariant dans le temps, avec une

entrée u(t) et une sortie y(t), est décrit par I’équation suivante :

anDny(t) + -+ + aoD% y(t)= bmDPmu(t)+ --- + boDPo u(t) (1.30)
Si tous les ordres de dérivation sont des multiples entiers de I’ordre de base a(0 <
a < 1), c’est-a-dire (a;,b;) € R, On dit que le systtme est commensurable, et dans ce cas,

I'équation (1.30) prend la forme suivante :

DoaiDiey(t) = N bDiu() (1.31)
Dans ces équations, on réalise la transformée de Laplace et, en supposant que les conditions

initiales sont nulles, on obtient des fonctions de transfert avec des puissances d'ordre non entier de la

variable complexe de Laplace.

La fonction de transfert d’un systéme commensurable dans le domaine continu se présente

comme suit :
G(s) = Y(s) _ Zjzobj(s®) (1.32)

UGs) IR, ai(s®l

10
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6.2 Représentation d’état des systemes linéaires d’ordre fractionnaire

Une équation d'état d'ordre fractionnaire de la forme peut étre utilisée pour représenter un
systéeme linéaire d'ordre fractionnaire mono variable [13] :

{d[“]x(t) = Ax (t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (1.33)

dlx(t) = [d¥x; ()d%2x,(t) ...d%x, (D)]T
x(t) : vecteur d’état de dimension (nx 1)
dldx(t) : vecteur de la dérivée d’ordre o (avec o € R)
Ou:0<ai<1
A, B, C, D sont des matrices réelles constantes de dimension appropriée.

En effectuant la transformée de Laplace et la définition de la dérivée d’ordre fractionnaire au

sens de Caputo, I’équation (1.33) devient :

{X(s) = (s*I, —A)"*BU(s) + (sI, — A)~1s%"1x(0) (1.34)
Y(s) = CX(s) + DU(s)) '

Notons que la définition de Caputo est nécessaire si I’on veut que les conditions initiales soient
exprimées comme les valeurs des états au temps (t = 0). Dans le cas ou les conditions initiales sont

nulles, I'équation (1.34) devient :

{X(s) = (s%I, —A)~t BU(s) (1.35)
Y(s) = CX(s) + DU(s))

Et la fonction de transfert G(s) correspondante de cette équation est donnée par :
Y(s) = G(s)U(s), G(s)=C(s*“l,—A)'B+D (1.36)
7 Controlabilité et observabilité d’un systéme d’ordre fractionnaire

Supposons un systéme linéaire d'ordre fractionnaire commensurable représenté par I'équation
d'état :

D%x(t) = Ax (t) + Bu(t)
{ y(t) = Cx(t) + Du(t) (1.37)

Avecl0<a<1

11
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7.1 Controlabilité

La controlabilité des systémes fractionnaires est définie de la méme maniére que celle des

systemes entiers.

Le systéme non entier d’ordre commensurable de 1’équation (1.37) est contr6lable si pour un
temps donné t, il existe t; > t, tel que, quelque soient deux états x(t,) = x, et x(t;) = x; dans
L’espace d’état, il existe une entrée de controle u(t), t € [t,, t;] qui permet de transférer 1’état x(t) de

Xo & x1 en un temps fini t;.

Si le rang de la matrice de contrblabilité est égal a n, le systtme non entier d'ordre

commensurable peut étre controlé.

Mcon: = [B AB -+ AN1B] (1.38)

Mcone (n X m) €St une matrice de rang n.

7.2 Observabilité

De méme, la condition d'observabilité des systéemes d'ordre non entier commensurables est

définie a partir de la définition de I'observabilité des systémes entiers et est donnée par :

Les systémes non entiers d’ordre commensurable de 1’équation (1.37) sont observables pendant
I’intervalle de temps [ty t;], t; > 0, si n’importe quel état x(t,) peut étre déduit a partir des
observations de la sortie y(t) et de I’entrée u(t) pendant un temps fini t € [t,, t;]. Dans ce cas aussi,
la condition d’observabilité du systéme est que le rang de la matrice d’observabilité soit égal a n.

1 C
CA
Mop = ' (1.39)

| cAN-1
Est une matrice de rang n.

8 Stabilité d’un systéme d’ordre fractionnaire

La stabilité au sens BIBO (Bounded Input, Bounded Output), egalement connue sous le nom

de stabilité externe, est définie comme suit [14] :

Un systeme BIBO est considéré comme stable uniquement si, a une entrée bornée, correspond

une sortie bornée.

12
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La condition de stabilité pour les systemes entiers est que I'équation caractéristique du systéeme
ne contient aucune racine a partie réelle positive. En revanche, les systémes fractionnaires peuvent

avoir des racines dans la moitié droite du plan complexe et étre stable.

Actuellement, il n‘existe aucune technique polynomiale pour analyser la stabilité des systémes

d'ordre fractionnaire, similaire au critére de Routh-Hurwitz utilisé pour les systémes d'ordre entier.
Le seul moyen connu jusqu'a présent est I'application du principe conditionnel sur I'argument.

Un systéme d'ordre commensurable, dont le polynéme caractéristique est A(p) selon I'équation

(1.37), est stable si et seulement si :

|Arg(p)| = @, vi (1.40)

OU:A(p) = app™ + ap_1 ™t + -+ a;pt +ag
Avec pi la i*™eracine de A(p). Cette condition définit la zone de stabilité d’un systéme d’ordre

fractionnaire dans le plan complexe S, comme illustré dans la figure ci-dessous :

ImA Im 4
ﬁwan 12 o /2
Re Re
Zone Zone
instable instable
O<a<l a=1 l<a<2

Figure 1. 1 : La zone de la stabilité des systéemes d'ordre fractionnaire

9 Domaines d’application des systemes d’ordre fractionnaire

La théorie du calcul fractionnaire est largement utilisée dans les domaines des sciences

fondamentales et de 1’ingénierie. [15], [16]. Et couvrent de nombreux domaines, notamment :

- Ingénierie électrique et électronique : Les systemes d'ordre fractionnaire sont utilisés dans
la conception de circuits électriques et électroniques, notamment dans le contrdle de la tension

et du courant, la modélisation des circuits intégrés, et la conception de filtres.

13
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- Controle et automatique : Les techniques d'ordre fractionnaire sont de plus en plus utilisées
dans le domaine du contrdle et de I'automatique pour améliorer la performance des systemes
de contréle, notamment dans les systemes de commande adaptative, les systemes de contrdle

robustes, et les systémes non linéaires.

- Télécommunications : Les systemes d'ordre fractionnaire sont utilisés dans la modélisation
et la conception de systetmes de communication, tels que les antennes, les

modulateurs/démodulateurs, et les égaliseurs de canal.

- Mécanique et génie civil : lls sont également utilisés dans la modélisation des systémes
mécaniques, tels que les systémes de suspension des véhicules, les systémes de vibration, et

les structures complexes.

- Biologie et médecine : Les systémes d'ordre fractionnaire sont utilisés pour modéliser les
phénomenes biologiques complexes, tels que la croissance cellulaire, la diffusion des

médicaments dans le corps, et les réponses physiologiques aux stimuli.

- Economie et finance : Ils sont appliqués dans la modélisation des phénoménes économiques
et financiers, tels que les marchés boursiers, les taux de change, et les modeles de croissance

économique.

10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit quelques définitions fondamentales de l'intégration et de
la dérivation d'ordre fractionnaire, ainsi que leurs propriétés et leur représentation dans le domaine
de Laplace. Nous avons présenté diverses méthodes d'approximation des opérateurs d'ordre

fractionnaire.

Finalement, nous avons examiné différents modeéles de représentation des systémes

fractionnaires et leurs propriétés, telles que la stabilité, la controlabilité et I'observabilité.
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1 Introduction

Le contrble PID (Proportionnel, Intégral, Dérivé) est I'un des mécanismes de contrdle les plus
couramment utilisés dans I'ingénierie et I'automatisation. Il vise a réguler un systéme en ajustant une
sortie de maniére a maintenir une variable de processus a une valeur souhaitée, appelée consigne, en

fonction des erreurs entre cette consigne et la mesure réelle de la variable de processus.

L'ordre fractionnaire est une branche de mathématique qui étudie la différenciation et
I'intégration de I'opération dans un ordre arbitraire, ce qui signifie que lI'ordre peut étre n'importe quel
nombre réel ou méme complexe. Ils voulaient étendre la dérivation ou l'intégration d'ordre

fractionnaire en utilisant non seulement un ordre entier, mais aussi des ordres non entiers [17].

2  Structure du correcteur PID classique

Aujourd'hui, les correcteurs PID représentent la structure de régulation la plus courante dans
les circuits de rétroaction, constituant plus de 90% de toutes les boucles de régulation utilisées.
Généralement, ces correcteurs PID classiques sont intégrés dans des systemes de commande a boucle
fermée, comme illustré dans la figure (2.1), ou u(t) symbolise le signal de commande et e(t) désigne
I'écart entre la consigne r(t) et la variable contrdlée y(t). La fonction de transfert du correcteur est

notée C(s), tandis que celle du systeme est représentée par Gp(s).

R(s) . E(s) U(s) Y(s)
— C(v) »| Gp(s) >
rt) e(t) u(t) y(®

Figure 2. 1 : Systeme de commande & retour unitaire classique.

Le correcteur PID classique, schématise dans la figure (2.1) est régi par une équation spécifique.

- Lt de® 2.1

u(®) =K, (e(t) 1 Jo e@dt+ Ty @) (2.1)
Les parameétres associés a ce correcteur incluent le gain proportionnel Kp, la constante
d'intégration K; et la constante de dérivation Kj,, chacun influencant le systeme de maniere distincte

et complémentaire.
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Composante Proportionnelle (P) : La composante proportionnelle, la forme la plus élémentaire de
rétroaction, ajuste le signal de commande en fonction de I'écart entre la consigne et la variable

contrélée, multiplie par KP.

Augmenter ce gain accélere la correction de I'écart, mais un gain trop élevé peut induire des
oscillations, réduisant la stabilité du systeme. Cependant, une action purement proportionnelle ne peut

pas eliminer completement I'erreur statique

Composante Intégrale (1) : La suppression de I'écart permanent est réalisée grace a la composante
intégrale, qui, méme avec un petit signal d'erreur constant, augmente progressivement I'amplitude de
la commande. Elle accumule I'erreur passée et continue a augmenter ou diminuer la sortie jusqu'a ce
que l'erreur soit nulle. Ce mécanisme est souvent interprété comme un ajustement automatique du

point de fonctionnement du correcteur.

Cela permet d'éliminer I'erreur statique, améliorant ainsi la précision a long terme. Toutefois,

elle peut provoquer des oscillations ou de I'instabilité si elle est trop agressive.

Composante Dérivée (D) : A I'opposé, la composante dérivée produit une correction proportionnelle

a la dérivée de l'erreur, c'est-a-dire la vitesse a laquelle I'erreur change.

Elle anticipe I'erreur future en observant sa tendance, contribuant & amortir les oscillations et
améliorant la stabilité et la réactivité du systeme. Une action dérivée trop forte peut rendre le systeme

sensible au bruit.

Différentes possibilités d’associations des modules P, | et D existent. Ces structures sont
fonctionnellement équivalentes, et il est facile de convertir les coefficients utilisés dans 1’une pour

obtenir ceux d’une autre [18].

2.1 Typeen série

Tis+Tqs Kcs t de(t)
() = g + K (P10 (1) + 222 1 )t + K Ty 22 22
Avec :
e(t) = yc (D — y(©) (2.3)
La fonction de transfert s’écrit :
(p) Ti,s"‘T ,S 1 _ 1
% = Kesl Ti,sd + Tisp + TasP] =Kes (1 + Ti?)(l + Ta,sP) (2.4)
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PI PD !
Ye + £ N H u
—:—b— " >
y b o o 1
Figure 2. 2 : Régulation PID type série
2.2 Typeen paralléele
_ 11 de(t) 2.5
u(®) = Kepe(® + 5~ [, £(0d® + Tap 75 (2.5)
La fonction de transfert s’écrit :
up) _ 1
o~ Kept Tiop + Ta,pp (2.6)
| I |
¥e @ Ei I + + i u
+ ! i '@ ! i
o , D |

Figure 2. 3 : régulation PID type paralléle

Pour obtenir une bonne réponse du procédé et de la régulation, il est nécessaire de déterminer
les coefficients K, Ti, et Td, qui représentent respectivement 1’action proportionnelle, intégrale et
dérivée du régulateur. Le réglage d'un PID consiste a ajuster ces coefficients afin de garantir une
réponse adéquate du procedé et de la régulation. Les objectifs sont de rendre le systeme robuste,
rapide et précis. Pour cela :

e En mode de régulation (consigne fixe) : Il est crucial de choisir des réglages permettant a la

grandeur mesurée de revenir a sa valeur de consigne dans un temps raisonnable.

e Enmode d'asservissement (consigne variable) : Il faut sélectionner des réglages qui limitent

les dépassements éventuels (over shoot) de la grandeur mesurée.

La réponse type d'un procédé stable est la suivant :
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1.4 T T T T

Dépagsament

s Cnnsqn/i\// é

Erreur statique

I
|
1
0ak | .
Temus de monté
UE} k | il
0.4t | .
ozt Temps d'n_étal:ulissement du régime B
stationnaire
oL | 1 1 1
0 5 10 15 20 25

Figure 2. 4 : La réponse type d’un procéd¢ stable

Les parameétres du domaine temporel de la réponse du systeme :

Le dépassement de créte (Mp).

Le temps de montée (tr).

Le temps de stabilisation (ts).
e [’erreur statique (Es).

3 Bases de Calcul

3.1 Indices de Performance

Pour évaluer la qualité de la régulation, on se base généralement sur I’analyse de la réponse
indicielle de ’ensemble régulateur et du systéme (boucle a 1’état ouvert). Différents indices de
performance peuvent étre évalués a partir de la réponse temporelle. En général, on cherche a
quantifier la différence entre la réponse réelle du systeme asservi et une valeur idéale, typiquement

représentee par un échelon.
Les indices couramment utilisés sont définis de la maniére suivante :

3.1.1 Pourcentage de Dépassement « D »

Avant de se stabiliser, la sortie du systeme passe par un régime transitoire oscillant autour de

la valeur finale. Le pourcentage de dépassement est defini par :

0 — M (2.7)
d% = [ Y(o0) 100
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3.1.2 Intégrales Faisant Intervenir I’Erreur

Pour évaluer la différence entre la réponse réelle et une réponse idéale de type échelon, on
calcule I’intégrale d’un terme positif faisant intervenir 1’erreur. De cette facon, ’indice calculé
augmente avec 1’écart entre la réponse réelle et la réponse idéale. En pratique, 1’intégrale est calculée

sur un intervalle [0, T] suffisamment long pour contenir tout le régime transitoire.

Ces indices de performance permettent de quantifier la qualité de la régulation et d'ajuster les

parametres du systeme pour atteindre les objectifs de robustesse, de rapidité et de précision.
ON

ut) ! . ——

Figure 2. 5 : Intégrale faisant intervenir 1’erreur.

L’erreur :

g(t)=y(t)-u(t) (2.8)
Ou y(t) : signal de sortie, u(t) : signal d’entrée

e L’intégrale de la valeur absolue de I’erreur €(t) est donnée par (Integral of Absolute Error):
IAE = [Jle(t)ldt (2.9)

Cet indice exprime la surface générée par la différence entre la valeur de consigne et la valeur

réelle.

e On utilise également I’intégrale de 1’erreur quadratique, définie par (Integral of Squared

Error) :
ISE = [, le2(t)dt (2.10)

Mesure la somme des erreurs quadratiques, mettant davantage I'accent sur les grandes erreurs.
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e Pour pénaliser les systemes dont le régime transitoire dure trop longtemps, on utilise
¢galement 1’intégrale du produit de I’erreur par le temps, donnée par (Integral of Time-

weighted Absolute Error) :
ITAE = [ tle(t)ldt (2.11)

e Etégalement I’intégrale du produit de 1’erreur quadratique par le temps, donnée par (Integral

of Squared Time-weighted Error) :

ITSE = [, tle2(p)ldt (2.12)

Pénalise les erreurs quadratiques qui persistent sur une longue période.

4  Correcteur d'ordre fractionnaire

4.1 Lastructure du correcteur PI*D*

Pour améliorer la performance des correcteurs PID, la version fractionnaire, le correcteur
PI*D¥, est introduite, comprenant un intégrateur d'ordre A et un différentiateur d'ordre p, ot A et pt

sont des valeurs réelles quelconques.

Les gains d'intégration Kl et de dérivation KD sont liés aux paramétres standard par des
relations spécifiques. La structure interne du correcteur PI*D¥, illustrée dans la figure (2.6), combine

parallelement les parties proportionnelle, intégrale et dérivée d'ordre fractionnaire.

e(t) u(r)
=
Error dt Controller
Output

dl-l
dt

|
VY

Figure 2. 6 : Structure interne du correcteur PI*D#

L'équation de la sortie du correcteur PI*D*dans le domaine temporel est donnée par :
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a(® = K, (e(t) +LD(e(v) + TDD“(e(t))> (213)

Les diagrammes de Bode pour ce correcteur, représentés dans la figure (2.7), montrent des

pentes caractéristiques pour les parties intégrale et dérivée [19].

A représente l'ordre fractionnaire de l'action d'intégration, et il est défini dans l'intervalle
0<A<10<A<1. De méme, p est I'ordre fractionnaire de I'action de différentiation, situé également entre
0<u<10<p<1. L'algorithme du correcteur PI*D¥, tel qu'il est décrit dans I'équation (2.13), peut étre

représenté par la fonction de transfert suivante :

Cls)=Kp (1+ % + TpSH) (2.14)

En général, pour les calculs analytiques, une expression ou les parametres apparaissent de
maniére linéaire est souvent préférée. Cette approche est facilitée par l'utilisation de la forme
paralléle, qui permet une formulation plus directe et accessible des parametres.

C(5)= Kp + g+ + KpS* (2.15)

Le diagramme de Bode asymptotique pour le correcteur PI*D* fractionnaire, conforme a
I'équation (2.15), est présenté dans la figure (2.7) [19]. On observe clairement les pentes
caractéristiques des composantes intégrale et dérivée du correcteur, qui sont respectivement de -201
dB/décade et 20u dB/décade.

Les diagrammes de Bode, qui détaillent I'amplitude et la phase pour ce correcteur fractionnaire,
sont également illustrés dans la méme figure (2.8). Une comparaison de ces tracés avec ceux d'un
correcteur PID standard démontre I'effet significatif des ordres fractionnaires sur les pentes des

composantes intégrale et dérivée du correcteur PI*D* [19].

Magnitude (dB)

Frequency (rad/s)

Figure 2. 7 : Lines Asymptotique du correcteur PI*D#*

21



Chapitre 2 : Correcteurs PID et PI*D* adaptatifs

Comme illustré dans la figure (2.9), le correcteur PI*D* étend le concept du correcteur PID
traditionnel d'un point & un plan. Cette extension offre une plus grande flexibilité dans la conception
des commandes PID. En positionnant (A=1, u=1), on retrouve le correcteur PID traditionnel. De
méme, en fixant (A=1, u=0), ainsi que (A=0, u=1), on obtient respectivement les correcteurs Pl et PD
classiques. Ces configurations représentent des cas particuliers du correcteur PI*D¥, tel que défini

par I'équation (2.15).

Bode Diagram
PP, P— . ——
s 5 H| P O HEHH
| ¥ 3 ,: ' 07 )
@ » tt ot bl <t
A=) M 4
Q@ 20| Ve s v ve fe e t=3083
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c Aleese Phas : "w ‘e b o doatpTh § 4 6C o
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28
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Figure 2. 8 : Diagramme de Bode des correcteurs PID et PI*DH pour (A=0.8, n=0.7)

L T L T

D PFID P FID
=1 ap L m=1 -

— pID

P PI A P PI X

L - L L
N— 1 o A —

Figure 2. 9 : Correcteurs classiques et fractionnaires

L'un des principaux avantages des systémes fractionnaires PI*D* est leur capacité a réguler
avec précision la dynamique des systéemes d'ordre fractionnaire. 1ls offrent également une plus grande
robustesse aux variations des parameétres du systeme contrdlé. Avec deux degrés de liberté
supplémentaires, les correcteurs PI*D* permettent une meilleure adaptation aux propriétés
dynamiques des systemes. Des recherches sont en cours pour développer de nouvelles méthodes de

réglage des correcteurs PI*D* en étendant les principes de la théorie de commande classique.
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4.2 Techniques de réglage du correcteur PI*D"

Pour ameliorer les performances des systemes de contrble et répondre aux spécifications
nécessaires, diverses architectures de contr6le ont été explorées. Parmi ces approches, la conception
de correcteurs PI*D* d'ordre fractionnaire a été particuliéerement mise en avant. Selon les travaux
mentionnés dans la référence [20], passer de I'intégration et de la différenciation d'ordre entier a celles
d'ordre fractionnaire augmente considérablement la flexibilité de réglage. Cette modification permet

donc de mieux satisfaire aux exigences de contréle que les correcteurs conventionnels.

Les variations des composantes intégrales et dérivées du contréleur PI*D* d'ordre fractionnaire
et leur impact sur les systemes de commande d'ordre non entier ont été principalement explorées a
travers des analyses qualitatives et des simulations, comme indiqué dans la référence [21]. Par
ailleurs, une approche novatrice a été proposée pour les systemes de premier ordre avec un temps de
retard conséquent [22], ou une contrainte de robustesse spécifique est appliquée pour maintenir la
phase du systéme en boucle ouverte plate a la fréquence de coupure. Dans une autre étude [23], le
réglage des controleurs PI*D* a été effectué en utilisant la théorie de rétroaction quantitative QFT
(Quantitative Feedback Theory), ce qui a permis d'élargir les techniques de réglage existantes en
intégrant les incertitudes des systemes, y compris les incertitudes paramétriques, dans le modéle QFT.
La référence [24] propose deux ensembles de régles pour déterminer les paramétres des correcteurs
PI*D* d'ordre fractionnaire, s'appuyant uniquement sur les données de réponse temporelle du
systeme, similaires a celles utilisées par les régles de Ziegler-Nichols pour les correcteurs PID
classiques, sans nécessiter de modéle du systeme. Enfin, la référence [25] décrit I'utilisation de
I'algorithme d'optimisation par essaims particulaires (PSO) pour le réglage optimal des paramétres

des correcteurs PI*D* d'ordre fractionnaire.

L'idée d'un correcteur PI*D* adaptatif d'ordre fractionnaire est explorée dans [26], visant &
surpasser les performances des systemes de commande adaptative traditionnels en intégrant des
opérateurs d'ordre fractionnaire dans les algorithmes de commande. La conception de ces correcteurs
fractionnaires s'appuie souvent sur une extension des principes de la commande PID classique. En
effet, I'adoption de méthodes d'optimisation pour concevoir des correcteurs PI*D"d'ordre non entier
représente une direction dynamique et en pleine expansion dans ce domaine. Une avancée
significative a été réalisée dans [25], ou lI'accent a été mis sur une approche de conception basée sur
I'optimisation. Cette approche utilise plusieurs criteres de qualité pour évaluer et optimiser les
performances des correcteurs. Par ailleurs, d'autres études ont proposé des designs de correcteurs
PI*D" d'ordre non entier qui répondent a des exigences spécifiques telles que la robustesse aux

incertitudes du modeéle et la résilience aux bruits de haute fréquence.
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Il est important de noter que cette revue n'est pas exhaustive ; elle exclut d'autres travaux
pertinents liés au calcul d'ordre fractionnaire et & ses applications, principalement parce que leurs

themes ne correspondent pas directement a I'objectif de cette theme.

5 Commande adaptative

5.1 Commande PID adaptative d’ordres entier
La loi de commande de contrbleur adaptatif d’ordre entier en boucle fermée est donnée par

(2.16) :

u(t) = —kc[ks(Oe(®) + Itk (e ()} + Dks@e®3] . T\

ky(t) = kp(t) + ark;(t) + asky(t) .

ko(t) = ayk;(t) .

k3(t) = azky(t) .

ky(t) = (1) . > (2.16)

ki) = 1{e*(t)}.

ka(t) = D {e*()} .

e(t) = y(t) —r(2). W,

Telque : K., a,, a,, as et a, :sont constantes positifs.

K, K, et K; sontdes paramétres intermédiaires

p Systéme (3 > P p
; v
kc z Oz
Pl
P " /L\
r T » 5 >
2
/
A V\ 1 K,
p Oy
/ A
/f
Ki 1
— - o O B
P
/

Figure 2. 10 : Le systéme de régulateurs adaptatif PID d’ordre entier
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5.2 Commande PID adaptative d’ordres fractionnaires

La figure (2.11) présente une structure simplifiée des régulateurs adaptatifs des (PI*DH).

r € pIAipk .-~ ’ l y
-7 Systeme

-

_-<€ontréleur

-
-

v

Figure 2. 11 : Le régulateur adaptatif de PI*D* d’un systéme perturbé

En s'ajoutant a I'algorithme donné dans I'équation (2.16) 1’action fractionnaire de I’intégrale
A et ’action fractionnaire de dérivation d'ordre p ; nous obtenons le contréleur adaptatif fractionnaire
PI*D* [27].

Son algorithme est proposé dans I’équation (2.17) :
u(t) = —kc[k1(®)e(t) + Ik, ()e(t)} + D* (ks (D)e(t))] . N
ky(t) = kp(t) + ark;(t) + ask,(t) .
ky(t) = ayk;(t) .

ks(t) = askq(t) .

k, () = e*(t) . > 217)
ki(t) = IM{e?(1)} .

kq(t) = DF{e*()} .

e(t) =y() —r(t).

Telque : K., a,, a,, az et a, sont constantes positifs.

K;,K, et K; sontdes parameétres intermédiaires. /

Les principes du contr6leur adaptatif fractionnaire PI*D* sont illustrés dans cette figure
(2.12).
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Figure 2. 12 : le systéme de régulateurs adaptatif PI*D* d’ordre fractionnaire

Note :

En observant les deux illustrations du schéma de contr6leur adaptatif, il est évident que la seule
distinction entre le PID adaptatif classique et le PID adaptatif d'ordre fractionnaire se fait dans I'ordre

d'intégration et de dérivation.

6 Conclusion

Ce chapitre a exploré les principes fondamentaux et les applications avancées des systemes de
commande PID et PI*D", en mettant un accent particulier sur les correcteurs PI*D*d'ordre
fractionnaire. Nous avons débuté par une présentation des régulateurs PID classiques, reconnus pour
leur simplicité et leur efficacité dans de nombreux contextes industriels. Nous avons ensuite étendu
notre discussion aux correcteurs PI*D", qui enrichissent le paradigme PID traditionnel par
I'introduction de dynamiques d'ordre fractionnaire, offrant ainsi une flexibilité accrue et une meilleure

adaptation aux systémes complexes.

Les techniques de réglage des correcteurs PI*D%ont été examinées, illustrant comment les
méthodes conventionnelles peuvent étre adaptées ou entiérement remodelées pour exploiter les
propriétés uniques des dérivées et integrales d'ordre fractionnaire. Ces techniques incluent des
approches basées sur des criteres de performance classiques ainsi que des méthodes d'optimisation
avancées, telles que celles utilisant l'algorithme d'optimisation par essaims particulaires (PSO), pour

affiner les parametres des régulateurs en fonction des spécifications du systeme.
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Enfin, la commande adaptative PID et PI*D* a été abordée, soulignant comment ces systémes
peuvent étre configurés pour répondre dynamiquement aux changements de I'environnement ou aux
perturbations internes du systeme. Cette adaptabilité est cruciale pour les applications ou les

conditions de fonctionnement varient de maniére significative ou sont imprévisibles.
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1 Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons I'étude et la commande de deux systémes a dynamique
fractionnaire distincte : un systeme de chauffage, intrinsequement lent, et un systéeme électrique,
naturellement rapide. L'objectif principal est de démontrer comment une approche de commande par
régulateurs PID et PI*D* peut étre efficacement appliquée a des systémes ayant des réponses

temporelles radicalement différentes.

2 Présentation des systémes

Nous commencons par une présentation détaillée des systémes étudiés : le systeme de
chauffage, modélisé comme un processus de transfert thermique lent, et le systeme électrique,
représenté par une dynamique électromécanique rapide. Chaque systeme est d'abord analysé
individuellement pour établir les parametres critiques influencant leur comportement et leur réponse

aux entrées de commande.

2.1 Etude du premier systéme (thermique)
Le premier systeme est donné par la fonction de transfert suivante [28] :

1

(3.1)
2012.4s"{1.8063} + 107.29s"{0.93529} + 1.0305

Gi(s) =

Cette fonction représente un systéeme thermique de chauffage avec une dynamique
fractionnaire, qui affiche des comportements et qui s'approche dans ses réponses d'un systeme de
premier ordre. Cette description indique un comportement complexe ou les ordres de dérivation ne
sont pas entiers, caractéristique des systémes dits a ordre fractionnaire, Voici une description de ce
systeme de chauffage basée sur sa fonction de transfert :

2.1.1 Nature fractionnaire des ordres de dérivation

L'ordre de dérivation le plus élevé dans le dénominateur est de 1.8063, ce qui implique une
réponse qui n'est pas typiquement exponentielle ou simple a modéliser avec les systemes entiers. Cet
ordre plus élevé peut refléter une inertie ou un retard plus complexe dans le systéeme, typique des
processus thermiques impliquant des milieux avec une capacité thermique élevée ou des échanges de

chaleur non linéaires.

Le second terme du dénominateur, 107.29s”(0.93529), montre un ordre inférieur a 1, indiquant
une dynamique qui est plus réactive que celle dictée par un processus de premier ordre, mais sans

atteindre la réactivité instantanée d'un systéme a ordre zéro.
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2.1.2 Coefficients et leur impact

Le coefficient le plus élevé, 2012.4, associé a l'ordre le plus élevé de 's’, indique que la réponse
du systeme est fortement influencée par des changements a lent terme ou des effets retardés, ce qui
est courant dans les systemes de chauffage ou I'accumulation de chaleur et sa dissipation sont des

processus graduellement influents.

Le terme constant, 1.0305, bien qu'apparemment mineur par rapport aux autres coefficients,

assure une stabilité basale dans la fonction de transfert, stabilisant la réponse du systéme dans son

ensemble.

2.1.3 Réponse en temps

La réponse temporelle de systeme G, (s) est montrée par la Figure (3.1).

Réponse temporelle de G

X 3000
Y 0.970356

Sortie

0

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Temps (s)

Figure 3. 1 : Réponse temporelle de systeme G, (s)

2.1.4 Les caractéristiques de systeme

Les caractéristiques de ce systeme sont dans le tableau ci-dessous :

Temps de stabilisation 723.6196

Tableau 3. 1: Caractéristiques de systeme G, (s)
2.2 Etude du deuxiéme systéme

Le deuxieme systéeme décrit par la fonction de transfert suivante [29] :
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1

Gy(s) = (0.8s{2.2} + 0.55"{0.9} + 1)

(3.2)

Cette fonction représente un systéeme électrique rapide qui affiche des comportements
oscillatoires et qui s'approche dans ses réponses d'un systéme de deuxiéme ordre. Cette description
fractionnaire unique suggére une complexité significative dans la dynamique du systéme. Voici une

analyse détaillée pour mieux comprendre et interpréter cette fonction de transfert :

2.2.1 Caractéristiques fractionnaires et ordres de derivation

Le terme de plus haut ordre, 0.8s"{2.2}, bien qu'il dépasse légérement I'ordre deux typique des
systemes oscillatoires de deuxieme ordre, suggére que le systeme peut présenter une réponse avec
une inertie lIégerement accrue ou des comportements prolongés apres des perturbations, par rapport a

un systeme purement quadratique.

Le terme 0.5s"{0.9} est inférieur a l'unité, indiquant une réaction plus immédiate et moins
intégrée aux variations d'entrée, pouvant contribuer a la rapidité de la réponse du systeme sans

atteindre une action purement proportionnelle.

2.2.2 Coefficients et influences dynamiques

Le coefficient 0.8 affecte le terme d'ordre le plus élevé, influencant principalement la maniere
dont le systéme répond sur le long terme et sa capacité a gérer ou atténuer les oscillations prolongeées.

Le coefficient 0.5 modére le terme de dérivation inférieure, 0.5s"{0.9}, ayant un effet
substantiel sur la réponse transitoire du systeme, ce qui peut étre crucial pour le contrble des

oscillations initiales ou la réaction & des changements soudains.

2.2.3 Réponse en fréquence et comportement temporel

La réponse temporelle devrait montrer des oscillations caractéristiques d'un systéme de
deuxiéme ordre, mais avec des nuances introduites par les ordres fractionnaires. Ces nuances peuvent
inclure des oscillations qui ne s'amortissent pas de maniere typique ou qui présentent des dynamiques

de relaxation ou de réponse initiale différentes.

La réponse temporelle de systéme G, (s) est montrée par la Figure suivante :
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16 Réponse temporelle de G

Sortie
o
[o:]

0 10 20 30 40 50
Temps (s)

Figure 3. 2 : Réponse temporelle de systeme G,(s)

2.2.4 Les caractéristiques de systeme

Les caractéristiques de ce systeme sont dans le tableau ci-dessous :

Temps de stabilisation 8.8503

Tableau 3. 2: Caractéristiques de systeme G, (s)

3 Approximation de la fonction de transfert fractionnaire

Dans la suite nous allons utiliser la méthode d’Oustaloup (voir le chapitre 01) pour approximer

la fonction de transfert fractionnaire G(s) a une fonction de transfert entiere G, (s).

Dans cette méthode, I’ordre du filtre est 'un des parameétres les plus critiques. C'est 1’ordre

détermine la qualité de I’approximation du systéme fractionnaire.

3.1 Pour le premier systéme

D’aprés la figure (3.1) on peut choisir w, = 1075, w,, = 102 et de faire varier I’ordre du filtre

e Pour I’ordre d’approximation (N=5) le mode¢le approximé de ce systéme est le suivant :
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s10 417052 + 7711 s8 + 4.663e4 s7 + 8.106e4 s® + 1.943e4 s° + 1343 s* +
Guls) = 12.79 53 + 0.03503 s2 + 1.279e(—5)s + 1.246e(—9) (3.3)
€ 8.247e4 s11 + 8.214e06 510 + 7.239e07 s° + 1.756e08 s8 + 6.566e7 s” + 7.77e6 s
+2.709e5 s5 + 3581 s* + 19.16 53 + 0.03857 s2 + 1.347e(=5 )s + 1.287e(—9)

Réponses temporelles superposées pour G et Ge pour N=5
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Figure 3. 3 : Réponse temporelles superposées pour G et Ge pour N=5

e Pour (N=10) le modéle approxime de ce systéme est le suivant :

s20 422545 + 1.691e4 s'8 + 4.907e5 s'7 + 6.18e6 s'® + 3.343e7 s15 +
8.144e7 s + 8.676e7 s'3 + 4.192e7 s'? + 8.887e6 s'! + 8.557e5 s +
3.617e4 5% + 694.3 s® + 5.847 s7 + 0.02234 s + 3.731e(—5)s® + 2.807e(—8)s*
Go(s) = +9.071e(—12)s31.272e(—15)s26.903e(—20)s + 1.246e(—24) (3.4)
€ 8.247e04 s21 + 1.219e7 s29 + 4.905e8 s1° + 7.785e9 s18 + 5.105e10 s17 + '

1.49e11s16 + 1.91e11 s15 + 1.129e11 s1* + 3.058e10 s13 + 4.011e09 s12
+ 2.615e08 s11 + 8.965e6s10 + 1.675e5s? + 1733 s8 +9.834 s7
+0.02951 s® + 4.353e(—5) s® + 3.067e(—8)s* + 9.615e(—12)s3

+1.328e(—15 )s2 + 7.156e(—20)s + 1.287e(—24)
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Réponses temporelles superposées pour G et Ge pour N=10
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Figure 3. 4 : Réponse temporelles superposées pour G et Ge pour N=10

D’apreés les figures (3.3) et (3.4) on constat que pour N = 10 les deux fonctions de transferts
originale est approximée sont presque superposables, pour cela on va la choisir pour la commande

PID adaptative entiere.

3.2 Pour le deuxiéme systeme

D’apreés la figure (3.2) on peut choisir w, = 1073, w,, = 10° et de faire varier I’ordre du filtre

e Pour I’ordre d’approximation (N=3) le modele approximé de ce systeme est le suivant :

s® +8.232e04 s° + 6.455e08 s* + 1.121e11 53 + 1.891e12 5% +
Go(s) = 7.06e11 s + 2.512e10
858 + 6.099e05s7 + 1.578e09 s6 + 2.435e11 s5 + 1.397e12 s* +
1.323e12 s3 + 2.39e12s2 + 7.251ells+ 2.514e10

(3.5)
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16 Réponses temporelles superposées pour G et Ge pour N=3
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Figure 3. 5 : Réponse temporelles superposées pour G et Ge pour N=3

e Pour (N =5) ontrouve :

s10 4+ 1.088e5 s° + 2.197e9 s® + 5.356e12 s” + 2.65e15 s® 4+ 1.618e17 s°

Go(s) = —T2:01el8 s* +3.082e18 % + 9.589e17 s* + 3.603el6s +2.512e14 (3 6)
€ 812 +7.725e5 s11 +9.129€9 s10 + 1.824e13 s° + 5.282e15 s8 +

2.646e17 s7 + 1.98e18 s + 3.393e18s> + 4.101e18 s*

Réponses temporelles superposées pour G et Ge pour N=5
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Figure 3. 6 : Réponse temporelles superposées pour G et Ge pour N=5
D’aprés les figures (3.5) et (3.6) on constat que pour N = 5 donne des résultats satisfaisants,

pour cela on va choisir la fonction de transfert qui lui correspond afin d’appliquer la commande PID

adaptative entiere dans la suite de notre travail.
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4 Application de la commande PID/PI*D* adaptative

4.1 Pour le premier systéme

4.1.1 Lacommande PID adaptative

Comme notre commande est d’ordre entier (PID) on a opter pour la fonction de transfert de

I’équation (N=10). Nous avons appliqué la commande en choisissant deux indices de performance, a

savoir IAE et ISE.

Les résultats en termes de performance sont montrés par le tableau (3.3). Les figures (3.7) et

(3.8) représentes les réponses temporelles de premier systeme commandés par PID.

15 Kp=991.3069; * Ki=42.7062;"' Kd=955.3721
1 .
Q2
T
o]
N
0.5F 1
0 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
Temps (s) pour IAE

Figure 3. 7 : Réponse temporelle de systeme G, (s) avec correction PID critere IAE

Kp=913.1527;' Ki=68.2518;' Kd=946.7335

1.5

Sortie

051

0 1 1
0 5 10 15 20 25 30

Temps (s) pour ISE

Figure 3. 8 : Réponse temporelle de systeme G, (s) avec correction PID critére ISE

temps de stabilisation Dépassement
12.2643 1.2686

temps de montée
1.7121

ISE 1.7601 13.5917 1.2905

Tableau 3. 3 : Performances obtenues pour le systéme G; (s) avec PID critéres IAE/ISE
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Comparaison entre IAE et ISE :
Le temps de montée avec le critere IAE est légerement plus rapide, indiquant une réponse plus

rapide aux entrées.

Le temps de stabilisation avec le critere IAE est plus court, indiquant que le systéme atteint la

stabilité plus rapidement comparé au critere ISE.

Le dépassement est moindre avec le critere IAE, indiquant que le systéme est moins sujet a un

dépassement important.

En considérant le premier systeme comme un systéeme de chauffage lent, qui pourrait bénéficier

d'une réponse rapide pour atteindre rapidement la température désirée :
IAE peut étre plus approprié pour obtenir une réponse plus rapide.

4.1.2 Lacommande PI*D* adaptative

Les figures (3.9) et (3.10) représente les réponses temporelles de premier systeme corrigés par
un correcteur PI*D* adaptative. Les résultats en termes de performance sont montrés par le tableau

(3.4).

Kp=869.3325; Ki=24.7647; Kd=985.4218; lamda=0.12759; mu=0.53295

1.5

Sortie

15 20 25 30
Temps (s) pour IAE

Figure 3. 9 : Réponse temporelle de systéme G, (s) avec correction PI*D# critére |IAE

Kp=756.1419; Ki=16.8512; Kd=964.0159; lamda=0.34827; mu=0.59849

Sortie

0 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

Temps (s) pour ISE
Figure 3. 10 : Réponse temporelle de systéme G, (s) avec correction PI*D# critére ISE
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temps de montée temps de stabilisation Dépassement
1.4102 8.7532 1.2713

N]= 1.5505 7.0830 1.2420

Tableau 3. 4 : Performances obtenues pour le systtme G, (s) avec PI*D* critéres IAE/ISE

Comparaison entre IAE et ISE :

Le temps de montée avec le critére IAE est Iégérement plus rapide, ce qui signifie une réponse

plus rapide aux entrées.

Le temps de stabilisation avec le critére ISE est plus court, ce qui signifie que le systéme atteint

la stabilité plus rapidement comparé au critere IAE.

Le dépassement est moindre avec le critére ISE, ce qui signifie que le systéme est moins sujet

a un déepassement important.

Le méme objectif est d'obtenir une réponse rapide, le critere IAE peut étre plus approprié
4.2  Pour le deuxiéme systéeme

En suivant les mémes étapes que nous avons appliquées pour le premier systéme.

4.2.1 Lacommande PID adaptative

Les différents résultats obtenus pour la commande PID adaptative sont données par les figures

(3.11), (3.12) et le tableau (3.5) pour le deuxieme systeme.

Kp=861.1315; ' Ki=71.6456;' Kd=620.3327

0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 01
Temps (s)  pour IAE

Figure 3. 11 : Réponse temporelle de systéme G, (s) avec correction PID critere IAE
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Kp=428.5866; ' Ki=479.8904;" Kd=782.5507

ol T

0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 01
Temps (s) pour ISE

Figure 3. 12 : Réponse temporelle de systéme G, (s) avec correction PID critere ISE

temps de montée temps de stabilisation Dépassement
0.0058 0.0209 1.0802

N]= 0.0048 0.0174 1.0858

Tableau 3. 5 : Performances obtenues pour le systéme G, (s) avec PID critéres IAE/ISE

Comparaison entre IAE et ISE :

Le critere ISE offre un temps de montée légerement plus rapide (0.0048 s) comparé au critere

IAE (0.0058 s). Cela indique que le systeme répond plus rapidement avec le critére ISE.

Le critere ISE atteint la stabilisation plus rapidement (0.0174 s) que le critere IAE (0.0209 s),

ce qui signifie que le systeme est plus efficace a atteindre son état stable avec le critére ISE.

Les valeurs de dépassement sont trés proches pour les deux critéres, avec une légére différence

ou le critére ISE a un dépassement légerement supérieur (1.0858) par rapport au critére IAE (1.0802).

Etant donné que le systéme électrique est rapide, nécessite une grande précision et une stabilité

a long terme, a savoir minimiser le dépassement, le critere IAE est plus adapté.

4.2.2 Lacommande PI*D* adaptative

Les résultats obtenus par le correcteur PI*D* adaptative est sont montrés par les figures (3.13),
(3.14) et le tableau (3.6).
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Kp=970.2456; Ki=199.6854; Kd=987.4548; lamda=0.83002; mu=0.9917

001 002 003 004 005 006 007 008 009 01
Temps (s) pour IAE

Figure 3. 13 : Réponse temporelle de systéme G,(s) avec correction PI*D# critére IAE

Kp=746.4506; Ki=54.6124; Kd=976.7385; lamda=0.77333; mu=0.9943

001 002 003 004 005 006 007 008 009 01
Temps (s) pour ISE

Figure 3. 14 : Réponse temporelle de systéme G, (s) avec correction PI*D* critére ISE

temps de montée temps de stabilisation Dépassement
0.0042 0.0206 1.0796

N]= 0.0043 0.0206 1.0768

Tableau 3. 6 : Performances obtenues pour le systéme G, (s) avec PI*DH critéres |AE/ISE

Comparaison entre IAE et ISE :

Les temps de montée sont tres proches dans les deux critéres, indiquant une réponse presque

immédiate aux entrées.

Les temps de stabilisation sont identiques dans les deux critéres, indiquant que le systéme atteint

la stabilité a la méme vitesse.

Le dépassement est Iégerement inférieur avec le critére ISE, indiquant que le systéme est moins
susceptible d'un dépassement significatif comparé au critére IAE.

Le méme objectif est d'obtenir une plus grande stabilité et de réduire le dépassement, le critére
ISE est le choix le plus approprié.
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5 Etude comparative entre PID et PI*\D*

e Pour le premier systéeme, les résultats en termes de performance sont montrés par le tableau

suivant :

temps de montée temps de stabilisation Dépassement

“ 1.7121 12.2643 1.2905
1.4102 8.7532 1.2713

Tableau 3. 7 : Performances obtenues pour le systéme G, (s) avec correction PID/PI*D*

Le contrbleur PI*D* a un temps de montée plus rapide que le contrdleur P1D. Cela signifie que

le systéme répond plus rapidement aux entrées avec le PI*D¥,

Le temps de stabilisation est également meilleur avec le PI*D* par rapport au P1D, indiquant

une stabilisation plus rapide du systéme.

La valeur de dépassement est Iégérement inférieure pour le PI*D* comparée au PID, ce qui

indique un dépassement moins important.

En résumé, le contrdleur PI*D* surpasse le contréleur PID en termes de temps de montée plus

rapide, de stabilisation plus rapide et de moindre dépassement pour le systeme G, (s).
e Pour le deuxiéme systeme, les résultats sont montrés par le tableau suivant :

temps de montée temps de stabilisation Dépassement

2
“ 0.0058 0.0209 1.0802
0.0043 0.0206 1.0768

Tableau 3. 8 : Performances obtenues pour le systéme G, (s) avec correction PID/PI*D#*

Le contrdleur PI*D* a un temps de montée Iégérement plus rapide comparé au contréleur PID.

Cela signifie que le systéme répond plus rapidement aux entrées avec le PI*D®,
Le temps de stabilisation est meilleur avec le PI*D* par rapport au PID.

La valeur de dépassement est légérement inférieure pour le PI*D* comparée au PID, ce qui

indique un dépassement moins important.
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En résumé, le contrdleur PI*D* surpasse le contrdleur PID en termes de temps de montée plus

rapide, de stabilisation rapide et de moindre dépassement pour le systeme G, (s).

6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exploré et comparée deux types de systemes dynamiques : un
systéeme rapide et un systeme lent. Pour chacun, nous avons développé une approximation de leur
fonction de transfert fractionnaire en utilisant une fonction de transfert d'ordre entier. Nous avons
ensuite mis en ceuvre un contrdle adaptatif PID/PI*D*, guidé par les critéres d'erreur intégrale absolue

(IAE) et d'erreur intégrale au carré (ISE).

Pour chaque critere, les constantes de contrble ont été soigneusement ajustées, et les
performances des systemes ont été évaluées selon plusieurs parameétres clés, tels que le temps de
montée, le temps de stabilisation, et le dépassement. Nos analyses révélent que le choix du critére de
performance dépend étroitement de I'équilibre souhaité entre la rapidité de la réponse et la qualité de

la stabilisation finale.

En conclusion, une étude comparative entre les controleurs PID classique et PI*D* a été
effectuée. 11 en ressort que le controleur PI*DH surpasse généralement le PID classique, offrant de
meilleures performances en termes de précision et de réponse dynamique. Cette supériorité marque
une avancée significative dans I'optimisation des stratégies de contréle pour des systemes de nature

diverse.
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Conclusion Général

Ce mémoire de Master a exploré en profondeur les systéemes a ordre fractionnaire et leur
application dans le contrle des systemes dynamiques, mettant un accent particulier sur les
correcteurs PID classiques et & ordre fractionnaire. A travers une analyse détaillée des opérateurs
d’ordre fractionnaire, ce travail a démontré comment la genéralisation des dérivées et des intégrales

peut étre exploitée pour améliorer la modélisation et la commande des systemes complexes.

Les méthodes d’approximation telles que l'expansion par fractions continues, la méthode
d'Oustaloup, et d'autres approches ont été évaluées pour leur efficacité dans la simplification de
I'implémentation pratique des régulateurs a ordre fractionnaire. En outre, la modélisation des
systemes linéaires a l'aide de ces opérateurs a permis de mettre en lumiére les aspects de contrélabilite,
d'observabilité, et de stabilité, essentiels pour la conception de systemes de contrble fiables et
efficaces.

L’application des connaissances théoriques a des cas pratiques a été une composante majeure
de ce mémoire, avec des simulations et des études de cas démontrant I'amélioration de la performance
des correcteurs PI*D* par rapport aux correcteurs PID traditionnels. L'adaptabilité et la flexibilité des
correcteurs fractionnaires ont été testées dans divers contextes, révélant des avantages significatifs,

surtout dans la gestion des processus linéaires longs et complexes.

Ce travail a non seulement confirmé I'efficacité des systémes a ordre fractionnaire dans le
contréle avancé des processus mais a également ouvert la voie a des recherches futures. L'intégration
de ces approches innovantes pourrait transformer les pratiques industrielles, en offrant des solutions
plus robustes, précises, et efficaces pour les défis de contr6le les plus exigeants.

Les perspectives d'avenir pour la recherche incluent I'exploration de I'application des
correcteurs fractionnaires dans d'autres domaines tels que les systtmes non linéaires et les
environnements multi-agents, ainsi que I'amélioration continue des méthodes d’approximation pour
faciliter leur déploiement dans des systémes réels. En conclusion, les systéemes a ordre fractionnaire
représentent un champ prometteur pour les avancées technologiques en automatique et contréle des

systémes, porteur d'innovations significatives pour I'ingenierie de contréle moderne.
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