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Résumé
On s’intéresse ici a 'application d’'une méthode de résolution de probléme de programmation
linéaire avec contraintes bornées; cette méthode qui & la fois précise et rapide , fait partie des
méthodes dites "directes" . Il s’agit de la méthode adaptée . cette méthode est constituée de
deux étapes importantes : changement du plan et changement du support.

Mots clés : programmation linéaire , méthode adaptée , contraintes bornées.

Abstract

We are interested here in the study of resolution of linear programming problem with bounded
constraints .This method ,which is pricised and fast at the same time and is part of directe
methods . It’s the adapted method . This method consists of two important steps : plan change
and support change .

Key words : linear programming , adapted methode , bounded constrants .
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Introduction générale

La programmation mathématique est une branche de 'optimisation qui s’occupe de la mi-
nimisation ou de la maximisation sous contraintes d’une fonction & plusieurs variables, schéma
trés général s’appliquant & de nombreuses situations pratiques dans beaucoup de domaines (mi-
nimisation de cotits, de durées, etc.), et se propose pour objet 1’étude et la mise en ceuvre des
algorithmes de résolution.

La présence du terme "programmation" dans le nom donné a cette discipline peut s’expliquer
historiquement par le fait que les premiéres recherches et les premiéres applications se sont dé-
veloppées dans le contexte de 1’économie et de la recherche opérationnelle.

La programmation linéaire constitue un domaine de la programmation mathématique le plus
étudié. Elle concerne 'optimisation d’un programme mathématique ot la fonction objectif et
les fonctions définissant les contraintes sont linéaires.

Beaucoup de problémes réels de recherche opérationnelle peuvent étre modélisé par un pro-
bléme linéaire. Ceci entraine une augmentation de la taille du probléme pour I’écrire sous forme
standard et le résoudre par la méthode du simplexe qui est inventé a partir de I'année 1947 par
George Danzig [3] & une complexité au moyenne polynomial en face a d’autre algorithmes pour
la programmation linéaire qui ont une complexité polynomiale, citons par exemple la méthode
adaptée.

Dans la plupart des problémes pratiques, les variables sont bornées. Une composante z; est
bornée inférieurement par di; et supérieurement par dsj, ot di; < dy;. Si on note d; et dy les
vecteurs borne inférieure et supérieure respectivement, on obtient les contraintes dites simples
(ot directes) suivantes d; < x < dy. La plus simple maniére de traiter ces contraintes, consiste
a introduire des variables d’écarts 1y; et yo, on obtient ainsi les contraintes = + y; = ds et
x + y2 = di. Dans ce cas le nombre de contraintes d’un probléme de programmation linéaire a

variables bornées :
cx — max

(P): Az =D
dy <z <dy

tel que : les contraintes sont de taille m et les variables sont de taille n.

Pour cela les contraintes passent de m a m + 2n, et le nombre de variables de n a 3n, il est clair
que la taille du probléme (complexité) augmente considérablement si les contraintes simples
sont transformées en introduisant des variables d’écart.



Une méthode adaptée du simplexe pour la résolution d’un probléme de programmation li-
néaire a variables bornée, sans introduire de variables d’écart, est la méthode dite adaptée qui a
été proposée par R.Gabassov et F.M .Kirrillov durant les année 80 [5, 6]. L’avantage de celle-ci
est une méthode de points intérieurs, ol on plonge dans le polydére pour aller plus vite vers le
sommet optimal, elle permet aussi ’obtention d’une solution approchée et résout des problémes
de controle optimal. La complexité de cette méthode est exponentiel.

La méthode adaptée est une méthode de point intérieur (le plan et le support sont choisis
indépendamment). Elle nous permet aussi d’avoir une solution approchée.
L’itération de I'algorithme se fait en deux procédures :

— Changement du plan

— Changement du support

Au début de son invention, elle a été appliquée a différents types de problémes de pro-
grammation mathématique|5|, par la suite & des problémes de controle optimal et probléme de
programmation linéaire.

Résolution d’un modéle de programmation linéaire a ’aide de I'algorithme adapté et la dé-
termination des valeurs marginales ressources sont deux aspects importants de cet outil puissant
qu’est la programmation linéaire pour le gestionnaire.

Le présent travail est réparti en trois chapitres précédés d’une introduction générale avec
des exemples d’applications de la méthode adaptée :

Dans le premier chapitre, on a proposé des notions principales et la méthode du simplexe
pour résoudre un probléme de programmation linéaire .

Dans le deuxiéme chapitre, on a fait une description de la méthode adaptée pour un probléme
de programmation linéaire a variable bornées, avec application numérique sur un exemple.

Dans le troisiéme chapitre, on a appliquées la méthode adaptée au probléme de programma-
tion linéaire avec des contraintes bornées par la méthode de point intérieur.

Le mémoire se termine par une conclusion générale et quelques perspectives.



Chapitre 1

(Généralités sur la programmation linéaire

1.1 Introduction

L’optimisation est un outil simple pour modéliser des problémes de décision que soit écono-
mique, militaire ou autres. On fait de la programmation linéaire un des champs de recherche les
plus actifs au milieu du siécle précédent. Les premiers travaux (1947) sont de George B. Dantzig
[3] et ses associés du département des forces de 'air des Etats Unis d’Amérique.

Les problémes de programmations linéaires sont généralement liés a des problémes d’allo-
cations de ressources limitées, de la meilleure facon possible, afin de maximiser un profit ou
de minimiser un cott. Le terme meilleur fait référence a la possibilité d’avoir un ensemble de
décisions possibles qui réalisent la méme satisfaction ou le méme profit. Ces décisions sont en
général le résultat d’'un probléme mathématique.

Dans ce chapitre, nous donnons quelques notions de la programmation linéaire qui sont
nécessaires pour introduire le probléeme d’optimisation



1.2 Notion de programmation mathématique

1.2.1 Définitions
soit D un domaine de R" et f: D — R

Définition 1.1. un probléme mathématique d’optimisation (P) est un probléme qui consiste a
chercher un élément z* € D tel que :

f(@*) = f(x) (ou f(2%) < f(x)) Vo € D

Définition 1.2. soit (P) un programme mathématique :

— Un point z € D est appelé solution réalisable de (P)

— Le domaine (D) est appelé domaine des solutions réalisables de (P)
— La solution z* de (P) est appelée solution optimale de (P)

— La fonction f est appelée fonction objectif de (P)

Remarque 1.1. un programme mathématique (P) est représenté par
la notation suivante :

») { optf(a)

opt f(x) peut étre minimiser ou maximiser f(z) :

Maxf(xz) (Pb de maximisation)
(p) reD

1.3 Définition d’un programme linéaire

Un programme linéaire est un probléme d’optimisation mathématique dans lequel :

1) Le domaine D des solutions réalisables est défini par un ensemble d’équations ou d’in-
équations linéaires ou les deux & la fois appelées «contraintesy.

2) La fonction f dite «fonction objectify est linéaire.
Notons que les inéquations linéaires strictes sont interdites car elles sont dépourvues de signifi-
cation physique.



1.4 Formulation d’un programme linéaire

Un modéle est un moyen pour mieux comprendre la réalité d’'un phénoméne quelconque.
Un modéle linéaire est un systéme d’équations ou d’inéquations appelées contraintes, qui sont
linéaires. Et a partir de ces contraintes, on doit optimiser une fonction également linéaire appelée
"fonction objectif".

1.4.1 Les conditions de formulation d’un probléme de programmation
linéaire

La programmation linéaire comme étant un modéle admet des hypothéses (des conditions)
que le décideur doit valider avant de pouvoir les utiliser pour modéliser son probléme. Ces
hypothéses sont :

1) Les variables de décision du probléme sont positives

2) Le critére de sélection de la meilleure décision est décrit par une fonction linéaire de ces
variables, c’est a dire, que la fonction ne peut pas contenir par exemple un produit croisé de
deux de ces variables. La fonction qui représente le critére de sélection est dite fonction objectif
(ou fonction économique)

3) Les restrictions relatives aux variables de décision (exemple : limitations des ressources)
peuvent étre exprimées par un ensemble d’équations linéaires. Ces équations forment ’ensemble
des contraintes.

4) Les parameétres du probléme en dehors des variables de décisions ont une valeur connue
avec certitude

1.4.2 Les étapes de formulation d’un programme linéaire :

Généralement il y a trois étapes a suivre pour pouvoir construire le modéle d'un programme
linéaire :

1) Identifier les variables du probléme & valeur non connues (variable de décision) et les
représenter sous forme symbolique (exp : x1, y1)

2) Identifier les restrictions (les contraintes) du probléme et les exprimer par un systéme
d’équations linéaires ou d’inéquations.

3) Identifier I'objectif ou le critére de sélection et le représenter sous une forme linéaire
en fonction des variables de décision. Spécifier si le critére de sélection est & maximiser ou a
minimiser.

1.4.3 Présentation Théorique

Un programme linéaire consiste a trouver le maximum ou le minimum d’une forme linéaire
dite fonction objectif en satisfaisant certaines équations et inégalités dites contraintes. En lan-
gage mathématique, on décrira de tels modéles de la maniére suivante :

Soient NN variables de décision x1, o, ...., x, I’hypothése que les variables de décision sont
positives implique que x1 > 0,29 > 0,....,xxy >0



La fonction objectif est une forme linéaire en fonction des variables de décision de type
Z=0CT1+Cxy+ ......... +ceNT N

ot les coefficients ¢y, ....., ¢y doivent avoir une valeur bien déterminée (avec certitude) et peuvent
étre positifs, négatifs ou nuls. Par exemple le coefficient ¢; peut représenter un profit unitaire
lié a la production d’une unité supplémentaire du bien x;, ainsi la valeur de z est le profit total
lié & la production des différents biens en quantités égales a x1, s, ....... ,IN.

Supposons que ces variables de décision doivent vérifier un systéme d’équations linéaires
définis par M inégalités

1121 + @129 + ....... + aNTN > b1
2121 + A22T9 + ....... + aonTn > by
Ayl + aprels + ..., + apyNTN > bM
ou les coefficients ayy, ...., apn €t by, ...... , by doivent avoir une valeur bien déterminée (avec

certitude) et peuvent étre positifs, négatifs ou nuls. Le parameétre b; représente la quantité de
matiere premiere disponible dont le bien x; utilise une quantité égale a a;;z;

En suivant les étapes de formulation ci-dessus, on peut représenter le PL comme suit :

Max cixy + coxo + ... + ey

1121 + 1229 + ....... +aiyry > by

911 + Q999 + ....... + asnTN > by
ap1r1 + Apals + ... + apyNTN Z bM

T Z O,Z‘Q Z 0,....,(1}]\7 Z 0

1.5 Les formes d’un programme linéaire

On trouve souvent deux formes de programme linéaire. La forme canonique et la forme
standard.



1.5.1 La forme canonique

Un programme linéaire est dit sous forme canonique si :

a)Les contraintes sont sous forme d’inégalités d’'infériorité et la fonction objectif est exprimée
sous forme de maximisation.

b)Les contraintes sont sous forme d’inégalités de supériorité et la fonction objectif est expri-
mée sous forme de minimisation.

c)Les contraintes sont sous forme d’inégalités d’infériorité, d’inégalités de supériorité et d’éga-
lités, et la fonction objectif est exprimée sous forme de maximisation ou de minimisation.
C’est-a-dire :

z=cx — Max
(p){ s/c Az <b
x>0

A une m x n matrice

x : n-variables de décision.

b : un m-vecteur colonne

¢ : n-vecteur ligne de cotit

s/c : sous contraintes

On peut obtenir la forme canonique pour n’importe quel programme linéaire a travers des
transformations des contraintes.

1.5.2 La forme standard

Un programme linéaire et dit sous forme standard quand les inégalités représentant les
contraintes sont transformées en égalités. Ceci s’effectue par I'introduction des variables d’écart
pour type de contraintes (<, >) et variables artificielles pour type de contraintes (=).

"Un probléme est sous la forme standard si seulement si contraintes sont toutes des égalités
C’est-a-dire :

n

z=cx — Max
(p) R s/c Az =10
>0

1.5.3 Forme matricielle

On appelle un systéme d’équations linéaires, tout systéme composé de (m) équations a (n)
inconnues devaient étre vérifiées simultanément et dont ’écriture matricielle est de la forme
suivante :

Max ou Min z=cix1+ coxa+ ...... + cnTN

Sous contraintes :



ayp + apo + ..... + a1y T < bl
a91 + A2 + ..... + aon T = b2
Am1 + G2 + ... + Gmn Tn > bm

1.6 Dualité

En programmation linéaire, la dualité est un élément trés important. A tout programme
linéaire primal, on peut associer un autre programme linéaire dit dual obtenu de la maniére
suivante :

PRIMALE DUAL

m contraintes d’infériorité | n contraintes de supériorité
m variables d’activité m variables d’écart
écriture en ligne écriture en colonne

Proposition 1.1.

1. Tout programme linéaire admet un dual
2.S0it (P) un programme linéaire (pl) avec

Alors le dual de (P) est

yA<b, vy quelconque
(Fa) { w(min) = ¢

Exemple
probléme primal :
maxz = 1 + Zo

s.c 201 +x9 =5
31’1 — X9 = 6
r1,22 >0

probléme dual :

minw = 5y; + 6ys

S.C 2y1 + 3y2 Z 1
y1—y2 2> 1
VY1, Y2

Théoréme :

Le probléeme dual du probléme dual est le probléme primal.
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1.6.1 Importance de la notion de dualité en programmation linéaire

1) La résolution du probléme primal (dans un contexte d’entreprise) permet d’obtenir non
seulement 1'utilisation optimale des ressources mais également l'attribution de valeurs moné-
taires & ces mémes ressources (interprétation économique des variables duales).

2) La dualité qui existe entre le primal et le programme dual permet :

— en résolvant le probléme primal, d’obtenir également du tableau optimal, la solution op-
timale au probléme dual et inversement.

— d’améliorer éventuellement le processus itératif de résolution en résolvant I'un ou l'autre des
problémes, selon la structure du primal ou du dual.

3) La théorie de la dualité permet d’établir d’autres algorithmes de résolution comme 1’al-
gorithme dual du simplexe et conduit & un résultat de grande portée théorique et pratique : le
théoréeme de dualité.

1.7 Notions de base et solution de base d’un programme
linéaire
Soient
A :une m X n matrice

b : un m—vecteur colonne
¢ : un n—vecteur ligne

Définition 1.3. On appelle rang de la matrice A (noté rgA) le nombre maximum de vecteur
colonnes (ou de lignes) linéairement indépendants de A.

Proposition 1.2. Soit A une mxn matrice, rgA = r si et seulement s’il existe au moins une
sous matrice carrée de A d’ordre r réquliére (inversible) et tous les sous matrices carrées de A
d’ordre strictement supérieur a r ont un déterminant nul.

Définition 1.4. Une m x n matrice A est dite de plein rang si rgA =m .
On considére le programme linéaire (pl) suivant écrit sous forme canonique

cr = Z(min
(p>{Aa::b,( x;O

tel que le systéme linéaire Ax = b soit de plein rang.

Définition 1.5. On appelle base du programme linéaire (P) ou du systéme Az = b un ensemble
J C {1,...,n} d’indices de colonnes tel que A” soit une matrice carrée réguliére (inversible)

Définition 1.6. Soit J une base de (P)
La matrice A” est la matrice de base associé a J

11



Les indices de J ( resp. les colonnes de a;, resp les variables z;) sont de base si j € Jp et hors
base si j ¢ Jp

Définition 1.7. La solution

wa{ D2y

.'L’j:O

est appelée solution de base associé a la base J

Remarque 1.2. Tout programme linéaire peut étre écrit sous forme canonique par rapport a
une base .

Définition 1.8. 1. Une base J de (P) est dite réalisable si la solution de base associée a J
vérifie x; > 0
2. Une solution de base associée & une base réalisable est appelée solution de base réalisable.

1.8 Méthodes de résolution des programmes linéaires

Les problémes d’application de la programmation linéaire sont, en pratique, constitués de
plusieurs variables de décision dont la résolution nécessite I'utilisation de méthodes appropriées
telles que la méthode du simplexe, ou la méthode graphique (géométrique), méthodes des points
intérieurs ..., etc.

Méthode graphique

Cette méthode géométrique permet de résoudre les programmes linéaires & deux variables,
en résumeé, son principe consiste a suivre la démarche suivante :

1) On dessine les demi-plans des contraintes, on trace la droite frontiére et on indique par
un petit triangle le demi-plan définie par I'inéquation.

2) On détermine le domaine D définissant ’ensemble des points satisfaisant toutes les
contraintes, le domaine D est I'intersection de tous les demi-plans.

3) On trace la droite représentant la fonction objectif et passant par l'origine.

4) On translate la droite de la fonction objectif selon son vecteur normal (ou vecteur gra-
dient).

5) Le point optimal est le dernier point du domaine D que la droite de la fonction objectif
touchera lors de son déplacement.

Mais dés que le nombre de variables dépasse 2, la résolution graphique devient tres difficile,
ce qui la rend peu utilisable en pratique, bien qu’elle permet de suivre, a ’aide de graphiques,
le processus de recherche de la solution optimale en permettant une meilleur compréhension des
situations qui peuvent se présenter pour des modeles a n variables, n > 2.

Ainsi, la résolution graphique ne peut pas s’étendre au cas ot le nombre de variables est supérieur
a trois, d’out la nécessité d’'une méthode numérique comme la méthode du simplexe ( méthode
dual du simplexe, méthode du deux phases, M-Méthode ).

12



1.8.1 La méthode du simplexe
début

1. écrire (P) sous forme canonique par rapport a la base réalisable J.
2.construire le tableau correspondant & cette écriture.
3.tester si les coefficients de la fonction objectif sont tous positif ou nuls :
3-1) si oui , terminer , J est une base optimale, et la solution de base associe a .J est une solution
optimale de (P).
3-2) sinon, aller a I’étape 4.
4.choisir la variable & introduite dans la base :
choisir le plus petit coefficient de la fonction objectif, notons ce coefficient par c.
5. calculer I'ensemble I :

[=ilag>0,i=1,..m

5-1) si I = @; terminer

le programme linéaire (P) n’a de solution optimales (Z,,;, = —o0)
5-2) si I # @ ; aller a I’étape (6)

6. choisir la variable a enlevé de la base :

. P . . - by
faire le rapport —, ¢ € I puis retenir le minimum et on le note —
Ak Gy

7. Encadrer le pivot correspondant a 1’élément a,.

8. Deviser la ligne pivot (la r*¢ ligne) par D'élément pivot a,p
9. Calculer les valeurs des autres lignes
a .
aij = CLl'j — (Iikﬂ,j = 1, e n

Arl
et

by =b; — ayy—,i=1,...m, i £r
Qrk

10. Actualiser la base J :

J=JUk/r

aller a étape (3)

Fin d’algorithme

1.9 Application numérique

simplexe primal
soit le probléme suivant :

Mazx z = 2x1 + x5 + 323
s.c —r1+2r9+123<6
(P) x4+ 29 < 24
Ty — To + T3 §9
T1,To, T3 > 0

13



On écrit le probléme sous forme standard :

Mazx z = 2x1 + x5 + 323
s.c —rT1+2x9+23+e€1 =26
(P) $1+$2+€3:24
Z’1—$2+$3+€4:9
x1, T, 23 > 0

La résolution du I’exemple par la méthode simplexe

Etape 2

Tr1 T2 €1 €2 €3 b

es | 1 1 0O 1 0 -
es |1 -1 0 0 1 919
A2 -1 0 0 0 0]0
min A; = min{—2, —1, =3} = —3 = x3 entre en base .
minf; = min{6,9} =6 =6,

ey sort de la base

aij(aij, )
jojo
To T3 €1 €2

[— —

r1 To9 XT3 €1 (&) €3 b
7510 0 1 2/5 -1/5 3/5] 3
70 1 0 1/5 2/5 -1/5| 9
x| 1 0 0 -1/5 3/5 1/5 |15
A0 0 0 1 1 2 |48
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Vi€ Jy={1,2.3}, A, >0
Solution de Bas réalisable optimale (ligne z > 0)

€3 3 €1 0
rzp=|x2 | =19 |,2g=ex| =[0] et 2¥ =48
I 15 €3 0

simplexe dual :
soit le probléme suivant :

min z = 90z + 12025 + 180x3
s.c 2x1+x9+413>3
(PQ) 3$1+2.’172+£E3 24
T+ 319 — 323 > 1
1,2, x3 >0

On écrit le probléme sous forme standard :

max 2’ = —90x; — 120z9 — 180x5
s.c —2r1—x9—4x3+e = -3
(P2) —3561 — 2%2 — X3+ ey = —4
—x1 — 3T + 313 +e3=—1
xr1,T2,T3,€1,€E2,€3 > 0

La résolution du I’exemple par la méthode dual simplexe

) T3 €1 €9 €3 XB

€3 3 3 0 0 1 -1
0 120 180 0 0 0 O
o 60 180

Les composantes du pseudo plan X g, ne sont pas toutes positives, donc le critére d’optima-
lité n’est pas vérifié.

Ona Xy, =—-4= _min Xj, donc X, sort de la base
X;<0,jeJB
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Ty X2 er e ez Xp
B 0 3 1 5 10 4
v | 1 5 w5 0 1
es | 0 4 0 -1 1 0
0 0 75 45 0 0 -135

Ici toutes les composants de Xp sont positives donc X*=(x] = %, x5 = 0) est une solution
optimale du probléme (p2), et Z° = —135
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Chapitre 2

Méthode de point intérieur (adaptée)

2.1 Introduction

On présente dans ce chapitre, une méthode directe dite : Méthode adaptée. Elle a été dé-
veloppée par un professeur Russe R.GABASOV et F.M.Kirrillov durant les années 70-80 |5, 6].
C’est une méthode de point intérieur qui permet de résoudre un probléme de programmation
linéaire & variables bornées et qui nous permet aussi I’obtention d’une solution approchée.
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2.2 Position du probléme

Considérons le probléme classique de la programmation linéaire suivant :
Maximiser
flzy, oy oy my) = 1y + ... + Cuy (2.1)
Sous les contraintes :

1121 + @129 + ... + A1pnTy = bl

A1 + Q292 + ... + A2, Ty = b2

A1 T1 + Ao + ... + Ly, = by

diy <2y <doy, dig <29 < doa, ..., dip < 2y < doy

La forme matricielle du probléme s’écrit :

flx)=Cdx — max
(Py) : Ax =b (2.2)
dy <x < dy

ou x,c,dq,dy sont des n-vecteurs réels.
b un m-vecteurs réels.
A = A[I, J] une m x n-matrice.
I ={1,...,m} : L’ensemble des indices des lignes de A.
J ={1,...,n} : L’ensemble des indices des colonnes de A.
rangA =m, m < n.
c est le transposé du vecteur ¢ de taille n.

2.2.1 Position du probléme dual :

Considérons le probléme linéaire suivant le dual de primal (P;) :
O(u,v,w) =bu—div+dow — min

Au—v+w=c (2.3)
v>0, w>0, ueR™
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2.3 Définitions

Définition 2.1.

Tout vecteur vérifiant les contraintes du systéme (2.2) est dit plan réalisable du probléme (P) :

1. Un plan 2° est dit optimal si
f(2°) = max f(z).

2. Un plan z° est dit e-optimal si
fa®) = fa®) <e

(e > 0 réel donné) (a° solution approchée).

Définition 2.2. L’ensemble des m indices Jg C J; |Jp| = m est dit support (appui) du
probléme (P;) et la matrice Ag = A(I, Jp) matrice de support (matrice d’appui) si

detAB 7é 0.

Exemple 1.
fx) =21+ 220 — 23+ 24 — max
201 — 9 + 223+ x4 = 10

(P> —$1+$2+$3—2$4:5
—-10<x; <20 , J=1,..4
On suppose que x1 =1 et xo =2 , Donc :
24 2
X =(1,2,—,2)
5 b

On prend :
JB = {2,4},143 = A([, JB> = (al,ag)

-1 1
PR A [N

Donc : Jg = {2,4} est un support du probleme (P), Ap est la matrice du support Jpg.

De 1a en choisissant un support Jpg, tout vecteur x(J) peut s’écrire sous la forme :
z(J) = (z(Jp),x(Ju)), Ju=J\Jp (2.4)
Ou :
x(Jp) est 'ensemble des composantes sur les indices du support.

x(Jy) est 'ensemble des composantes sur les indices hors-support.
De la méme maniére la matrice A peut étre décomposée de la maniére suivante :

A(l,J) = (A1, JB), A(I, Ju)) (2.5)
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En utilisant cette derniére décomposition le systéme Ax = b prend la forme :
Az = (AL, Jp), AL, Ju)) - (2(JB), 2(Jn)) (2.6)
En utilisant cette derniére décomposition le systéme Ax = b prend la forme :
Az = A(l,Jg) - x(Jg) + AL, Jy) - x(Jg) =] (2.7)
De la comme Apg est inversible, donc on peut calculer les composantes xg en fonction de xy :
g =x(Jp) = Az (b— Ay - xy) (2.8)
Ou: Ay = A(l,Jy) et xy = x(Jy)

Définition 2.3. La paire {z, Jg} formée du plan x et du support Jp, est appelée support — plan
(plan d’appui) du probléme (P;).

Définition 2.4. un support plan {x, Jp} est dit non-dégénéré si :
dlj <z; < dgj, 1€ Jp

Exemple 2. D’aprées ['exemple précédent :

On a le plan v = (1,2,%,2) et le support Jg = {2,4} du probléeme (P) forment un support-plan

1575
{ﬂ?, JB}
Et zj ={2, %} . j € Jp ={2,4} vérifier
—10 < 29 < 20

et
—10 < x4 < 20

Donc : le support-plan est non-dégénérée.

2.4 Accroissement de la fonctionnelle, Critére d’optimalité
et de Suboptimalité :

Soit {x, Jp} un support-plan non-dégénéré de départ. Construisons les vecteurs suivants :
y =y'(I) = Ay (2.9)
E' =y A-{( (2.10)

ou y' et E' sont appelés respectivement vecteurs des potentiels et des estimations.

Remarque. Les composantes de support du vecteur F sont nulles :

EB - E(JB) = 0
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Considérons un autre plan & = x + Ax et calculons la quantité définissant 1’accroissement
de la fonctionnelle :
Af(z) = f(z) = f(2)

f(@
=dr—dov=dAx
= (Jg) - Ax(Jg) + ¢ (Ju) - Ax(Jy)
Af(x) = dgAxp + dyAxy

Comme Az = b et AT = b alors :

AASC:0:>AB'A$B+AH'A$H:0

finalement, on obtient :

A.CUB = —A}g,lAH . ALE’H

En remplagant Axp dans Af(x), on obtient :
Af(x) = (—dgAg' Ay + ) - Awyg = —Ejy - Awg = — Y Ej- Az (2.11)
j€Ju
Comme 7 est un plan admissible alors, I'accroissement Az vérifie :
dlj_xj SA[IIJ Sdgj—[l?j, jGJH (212)

Le maximum de 'accroissement de la fonctionnelles (2.11) sous les contraintes (2.12 ) est atteint
pour :

Amj:dlj—xj st Ej>0
A.Z']:dgj—l'] S’LEJ<O ,jEJH
dlj—{L'jSACCdegj—l’j SiEjZO

et égal a :
B=Bx,Jp) = > Ej(x;—dy)+ > Ej(x; — dy) (2.13)

]€J+ JE€J g

appelé valeur de suboptimalité.
ou :

Ji=1{j€Ju/E; >0}, Jgp={j€ Ju/E; <0}

de 1a il en résulte que :

0<Af(z) = f(z) — f(x) < Bz, ), Y réalisable

et pour Z = 2%, on aura :

0< f(2°) = f(2) < Bz, Jp)

De cette derniére inégalité, on déduit le critére suivant :
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Théoréme 2.1. [5/(Critere d’optimalité)
les relations :

xj:dlj St EJZO
dlj—xj§A$j§d2j—$j SiEj:O

sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont nécessaires pour l’opti-
malité du support plan {x, Jp}.

Preuve.

Condition suffisante : Si les contraintes (2.14) sont vérifiées alors f(x, Jg) = 0 et comme :

Af(x) = f(z) = f(x) < Bz, Jp) = 0

Pour tout Z, donc

f(z) < f(z), VT = =z est optimal

Condition nécessaire : Soit {x, Jp} un support plan optimal non-dégénéré et supposons que les
relations (2.14) ne sont pas vérifiées, c’est a dire il existe un indice jo € Jg, tel que :

Ejy >0, j, > dyjy ou Ej, <0, xj, < daj,

Cas 01 : Ejo > 0, T, > d1j07 Jo € Ju
Construisons un nouveau plan = de la maniére suivante :

T=x+Ar=x+0l
6 un réel positif non nul et [ est un vecteur (direction).

Il faut trouver [ et 0 tel que : Az = b, d; < T < dy. Pour cela sur Jy, posons :

Aw:{ 0 sij€Julj avec 0 >0

—0 sij=jo
AAz =0 = Ax(Jg) = —AZ' AuAx(Jy) = 0A a;,

T vérifie AT = b et pour que T vérifie dy < T < ds, il faut prendre un 6 suffisamment petit,
d’autant plus que le support plan {z, Jg} est non-dégénéreé.

En portant z = x + Ax = x + 0l dans la forme d’accroissement, on obtient :

Af(z) = f(z) — f(x) = 0E;l;, > 0

Ce qui contredit 'optimalité de {z, Jp}.
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Cas 02 : Ejo < 0, T, < d2j07 Jo € Ju
Construisons un nouveau plan z de la maniére suivante :

T=x+Arx=x-+0l

0 un réel positif non nul et [ est un vecteur (direction).
Il faut trouver [ et 0 tel que : Az = b, d; < ¥ < dy. Pour cela sur Jy, posons :

Ax:{ 0 SZ]G.JH/JO avec 6 >0
0 s1.J = Jo
AAz =0 = Ax(Jp) = —Az' AgAx(Jy) = —0AZ a;,

T vérifie AT = b et pour que T vérifie d; < T < d», il faut prendre un 6 suffisamment petit,
d’autant plus que le support plan {z, Jg} est non-dégénéreé.
En portant z = x + Ax = x + 0l dans la forme d’accroissement, on obtient :

Af(x) = f(z) — f(x) = —0Ejlj, >0

Ce qui contredit 'optimalité de {x, Jg}.

Théoréme 2.2. [5/(Critére de Suboptimalité)
Soit € > 0 donné. Pour ls-optimalité du plan x, il est nécessaire et suffisant de trouver un tel
support Jg, pour lequel la valeur de suboptimalité vérifie l'inégalité suivante :

ﬁ(xv JB) S 3

Preuve.

Condition suffisante :
Soit € > 0.
On sait que :

Pour
Bz, Jp) <e = Af(x) = f(2°) — f(z) <& = x est e-optimal

Condition nécessaire :
Faisons une décomposition de f(x, Jp) :

1‘ JB Z E dl] Z E d2]

jEJ+ Jj€Jy
=Y Ejzj— Y Eydy— Y Ejdy
jed jedi jedy
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Bz, Jp) = E(J)x(J) = Y Ejdi; — Y Ejdy

JeTH J€T,
=W A=a(])= > Eidij— > Ejdy,
jegh jeiy
= y/ACU — CILU — Z Ejdlj — Z Ejdgj
jegh jeiy
= y/b - C/.I — Z Ejdlj - Z Ejdgj
jegh jei,

Pour cela, construisons le probléme dual du probléme (P;) :

O(N\) =bu—djv+dyw — min
Auv—v+w=c
v>0, w>0

Il est facile de vérifier que le vecteur A = (u, v, w) défini de la maniére suivante : u =y
Uj:Ej, w]:OszEJEO

Uj:(), wj:—EjSiEjSO,jEJ

est un plan dual.

B=B(x,Jp) =Y Ejwj— Y Ejdy— Y Ejdy

jed jely JETH
En introduisant le plan dual défini ci-dessus, on obtient :
B(z, Jp) = E'z — djv + dyw
=y Az — dz — djv + dyw
=y Az — dz — djv + dyw
=by—dr—dw+dyw+ dzg — g
= (dxg — dx) + (V'y — dyv + dyw — 'xp)
= (dzog — dz) + (P(N) — @(N\g))

Donc
5(1.7 JB) = 6;)0 + /BB

Ou B, = (dzg — dx) : est appelée, écart (mesure) de la non optimalité du plan z,
Bp = (P(A) — P(Ng)) : est appelée, I'écart (mesure) de la non optimalité du support (Jg).
Pour un support Jp optimal (A optimal), on aura :

o(N) = (I)()\O) = Bz, Jp) = da’ —dox <e =z este— optimal
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Remarque 2.1. A partir de I'expression 8p = ®(\) — ®(\°), on conclut que Pamélioration du
support plan {x, Ag} peut se faire indépendamment de la et de autre.

Le changement du plan © = la diminution de f,

Le changement du support Jg = la diminution de g

1. Si f(z, Jg) = 0, alors x est optimal.
2. Si f(x, Jg) < ¢, alors x est e-optimal.

)
3. Si p(x, Jg) > ¢, alors on passe a 'itération de I'algorithme (au changement du support-plan
)

{{E JB}

2.5 Itération de l’algorithme :

L’itération de I'algorithme est constituée de deux procédures qui sont le changement du plan
et changement du support.

2.5.1 Changement du plan :

Soit {x, Jp} un support-plan non dégénéré et ¢ > 0 donné, tel que f(x, Jg) > ¢.
Le nouveau plan Z sera construit de la maniére suivante : z = x + 61
Ou :
[ : étant la direction admissible.
0 : (un réel positif non nul) est le pas admissible maximal le long de la direction [, tel que :
f(z) > f(x).
Le vecteur de direction [ = (I(Jp);{(Jg)) est construit de la maniére suivante :
sur Jy :
dlj—ZL’j St E] >0
l]‘ = dgj —Zj St Ej <0 (215)
0 st By =0

et [(Jp) = —ARZ' Axl(Jy) pour avoir AT = b.

Pour que z vérifie

di <7 <dy
il faut calculer : ;
—leij S lj >0
J
0; = @sil]—<0j€c}3
J

oo  stl;=0

6, = min(0;) pour j € Jg

et
0 =1 pour je€ Ju

et le pas maximal sera :

¢° = min(1,0;,)
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De 14 le nouveau plan sera : & = x +6°] et la valeur de suboptimalité pour le nouveau plan sera :

B, Jp) =Y Ej(x;—dy) + > E;(T; — dy;)

]€J+ Jj€Jy
= Y Ei(@ 00— dy) + > B35+ 0 — dyy)
jedi VS
=Y Ej(x—dy)+ Y Ej(@—dyy)+6° > Ejlj+6° > Bl
JeTh j€iy JeTh jeiy
5(%’, JB) = ﬁ(l‘, JB) + 90 Z Ejlj
Jj€Ju

En remplacant les I; donnés par (2.15) :

B(z, Jp) = Blx, Jg) — 0°B(x, Jp)
B(z,Jp) = (1—6°)5(x, Jp)

De cette derniére expression on conclut :

1- Si B(z, Jg) = 0, alors T est optimal.
2- Si f(z, Jp) < g, alors T est e-optimal.

3- Si B(z, Jg) > ¢, alors on passe au changement du support Jz — Jp

2.5.2 Changement du support :

1. Changement du support a pas court :

Le changement du support Jp vers .Jg consiste & changer le vecteur de potentiel y vers y ce
qui implique de changer le vecteur d’estimation de F vers F :

6(E7 jB) < ﬁ(jjv JB)

Pour cela, posons :
E(J)=E(J)+ 0o.t(J) (2.16)

y(J) =y(J) + oo.t(J) (2.17)

ou t est la direction de diminution de la fonction duale, o le pas maximal le long de cette
direction. Pour calculer o( et t en utilisant la définition de E et y, on obtient :

E=ygA-d=W+opt'(I))A—c =E +o0ot'(I).A
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de la
()=t (I).A(l,J) = t'(Jg) =t'(I).A(I, Jg) = t'(I) = t'(Jg).Aj'

ce qui donne :

t'(Jy) =t(Jp). A5 A1, Jy)
Aprés calcul du plan 7 = z + 0°.1, le pas 6° est donné par
90 = min(l,ejo) = Qjo, .jO S JB

On cherchera un indice j; € Jy qui va entrer dans la base a la place de jj.
Pour cela posons :

;L —sign(lj, ), st J = Jo
J 0, si j € Jp\ Jo
t'(Jy) =t (Jg).Ag" AL, Jy)
Et calculons :
00 = 0;, = min(o;)
. . Ej:O,CL‘j?édlj,tj>O .

9= 0, SZ{ Ej:O,xj;édgj,tj<0 J€Ju
00, sinon

Le calcul de oy satisfait E;E; >0, Vj € J.
E(j1) = 0. Le nouveau support est : Jp = (Jp \ Jjo)

On peut facilement remarquer que la quantité 3(z, Jp) est égale a :
=Y Ei(x;—dij) + Y Ej(x; — dyy)
]€J+ ]EJ

ou
j;}:{jEJH/EjZO}a jgz{jeJH/EJSO}

Sachant la relation (2.16) et sur Jp

Z E d].j + Z E d2] +O'0(Z d].j + Z d2]

]EJJr ]eJ ]GJJr ]eJ

B(x, Jp) = (1= 0°)B(x, Jp) + 00( D t;(T; — duj) + Y 1;(%; — dy))

jegh jeiy
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tl = 0car Al = 0, (¢(Jg) = t'(I)A(I,Jp)) et (t'(Ju) = t'(Jp)AZ A(I, Jy)), de plus par
construction tout les composantes de t'(Jg) sont nulles sauf a 'indice j.

Posons :
a=ag= ) (T —dy)+ Y (T — dyy)
jeJk j€Jy
=—(1=0") > til; = —(1 = 0"t 0;,
JEJH
T+ L —dy; sit;, =1
_ :_1_9tl: 10 Jo Jo ) Jo
a = a0 = —(1 =)tk { —(Zjo +1jo — dajo) st by, =—1
Donc :

B(z, Jp) = (1= 0°)5(x, Jp) — ool

Remarque 2.2. L’expression de la vitesse initiale de décroissance de la fonctionnelle ® (du
programme dual du programme initial) est donnée par :

ap = lim w

o—0 o

. avec A = \+ 0.0\

cette expression montre que la vitesse de décroissance est ay

2. Changement du support a pas long :
Le changement du support entraine la diminution de la fonctionnelle du dual.

Cott de la fonctionnelle duale :

Soit A = (u, v, w) une solution réalisable arbitraire du dual. Dans la suite nous considérons
que les composants v, w sont définis par le vecteur £ = A’y — ¢

Uj:O, wj:—Ej S?;Ej<0

parce que sinon la valeur de la fonction du cotit dual peut étre diminuée sans changer y.
Soit A\(o) = (y(0),v(0), w(o)) avec o >0

y(o) =y+0.Ay, v(o)=v+0cAv, w(o)=w+oAw,
est une autre solution réalisable dual avec v(0),w(o) & déterminer par le vecteur
E(c) = Ay(o) —c¢

Evidemment,
ocAFE =E(c)— E=cA'Ay

La valeur de la fonction du cotit dual avec A(o) :
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O(A(0)) =b'y(o) — dy.v(o) + dy.w(o)
=V (y+ 0.Ay) — dj(v+ 0.Av) + dy(w + 0. Aw)
=®(\) + o(V'Ay — d]Av + dyAw)
= ®(\) + o(Ay Az — d} Av + d)Aw)
= ®(\) + o(AE'x — d}Av + dyAw)

On peut vérifier facilement I'expression suivante pour ®(\(o))

®(A(0)) = P(A) + o > AEj(x; — d2) + > AEj(z; — dy))

EjSO,Ej(O’)SO,jEJ EjZO,Ej(O’)ZO,jEJ

+ > (Ej(0)(z; — d2) — Ej(z; — dv))

E;>0,E;(0)<0,jeJ
+ > (Ej(0)(x; — d2) — Ej(x; — du))
EjSO,Ej(O’)>O,jEJ

Analysant la formule au-dessus, nous concluons que la fonction du cotit dual est linéaire par
morceau le long des directions Ay et AFE :

d(A(0)) = B(N) + o > AE;(z; — dy) + > AE;(x; — dy))

EjSO,Ej(O‘)SO,jGJ EjEO,Ej(O‘)EO,jGJ

pour 0 <o < o', o' =max{c: E;(0)E; > 0,5 € J}

®(A(0)) = 2(A(0" = 0)) + (0 —0)( > AEj(z;—dy) + > AE;(z;—d))

E,;<0,E;(c1)=0,5€J E;>0,E;(c1)=0,jeJ

pour o' <o <0° o =max{o > o' : Ej(0)E; >0,j € J}
et ainsi de suite.

Donc, le taux initial de diminution de la fonction du cotit dual est égal a :

w&-o = > AE;(z; — d2) + > AE;(z; — dy)

E;<0,E;(c1)<0,j€J E;>0,E;(c1)>0,5€J

et le taux de diminution recoit des termes non négatifs quand la composante E; + cAE; change
son signe :

dq)(cj\a(a)) loso = d@g\;a)) lo=o—0 = Z AE;(z—dy)+ Z AE;(z;—dy))

E]‘SO,Ej(O'l):O,jEJ EJ'ZO,E]‘(OJ)ZOJGJ
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L’idée du pas long dual consiste a trouver la dimension du pas ¢* > 0 qui minimise la fonc-
tion ®(\(0)), o > 0.

La méthode adaptée avec un pas long :

La modification de la méthode par rapport & la méthode & pas court consiste & trouver la
dimension du pas ¢* > 0 qui minimise la fonction ®(A(0)), o > 0..

Calculons les longueurs du pas par les régles :

. . Ej:O,mjyédlj,tj>0 .
%= 0, SZ{ Ej:0,$j7‘éd2j,tj<0 J € Ju
00, stnon

Mettons les pas finis en ordre croissant :
01 <03 < ... <0y

On a la fonction du dual :
O\ =Vu—dw+dyw

Soit A un nouveau plan admissible de probléme dual
A=\o)=\+ot
D’ou :
y(lo)=y+ot, v(o)=v+ot, w(o)=w+ot
Calculons la quantité ®(\) :
O(\) = d(\(o)) =Vy(o) — d,.v(o) + dyw(o)
=V(y+ot(I)) — dy(v+ot(J)) + dy(w + ot(J))
=by—dw+dyw+o(Wt(l) — dit(J) + dyt(J))
=O(\) +olt'(I)b—t'(J)dy +t'(J)ds))
=®\) + o[t (Jp)Az'b+ 1 (J)(dy — di) g + ' (Ju)(do — dv) i)
=®(\) +oftpAg'b+tp(dy — di)p + tp A5 Ap(ds — di) ]
= O(\) + otp[A5'b+ (do — di)p + A5 A (dy — dv) 1]

Pour chaque oy, i = 1,...q, calculons ®(A(0;)) qui correspond aux o;.

Ordonnons ces ®(\(0;)) par ordre croissant :
O(A(01)), ®(A(02)), - B(Aog))

l'indice de 0,1 qui correspond a ®(A\(o,_1)) qui doit entrer dans la base, donc o, = 0,1,
et cet indice égale a j;, ji1 € Jg

Le nouveau support est : Jg = (Jp \ jo) U ji1.
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2.6 Algorithme de la méthode :

Soit {x, Jp} un support plan de départ.

il.

. Calculer :

1. Le vecteur des potentiels : y' = ¢/(Jp) AR
2. le vecteur d’estimation : B/ = y'A — ¢

3. La valeur de suboptimalité :

Bz, Jp) = Y Ejlw; —dy) + Y Ejl
]GJ+ Jj€J
-Si B(x, Jg) = 0 : {x, Jp} est optimal, arrét du processus .
-Si B(x, Jp) < e :{x,Jp} est e-optimal, arrét du processus .
-Si f(z, Jg) > € : aller a (ii).
Changement de plan : x ~» &
1. Déterminer le vecteur de direction [; :
dlj—iﬁj st Ej >0
l]‘: dgj—l'j SiEj<0 7€ Jy
0 st By =0
I(Jp) = —Az" Ay l(Jy)
-En calculant le pas admissible maximal 6; :
it il >0
J
0; = d”l—;zjsilj<0J'€JB
oo  sil;=0
et ; =1 pour j € Jy.
Le pas maximal 6y = min;c;,{1,0;}
2. Déterminer le vecteur z(J) = = + 6yl.
3. Calculer la valeur de suboptimalité :
x JB j{: E7 d“ + §£:<E

JGJJr IS

B(z, Jp) = (1 —0°)5(x, Jp)
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-Si (1 =098 > e : aller a (iii).
-Si (1 —60%8 <e:{z,Jg} est e-optimal, arrét du processus.
-Si 0y =1:{z,Jp} est optimal, arrét du processus.

iii. Changement de support : Jg ~~ Jg

1. Calculer le vecteur de direction ¢; :

+1 St T4 :dljo
tj— —1 St xjozdgjo jGJB
0 sz j € Jg \jo

2. Calculer le pas admissible maximal oy = 0, = minje, (0;).

. . Ejzo,acj#dlj,tj>0
%= 0, Sl{ Ejzo,xj#dgj,tj<0 J€Jn

00, stnon

3. Le nouveau appui (support) est : Jg = (Jp \ jo) U ji.

4. Calculer la valeur de suboptimalité :

On calcule :
E(J)=E(J) +at(J)
y(I) = y(I) + ot(I)
donc
B(z, Jp) = Z 25(T5 — duy) + Z Ej(7; — dy)
= (1= 0°)8(z, Jp) — golay|

(-0l — Tjo +Ljo — dujo 81 tj, = 1
0 = —(1 = )tinl = { —(@j, + Ly — dajy) st 15, = —1

-Si B(z, Jp) > € : aller a (i)(on passe & une nouvelle itération).
-Si 8(7, Jp) < e : {7, Jp} est e-optimal, arrét du processus.
-Si B(z,Jg) =0 : {z, Jp} est optimal, arrét du processus.
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2.7 Convergence de la méthode :

Définition 2.5. On dit qu'un support plan {z, Jg} est trés dégénéré si la valeur de la fonction-
nelle pour ce support plan n’augmente pas en appliquant 1’algorithme ci-dessus.

Théoréme 2.3. [5]

L’algorithme de la méthode de point intérieur (adaptée) pour la résolution de probléme est fini,
st a chaque itération on a des support plan non dégénérées.

Preuve.

Supposons que 'algorithme n’est pas fini, comme le nombre de support du probléme (P;) est
fini, alors il va exister un nombre infini d’itérations avec le méme support.

Soit {z, Jg} et {y, Jp} deux itérations de méme support Jp, par hypothése on ne rencontre
pas de support plan trés dégénérée en appliquant ’algorithme, c’est a dire qu’on a soit I’amé-
lioration du plan primal ou satisfaction du critére d’optimalité.

Supposons que le critére d’optimalité n’est pas vérifié alors y # x et 'y > z. Soit [ la
direction du plan z et # le pas maximal le long de [, posons T = = + 0, alors on a deux cas :

1. Si y = 7z, alors le support Jp doit améliorer obligatoirement ce qui est impossible.

2. Siy # 7, alors 'y > T et comme le support est le méme (donc méme vecteur d’estimation)
en courant y = = + Az, AAx = 0 alors le maximum de ¢Ax = 0l et 'y = T ce qui est
impossible.

donc dans le deux cas on aboutit a une contradiction, ce qui preuve que l'algorithme du
probléme (P;) est fini.

2.8 Conclusion :

Cette méthode est une méthode itérative, a chaque itération de l'algorithme le transfert
{z,Jp} ~ {Z, Jp} est exécuté d'un support-plan a un autre tel que :

B(z, Jp) < B(z, Jp)

En d’autre, dans chaque itération on change en premier le plan x vers Z, puis on change le
support Jp vers Jp a la fin de l'itération la valeur de suboptimalité assure 'optimalité du
support-plan {x, Jp}
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2.9 Application numérique :

Considérons le probléme de la programmation linéaire suivant :
f(z) = x1 4+ 229 — max
2.%‘1 + X9 < 3
221 + 319 > —1
0<z, <15

On écrit le probléme sous forme standard :
Donc on ajoute les variables d’écart :
f(z) = x1 4+ 229 — max
21’1 + Ty + X3 = 3
201 4+ 319 — 14 = —1
0<xz <15
Ou z3 et x4 sont les variables d’écart

Remarque

car —1 <zy <1ldoncona—z,<1
0<z3=-201—294+3<04143=4=—=—0<23<4
—2<x4 =201 +300+1<2x1543x1+1=7T— -2<x,<7

avec ' = (21, x9,x3,24), dy = (0,—1,0,0),dy = (1.5,1,4,7), ¢ = (1,2,0,0),t/ = (3,—1) et
211 0
A= (2 30 —1)

Appliquant la méthode adaptée :

soit le support-plan initial (z, Jg) avec :
x = (1,0,1,3) est le plan initial non dégénéré .
Jp = {1,3} est le support initial

Le plan de départ x est choisit de tel sorte qu’il vérifie la deuxiéme condition de ’admissibilité
(dy < x < dy) et pour la premiére condition (Ax = b) sera testée dans le programme.

Premiére itération
L’ensemble des indices du support est : Jp = [1, 3]
L’ensemble des indices du hors-support est : Jy = [2,4]

La matrice de support est :

Ap = (a1,a3) = @ (1))
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Le déterminant de la matrice du support est :
|Ap| = —2 # 0 = Ap est inversible
L’inverse de matrice du support est :

1
AGl = (comAp)!

B detAB

0 1
AGl = 9
1 -1

la matrice de hors-support est :

1 0
AHZ(az,CM): 3 1

Le vecteur des potentiel
Y = Ay
C/B = (01703) - (LO)

1
y =(1,0) (0 5)
1 ~1

1
donc ¢’ = (0, 5)
Le vecteur des estimation :
E=yA-{
1./1 3 1
=/ — = — — = — — = ——
—1
b=
1 0 1
N S 0= =
E,=vy'as— c, = (0, 2) (_1) 0 5
1
E4 = —5

Ep=FE(Jg)=0donc F} = E, =0

Le plan est : z = (1,0, 1, 3)

La valeur de la fonction objectif : f(z) = 1.
La valeur de suboptimalité est :

Bla, Jp) = > Ejlaw; —dy)+ Y Ej(x; — dy))
JETH jely

B(z, Jg) = E21(962 —dy + El4($4 - d24))5

B(x, Jg) :—5(0—1)+_7(3—7) =5 >¢

Passons au changement de plan

changement de plan x ~» z = x + 0l
Le vecteur de direction

l=(I(JB),l(Ju))
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dlj_xj st Ej >0
l]': dgj—l'j SiEj<0j€JH
0  siE;=0
[(Ju) = (l2,l4)
12:d22—$2:1—021
l4:d24—$4:7—3:4
I(Ju) = (1;4)
I(Jp) = —AZ Apl(Jy)

== 2) (0 (5 7)) (
Le vecteur de direction est 1(Jg) = G —2) = (I, 13)

=0 b s l4)=<% 1 -2 4>

Le pas admissible est :

Pour Jg, on prend 6 = 1
et pour Jpg
Bt s> 0
J
0; = d”l—;xjsilj<0j€c]3
oo sil;=0

dQl—ZEl 15—1_

0, = = =1
1 ll 1
2
d13—I3 0-—1 1
03: fr— = —
I 2 2
1
6]‘ :min(1,01,93):§:03
donc jo =3
1 1 5
f1:x1+0j011:1+—x—:

272 4
_ 1
[L’3:$3+9j013:1+§><—2:0
f2:$2+12:0+1:1
.f4:$4+l4:3+4:7
donc le nouveau plan est :
r~~>T=x+0l

5
T — (— ]_
T (4, ,0,7)

La valeur de suboptimalité donnée par :
6(j7 JB) = (1 - 90)/6($7 JB)
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1 5 5
3(9?,JB)=(1—§)X§:Z>5
on a f(z,Jg) > ¢, alors on passe au deuxiéme étape, qu’est le changement de support.

Passons au changement de support

On cherche un indice j; € Jy qui va entrer dans la base a la place de jy € Jp

B Le vecteur de direction Jg ~ Jg
Jg = (JB/jo) U j1 J1€Jm
i)surdp

+1 St Tj, = dljo
tj = -1 st Tjo = d2jo 1€ Jp
0 sije s\ o
t(Jp/jo) =t1 =0
t3 =1
i1) surJy

t'(Jy) =t'(Jg).Ag" AL, Jy)

1
7 — _ 0 =\ (1 0\

Le pas admissible Calculons oy = min(o;)

Jj€Ju
o . Ej:O,$j§éd1j,tj>O .
%= 0, SZ{ Ej:0,$j§£d2j,tj<0 J € Ju
00, stnon
1 1 1
On a : Eyty = —5(—2) =1>0et Esty = —5(1) = —5 <0
1
Donc 00204:—E4/t4:§:>J1 =4
Le nouveau support est : Jg = (Jp/j0) U1 = [1,4]
Le nouveau hors-support est : Jy = [2, 3]
Calculons la valeur de suboptimalité :
Le vecteur d’estimation :
E(J) = E(J) + 0¢.t(J)
1 -1 —1
On a: oy = 5 et t(J) = (0 -2 1 1) et E(J) = (El,EQ> = (7,7>
_ -1 —1 1 -1 -1 1 -3
D EJ))=(— —)+=(—21)=(— — -1 -)=(— 0
one: B(J) = (5 ) +5(-2 )= (5 S)+(-1 5) = (5" 0)
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et on a ;

Br=y
E4:0

Bz, Jp) = X jers Bj(Z5 — dy) + 3 e 5= Ej(T; — dy)
B(z, Jp) = Ex(Ty — das)

- -3
8@, J5) = 5 (1-1) =0
d’ou le support plan {Z, Jg} est optimal.
avec, T = (g, 1,0,7) est le plan optimal
Jp = {1,4} est le support optimal
donc on arréte le processus.

et la valeur optimale de la fonction objectif est :

3 13
f(f):551+2552=Z+2(1):Z
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Chapitre 3

Application de la méthode adaptée au
probléme de programmation linéaire avec
des contraintes bornées

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente une résolution d’'un programme linéaire a variable bornée et
des contraintes bornées avec la méthode de point intérieur, on 'appelle aussi méthode adaptée
avec des contraintes bornées.
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3.2 Position du probléme

Considérons le probléme classique de la programmation linéaire avec contrainte bornées sui-
vant :

Maximiser
f(x1, 29, .oy mp) = 121 + ... + Cpy,

Sous les contraintes :
b1 < anwy + ajxs + ... + a2, < boy

b1 < @911 + 22T + ... + G2, < boo

blm S 11 + A2 + ...+ Amndn S b2m

dip <x1 < d21, dip <29 < dzz, ey dyy, <z < day

La forme matricielle du probléme est s’écrit :

(P1> : bl

ou z,c,dy,ds sont des n-vecteurs réels.
b1, by sont des m-vecteurs réels.
A = A[l, J] une m X n-matrice.
I ={1,...,m} : L’ensemble des indices des lignes de A.
J ={1,...,n} : L’ensemble des indices des colonnes de A.
rangA =m, m < n.
c est le transposé du vecteur ¢ de taille n.

3.3 Définitions

Définition 3.1.

Tout vecteur vérifiant les contraintes de systéme (3.1) est dit plan du probléme (P;) :

1. Un plan 2° est optimal si

1(a®) = ma f(2)

40



2. Un plan z° est dit e-optimal si
fa®) = f(z®) <e

(e > 0 réel donné) (z° solution approchée).

Définition 3.2. L’ensemble des m indices Jg C J; |Jg| = p et Ip C I; |Ig| = p sont dits
support du probléme (P;) et la matrice Ap = A(Ip, Jp) matrice de support si

detAB 7é 0.

De la en choisissant un support Jp, tout vecteur z(J) peut s’écrire sous la forme :
2(J) = (@), 2(Ji))s i = I\ T (3.2)

Ou :
x(Jp) est I'ensemble des composantes sur les indices du support.
x(Jy) est I'ensemble des composantes sur les indices hors-support.

De la méme maniére la matrice A peut étre décomposée de la maniére suivante :

A(l,J) = (A(Ig, JB), A(lg, Ju)) (3.3)
En utilisant cette derniére décomposition le systéme by < Ax < by, prend la forme :
Ax = (A(IB,JB),A(IH,JH)) . (%(JB),Z'(JH)) (34)
En utilisant cette derniére décomposition le systéme b; < Ax < by, prend la forme :
De la comme Apg est inversible, donc on peut calculer les composantes x g en fonction de xp :
Al_gl(bl—AHxH) §$B:I(JB> SAEl(bQ—AH'LEH) (36)

Définition 3.3. La paire {z, Sg}, avec S = (Ip, Jp), formée du plan = et du support Sg, est
appelée support-plan du probléme (P;).

Définition 3.4. un support plan {x, Sp} est dit non-dégénéré
sl :
dlj <z; < dgj, JE JB

et
b < A(i,JB)l’j < by, 1€lp, € Jp
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3.4 Accroissement de la fonctionnelle, critére d’optimalité
et de suboptimalité :

Soit {x, Sp} un support plan non-dégénéré de départ. Construisons les vecteurs suivants :
y =y (Ip) = cpAy' (3.7)

E =y (Ip)A(lp, J) = ¢(J) (3.8)

Ou : y'et £’ sont appelés respectivement vecteurs des potentiels et des estimations.

Remarque. Les composantes de support du vecteur ¢’ sont nulle :
y/(IH) =0.

Considérons un autre plan & = x + Ax et calculons la quantité définissant 1’accroissement
de la fonctionnelle :

Af(z)=f(z)— flx) =T — o = Ax
= (Jg) - Ax(Jp) + (Ju) - Azx(Jy)
= dgAup + yAxy
Comme by < Ax < by et by < Az < by alors :
by < Az < by
by — Ax < AAx < by — Az

bl(IB) - A(IB, J).’I}(J) S A(IB, J)A.CE(J) S bQ([B) - A([B, J).TI(J)
bi(Ig) — A(ly, J)x(J) < A(lg, )Ax(J) < by(Iy) — A1y, J)x(J)

On pose :

Wi(I) =b, — A(I, J)x(J)
et

Wo(l) = by — A(L, J)x(J)
et

Z(Ip) = A(lp, J)Az(J)

ce qui implique que :
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D'ou :
Wi(Ig,J) < Z(Ig) < Wy(Ip,J)

En remplagant Axp dans Af(z), On obtient :

Af(x) = cgAp Z(Ip) + (cpAp A(lp, J) + cy) Ax(Jn)
Af(z) =y'(Is)Z(Is) = E(Ju)Ax(Jn) (3.9)

Comme T est un plan admissible alors, 'accroissement Ax vérifie :
dlj_xj SA[I}] Sdgj—flfj,j eJ (310)

Le maximum de laccroissement de la fonctionnelles (3.9) sous les contraintes (3.10) est
atteint pour :

4

Ail?]‘:dlj—ﬂf]‘ St Ej>0
AZ‘]‘:O SiEjZO
Zi = Wy sz’yi<0
Zi = Wy st y; >0
Z; =0 s1y; =0

iG]B,jGJH

\

et est égale a 5 = [(x, Sp) avec :

ﬁ = 5(%’, SB) = Z inIi + Z y¢W2i + Z Ej(ﬂfj — d1j> + Z Ej(l’j — dgj) (311)

icly i€l JeJ €y

appelée valeur de suboptimalité.

Ou :

Jp={i€Ju/E; >0}, Jyp={j€ Ju/E; <0}
Iy ={I €1Ip/yi >0}, Iz={I¢€lp/y <0}

De 14 il en résulte que :

Af(x) = f(Z) = f(z) < B(z, Sp)

et pour Z = 2° (z° un plan optimal), on aura :

0< f(2") = f(z) < B(x, Sp)

De cette derniére inégalité, on déduit le critére suivant :
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3.4.1 Critére d’optimalité :

Théoréme 3.1.

Les relations :
Wy =0 st Y < 0

Wy =0 st yz>0
I‘j:dgj st Ej<0

sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont nécessaires pour l’opti-
malité du support plan {x,Sg}.

Preuve.

Condition suffisante :
Si les contraintes (3.12) sont vérifiées alors 5(z, Sg) = 0 et comme :

Af(x) = f(z) — f(x) < B(x, Sp) = 0

Pour tout Z, donc

f(z) < f(x),VZ = z est optimal

Condition nécessaire :
Soit {x, Sp} un support plan optimal non-dégénéré et supposons que les relation (3.12) ne sont
pas vérifiées, c’est a dire :

a. pour Fj;, la démonstration est analogue au cas du deuxiéme chapitre.
dj0 € Ju, telque : Ejo > 0, T, > dljo ou Ejo < 0, T, < dgjo

b. Pour y;,
Jig € Ip, telque : y;, >0, Wy, >0 ou y;, <0, Wy, <0

cas 01 : y;, > 0; Wy, >0
Construisons un nouveau plan = de la maniére suivante :

T=x+Arx=ua-+0l

0 un réel positif non nul et [ est un vecteur (direction).
Il faut trouver [ et 6 tel que :

by < AT < by, dy <7 < ds.

Pour cela sur Jy, posons :
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oAy {0 siiclp\i
K 0 si i =1
A([B; J)A%’(J) = —GAglaiO

T vérifie by < Ar < by et pour que T vérifie d; < T < dy, il faut prendre un ¢
suffisamment petit d’autant plus que le support plan {x, Sp} est non dégénéré.

En portant z = z + Ax = x + 0l dans la formule d’accroissement de la fonctionnelle.
On obtient :

Af(x) =y(Up)Z(Ig) — E(Ju)Ax(Jy)
=y(Ip)Z(Ip) — (y'A — cp)Azx(Jn)
= chAng(IB) — (C/BAélAB — CB>AZ'(JH)

Af(z)=—0y >0
Ce qui contredit 'optimalité de {z, Sp}.

Cas 02 : Yip < 0; W2i0 <0
Construisons un nouveau plan z de la maniére suivante :

T=x+Ax=ux-+0]

@ un réel positif non nul et [ est un vecteur (direction).
Il faut trouver [ et 6 tel que :
by < Az < by

dy < <ds.
Pour cela sur Jy, posons :
aiAa::{ 0 si Z.ET]B\.Z
0 st 1 =1
A(lg, )Ax(J) = 0A  a;,
T vérifie by < Ar < by et pour que T vérifie d; < T < dy, il faut prendre un 6
suffisamment petit d’autant plus que le support plan {x, Sp} est non dégénéreé.

En portant z = z + Ax = x + 0l dans la formule d’accroissement de la fonctionnelle.
On obtient :

Af(z) =y(Ip)Z(I5) — E(Ju)Ax(Jx)
=y(Ip)Z(Ip) — (y'A — cp)Ax(Jn)
= chAg,lZ(IB) — (ClBAélAB — CB>AZL’(JH)

Af(x) =0y <0
Ce qui contredit 'optimalité de {z, Sg}.
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3.4.2 Critére de suboptimalité
Théoréme 3.2.

Soit € > 0 donné. Pour l's-optimalité du plan x, il est suffisant et nécessaire de trouver un tel
support Sg, pour lequel la valeur de suboptimalité vérifie linégalité suivante :

6(1‘753) S £

Preuve.

Condition suffisante :
Soit € > 0.
On sait que :

Af(z) = f(z°) = f(z) < B(z,8p) < &
Pour
B(x,Sp) < e = Af(r) = f(a°) — f(z) < e = x est ¢ — optimal

Condition nécessaire :
Faisons une décomposition de 5(z, Sg)

Bz, S8) = > yiWu+ Y uiWai+ Y Ejla; —dij) + Y Ejla; — da))

icly il jed j€iy

— Z yi(by — A(i, Nz (J)) + Z Yi(by — A(i, J)x(J))

il il
+ Y Ei(wj—dy) + Y Ej(w; — dy)
JETH j€ly
I SB Z yzbl + Z ysz Zyl J) + Z ijj - Z Ejdlj
iely il iel jed JeTH
— Y Ejdy;
j€T,

= Z yibr + Z yibs —y(I)x(J) + E(J)z(J) — Z Ejdyj — Z Ejdy;

i€ly iel) JeJ J€dy

Bz, Sp) =D ybi+ ) yibs —y(Da(J) + (DAL ) = e(D)a(J) = Y Ejdy

iely il JeTh



B(w, Sp) = y(DA(L, J)x(J) = e(N)a(J) = y(Da(J) + Y ybi+ Y wibs = Y Eydy,

iely i€l JeTH
= 2 Eids;
jelg
Pour cela, construisons le probléme dual du probléme (3.1) :
O(u,v,w) = bouy — byug — dyv + dow — min

Alug —uy) —v+w=c (3.13)
v >0, w>0, (u,u) € R

Il est facile de vérifier que le vecteur A\ = (uy, us, v, w) défini de la maniére suivante :

'Uj:Ej, wj:0, SZEJZO
UjZO, wj:—Ej, SiEjSO,jEJ
uy; = Yi, ug =0, sty; >0
uy =0, ugy = —y;, sty; <0, 1€ I

est un plan dual.

B =pB(x,SB) = Zyzbl + 2%52 Zyz (i, J)x )+ZEJ‘$1‘ - Z Ejdy;

icly iel) iel jeJ JeTh
— Y Ejdy
jedy

En introduisant le plan dual défini ci -dessus, on obtient :

B(x,Sp) = E'x — dyv + daw — y'x — byug + byuy

=y Ax — dx — dyv + dow — y'x — byus + bouq + 2° — 2°

B(x,Sp) = (d2° — dx) + (=byug + byuy — dv + dyw — %)
= (2" — dz) + (®(\) — (\o))
Donc
B(x,S5p) = Bz + Bp
ol B, = (dx® — dx) : est appelée, 'écart (mesure) de la non optimalité du plan x,

Bp = (P(N) — ®(\o)) : est appelée, I'écart (mesure) de la non optimalité du support (Jg).

Pour un support Jp optimal (A optimal), on aura :

o(N) = q)()\o> — f(z,Jp) =z — da’ < e = x est e — optimal
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Remarque. A partir de Uexpression g = ®(\)—®(\Y), on conclut que I'amélioration du support-
plan {z, Sp} peut se faire indépendamment de la et de autre.

Le changement du plan © = la diminution de f,

Le changement du support Sp = la diminution de Sp

1. Si f(z, Sp) = 0, alors = est optimal.
2. Si f(x,Sp) < e, alors = est e-optimal.
3. Si f(x, Sp) > ¢, alors on passe a l'itération de l'algorithme (au changement du support-plan

{xa SB})

Remarque 3.1. Si le critére d’optimalité et de suboptimalité ne sont pas vérifiés alors on passe
a l'itération de ’algorithme.

3.5 Itération de l’algorithme :

L’itération de ’algorithme est constitué de deux procédures qui sont le changement du plan
et du support.

3.5.1 Changement du plan :

Soit {x, Sp} un support-plan non dégénérée et £ > 0 donné, tel que S(z, Sg) > €.
Le nouveau plan T sera construit de la maniére suivante : z = x + 0l
Ou :
[ : étant la direction admissible (pour améliorer le plan x).
6 :(un réel positif non nul) est le pas admissible maximal le long de la direction [. tel que :

f(@) = f(x).

Le vecteur de direction | = (I(Jp);1(Jy)) est construit de la maniére suivante :

Construisons la direction admissible :
sur Jg, on pose # =1 et :

dlj_xj s1 EJ>O
lj: dgj—.l'j S1 Ej<0 ]GJH (314)
0  siE; =0
on a

bi(I5) < A(I, J)z(J) < ba(Ip)
bi(I5) < A(Ig, J)(x + 01) < bo(I)
bi(Is) < A(Ig, J)z + 0A(Ip, J)l < by(Ip)
b (I5) — A(Ig, J)z < 0A(Ig, J) < bo(I5) — A(Ip, J)z
Wi(Ig) < 0A(Ig, Jp)ls + 0A(Iy, Ju)lg < Wa(Ip)
Wi(I) — 0A(Iy, Ju)lg < 0A(Is, Jp)ls < Wa(I) — 0A(Iy, Ju)ly
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puisque 0 = 1
A Wi(Ip) — AT, Ju)lu) < lp < A (Wa(lp) — Alm, Ju)lu]

I(Jg) = A Wa(Ig) — A(Iy, Ju)lu) siy; >0
B A Wi (Ip) — A(Iy, Ju)lu] siy; <0

et 1(Jp) = A W (Ip) — Al(Jy)] pour avoir et que  vérifie
by < AT < by
dy <z <dy
il faut calculer le pas maximal 6 :

dyj—u;
2 sily >0
J

9]- = —dljlij St lj <0 ] € JB
J

oo sil;=0

6, = min(0;) pour j € Jg

et
17272:% szazl]>0
ity
0; = bii—aw Siail]‘<0 1€ Iy

a;l;
0 St ailj =0

0;, = min(6;) pour i€ Iy
et le pas maximal sera :
90 = min(l,é’jo,Oio) pour iy € IH, Jo € Jp

De la le nouveau plan sera T = x+6°] et la valeur de suboptimalité pour le nouveau plan sera :

p(z,Sp) = Z yiWhi + Z yiWai + Z Ei(z; — dyj) + Z E;(z; — dyj)

icly iel) = J€dy
= B(x,Sp) +6° > Ejl; = B(x,8p) — 0°B(x, Sp)
j€Ju

B(z,Sp) = (1-0°)B(z, Sp)

De cette derniére expression on conclut :

Si 6° = 1 alors le support-plan {Z, Sp} est optimal.
Si f(z,Sp) < e alors {Z, Sp} est e-optimal.
Si B(x, Sp) > e, alors on passe au changement du support.

SB — SB (AB — AB)
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3.5.2 Changement du support :

1. Changement du support a pas court :

Le changement du support Sp vers Sp consiste a faire un changement du co-plan E vers E
et du vecteur des potentiels y vers ¢ de telle sort que :

B(z,Sp) < B(z, Sp)

Pour cela posons :
E(J)=E(J)+ oot(J) (3.15)

y(I) = y(I) + oot(I) (3.16)

ou t = (t(J),t(I)) est la direction admissible de diminution de la fonction objectif du dual,
0o le pas maximal le long de cette direction.
Calcul de t et o :
En utilisant la définition de E et y on obtient :

E=9A—~c = +oot(I)A—c = E' + ogt(I)A

et 1a
t'(J) =t'(DA(I,J) = t'(Jp) = ' (DA(I, Jg) = t'(I) = t'(Jp) AR

ce qui donne :
t'(Ju) =t (Jp) A5 AL, Jy)

Aprés calcul du plan 7 = z + 0°1, le pas 6° est donné par
6° = mz’n(l,@jo,@io),jg € Jp,ip € Iy
On cherchera un indice j; € Jy qui va entrer dans la base a la place de I'indice j, et un indice
i1 € Ig qui va sortir de la base pour étre remplacé par l'indice ig.
Pour cela posons :

o —sign(lj,), st j=jo
’ 0, sij€Jp\Jo

d’ou
+1 s Li']‘ = dlj
t]‘ = -1 st fj = dgj
0 sijeJg\Jjo
t'(Jy) =t (Jp) Az ' A(Ip, Ju)
et
b sign(al), sii=1i
o 0, sii€lp\ i
d’ou

+1 st a;r = bli
tl' = —1 St C(,Z'.’Z' = bgi
0 siielg\ig
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t'(Ig) =t (Jp)A(Iy, JB)

Et calculons :

Pour
00 = 0j, = min(o;)
avec
. . Ej:O,mjyédlj,tj>0 .
% 0, SZ{ Ej:0,$j7‘éd2j,tj<0 ]EJH
00, stnon
e Le calcul de oy satisfait £;E; > 0,Vj € J.
° Ejl =0.
Pour
00 = 04y = {2}2(01)
—¥i/ti, st yit; <0
S yi = 0,02 # by, t; >0
- 0 1
7i 7 Sl{ yi = 0,a,x # by, t; <0 Le s
00, sitnon

e Le calcul de oq satisfait gy, > 0,Vi € I.

0= i, O on)

Pour construire le nouveau support Sg, on considére les deux cas suivants :
Cas 01 : Pour §° = 6;, on aura deux possibilités de construction de support :

1- 0y = 0;,, on construit B B

Jp={Jp\Jjo} Ujr et Ip=1Ip
2- 0y = 0;,, on construit B B
Jg=Jp\jo et Ip=1Ip\1

cas 02 : Pour 0° = 0;, on aura deux possibilités de construction de support :

1- 0y = 0y,, on construit

jB:JBUjl et jB:IBUiO

2- o0y = 0y,, on construit B B
JB:JB et [B:{IB\il}Uio
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On peut facilement remarquer que la quantité 3(z, Sg) est égale a :

= Gilby — AG, DF() + D Gilbe — A3, J)T(J))

iely i€l

+ Y Ei(x—dy) + Y Ei(E — dy)

]EJ+ Jjedy
Jh={jeJu/E; >0}, J;=1{jeJu/E; <0}
If={Ielp/y; >0}, Iz;={I¢clp/y <0}

Sachant que la relation (3.15) de E et 7 et sur Jg et I

B(z,Sp) = Y _yilbi—AGi, D)+ Y yilba—A(i, N)a()+ Y Ej(@;—dij)+ Y Ej(7;—da)

iely iel) JeT j€Jg
+o0( > by —AG DT+ Y (b= AG DT+ D (7 —dij)+ Y (T —dsy))
icly il JeJf J€Ty
Bz, Sp) = (1= 0°)B(x, Sp) + 00 (> _ ti(by — AL, J)Z()) + Y t;(bs )Z(J))
i€l i€l
+ ) 4@ —dy) + Y t(E — dyy)
]GJ+ JEJI g

tl=0car Al =0, (!(Jp) =t'(1)A(I, Jg) et ('(Ju) =t'(Jp) A5 AL, Ju)),
de plus par construction toutes les composantes de t'(.Jp), t'(I5) sont nulles sauf & I'indice i et jo.

Posons :
Qp = Z dlj -+ Z d2]
jeTk j€Jy
ar =Y ti(br — AG, D)z()) + Y tilbsy — A, J)z(J))
iely ielt
o=+ o = (]. — 90>(Z t]'l]' + tha,l)
jeJ iel
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alors
a = Q + a1 = (1 — 90)(tj0lj0 + tioaiol)

avec
1OV ] — Tjo + Ljo = dujo s tj, =1
Q0 = (1= Ol = { —(Zjo +ljo — dajy) st by, =—1
et
. B bQiO — aioi’ — aiolj st tio =1
a1 = (1= 6)tiail = { —(b2ip — @iy — azoly) st t; = —1
Donc :

B(z,58) = (1 —60°)B(x, Sp) — aola

Remarque 3.2. L’expression de la vitesse initiale de décroissance de la fonctionnelle ® (du
programme dual du programme initial) est donnée par :

D(N) — DP(A
a:a0+a1:hm—(> ()

o—0 o

. avec A = A+ 0.0\

cette expression montre que la vitesse de décroissance est «

2. Changement du support a pas long :
Le changement du support entraine la diminution de la fonctionnelle du dual ®(\).

Cott de la fonctionnelle duale :

Soit A = (uy, ug, v, w) une solution réalisable arbitraire du dual. Dans la suite nous considé-
rons que les composants v, w sont définis par le vecteur £ = A’y — ¢

v; =FE;, w; =0, st >0
U]‘ZO, w]»:—Ej, st BE<0,75€J
U =Y, Uy =0, sty; 20
uy =0, uy = —v;, sty; <0,1€l

parce que si non la valeur de la fonction du cotit dual peut étre diminuée sans changer y.
Soit A(0) = (u1(0),us(0),v(0),w(c)) avec o > 0.
ur (o) = uy + 0.Auy, us(o) = ug + 0.Aug

v(o) =v+oAv, w(o)=w+oAuw,
est une autre solution réalisable dual avec v(0),w(o) a déterminer par le vecteur
E(o) = A'y(o) — ¢
Evidemment,

ocAE =E(oc)— E=0AAy
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La valeur de la fonction du cott dual avec A(o) :
D(A\(0)) = by.uy(0) — byug(o) — dy.v(o) + dy.w(o)

= by(uy+0.Auy) — by (us+0.Aug) —dy (v+0.Av) +dy(w+ 0. Aw)
= ®(N\) + o(byAuy — V] Auy — djAv + dyAw)
= O(\) + o(Wa(x)Auy — Wi () Aug — diAv + dyAw)

La méthode adaptée avec un pas long :

La modification de la méthode & pas long par rapport a la méthode & pas court consiste a
trouver la dimension du pas ¢* > 0 qui minimise la fonction dual ®(\(0)), o > 0..

Calculons les longueurs du pas par les régles :

_Ej/tj7 S? Ejtj <0

— | Ej =025 #dyy,t; >0
0j = 0, sz{ B = 0,10, % dyy t; <0 Jj € Jy
o0, sinon

et

—vi/ti, st yit; <0

o oy =0,a;x # by, t; >0
o . SZ{ yi = 0,a;w # by, t; <0 1€ 1p
00, sinon

Comme on a vu dans le premier chapitre le changement du support est basé sur le pas oy.

Calculons la quantité ®(\) 'accroissement de la fonctionnelle du dual :

Posons : A = A\(¢) = A + ot le nouveau plan dual
avec

Ao) = (u1(0), uz(0), v(0), w(0))
tel que :

u (o) =uy +ot, us(o) =uy+ot, v(oc)=v+ot, w(o)=w+ot

D(N) = ®(\(0)) = bhuy (o) — Vjus(o) — d;.v(0) + dy.w(o)
= by(uy + 0.t(1)) — by (ug + o.t(I)) — dy(v+ ot(J)) + dy(w + ot(J))
= byuy — bjug — djv + dyw + o (byt(1) — bit(1) — dyt(J) + dyt(J))
=®(\) +o(t'(Iby —t'(1)by — t'(J)dy + t'(J)ds)
— N\ +o [t (J5) A5 bott! (J) Aoy -+ (J5) (do—dy ) g+t (Ji) (do—di ) 1]
= O(\)+olt' (Jp) A bot+t' (Jp) AR by +tp(da—dy) g+t p Azt Ay (dy—dy) 1]
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D(N) = D(N) + atp[Ag'by + AG'by + (do — di) + A" A (dy — dy) )

Mettons les pas finis en ordre croissant :

oj <0, < ... <04, surJy

et
oy, < 04y < ... <04, surJp
d’ou
05y < 05y < ... <04, avec s, € {JygUIp}
Pour chaque oj, j = 1,...q et 0, i = 1, ...p, calculons ®(\(0;)) et ®(A(0;)) qui correspond

aux o; et o;.

Ordonnons ces ®(A(g;)) et ®(A(0;)) par ordre croissant :

O(A(01)), @(A(02)), - B(Mag))

et
D(A(o1)), ©(A(02)), .., P(A(0p))

l'indice de 0,1 et 0,1 qui correspond a ®(A(o,_1)) et ®(A(op_1)) qui doit entrer dans la
base, donc o, = 0,1 ou 0, = 0,1, et cet indice égale a j;, j € Jgouiy, i € Ip

Le nouveau support est : Jp = (Jp \ jo) Uj1 ou Ip = (I \ i1) Usig.

On continue le mouvement le long de t aprés 'apparition de composantes nulles du co-plan
E. alors la vitesse de décroissance de la fonctionnelle du dual diminue et est égale a :

a1 = + Z(I’J - dlj) + Z(.I'] — dlj)
tj<0 tj>0
Pour chaque s, nous calculons le saut du taux de la fonction objectif duale :

AOék = —|ts][,|(d2s;€ - dlsk)

La fonction objectif dual se comporte selon la direction ¢ comme une fonction continue,
linéaire par morceaux et leur pentes sur Uintervalle [0y, 044 1] est égale a :

= Yty (o, — dis,) si ty, >0

sLEJB

= D ltey(bas, = brs,) si Lo, <O

sElR

A1 = O —

Par construction le nouveau support est support coordinateur associé au plan 7 et la valeur
de la suboptimalité au support plan {Z, Sp} est donnée par la fonction :

s1—1

B(z,55) = (1 - 0)B(x, S5) — Y ax(ow)

k=0
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3.6 Algorithme de la méthode :

Soit {x, Sp} un support plan de départ de probléme (P;), € > donné.

1. Calculer :

1. Le vecteur des potentiels :
Y (I) = ¢ (Jp)Ag'

Calculons A( )a(J)
B boi — A(Ip, J)x(J) siy; >0
Wils) = { b — A(l, J)x(J) siyi <0

2. Le vecteur d’estimation :

1€ Ip

E/(JH) = y/(IB)A([& Ju) — C/(JH>
3. La valeur de suboptimalité :
'T SB Z yZWIl + Z y1,W27, + Z E - dl] Z E d2]
icly il jeTh j€Jg

-Si B(x,Sp) =0 : {x,Sp} est optimal, arrét du processus .
-Si B(x,Sp) < e :{x,Sp} est s-optimal, arrét du processus .
-Si B(x, Sp) > ¢ : aller a (ii).

ii. Changement de plan : x ~ T = x + 0°l.

1. Déterminer le vecteur de direction I(J) :

dlj —Zj st Ej >0
0 st By =0
I(Jg) = Agl (W(lg) — A.l(Jn)]
-En calculant le pas admissible maximal 60, 0; :

dgj—Z]'

I Silj>0

=9 D% sil;<0 je B
J
oo sil;=0

9]'0 = ’I”IIZ?’L{HJ}, ] € Jp

et
0; =1, pour je€Jy

et

boi—ai L s i
a;l; A

0; = DizGity  giqils <0 i€ Iy
ailj J
00 st al; =0
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Le pas maximal sera : 0° = min{1,6;,6;}

2. Déterminer le nouveau plan z(J) = z + 6°1.

Calculons
bo; — A(IB, J).’Z‘(J) st Y; > 0

W(ls) = { b — Ay, )E(J) siyi<0 'S8

3. Calculer la valeur de suboptimalité :

517 SB Z yth + Z yzWQz + Z E dl] Z E d23

icly il JeTh j€Jy

B(z,Sp) = (1-0°)B(x, Sp)

-Si f(z, Sp) > ¢ : aller a (iii).
-Si B(z, Sp) < e :{x,Sp} est e-optimal, arrét du processus.
-Si B(z,Sp) =0 : {z,Sp} est optimal, arrét du processus.

iii. Changement de support :

1. Calculer le vecteur de direction ¢t = (¢(1),t(.J))

+1 s .’Z‘jo = dlj
tj = —1 S?: ZZ’J’O = dgj

0 sijeJs\Jjo
t'(Ju) = t'(Jp)A' AL, Ju)

et
+1 sia;,,x ="0by

t; = -1 sia;,x="0by
0 siielp)\ i

t'(Ig) =t(Jg)A(Iy, JB)

2. Calculer le pas admissible maximal o;

. . Ej:O,ﬁj%dlj,t]‘>0 .
7= 0, SZ{ EjZO,.l’j;éde,tj<O J€Jn
00, sinon

oj = win(o;)
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3. Calculer le pas admissible maximal o;

—yi/ti, st y;it; <0
v =002 # by, t; >0
- I
7i O, SZ{ yizoaaix#bliyti<0 reis
00, stnon

7 = )

d’otu le pas admissible

0’ = min(oj,, 0;,)

4. La construction de nouveau support :

Pour 6° =6, on a :
-Si 0p = 0j,, le nouveau support est

jB:{JB\jo}Ujl et [_B:IB
-3i 09 = 0;,, le nouveau support est
jB:JB\jO et jB:]B\il

Pour 0° = 0,,, on a :
-Si 0y = 0j,, le nouveau support est

jB:JBUjl et jB:IBUiO
-3i 09 = 0;,, le nouveau support est
jB:JB et [_B:{IB\il}Uio

5. Calculer la valeur de suboptimalité :

On calcul :
E(J)=E(J)+ot(J)

y(I) = y(I) + at(I)

donc

aj SB Z yzwlz + Z ysz =+ Z E dl] Z Ej(fj -

eIt JeTh j€J g

s1—1

B(z,58) = (1 —6°)B(x, Sp) — Zak|ak|

avec
= Yt (o, — drs,) si ty, >0
= Qp_q — sxE€Jp ‘
=ty l(bas, — bsy) si ty, <0
s€lp
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-Si B(z,Sp) > ¢ : aller a (i).
-Si B(7,Sp) < e:{,Sp} est e-optimal, arrét du processus.
-Si B(z,Sp) =0 : {x, Sp} est optimal, arrét du processus.

3.7 Application numérique :
soit & résoudre le probléme suivant :

f(z) =221 — 329 — Max
1§2$1—l’2§3
—2< —x +4xy <2
1< <3 —1<2,<1

Oun=2m=2,1={1,2,}et J={1,2}
x = (1,0) une solution admissible de probléme (p)

2 -1
=4
Appliquant la méthode adaptée :
soit le support-plan initial (z, Sg) avec :
x = (1,0) est le plan initial non dégénéré .
Sp ={Ip,Jp} = {{1},{1}} est le support initial

(P)

On choisit Ap = [2] et Ay = [4]
detAp = 2 # 0 = Ap est inversible donc A5" = [1].

Le vecteur des potentiels
y = CpAy
Y= ClAgl =2 X
y'(In) =0
On a

1 _
571>0

by — A(lp, J)x(J) siy; >0

WUB):{ by — A(Ig, J)x(J) siy; <0 1€ 1p

Was = bas — A(Ip, J)x(J) = Way = by — A(1, J)z(J) = 3— (2 —1) (

Le vecteur des estimations :
E'(Ju) = y'(Ip)A(Ip, Ju) — C(Jn)
By =yi(an) —Co=1(-1) =(-3) =—-14+3=2
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La valeur de suboptimalité :

LL' SB Z yzW2z + Z yzWIz + Z E dlj Z Ej(xj - d2j>

4 >0 ¥; <0 E;>0 E;<0

ﬁ(l’,SB) = y1W21 + E2($2 - dlg) = 1(1) + (2)(0 + 1) =142=3>¢

le support plan {x, S} n’est pas optimal.
Passons au changement du plan z = = + 0]

Le vecteur de direction
sur Jy = {2,3} avec 0 =1

dlj_xj s1 E]>O

lj: dgj—]}j SiEj<0j€JH
0 siE =0
lo=dig—29=—1—0=—1car £, =2>0
sur Ip = {1}
l(JB>: Agl[Wl(IB) A(IB,JH)Z(JH)] s1 y2<0 cJy
A Wa(Ig) — AIg, Ju)l(Ju)] siy; >0

on a y > 0 donc
h= A War — (a12) (I2)] = 11 = (=1) (-1)] =11 = (=2)) =3 =1,
la direction est : | = (Iy,03) = (0,—1)

Le pas admissible 6,
sur Iy = {2} on cherche 6;, :

bas la,x St ailj >0

0; = %%ﬁsmm<0ie@
oo sial; =0
on a A(2,75)l Ol>:—4<0
donc
o (2 = AR J)x()) B 1\, Lo 0
by 0= "EAEDID a1y (1101 0 (1)
iy = b = <2+ )) 1

sur Jp = {1} on cherche 6;,

Bt sl >0
J
0; = dljl—;xjsilj<0j€JB
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ona:l; =0
donc :
Hjo = 91 = 00
Alors
00 = min{lﬁio,@jo} = mm{l,@l,ﬁg} = %

D’ot le nouveau plan est :
pour Jp on a :
T :$1+90l1 :1"‘%(0) =1
pour Jy et @ =1ona:
i2:x2+1220—1:—1
donc le nouveau plan est : 7 = (1 —1)
La valeur de suboptimalité :

Az, Sp) = (1 = bo) B(x,

Passons au changement du support

Le vecteur de direction
sur j € Jp = {1} calculons la direction ¢(.J)

+1
t; = -1

Sp) = (1-7)3)

S1 X5 = dlj
51 T; = dy;

0 sijeJp\ o

donc :
tl =1 (car T = d11 = 1)

surjEJH:{Q} t/(JH =t
ty = tiAzlan = (1)(3)(~1) = —3

2

(Jp)Az' A

donc la direction admissible ¢(.J)

)= -

2
sur ¢ € Ip = {1} calculons la direction ¢(I)

+1
ti={ -1
0

tp=—1 (car qyx =

suriE[H:{Q} t/(IH _t/ A(IB,JH
t2 = t1a21 = 1(—1)

YIp, Ju)

st a;r = bli
st a;r = bgi
St 1€ ]B \’Lg

(%) 2eieses,
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donc la direction admissible ¢(/) est :
() =(-1 -1)

Le pas admissible o
sur j € Jy on cherche 0, = minje;, (o)

. . E =0 y Lj #dlj,t >0 .
%= 0 SZ{ E =00y 2doyty <0 7 €7H
00, sinon

UQZ—EQ/tQZ—z/—%:éL (car E2t2:2(—%):—1<0)

sur i € Ip on cherche 0;, = min;es,(0;)

S yi = 0,03 # by t; >0
- 1
7i 0, Sl{ yi:O7aix7£bu,ti<0 1€ip
00, sitnon

Ulz—yl/tlz—(l/—l)zl (C&I’ yltlzl(—l):—1<0)
D’ou : 0g = min(0y,0j) = min(oy,09) = min(1,4) =1 = oy
ona:90:«9i0:926t00:a,~1 =01

donc le nouveau support est
Tp = {Is\ir} Uir = ((1}\ {1} U{2} = {2} et Jp = J = {1}

La valeur de suboptimalité :

Calculons : i-1 3
E2:E2+O-t2:T:§
=y +ot;=1+1(-1)=1-1=0
B(z,Sp) = Z yiWai + Z yiWh; + Z E —dyj) + Ej(@ — dy;)
9:>0 7:<0 E;>0 E;<0

. 3
B(x,Sp) = 11 War + Ea(Ty — diz) = 5(—1 +1)=0

d’ott le support plan {7, Sz} est optimal

avec, T = (1, —1) est le plan optimal
Sp={{Ig},{Jp}} = {{2},{1}} est le support optimal
donc on arréte le processus.
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et la valeur optimale de la fonction objectif est :

f(z) =27 —31,=2(1)—-3(-1)=2+3=5
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Conclusion Générale

L’objectif de notre travail était de résoudre un probléme d’optimisation linéaire avec des
contraintes bornées.

Tout d’abord on s’est intéressée a des notions principales d’une programmation linéaire et la
résolution du probléeme a été avec la méthode du simplexe primale .

On a résolu un probléme tel que les contraintes sont des égalités (Az = b) avec la méthode
adaptée, ensuite nous avons utilisé un probléme dual. Nous nous sommes intéressées a la géné-
ralisation de la méthode adaptée pour le cas du probléme dual dans le changement du support a
pas court et a pas long, nous avons proposé un algorithme de cette méthode qu’on a implémenté
sur un exemple numeérique.

Puisque la méthode adaptée est une amélioration de la méthode du simplexe tel que :
-Le changement de plan puis le support.
-Le plan admissible est un point de I'intérieur de polyédre.
Par contre dans la méthode de base simplexe :
-Le support et le plan change au méme temps.
-Le plan admissible es un des sommets de polyédre.

On s’est basées dans notre travail a la résolution d’un probléme de programmation linéaire
par la méthode adaptée avec des contraintes bornées.

L’itération de I’algorithme consiste au changement

{ZL’, SB} — {'i.a SB} telle que - ﬁ(i‘a SB) S B(wa SB)

En d’autre termes, une itération de la méthode adaptée est basée sur la décroissance de la valeur
du suboptimalité.

Cette itération est constituée de deux procédures :

-Changement du plan.

-Changement du support.

1. La procédure du changement du plan © — 7 consiste a diminuer 5(Sp).

2. La procédure du changement du support Sp — Sp consiste a diminuer 3(Sp).

64



D’otu le changement de plan consiste & augmenter f(z) et le changement du support consiste a
diminuer ®(\).

Cette méthode adaptée se différencie de la méthode du simplexe du fait que le plan et la base
ne sont pas liés, aussi elle nous permet d’avoir une solution approchée. Les méthodes directes
sont donc supposées étre robuste, mais sont en contre partie relativement pas précises.

Pour terminer, nous estimons qu’il est intéressant de compléter ce travail par une application
numérique.

En perspective de ce travail il est souhaitable de raffiner I’étude, pour 'application de cette
méthode & des exemples pratiques, et pour traiter des structures plus complexes, comme par
exemple :

-Généralisation de cette méthode aux problémes de programmation non linéaire.
-Généralisation de cette méthode aux problémes de programmation quadratique.
-Généralisation de cette méthode aux problémes stochastiques.
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