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"Nouvelle approche de résolution d’un problème de contrôle optimal "

Résumé : Dans ce mémoire On présente une méthode de résolution des problème de contrôle
optimal. Cette méthode qui est à la fois , précise et rapide , fait partie des méthode dites "directes"
. En utilisant cette méthode on a exposé une méthode originale qui est un couplage entre la méthode
de discrétisation et la procédure finale et on obtient un problème de programmation linéaire qu’on
résoudra avec la méthode de Newton.

Mots clés : Contrôle optimal, Programmation linéaire, Méthode de discrétisation, Procédure
final, Méthode de Newton.

"New approach to solving an optimal control problem "

Abstract : We are interested here in the study of a resolution method of optimal control . This
method ,which is precise and fast at the same time , is part of direct method . By exploiting this
method we proposed an orginal method which is coupling between the discretization method and
the final procedure and we obtain a problem of linear programming we solve it with the method of
Newton .

Key words : Optimal control, Linear programming, Discretization method, Final procedure,
method of Newton .
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Introduction générale

En mathématique, la théorie du contrôle optimal s’inscrit dans la continuité du calcul des va-
riations. Elle est apparue après la seconde guerre mondiale, répondant à des besoins pratiques de
guidage, notamment dans le domaine l’aéronautique et de la dynamique de vol .

Historiquement, la théorie du contrôle est liée d’une part on calcul variantionnell et d’autre part
avec la résolution des équations différentielles ordinaires. Pour la première fois Johann Bernouilli a
soumis le problème de Bruchistochrone correspondant au problème de la trajectoire la plus rapide
entre deux points, (1696) Leibniz, Newton, de l’hôpital ainsi que son frère Jacques Bernouilli ont
trouvè la solution. La méthode classique pour résoudre le problème de controle optimal est le calcul
des variations,la méthode utilisé par Jean Bernouilli est basée sur une analogie de l’optique. Ceci
est considèré comme un résultat pionnier dans le domaine du contrôle optimal, cette théorie qui est
une extension du calcul des variations traite de la facon de trouver une loi de commande pour un
système modélisé par un ensemble d’équations différentielles décrivant les trajectoires d’état et de
contrôle,de telle sorte qu’un certain critère d’optimalité soit atteint .

Une des méthodes de résolution pour résoudre des problèmes de contrôle optimal est basée sur la
programmation linéaire. C’est, sans doute l’un des plus beaux succè de la recherche opérationnelle
en particulier et des mathématiques appliqués en général. C’est une technique qui s’intéresse aux
méthodes de résolution du problème et qui consiste à minimiser ou à maximise une fonction linéaire
,appelé fonction objectif ,sur un domaine délimité par un ensemble d’équations linéaires appelées
contraintes son origine remonte au dix-septième siècle lorsque Lagrange (1762) a résolu un problème
d’optimisation avec un ensemble de contraintes linéaires .

Dantizg (1947) a développé la méthode de simplexe qu’ est efficace pour résoudre les problèmes
pratiques de programmation linéaire. Klee et Minty (1972) ont trouvé un exemple où la méthode
de simplexe est de complexité exponentiel

Khachian (1979) a développé un premier algorithme de point intérieur en temps polynomial
pour résoudre un problème de programmation linéaire.

Karmarkar (1984) a présenté l’algorithme de point intérieur en temps polynomial concurrentiel
à la méthode de simplexe pour résoudre les problèmes de grande dimension, il existe d’autre mé-
thodes pour résoudre les problèmes de programmation linéaire, par exemple les méthodes actives,
la méthode de Gill et al, la méthode de Santo-Palomo en 2004,la méthode de support, ect
Cette dernière est une généralisation de la méthode de simplexe, elle s’appelle aussi méthode adap-
tée utilisant certains métriques du simplexe ,elle a été utilisé pour la résolution de certains types de
problèmes linéaires de contrôle optimal .

Le but de notre travail est la résolution de différents problèmes de contrôle optimal,on particulier
on cherche la condition initiale optimal et une commande qui nous permet de ramener le probl de
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controle optimal de l ’état initial x0 ∈ X0 où X0 est un ensemble fermé vers l’état final vérifiant
certaine contrainte :

Hx(t∗) = g

Le plan de notre travail est le suivant :
Dans le premier chapitre, on présente la notion essentilles du problème de controle optimal en par-
ticulier la contrôlabilité, la stabilité et l’observabilité.

Dans le deuxième chapitre, on s’intéresse à résoudre le système par la méthode directe appelée
la méthode adaptée qui est constituée de trois procédures le changement de support, le changement
de commande et la procédure finale.

Dans troisième chapitre, on prnte la nouvelle approche de résolution d’un problème de contrôle
optimal qui consiste en couplage de deux méthodes : la méthode de discrétisation qu’est constitué de
deux procédures le changement de commande et le changement de support, la solution du problème
discret nous permet de trouver le support du problème de départ en utilisant la procédure finale
basée sur la méthode de Newton.
Nous termine notre travail par une conclusion générale.
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Chapitre 1

Introduction au contrôle optimal

1.1 Introduction

La théorie du contrôle optimal analyse les propriétés des systèmes commandés, c’est -á-dire des
systèmes dynamiques sur lesquels on peut agir au moyen d’une commande (ou contôle). Le but
est alors d’amener le système d’un état initial donné á un certain état final prescrit, en respectant
éventuellement certains critères. Les systèmes abordés sont multiples : systèmes différentiels, sys-
tèmes discrets, systèmes avec retard...,et leurs origines sont très diverses par exemple (mécanique,
électricité, économie...). L’objectif est de stabiliser le système pour le rendre insensible á certaines
perturbations (stabilisation), ou encore de déterminer des solutions optimales pour un certain critère
d’optimisation (contrôle optimal).

1.2 Position de problème

un problème de contrôle optimal se défénit par un système d’équations différentielle dont le
comportement dépend de variables extérieure dites variables de contrôle (ou commande). Pour un
contrôle donné, on définit la trajectoire associée, ainsi qu’un critère á optimiser.

Pour résoudre un problème d’optimisation, il faut d’abord définir un objectif ou la nécessité
d’une définition du problème en termes physiques et sa modélisation en termes mathématiques. En
connaissant la fonction à optimiser, l’état, le modèle et les paramètres du système, le problème est
de déterminer la meilleure commande qui optimise l’objectif, par exemple, une commande en temps
optimal c’est á dire réaliser l’objectif d’un processus dans le temps le plus court.
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A l’aide des commandes u on désire faire de sorte que le système suive une trajectoire déterminée
ou atteigne un état fixe ou minimise le long d’une trajectoire un ou plusieurs critères (énergétique,
économiques,... ) données á l’avance. voir figure (1,1) :

Figure 1.1 – Problème du controle optimal

Un problème de commande (contrôle) optimale est défini par les éléments suivants [12] :

1.2.1 Objet de la commande

On suppose que l’état x est solution d’une équation différentielle :

dx

dt
= f(t, x(t), u(t)), x(t0) = x0

où x(t) ∈ R est la position de l’objet à l’instant t, x(to) ∈ R la position initiale du système, et u(t)
la commande.

1.2.2 Le but de la commande

Dans un problème de contrôle, le but de la commande consiste à ramener l’objet considéré de
la position initiale x0 = x(t0), (x0 ∈ G0) á la position (x1(t1)), (x1 ∈ G), (oú G0 est l’ensemble
de départ, et G l’ensemble d’arrivée (accessibilité)). Et aussi d’optimiser le fonctionnement d’un
système en fonction d’un critère de coût pertinent, ou de stabiliser un système pour le rendre
insensible à certaines perturbations.

1.2.3 Classe des commandes admissibles

La classe des commandes admissibles U est constituée de fonctions mesurables u(t) :

U = u(t), t ∈ T = [0, t∗].

Chaque commande transfère l’objet du point de départ x0 en un point de l’ensemble d’arrivée G(t∗).

1.2.4 Commande Bang-bang

Soit U l’ensemble de commandes et Ue l’ensemble de points extrémaux de U . La commande
admissible u est dite de Bang-bang si u ∈ Ue c’est-à-dire u prend les valeurs extrémales de U ,
ensemble borné. Ainsi, par exemple, si on a |u(t)| ≤ 1, les commandes Bang-bang sont telles que
u(t) = ±1.

1.2.5 Critère de qualité

C’est une fonction d’efficacité de chaque commande sur l’intervalle T , à optimiser.
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1.2.6 Ensemble d’accessibilité

Considérons le système contrôlé suivant :

dx

dt
= ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(t0) = x0. (1.1)

L’ensemble des points accessibles à partir de x0 en un temps t∗ > 0 est :

A(x0, t
∗) = {x1 ∈ Rn/ ∃ u ∈ C0

morceaux([0, t∗], I)

∃ x : R −→ Rn, C1morceaux t.q : x(0) = x0,

∀ x ∈ [0, t∗] ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(t∗) = x1}

Autrement dit A(x0, t
∗) est l’ensemble des extrémités des solutions de (1,1) au temps t∗ , lorsqu’on

fait varier le contrôle u .

1.3 Propriétés essentielles du problème de contrôle optimal

1.3.1 Position du problème

Dans la classe des commandes constantes par morceaux

U = {u(t), t ∈ T = [0, t∗]}.

Considérons le problème de contrôle optimal suivant :


J(u(t)) = c

′
x(t∗) +

∫ t∗
0 f0(x, u, t)dt −→ maxu∈U

ẋ(t) =
dx(t)

dt
= Ax(t) +Bu(t), x(0) = x0

Hx(t∗) = g
|u(t)| 6 1; t ∈ [0, t∗]

— J(u) est le critère de qualité (fonction objectif).

— x(t) = (xj , j ∈ J) ∈ Rn, un n-vecteur représenter la positon (l’états) à l’instant t ∈ T .

— A(I, J) est une n×m - matrice qui caractérise le système.

— b(J) est un n-vecteur donné.

— H = H(I, J) c’est une m× n -matrice telle que le rang de Hlm 6 n.

— g est un m-vecteur qui représente la sortie du signal à l’instant t∗ .

— u(t) est une commande.

— C = c(J) est le n-vecteur des côuts.
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— I = {1, . . . ,m} et J = {1, . . . , n} sont des ensembles d’indices.

— x0 la position initiale.

1.3.2 Commandabilité

Dans tous les problèmes, avant leur résolution, on s’intéresse á l’existence de leurs solutions en
utilisant les notions de commandabilité ou de contrôlabilité. Elle consiste à faire passer le système
d’un état initial x0 à un état final x1 prescrit en un temps fini. Une fois le problème de contrôlabilité
résolu, on peut vouloir passer de l’état initial á l’état final en minimisant un certain critère.

Commandabilité des systèmes linéaires autonome :

Définition 1.3.1. Un système et défini par :
dx

dt
=Ax(t) +Bu(t) , x(t0) = x(0)

Figure 1.2 – Problème de controlabilité

est dit non autonome, et il est dit autonome si les matrices A(t) = A et B(t) = B sont constantes.

Définition 1.3.2. Le système Ẋ = AX+BU où l’état x ∈ Rn, la commande (on dit aussi l’entrée)
u ∈ Rm et les matrice A et B sont constantes et de taille (n × n) et (n × m) respectivement
, est contrôlable (ou commandaable) si pour tous les états x0, x1 ∈ Rn∗ , il existe une commande
mesurable, borné u(t) telle que la trajectoire associée relié x0 et x1 en un temps fini T .

Le critère de Kalman

Il existe une caractérisation algèbrique de la contrôlabilité d’un système linéaire due à Kalman,
en général, facilement applicable. Soient A et B deux matrices constantes sur [0, t∗] et on note
C = (A|B) = (B,AB, . . . , An−1B) ∈ Mn,mn(R) la matrice dont les colonnes sont constituées par
celles de B, . . . , An−1B.

Théorème : (Critère de Kalman) [6]

Le système autonome ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + r(t) est comondable en temps t∗ (quelconque) si
et seulement si la matrice de commandabilité de Kalman est de rang n = dim(x), on écrit :

rang(A|B) = n.

Lemme

La matrice C est de rang n si et seulement si l’application linéaire{
φ : L∞([0, t∗],Rm)→ Rn

u→
∫ t∗

0 et
∗−tBu(t)dt

est surjective .
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Remarque 1.3.1. La condition de Kalman ne dépend ni de t∗ ni de x0. Autrement dit, si un
système linéaire autonome est contrôlable en temps t∗ depuis x0 alors il est contrôlable en tous
temps depuis tout point.

Exemple 1. Considérons le système dynamique linéaire autonome suivant :

{
ẋ1 = x2

ẋ2 = x1 − u

oú :

A =

(
0 1
1 0

)
B =

(
0
−1

)
Pour vérifier la contrôlabilité de ce système, il suffit de calculer le déterminant de la matrice de
Kalman. Par conséquent, la matrice de Kalman C est donnée par :

C = (B,AB) =

(
0 −1
−1 0

)
Le déterminant de C est égal à : det(C) = −1 6= 0 , donc le rang(C) = 2, d’oú le système est
contrôlable.

Commandabilité des systèmes non linéaires

Se prononcer sur cette propriété reste jusqu’ à présent une tache trés difficile. Pour étudier la
commandabilité des systèmes non linéaires, on a tendance à utiliser le systèmes linéarisé partant
du fait que la commandabilité du système linéarisé implique celle du système non linéaire d’une
manière locale [17] . La non commandabilité du système linéarisé n’implique pas forcément la
non commandabilité du système non linéaire [17] . Ceci constitue l’inconvénient principal de cette
méthode.
Considérons un système de contrôle non linéaire suivant :{

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t))
x(t0) = x0

(1.2)

Définitions et préliminaires

Etant donné un point x1 ∈ Rn, on cherche à trouver un temps T et un controle u sur I tel que
la trajectoire xu associée a u, vérifie :

xu(0) = x0, xu(t∗) = x1. (1.3)

Ceci conduit à la définition suivante :

Définition 1.3.3. Soit t∗ > 0 , l’application entrée / sortie en un temps t∗ du système de contrôle
suivant :
ẋ(t) =

dx(t)

dt
= Ax(t) +Bu(t), x(0) = x0
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initialisé à x0 est l’application :{
Ex0,t∗ : L∞([0, t∗],R) −→ Rn

u 7→ xu(t∗) = x1

(1.4)

oú xu(.) est la solution du système{
ẋu(t) = Axu(t) +Bu(t)

xu(0) = x0
(1.5)

U est l’ensemble des contrôles u tels que la trajectoire associée est bien définie sur [0, t∗].

Résultats de contrôlabilité

Définition 1.3.4. L’ensemble accessible en temps t∗ pour le système (1.5), notéA(t∗), est l’ensemble
des extrémités au temps t∗ des solutions du système partant de 0 . Autrement dit, c’est l’image de
l’application entrée/sortie en temps t∗ .

Remarque 1.3.2. La condition de contrôlabilité dépend de t∗ , mais ne dépend pas du point
initial x0. Autrement dit, si le système considéré est contrôlable depuis x0, en temps t∗ , alors il est
contrôlable depuis tout point.

1.3.3 Stabilisation

Un contrôle (ou une commande) en boucle ouverte est une application t −→ u(t) d’un intervalle
de temps dans l’espace des contrôles. Un contrôle en boucle fermée, appelé aussi une rétroaction,
ou un bouclage (ou encore un feed back), est une application u −→ g(t) définie sur les variables
d’état du système. Un des objectifs de la théorie du contrôle est de déterminer des rétroactions qui
stabilisent le système en un état particulier.

Bouclage statique

Définition 1.3.5. Bouclage statique On dit que u est un bouclage statique du système
ẋ(t) = f(x(t), u(t)), et(x(t) ∈ M , u(.) ∈ U) si sa valeur u(t) àl’instant t ne dépend que de x(t) ,
c’est-à-dire u = g(x) oú g est une fonction.

Ce système s’écrit tout simplement

ẋ = f(x, g(x)) (1.6)

Il est représenté par la figure(1,3)

Figure 1.3 – Bouclage
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Le problème de la stabilisation (ou régulation) consiste à maintenir le système prés d’un équilibre
x∗. Il s’agit donc de construire une loi de commande telle que x∗ soit un équilibre asymptotiquement
stable du système en boucle fermée (1,6).

Concepts de stabilité

On se donne un système

ẋ(t) = f(x) (1.7)

tel que f(0) = 0 , admettant x = 0 comme équilibre (noter que par un changement de variable on
peut toujours ramener l’équilibre à l’origine).

Définition 1.3.6. L’équilibre x = 0 du système (1,6) est dit stable si pour tout ε > 0, il existe
η > 0 tel que pour toute solution x(t) de (1.6), on ait

‖x(0)‖ < η ⇒ ∀t ≥ 0 ‖x(0)‖ < ε.

Si l’équilibre n’est pas stable on dit qu’il est instable.

Définition 1.3.7. L’équilibre x = 0 du système (1,7) est dit attractif s’il existe r > 0 tel que pour
toute solution x(t) de (1.7) on ait

‖x(t)‖ < r ⇒ limt→+∞x(t) = 0

L’équilibre x = 0 du système (1.7) est dit globalement attractif si pour toute solution x(t) de (1.7)
on a limt→+∞x(t) = 0 . L’ensemble B défini par la propriété

x(0) ∈ B ⇒ limt→+∞x(t) = 0

s’appelle le bassin d’attraction de l’origine. Ainsi x = 0 est attractif si B est un voisinage de 0. Il
est globalement attractif si B = Rn.

Définition 1.3.8. L’équilibre x = 0 du système (1.7) est dit asymptotiquement stable s’il est stable
et attractif. Il est dit globalement asymptotiquement stable (GAS) s’il est stable et globalement
attractif.

Définition 1.3.9. L’équilibre x = 0 du système (1.7) est dit exponentiellement stable s’il existe
r > 0 , M > 0 et α > 0 tels que la solution dex(t) on ait

‖x(t)‖ < r ⇒ ‖x(t)‖ ≥M ‖x(0)‖e−αt , pour tout t ≥ 0

L’équilibre x = 0 du système (1.7) est dit globalement exponentiellement stable s’il existe M > 0 et
α > 0 tels que la solution dex(t) on a

‖x(t)‖ ≥M ‖x(0)‖e−αt , pour tout t ≥ 0

On peut montre que stable n’implique pas attractif, attractif n’implique pas stable, exponentielle-
ment stable implique asymptotiquement stable, et asymptotiquement stable n’implique pas expo-
nentiellement stable ( voir [11]).
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1.3.4 Observabilité

Système commandé-observé

Dans beaucoup de situations pratiques, une partie seulement de l’état du système, appelée la
sortie ou la variable observée, est mesurée. Un système commandé-observé est un système différentiel
de la forme : {

ẋ = f(x, t)
y = h(x)

(1.8)

avec f : Rn × Rm → Rnet h : Rn × Rm → RP , le vecteur x est le vecteur des états du système,
le vecteur u celui des contrôles (entrées) et le vecteur y celui des variables observées (sorties). Ce
système est dit en boucle ouverte et est représenté par la figure (1,4)

Figure 1.4 – Système commandé-observé

Un système non linéaire sera dit observable si la sortie y(t) permet de retrouver l’état x(t) . Un
observateur pour le système (1.8) est un système.

˙̂x(t) = g(x̂(t), u(t), y(t)

ayant comme entrées u(t) et y(t) (la sortie du système (1.8)) et tel que l’erreur
e(t) = x(t)− x̂(t) tende vers 0 quand t→∞.

Définition 1.3.10. Considérons le système :{
ẋ = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t)

(1.9)

ou : x(t) ∈ Rn , u(t) ∈ Rm, y(t) ∈ Rp, A ∈Mn(R), B ∈Mn,m(R), C ∈Mp,n(R) et D ∈Mp,m(R).
Le système (1.12) est observable en temps T si :

∀x1, x2 ∈ Rn, (x1 6= x2) ⇒ ∃u ∈ L∞([0, T ],Rm)/yu(., x1) 6= yu(., x2). Dans ce cas on dit que x1

et x2 sont distinguables.

Autrement dit, deux états initiaux x1 et x2 sont distinguables ou discernables si on peut trouver
sur un intervalle de temps [0, T ], une entrée telle que les trajectoires de sortie (observées) correspon-
dant aux deux états, lorsque cette entrée est appliquée, soient différentes. De manière équivalente,
on peut dire :

∀x1, x2 ∈ Rn, ⇒ ∃u ∈ L∞([0, T ],Rm)/yu(., x1) 6= yu(., x2)⇒ x1 = x2.

La connaissance de la trajectoire observée détermine de manière univoque l’état initial.
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L’intérêt de la notion d’observabilité est le suivant : si on considére le système comme une boite
noire à laquelle on applique une entre1 (contrôle) u(t) , et de laquelle émerge une sortie2(observable)
y(t), la propriété d’être distinguable signifie la possibilité de différencier par des expériences de type
entrée-sortie. On peut alors se demander si la connaissance partielle de l’état permet de reconstituer
l’état complet, c’est la propriété d’observabilité.

Définition 1.3.11. Considérons les systèmes linéaires commandés-observés (systèmes linéaires in-
variants SLI) définis par la représentation d’état suivante :{

Ẋ = AX +BU
Y = CX +DU

(1.10)

Un système est dit observable si l’observation de ses entrées et sorties pendant un intervalle de
temps fini [ti, t

∗] permet de retrouver l’état initial x(ti). En fait, puisque’il est possible pour les SLI
d’avoir une solution analytique, l’observabilité est donc une propriété intéressante qui nous permet
d’affirmer que l’on peut connaître l’état x(t) à tout instant compris dans l’intervalle [ti, t

∗].

Critère d’observabilité de Kalman pour les SLI

Il existe une caractérisation algèbrique de l’observabilité d’un système linéaire due à Kalman.

Théorème [3]

Le système linéaire (1.10) est observable si et seulement si :

rangΩ = rang


C
AC
...

CAn−1

 = n

La matrice Ω est appelée la matrice d’observabilité de Kalman, et ses lignes se calculent facilement
de façon itérative :

CAk+1 = CAk ×A

Noter que la paire (A,C) est observable si et seulement s’il existe T > 0 tel que la matrice .

ΩT =
∫ T

0 esA
′
C
′
CesAds

soit inversible.

Remarque 1.3.3. La notion d’observabilité de l’état ne porte que sur les matrices A et C.

Dire que le système est observable équivaut àdire que la paire (A,C) est observable.

Exemple 1.3.1. Considérons le système suivant :{
ẋ = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t)

oú :

A =

 1 1 0
1 1 0
0 0 1

 ,
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B =

 0 1
1 0
1 1

 , C =

(
1 1 0
0 1 1

)
, D = 0

n=3 états , p =2 sorties

Ω(A,C) =

 C
CA
CA2

 ,Ω(A,C) ∈ R6×3

Ω(A,C) =



1 1 0
0 1 1
1 2 0
0 1 1
1 3 0
0 1 1

 ,

Matrice de rang 4 6= 3⇒ Le système n’est pas observable.
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Chapitre 2

Résolution d’un problème terminal de
contrôle optimal d’ un système
dynamique linéaire

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à la Résolution d’un problème terminal de contrôle optimal d’ un
système dynamique linéaire.
Nous utiliserons , dans la résolution de ce problème une méthode directe dite "méthode adaptée .

Les méthodes directes ont pris de l’ importance dans le domaine du contrôle optimal numérique
depuis les années 80. Ils sont très faciles á appliquer, et relativement robustes á l’initialisation. On
peut traiter un système avec un grand nombre de variables d’état. Leur précision est limité par la
précision de la discrétisation , donc le nombre de variables utilisées, peut s’avérer insuffisantes pour
certaines problème .

2.2 Position du problème

Considérons le problème de maximisation de la fonctionnelle (P) suivante :

J(u) = c′x(t∗)→ max
u

(2.1)

ẋ =
dx

dt
= Ax+ bu, x(0) = x0 (2.2)

Hx(t∗) = g (2.3)

f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, t ∈ T = [0, t∗] (2.4)

où
— x(t) ∈ Rn la position du système au temps t ,

— A(I, J) une m × n matrice qui caracterise le système ,

— b(j) un n-vecteur ,

— H(I, J) une m× n - matrice et, rangH = m ≤ n,
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— Hx(t∗) = g un m-vecteur ,

— u(t) une commande constante par morceau ,

— c = c(J), le vecteur des coûs ∈ Rn ,

— I = {1, . . . ,m}, J = {1, . . . , n} l’ensemble des indices des lignes et des colonnes de la matrice
A.

La solution du système différentiel (2,2) donnée par la formule de Cauchy est égale à :

x(t) = F (t)x0 + F (t)

∫ t∗

0
F−1(τ)bu(τ)dτ, t ∈ T ;

où F (t) , t ∈ T est la solution (résolvante) du système{
Ḟ = AF
F (0) = In, t ∈ T

avec In la matrice identité .

On remplace la valeur de x(t∗) dans le problème (P) . on obtient{
J(u) = c′[F (t∗)x0 + F (t∗)

∫ t∗
0 F−1(τ)bu(τ)dτ ],

H[F (t∗)x0 + F (t∗)
∫ t∗

0 F−1(τ)bu(τ)dτ ] = g

⇔


J(u) = c′F (t∗)x0 + c′F (t∗)

∫ t∗
0 F−1(τ)bu(τ)dτ,∫ t∗

0 HF (t∗)F−1(τ)bu(τ)dτ = g −HF (t∗)x0,
f∗ ≤ u(t) ≤ f∗

posons :
ḡ = g −HF (t∗)x0, c(t) = c′F (t∗)F−1(t)b, ϕ(t) = HF (t∗)F−1(t)b.
de là le problème ( P) devient :

J(u) = c′F (t∗)x0 +
∫ t∗

0 c(t)u(t)−→ max
u∫ t∗

0 ϕ(t)u(t)dt = ḡ
f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, t ∈ [0, t∗]

Définition 2.2.1. Toute commande vérifiant les contraintes

Hx(t∗) = g, et f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, t ∈ [0, t∗]

est dite commande admissible du problème (P) .

Définition 2.2.2. Une commande admissible u(t) est dite optimale si et seulement si :

J(u0) = max
f∗≤u(t)≤f∗

J(u)

et la trajectoire correspondante à cette commande est dite " Trajectoire optimale ".

Définition 2.2.3. Une commande admissible uε(t) est dite ε-optimale si et seleument si

J(u0)− J(uε) < ε, ∀ε > 0 . (ε donné)
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2.3 Support-contrôle

Définition 2.3.1. Dans l’ensemble T , choisissons τB = {τj , j = 1,m} formé de points isolés.
l’ensemble τB est appelé support du problème si det ϕ(τB) 6= 0

Définition 2.3.2. L’ensemble TB = {Tj = [τj , τ̄
j ], j = {1,m}}, Tj ⊂ T , telque

[τj , τ̄
j ] ∩ [τj , τ

j ] = ∅,∀i 6= j est appelé support généralisé du problème (P) si le système :

Hx(t∗) = 0, t ∈ T (2.5)

n’admet pour u(t) ≡ 0, t ∈ TH = T/TB que la solution triviale u(t) ≡ 0, t ∈ TB , mais pour tout
intervalle T ∗ = [τ∗, τ

∗] , T ∗ ⊂ TH , τ∗ 6= τ∗, et u(t) ≡ 0, t ∈ TH = T/T ∗, u(t) = u∗, t ∈ T ∗ le
système (2.5) admet une solution triviale i.e : u(t) 6= 0 , t ∈ TB ∪ T ∗.

Deuxième notion du support généralisé

L’ensemble TB est un support généralisé si et seulement si la matrice du support

ϕ(TB) = {
∫
Tj
ϕ(t)dt, j = 1,m}

et non dégénerée.

Remarque 2.3.1. La notion de support est trés liée avec la notion de commandabilité

Définition 2.3.3. La paire {u, τB} formé de la commande admissible u = (u(t), t ∈ T ) et du
support ϕB est appelé support - contrôle.

Définition 2.3.4. (non dégénerécence )
Une commande support est dite non dégénerée si :
∃λ0 > 0, µ0 > 0, µλj , j = 1,m , telque pour tout λ, 0 < λ < λ0 , les relations suivantes sont
vérifiées :

{ ∑m
i=1

∫ tj+λ
tj−λ ϕ(t)u(t)dt =

∑m
i=1 u

λ
j

∫ tj+λ
tj−λ ϕ(t)dt

f∗ + µ0 ≤ uλj ≤ f∗ − µ0, i = {1, . . . ,m}

2.4 Formule d’accroissement de la fonctionnelle

Soit u(t), t ∈ T support - contrôle non dégénerée de départ et x(t) , t ∈ T sa trajectoire
correspondante .Construisons le vecteur des potentiels :

y′ = c′Bϕ
−1
B , ou c′B = (c(τj), j = 1,m) (2.6)

et la co-commande (vecteur des estimations ) :

E(t) = −ψ′(t)b, t ∈ T (2.7)

où ψ(t) est la solution du système conjugué :

ψ̇ = Aψ, ψ(t∗) = c−H ′y (2.8)

En calculons ψ(t), t ∈ T
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ψ(t) = (c′ − y′H)F (t∗)F−1(t)

La co-commande (vecteur des estimations) peut etre écrit sous la forme :

E(t) = −(c′ − y′H)F (t∗)F−1(t)b

= y′ϕ(t)− c(t)

où

ϕ(t) = HF (t∗)F−1(t)b,

et

c(t) = c′F (t∗)F−1(t)b.

d’où
E(t) = y′ϕ(t)− c(t), t ∈ T. (2.9)

soit ū(t) = u(t) + ∆u(t), t ∈ T une autre commande admissible et x̄(t) = x(t) + ∆x(t), t ∈ T , la
trajectoire correspondante associée .
Déterminons l’ accroissement de la fonctionnelle :

∆J(u) = J(ū)− J(u)

= c′F (t∗)x0 +

∫ t∗

0
c(t)ū(t)dt− c′F (t∗)x0 −

∫ t∗

0
c(t)u(t)dt

=

∫ t∗

0
c(t)ū(t)dt−

∫ t∗

0
c(t)u(t)dt

=

∫ t∗

0
c(t)(ū(t)− u(t))dt

=

∫ t∗

0
c(t)∆u(t)dt

=

∫ t∗

0
[y′ϕ(t)−∆u(t)]∆u(t)dt

=

∫ t∗

0
y′ϕ(t)∆u(t)−

∫ t∗

0
E(t)∆u(t)dt

∆J(u) = −
∫ t∗

0
E(t)∆u(t)dt (2.10)

car
∫ t∗

0 y′ϕ(t) ∆u(t)dt = 0 de l’admissibilité de u et ū.

La valeur de suboptimalité

On a la commande ū(t) est admissible donc :

f∗ − u(t) ≤ ∆u(t) ≤ f∗ − u(t).
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Le maximum de l’acroissement de la fonctinnelle (2.10) sous les contraintes

f∗ − u(t) ≤ ∆u(t) ≤ f∗ − u(t)

et atteint pour :

∆u(t) =


f∗ − u(t) si E(t) ≥ 0
f∗ − u(t) si E(t) ≤ 0
0 si E(t) = 0, t ∈ T

et β(u, τB) est égal à :

β(u, τB) =

∫
T+

E(t)(u(t)− f∗)dt+

∫
T−

E(t)(u(t)− f∗)dt (2.11)

où :
T+ = {t ∈ T : E(t) > 0}, T− = {t ∈ T : E(t) < 0}.

β = β(u, τB) appelé valeur de suboptimalité du support - contrôle {u, τB} De ce qui précède ,on a
toujours l’inégalité :

∆J(u) = J(ū)− J(u) ≤ β(u, τB), ∀ū

2.5 Critère d’optimalité

Théoreme 2.5.1. (critère d’optimalité)
les relations 

u(t) = f∗ si E(t) > 0
u(t) = f∗ si E(t) < 0
f∗ ≤ u(t) ≤ f∗ si E(t) = 0, t ∈ T

(2.12)

sont suffisantes et dans le cas de non dégénérescence ,elle sont nécessaires pour l’optimalité de
support contrôle {u, τB}.

Preuve

(a)-Condition suffisante

Si les relations (2.12) sont vérifiées alors β(u, τB) = 0
comme ∆J(u) = J(ū)− J(u) ≤ β(u, τB), ∀ū⇒ J(ū) ≤ J(u), ∀ū donc {u, τB} est une commande
support optimal.

(b)-Condition nécessaire

Soit {u, τB} un support contrôle optimal non dégénéré et supposons que les relations (2.12) ne
sont pas vérifiées c’est-à-dire il existe un moment t0 ∈ TH telque :
E(t0) > 0 et u(t0) > f∗ où E(t0) < 0 et u(t0) < f∗ .

supposons qu’on a le cas E(t0) > 0 et u(t0) > f∗
Construisons la commande ū = u(t) + ∆u(t) de la manière suivante :

∆u(t) =

{
−θ si t = t0,
0 si t ∈ TH \ t0, θ > 0
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De là pour θ suffisamment petit , on a f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, t ∈ T ; et l’ accroissement de la fonctionnelle :

∆J(u) = J(ū)− J(u)

= −
∫ t∗

0
E(t)∆u(t)dt

= −E(t0)∆u(t0)−
∫
T\t0

E(t)∆u(t)dt

= E(t0)θ > 0

Ceci contredit l’optimalité de la commande u(t) .

Remarque

Le critère d’optimalité peut être sous forme du principe du maximum en utilisant la fonction
Hamiltonienne H(x, ψ, u) = ψ(Ax + bu) où ψ, t ∈ T , et la solution du système conjugué . La
condition

H(x(t), ψ(t), u(t)) = max
f∗≤u≤f∗

H(x(t), ψ(t), u) t ∈ T

est suffisante et dans le cas de la non dégénérescence elle est nécessaire pour l ’optimalité du support
contrôle {u, τB} .

2.6 Critère du ε- optimalité

Théoreme 2.6.1. (critère de suboptimalité)
Soit ε ≥ 0 donné . La commande admissible u(t) t ∈ T , est ε-optimale si et seulement si s’ il existe
un tel support τB sur lequel le long de u(t) et des solutions (x(t), ψ(t) t ∈ T ) des système direct et
conjugué , la condition ε-optimalité est vérifiée :

H(x(t), ψ(t), u(t)) = max
f∗≤u≤f∗

H(x(t), ψ(t), u(t))− ε(t), t ∈ T

avec

∫ t∗

0
ε(t)dt ≤ ε

preuve

(a)-Condition suffisante

En utilisant l’accroissement de fonctionnelle , la valeur de suboptimalité β de la commande
appui {u, τB} est égale à :

β(u, τB) =

∫
T+

E(t)[u(t)− f∗]dt+

∫
T−

E(t)[u(t)− f∗]dt
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D’aprés la relation (2.7) et on a :

β(u, τB) =

∫
T+

−ψ′(t)b[u(t)− f∗]dt

+

∫
T−
−ψ′(t)b[u(t)− f∗]dt

=

∫
T+

[ψ′(t)bf∗ − ψ′(t)bu(t)]dt

+

∫
T−

[ψ′(t)bf∗ − ψ′(t)bu(t)]dt

=

∫
T+

[ψ′(t)Ax(t)− ψ′(t)Ax(t)ψ′(t)bf∗ − ψ′(t)bu(t)]dt

+

∫
T−

[ψ′(t)Ax(t)ψ′(t)bf∗ − ψ′(t)Ax(t)− ψ′(t)bu(t)]dt

=

∫
T+

[ψ′(t)(Ax(t) + bf∗)ψ
′(t)− ψ′(t)(Ax(t) + bu(t))]dt

+

∫
T−

[ψ′(t)(Ax(t) + bf∗)ψ′(t)− ψ′(t)(Ax(t) + bu(t))]dt

=

∫
T+

ψ′(t)(Ax(t) + bf∗)dt

+

∫
T−

ψ′(t)(Ax(t) + bf∗)dt

−
∫ t∗

0
ψ′(t)(Ax(t) + bu(t)dt

=

∫ t∗

0
[maxf∗≤u(t)≤f∗H(x(t), ψ(t), u(t))−H(x(t), ψ(t), u(t))]dt

=

∫ t∗

0
ε(t)dt

≤ ε

d’où β(u, τB) ≤ ε et comme J(ū)− J(u) < β(u, τB) , ∀ū alors pour ū = u0 ,
on obtient J(u0)− J(u) < β(u, τB) ≤ ε donc ū(t) est ε-optimale .

(b)-Condition nécessaire

Soit u(t) une commande ε-optimale . Faisons une décomposition de suboptimalité β(u, τB) .
Pour celà introduisons le problème dual du primal (2.7) .

D(u, v(t), w(t)) = c′F (t∗)x0 + ḡu−
∫ t∗

0 v(t)f∗dt+
∫ t∗

0 w(t)f∗dt→ max
u′ϕ(t)− v(t) + w(t) = c(t)
v(t) ≥ 0, w(t) ≥ 0 t ∈ [0, t∗]
ḡ = g −Hf(t∗)x

(2.13)

L’ensemble {(y, v(t), w(t), t ∈ T} défini de la forme suivante :
u = y
v(t) = E(t), w(t) = 0 si E(t) > 0
v(t) = 0 , w(t) = −E(t) si E(t) < 0, t ∈ T

(2.14)

Vérifie les contraintes du problème (2.12) c’est à dire c’est un plan dual , et désignons par
(y0, v0(t), w0(t), t ∈ T ) une solution optimale .
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On remplace les relations E(t) = y′ϕ(t) − c(t) et ψ′(t) = (c′ − y′H)F (t∗)F−1(t) dans la valeur de
suboptimalité β , on obtient :

β =

∫ t∗

0
E(t)u(t)dt−

∫
T+

E(t)f∗dt−
∫
T−

E(t)f∗dt

=

∫ t∗

0
[y′ϕ(t)− c(t)]u(t)dt−

∫ t∗

0
v(t)f∗dt+

∫ t∗

0
w(t)f∗dt

=

∫ t∗

0
y′ϕ(t)u(t)dt−

∫ t∗

0
c(t)u(t)dt+

∫ t∗

0
v(t)f∗dt−

∫ t∗

0
w(t)f∗dt

D’autre part on a :

∫ t∗

0
ϕ(t)u(t)dt = g −HF (t1)x0 = ḡ ⇒

∫ t∗

0
y′ϕ(t)u(t)dt = ḡy′

J(u0) = D(y0, v0, w0)

donc

∫ t∗

0
c(t)u0dt = ḡy0 −

∫ t∗

0
v0f∗dt+

∫ t∗

0
w0f∗dt

d’où :

β = [

∫ t∗

0
c(t)u0dt−

∫ t∗

0
c(t)u(t)dt] + ḡy′ −

∫ t∗

0
v(t)f∗dt+

∫ t∗

0
w(t)f∗dt

= [

∫ t∗

0
c(t)u0dt−

∫ t∗

0
c(t)u(t)dt] + [ḡy′ −

∫ t∗

0
v(t)f∗dt+

∫ t∗

0
w(t)f∗dt

− (ḡy0 +

∫ t∗

0
v0f∗dt+

∫ t∗

0
w0f∗dt)] (2.15)

= [J(u0)− J(u)] + [D(y(t), v(t), w(t))−D(y0, v0, w0)]

= βu + βB

où :

βu = J(u0)− J(u) est appelée la mesure de la non optimalité de la commande u(t), t ∈ T .

βB = D(y, v(t), w(t))−D(y0, v0(t), w0(t)) est appelée la mesure de la non optimalité du support
τB .

Si on associe à la commande u(t), t ∈ T un support τ0
B tel que l’ensemble{y, v(t), w(t)} défini d’

après (2.14) devient la solution du problème (2.13)
On aura

βB = 0, β(u, τ0
B) = βu ≤ ε
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posons :

ε(t) =


E(t)(u(t)− f∗) si t ∈ T+

E(t)(u(t)− f∗) si t ∈ T−
0 si E(t) = 0, t ∈ T

où

T+ = {t ∈ T,E(t) > 0}, T− = {t ∈ T,E(t) < 0}

et comme E(t) = −ψ(t)b , t ∈ T alors on obtient :

ε(t) = −ψ′(t)b(u(t)− f∗)
= −ψ′(t)u(t)b+ ψ(t)′bf∗

= −ψ′(t)[Ax(t) + bf∗]− ψ′(t)[Ax(t) + bu(t)]

donc

ε(t) =


ψ′(t)(Ax(t) + bf∗)− ψ′(t)(Ax(t) + bu(t)) si ψ′(t)b < 0
ψ′(t)(Ax(t) + bf∗)− ψ′(t)(Ax(t) + bu(t)) si ψ′(t)b > 0
0 si ψ′(t)b = 0, t ∈ T

En introduisant la fonction Hamiltonienne ,ε(t) on obtient :

ε(t) = max
f∗≤u≤f∗

H(x(t), ψ(t), u)−H(x(t), ψ(t), u)

d’où

H(x(t), ψ(t), u) = max
f∗≤u≤f∗

H(x(t), ψ(t), u)− ε(t), t ∈ T

2.7 Détermination d’un support- contrôle de départ

Pour trouver une commande appui de départ réalisable , on prend une commande u(t),
t ∈ T vérifiant la conditionf∗ ≤ u(t) ≤ f∗, t ∈ T et on calcule la trajectoire correspondante x(t),
t ∈ T , solution du système

ẋ = Ax+ bu, x(0) = x0

Si la condition Hx(t∗) = g est vérifiée , alors u(t) est admissible et pour le support τB on le
choisit :τB = {τj , j = 1,m} ⊂ T , tel que det ϕ(τB) 6= 0 .
Si on ne peut pas trouver un tel τB , on va démarrer par τB = ∅ , avec|ϕB| 6= 0.

Si Hx(t∗) 6= g, on ajoute des variables artificielles .
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2.8 Méthode de résolution

Soit {u, τB} un support contrôle de départ pour lequel la condition ε-maximum n’est pas vérifiée
et l’itération de l’algorithme {u, τB} → {ū, τ̄B} est constituée de trios procédures :
1. Changement de commande u(t)→ ū
2. Changement de support τB → τ̄B
3. La procédure finale .

2.8.1 Changement de commande

On construit une nouvelle commande admissible sous la forme

ū(t) = u(t) + ∆u(t) = u(t) + θl(t), t ∈ T

où l(t) est la direction d’amélioration de la commande u(t), t ∈ T et θ est le pas maximal admissible
le long de cette direction

Détermination de la direction admissible

Sur TH , on pose θ = 1 et l(t) sera définie de sorte quelle maximise l ’accroissement de la
fonctionnelle . pour celà posons :

l(t) =

{
f∗ − u(t) si t ∈ T−H
f∗ − u(t) si t ∈ T+

H

(2.16)

où

T−H = {t ∈ TH , E(t) < 0}, T+
H = {t ∈ TH , E(t) > 0}

Comme u(t),ū(t) sont admissible , alors :

θ

∫ t∗

0
ϕ(t)l(t)dt = 0

∫
TB

ϕ(t)l(t)dt+

∫
TH

ϕ(t)l(t)dt = 0

∫
TB

ϕ(t)l(t)dt = −
∫
TH

ϕ(t)l(t)dt

Comme lB est constante et ϕ(TB) est inversible donc

l(TB) = −ϕ−1(TB)

∫
TH

ϕ(t)l(t)dt. (2.17)

24



Détermination du pas maximal

Comme ū(t) doit être admissible donc elle doit vérifier f∗ ≤ ū ≤ f∗ c’est à dire

f∗ ≤ u+ θl ≤ f∗ t ∈ T

On a
f∗ ≤ u(t) + θ(t)l(t) ≤ f∗ t ∈ T, ⇒ f∗ − u(t) ≤ θ(t)l(t) ≤ f∗ − u(t), t ∈ T

alors pour que ū(t) vérifie f∗ ≤ u(t) + θl(t) ≤ f∗ il faut que θ = θ(t0) avec θ(t0) = min θ(t) où

θ(t) =


(f∗ − u(t))

l(t)
si l(t) > 0

(f∗ − u(t))

l(t)
si l(t) < 0

∞ si l(t) = 0 t ∈ TB

(2.18)

d’où

θ0 = min(1, θ(t0)) et ū(t) = u(t) + θl(t), t ∈ T

Calculons la valeur de suboptimalité de {ū, τB} :

β = {ū, τB}

β =

∫
T+

E(t)[ū− f∗]dt+

∫
T−

E(t)[ū− f∗]dt

=

∫
T+

E(t)[u(t) + θ0l(t)− f∗]dt+

∫
T−

E(t)[u(t) + θ0l(t)− f∗]dt

= β(u, τB)− θ0

∫
T+

E(t)[u(t)− f∗]dt
∫
T−

E(t)[u(t)− f∗]dt

+

∫
T+

E(t)θ0l(t)dt+

∫
T−

E(t)θ0l(t)dt

= β(u, τB)− θ0β(u, τB)

= (1− θ0)β(u, τB)

De là

Si θ0 = 1 alors β(u, τB) = 0 d’ où ū est une commande optimale .

Si (1− θ0)β(u, τB) < ε alors ū est ε - optimale .

Si (1− θ0)β(u, τB) > ε alors on passe au changement du support .
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2.8.2 Changement de support

Pour θ0 = θ(t0), t0 ∈ τB et β(ū, τB) > ε .
De là le moment t0 doit sortir de la base et ceci nous donne le changement du support τB → τ̄B ,
qui consiste à diminuer la mesure de non optimalité β(QB) .
Ce changement de support entraine le changement du vecteur des potentiels et des estimations
(co-commande ) :

ȳ = y + σz(I); et Ē(t) = E(t) + σ0z(t), t ∈ T (2.19)

où z(t) est une direction admissible du changement de la co-commande et σ0 est le pas maximal
dual .

Construction de la direction admissible z(t) :

Posons

z(t) =


0 si t ∈ TB \ t0
1 si ū(t) = f∗, t = t0
−1 si ū(t) = f∗, t = t0

(2.20)

En utilisant les notions faites et la définition de co-commande Ē(t), t ∈ T , on a

Ē(t) = ȳ′ϕ(t)− c(t)
= E(t) + σz(t)

= y′ϕ(t)− c(t) + σz(t)

De là on obtient (ȳ′ − y′)ϕ(t) = σz(t)
c’est à dire

σz(I)ϕ(t) = σz(t) ⇒ z(I)ϕ(t) = z(t), t ∈ T

Sur TB , on a :
z(I) = z′(TB)ϕ−1

B

et en utilisant cette dernière quantité , on obtient :

z(I) = z′(TB)ϕ−1
B ϕ(t), t ∈ T (2.21)

Construction du pas maximal σ0

Le pas maximal σ0 sera égale à : σ0 = minσ(t), t ∈ T
où :

σ(t) =


−E(t)

z(t)
si E(t)z(t) < 0 t ∈ TH

0 si E(t) = 0, et u 6= f∗, z(t) > 0 ou
E(t) = 0, et u 6= f∗, z(t) < 0, t ∈ TH

∞ si non.

(2.22)

σ0 = min
t∈TH

σ(t) = σ(t∗)

De là le nouveau support sera :

τ̄B = (τB \ {t0}) ∪ t1
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Calculons la nouvelle valeur de la suboptimalité du support contrôle {ū, τ̄B} :

Si β(ū, τ̄B) = 0 alors la commande - appui {ū, τ̄B} est optimale pour le problème (P) .

Si β(ū, τ̄B) < ε alors la commande - appui {ū, τ̄B} est ε-optimale pour le problème (P) .

Si non on passe à la procédure finale .

2.9 Procédure finale

Soit {τj , j = 1,m} le support , obtenu dans les deux précédentes procédure . En utilisant ce
dernier , calculons la pseudo-commande w(t) t ∈ T , définie de la manière suivante :

w(t) =


f∗ si E(t) < 0
f∗ si E(t) > 0
∈ [f∗, f

∗] si E(t) = 0, t ∈ T
(2.23)

et sa quasi trajectoire correspondante χ = (χ(t), t ∈ T ) tel que

χ̇ = Aχ(t) + bw, χ(0) = x0 (2.24)

où E(t) est calculé avec τB .

Si Hχ(t∗) = g alors la quasi-commande w(t), t ∈ T est optimale .

Si Hχ(t∗) 6= g , construisons α :

α(τB) = ϕ−1(τB)(g −Hχ(t∗)), α ∈ Rm (2.25)

on passe à la procédure finale si ‖α(τB)‖ ≤ µ .

On désigne par τB = {tj ∈ T, j = 1,m,E(t) = ψ(t)b = 0} et supposons que Ė(tj) 6= 0,
tj ∈ TB où ψ(t), t ∈ T est la solution du système conjugué (2.8) .

La procédure finale consiste à déterminer l’appui τ0
B = {τ0

j , j = 1,m} de tel sorte à avoir
g = Hχ(t∗) :

Hχ(t∗)− g = H[F (t∗)x0 +

∫ t∗

0
F (t∗)F−1(t)bw(t)dt− g]

=

∫ t∗

0
ϕ(t)w(t)dt− g +HF (t∗)x0

=

∫
TB

ϕ(t)w(t)dt+

∫
TH

ϕ(t)w(t)dt− g +HF (t∗)x0

En identifiant la partie
∫
TH
ϕ(t)w(t)dt− g +HF (t∗)x0 à zéro , on obtient

Hχ(t1)− g =

∫
TH

ϕ(t)w(t)dt

subdivisons l’ensemble TB en sous ensemble TB = T−B ∪ T
+
B :

T+
B = {tj ∈ T, Ė(tj) > 0}, T−B = {tj ∈ T, Ė(tj) < 0}
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Posons TB = {[tj − λ] , [tj + λ]}, j = 1,m et τj = |tj − λ| on aura ainsi :

Hχ(t∗)− g =

{ ∑m
j=1(f∗ − f∗)

∫ τj
tj
ϕ(t)dt si Ė(tj) < 0∑m

j=1−(f∗ − f∗)
∫ τj
tj
ϕ(t)dt si Ė(tj) > 0

(2.26)

⇒ Hχ(t∗)− g = (f∗ − f∗)
m∑
j=1

signĖ(tj)

∫ τj

tj

ϕ(t)dt (2.27)

on résout ce système par la méthode de Newton en prenant comme approximation initiales :

τ
(0)
B = {τ (0)

j , j = 1,m}

Supposons connu laKieme approximation : τ
(k)
B = {τ (k)

j , j = 1,m} alors (K+1)ieme approximation

τ
(k+1)
B sera :

τ
(k+1)
B = τ

(k)
B +

1

f∗ − f∗
{signĖ(tj), αj(τ

(k)
B ), j = 1,m} (2.28)

où αj(τ
(k)
B ) est calculé par la relation (2 .25) .

Soit τ (0)
B la solution du système(2.26) , alors la commande w0(t) , correspondante à τ (0)

B est optimale
.

2.10 Algorithme de la méthode

1. Test de comandabilité du système

* Calculer le rg [B,AB,A2B...An−1B] alors

si rg [B,AB,A2B...An−1B] = n Alors le système est commandable .
aller à 2 .

si non arréter le processus de résolution donc le problème (P) n’admet pas du solution .

2. Soit {u, τB} un support-contrôle de départ admissible du problème (P)

* Déterminer sa trajectoire admissible correspondante x(t), t ∈ T.

* Calculer ϕ(t) = HF (t∗)F−1(t)b

* Calculer c(t) = c′F (t∗)F−1(t)b

* Déterminer la co-commande E(t) = y′ϕ(t)− c(t), t ∈ T .

* Calculer la valeur de la fonctionnelle J(u) = c′x(t∗).

3.Test d’optimalité du support- contrôle de départ

* Calculer la valeur de suboptimalité β(u, τB) = β où

β =

∫
T+

E(t)(u(t)− f∗)dt+

∫
T−

E(t)(u(t)− f∗)dt
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si β = 0 alors le support-contrôle {u, τB} est optimal .

si β ≤ 0 alors le support-contrôle {u, τB} est ε-optimal .

si β > 0 alors aller en 4 .

4.Changement de commandeuen ū

* Déterminer la direction l(t), t ∈ T avec

l(t) =

{
f∗ − u(t) si t ∈ T−H = TH ∩ T−
f∗ − u(t) si t ∈ T+

H = TH ∩ T+

et
l(TB) = −ϕ−1(TB)

∫
TH

ϕ(t)l(t)dt.

* Déterminer le pas maximal θ = min(1, θ(t0)) avec θ(t0) = min θ(t), t ∈ T où

θ(t) =


(f∗ − u(t))

l(t)
si l(t) > 0

(f∗ − u(t))

l(t)
si l(t) < 0

∞ si l(t) = 0 t ∈ TB

* Calculer la nouvelle commande ū(t) où ū(t) = u(t) + θl(t), t ∈ T

5.Test d’optimalité du nouveau support-contrôle {ū, τB} :

* Calculer la nouvelle valeur de suboptimalité β̄ = β(ū, τB) = (1− θ0)β .

si β̄ = 0 alors le support-contrôle {ū, τB} est optimal .

si β̄ ≤ εalors le support-contrôle {ū, τB} est ε-optimal .

si β̄ > ε aller en 6 .

6.Changement de support τB en τ̄B

* Déterminer la direction z(t), t ∈ T avec

z(t) =


0 si t ∈ TB \ t0
1 si ū(t0) = f∗
−1 si ū(t0) = f∗

et
z(t) = zBϕ

−1
B ϕ(t), t ∈ TH

* Déterminer le pas maximal σ0 = minσ(t), t ∈ T où

σ(t) =


−E(t)

z(t)
si E(t)z(t) < 0 t ∈ TH

0 si E(t) = 0, et u 6= f∗, z(t) > 0 ou
E(t) = 0, et u 6= f∗, z(t) < 0

∞ si non.
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*Calculer la nouvelle co-commande Ē(t) = E(t) + σ0z(t), t ∈ T

*Déterminer t1 ∈ T \ TB tel que ∆̄(t) = 0, z(t∗) 6= 0

*Construire le nouveau appui T̄B avec T̄B = TB \ {t0} ∪ {t1}

7.Test d’optimalité du nouveau support-contrôle {ū, τ̄B}

*Calculer la valeur de suboptimalité β(ū, τ̄B)

si β(ū, τ̄B) = 0 alors la commande -appui {ū, τ̄B} est optimale pour le problème (P) .

si β(ū, τ̄B) < ε alors la commande -appui {ū, τ̄B} est ε- optimale pour le problème (P) .

si β(ū, τ̄B) > ε alors aller en 2 avec la nouvelle commande -appui {ū, τ̄B} où aller en 8 .

8.Procédure finale :

*Construire la quasi-commande w(t), t ∈ T

w(t) =


f∗ si E(t) < 0
f∗ si E(t) > 0
∈ [f∗, f

∗] si E(t) = 0

et sa quasi trajectoire χ(t), t ∈ T

χ̇ = Aχ(t) + bw, χ(0) = x0

si Hx(t∗) = g alors w(t) est optimale

si non calculer le vecteur
α(TB) = ϕ−1(TB)(g −Hχ(t∗))

*résoudre le système suivant

(f∗ − f∗)
m∑
j=1

signĖ(tj)

∫ τj

tj

ϕ(t)dt+ g = 0

*Déterminer l’appui τ0
B à partir de la relation suivante :

τ
(k+1)
B = τ

(k)
B +

1

f∗ − f∗
{signĖ(tj), αj(τ

(k)
B ), j = 1,m}}

On utilise comme approximation initiale τ (0)
B = τB

Arréter le processus de résolution avec {w0(t) = w(t), t ∈ T, τ0
B}une commande- appui optimale

du problème (P).
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2.11 Application numérique

(p) =



J(u) = c′x(2) −→ max

ẋ1 = x2

ẋ2 = u

Hx(2) = g

−1 ≤ u(t) ≤ 1, t ∈ T = [0.2], x(0) = 0

où :

A =

(
0 1
0 0

)
et b =

(
0
1

)
et c′ =

(
0 , 1

)
et H =

(
2 , 1

)
et g = 4

Le système est commandable car rg (b, Ab) = 2 La solution du système dynamique (p) à condition
initial nulle est donnée par :

x(t) = F (t)x0 + F (t)

∫ t

0
F−1(τ)Bu(τ) dτ, t ∈ T

avec F la solution du système :

{
Ḟ = AF

F (0) = In

F (t) =

(
1 t
0 1

)
et F−1(t) =

(
1 −t
0 1

)
et F (2) =

(
1 2
0 1

)
calculons :

ϕ(t) = HF (2)F−1(t)b

= −2t+ 5

C(t) = c
′
F (2)F−1(t)b

= 1

Soit la commande constante par morceaux suivante :

u(t) =

{
1 sur [0, 1]

−1 sur [1, 2]
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Vérifions que la commande u(t) est admissible :
— Sur [0, 1[

x(t) = F (t)x0 + F (t)

∫ t

0
F−1(τ)bu(τ)dτ

=

(
t2

2
t

)
=⇒ x(1) =

(
1
2
1

)
— Sur [1, 2[

x(t) = F (t)x(1)−
∫ t

1
F (t)F−1(τ)bdτ

=

(
1
2 + t

1

)
−
(
t2

2 − t+ 1
2

t− 1

)
=

(−t2
2 + 2t
2− t

)
=⇒ x(2) =

(
2
0

)
d’ou :

Hx(2) =
(
2 1

)(2
0

)
= 4

J(u)=
(
0 1

)(2
0

)
= 0

la méthode de résolution

On prend comme support généralisé TB = {[1
2 , 1]} a qui correspond le moment d’appui :

τB = {tj =
1

2
} d′ou ϕB = ϕ(

1

2
) = 4 =⇒ ϕ−1

B =
1

4

y
′

= cBϕ
−1
B =

1

4
donc E(t) = y′ϕ(t)− c(t) =

1

4
(1− 2t)


E(t) = 0 si t = 1

2

E(t) > 0 si t ∈ [0, 1
2 ]

E(t) < 0 si t ∈ [1, 2]

calculons la valeur de suboptimalité correspondante a ce plan d’appui :

β(u, τB) =

∫
T+

E(t)(u(t)− d1)dt+

∫
T−

E(t)(u(t)− d2)dt

=
1

4

∫ 1
2

0
2(1− 2t)dt+

1

4

∫ 2

1
−2(1− 2t)dt

=
9

8
> ε

=⇒ {u, τB} n’est pas optimal, donc on passe à changement de commande :
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Changement de commande

Soit ū(t) = u(t) + θ0l(t)
Déterminons la direction l(t)

l(t) =

{
d2 − u(t) si E(t) < 0

d1 − u(t) si E(t) > 0, t ∈ TH

=⇒ l(t) =

{
2 si t ∈ [1, 2]

−2 si t ∈ [0, 1
2 ]

l(TB) = −ϕ−1
B

∫
TH

ϕ(t)l(t)dt

= −1

4
[

∫ 1
2

0
−2(5− 2t)dt+

∫ 2

1
2(5− 2t)dt]

=
1

8

Déterminons le pas maximal θ0 :

θ(t) =


d2−u(t)
l(t) si l(t) > 0

d1−u(t)
l(t) si l(t) < 0

∞ si l(t) = 0, t ∈ TB

comme l(TB) > 0 donc θ(t) = 0 on a :

θ0 = min(1, θ(t))⇒ θ0 = 0

d’ou :

ū(t) = u(t) et β(ū, τB) = β(u, τB) ⇒ {ū, τB} ⇒ {ū, τB} n’est pas optimal .

alors on passe au changement de support .

Changement du support

Soit Ē(t) = E(t) + σ0z(t), t ∈ T
Déterminons la direction z(t) :

z(t) =


0 si t 6= t0

1 si ū(1
2) = d1

−1 si ū(1
2) = d2, t ∈ TB
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⇒ z(t) = −1

z(tH) = z(tB)ϕ−1
B ϕ(t)

= −1

4
(5− 2t)

=
1

4
(2t− 5)

Déterminons le pas maximal σ0 = minσ(t)

σ(t) =


−E(t)
z(t) si E(t)z(t) < 0

0 si E(t) = 0, et u 6= d1, z(t) > 0 ou

E(t) = 0, et u 6= d2, z(t) < 0

∞ si non

on a :
∆(t)z(t) = 1

16(1− 2t)(2t− 5) < 0 si t ∈ [0, 1
2 [ donc σ(t) = 2t−1

2t−5

si on pose f(t) = 2t−1
2t−5 cherchons le min de f(t)sur [0, 1

2 [.

on a f(t) est décroissante donc le min obtient au point t = 1
2 ⇒ minf(t) = 0. donc on passe à

la procédure finale .

Procédure finale

soit :

w(t) =


d2 si E(t) < 0

d1 si E(t) > 0

∈ [d1, d2] si E(t) = 0

⇒ w(t) =


1 si t ∈ [1, 2]

−1 si t ∈ [0, 1
2 ]

∈ [−1, 1] si t ∈ [1
2 , 1]

et sa quasi trajectoire χ(t) vérifie :

χ̇(t) = Aχ+ bw, χ(0) = x0

— Sur [0, 1
2 [

χ(t) = f(t)[χ0 +

∫ t

0
F−1(τ)bw(τ)dτ ]

= −
∫ t

0
F (t)F−1(τ)bdτ

=

(−t2
2
−t

)
⇒ χ(

1

2
) =

(−1
8
−1
2

)
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— Sur [1
2 , 2]

χ(t) = f(t)[χ(
1

2
) +

∫ t

0
F (t)F−1(τ)bdτ ]

=

(
t2

2 − t
t− 1

)
⇒ χ(2) =

(
0
1

)
On a Hχ(2) = 1 donc Hχ(2) 6= g
la valeur de :

α(TB) = ϕ−1(TB)(g −Hχ(2))

=
3

4

Déterminons τ0
B = {τ0

j , j = 1,m} a partir de résolution du système suivant :

g −Hχ(t1) = (d2 − d1)
∑m

j=1 signĖ(tj)
∫ τ0j
tj
ϕ(t)dt

(d2 − d1)
∑m

j=1 signĖ(tj)
∫ τj
tj
ϕ(t)dt+ g −Hχ(2) = 0

⇒ −2
∫ τ0

1
2

(5− 2t)dt+ 3 = 0

⇒ 2τ0 − 10τ0 + 15
2 = 0⇒ τ0 = 0, 9

donc

w0(t) =


1 si t ∈ [1, 2]

−1 si t ∈ [0, 1
2 ]

∈ [−1, 1] si t ∈ [1
2 , 1]

qui est calculée par le support τ0
B = 0, 9 et le support généralisé TB = ]1

2 , 0, 9] est une commande
appui optimale pour le problème original avec

J(w) = c
′
χ(2) = 1 > J(ū)
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Chapitre 3

Nouvelle approche de résolution d’un
problème de contrôle optimal

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on résout le problème de contrôle optimal par une autre approche qui est un
couplage de la méthode de discrétisation et de la procédure finale. La solution du problème discret
permet de trouver un support qu’on utilisera dans la résolution du problème initial.

3.2 Position du problème

Dans l’intervalle de temps T = [0, t∗], considérons un problème terminal de contrôle optimal :

J(u) = c
′
x(t∗)→ max

u

(3.1)

ẋ = Ax+ bu, x(0) = x0 (3.2)
Hx(t∗) = g (3.3)

f∗ ≤ u ≤ f∗, t ∈ T = [0, t∗]. (3.4)

où x = x(t) ∈ Rn,t ∈ T , est l’état du système (3.1) à l’instant t ;
u(.) = (u(t), t ∈ T ), T = [0, t∗], la fonction continue par morceaux ; A ∈ Rn×n, b, c ∈ Rn. H ∈ Rm×n
, rangH = m ≤ n , g ∈ Rm, f∗, f∗ sont des scalaires , I = {1, . . . ,m}, J = {1, . . . , n}, sont des
ensembles d’indices, c′ est le transposé de c.
En utilisant la formule de Cauchy, On obtient la solution du système (3.2) :

x(t) = F (t)(x0 +

∫ t

0
F−1(τ)bu(τ)dτ), t ∈ T (3.5)

ou F (t) = eAt, t ∈ T = [0, t∗] est la solution (résolvante) du système :{
Ḟ (t) = AF (t)

F (0) = Id
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En utilisant la formule (3.5), le problème (3.1)− (3.4) devient un problème de variable u(t), t ∈ T :

J(u) = c̃
′
x0 +

∫ t∗

0
c(t)u(t)dt→ max

u

(3.6)

D(I, J)x0 +

∫ t∗

0
ϕ(t)u(t)dt = g. (3.7)

f∗ ≤ u ≤ f∗, t ∈ T. (3.8)

où c̃′ = c
′
F (t∗) , c(t) = c

′
F (t∗)F−1(t)b , D(I, J) = HF (t∗), ϕ(t) = HF (t∗)F−1(t)b.

3.3 Défnitions essentielles

Définition 1.3.1

La commande u(t) est admissible si elle satisfait les contraintes (3.2)-(3.4).

Définition 1.3.2

Une commande admissible u0(.) est optimale si elle réalise le maximum de la fonctionnelle :

J(u0) = max
u

J(u)

Définition 1.3.3

Pour ε ≥ 0, la commande uε(.) est dite ε− optimale (solution approchée) si :

J(u0)− J(uε) ≤ ε.

3.4 Problème discret du problème initial

Dans l’intervalle T , choisissons un sous-ensemble Th = {0, h, . . . , t∗ − h} formé de valeurs
discrètes au temps, où le pas h = t∗/N , N est un entier. Faisons une discrétisation de la fonction
u(t), t ∈ T .

u(t) ≡ u(τ), t ∈ [τ, τ + h), τ ∈ Th

En utilisant cette discrétisation, le problème (3.6)-(3.8) devient :

c̃′x0 +
∑
t ∈ Th

q(t)u(t)→ max
u

(3.9)

D(I, J)x0 +
∑
t ∈ Th

d(t)u(t) = g (3.10)

f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, t ∈ T (3.11)

d(t)est défnie par l’expression suivante :
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d(t) =
∫ t+h
t ϕ(v)dv =

∫ t+h
t ψ

′
(v)b(v)dv

et q(t) est égale à :

q(t) =
∫ t+h
t c(v)dv =

∫ t+h
t %(v)dv, t ∈ Th

Ici ψ(t) , t ∈ T est la solution du système adjoint (conjugué) :

ψ̇ = −A′ψ, (3.12)
avec la condition initiale :

ψ(t∗) = c

et %(t) ,t ∈ T est une matrice m× n , solution de l’équation suivante :

%̇ = −%A (3.13)
avec la condition initiale

%(t∗) = H.

Par suite on résout le problème linéaire (3.9)-(3.11) par la méthode adaptée. Choisissons un sous-
ensemble arbitraire TB ⊂ Th de m éléments et formons la matrice

PB = (d(t), t ∈ TB) (3.14)

L’ensemble TB est dit support du problème (3.1) - (3.4) si detPB 6= 0. La paire {u, TB} formée
d’une commande admissible u(.) et du support TB est dite support contrôle. Le support contrôle
{u, TB} est dit non dégénérée si f∗ < u(t) < f∗, t ∈ TB.
Considérons une autre commande admissible ū(t) = u(t)+∆u(t), t ∈ T , et calculons l’accroissement
de la fonctionnelle :

∆J(u) = J(ū)− J(u) =
∑
t∈Th

q(t)∆u(t)

De l’admissibilité de u et ū on a : ∑
t∈Th

d(t)∆u(t) = 0

et par conséquent l’accroissement de la fonctionnelle devient :

∆J(u) =
∑
t∈Th

(q(t)− y′d(t))∆u(t),

où y ∈ Rm est la fonction des multiplicateurs de Lagrange appelée vecteur des potentiels, calculé
comme solution de l’équation : y′ = q

′
BP
−1
B , qB = (q(t), t ∈ TB). Introduisons le n − vecteur des

estimations E(t) = y
′
d(t)− q(t), t ∈ Th . En utilisant ce vecteur, l’accroissement de la fonctionnelle

prend la forme suivante :

∆J(u) = −
∑
t ∈ Th

E(t)∆u(t), (3.15)

Le support contrôle {u, TB} est non dégènérèe pour le dual si E(t) 6= 0, t ∈ TH , ou
TH = Th/TB.
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3.5 La valeur de suboptimalité

Comme u et ū sont admissibles, on a alors :

f∗ − u(t) ≤ ∆u(t) ≤ f∗ − u(t), t ∈ T, (3.16)

Le maximum de la fonctionnelle (3.15) sous les contraintes (3.16) est atteint pour :
∆u(t) = f∗ − u(t) si E(t) > 0
∆u(t) = f∗ − u(t) si E(t) < 0
f∗ ≤ ∆u(t) ≤ f∗ si E(t) = 0, t ∈ T

et est égal à :

β = β(u, TB) =
∑
t∈T+

h

E(t)(u(t)− f∗) +
∑
t∈T−h

E(t)(u(t)− f∗),

où :

T+
h = {t ∈ TH , E(t) > 0}, T−h = {t ∈ TH , E(t) < 0}.

Le nombre β(u, TB) est appelé valeur de suboptimalité du support contrôle {u, TB}.
On en déduit que l’inégalité,

J(ū)− J(u) ≤ β(u, TB)

est toujours vérifée, et pour ū = u0, on a :

J(u0)− J(u) ≤ β(u, TB)

3.6 Critère d’optimalité et d’ε - optimalité

téorème [19]

Pour l’optimalité du support-controle {u, TB}, les relations suivantes :
u(t) = f∗ si E(t) > 0
u(t) = f∗ si E(t) < 0

f∗ ≤ u(t) ≤ f∗ si E(t) = 0, t ∈ TH
sont suffisantes, et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont nécessaires.

téorème

Pour ε ≥ 0 donnée, la commande admissible u est ε − optimale si et seulement si il existe un
tel support TB tel que β(u, TB) ≤ ε.
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3.7 L’algorithme numérique pour la réalisation du problème dis-
cret

Soit ε > 0 donné . Supposons que le support contrôle {u, TB} de départ ne vérifie pas l’optimalité
et ε-optimalité .Pour cela on passe au changement du support contrôle : {u, TB} → {ū, T̄B} pour
lequel β(ū, T̄B) ≤ β(u, TB).
Cette itération est constitué de deux procédures :

1. Changement de commande u→ ū .

2. Changement de support TB → T̄B .

3.7.1 Changement de commande

Soit {u, TB} le support contrôle de départ et soit ū la nouvelle commande :

ū(t) = u(t) + θ0l(t), t ∈ Th (3.17)

oú l = (l(t), t ∈ TH) est une direction admissible de changement de commande u , θ0 est le pas
maximum le long de cette direction .

Construction de la direction admissible

Sur les ensembles hors base on pose θ = 1 et la direction sera construite de telle sorte que la
nouvelle commande vérifie le critères d’ optimalité.

l(t) =


f∗ − u(t) si E(t) > 0;
f∗ − u(t) si E(t) < 0, t ∈ TH ;
0, si E(t) = 0.

les valeurs de direction correspondantes aux ensembles du support seront calculées á partir de
l’admissibilité de u et ū :

(l(t), t ∈ TB) = P−1
B .PH .(l(TH)).

Construction du pas maximum

Le pas sera calculé de telle sorte que ū vérifie les contraintes directes sur les ensembles de base :

f∗ ≤ ū ≤ f∗, t ∈ TB.

c’est-á- dire

f∗ ≤ u(t) + θ(t0)l(t) ≤ f∗, t ∈ TB.

oú θ(t0) = mint∈TBθ(t) :
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θ(t) =


f∗ − u(t)

l(t)
si l(t) > 0

f∗ − u(t)

l(t)
si l(t) < 0

+∞ si l(t) = 0, t ∈ TB.

θ0 = min{1; θ(t0)} .Calculons la valeur de suboptimalité du nouveau support contrôle{ū, TB}, avec
ū calculé en utilisant la relation (3.17) :

β(ū, TB) = (1− θ0)β(u, TB).

Par conséquent
1. Si θ0 = 1 , alors ū est une commande optimale .
2. Si β(ū, TB) ≤ ε , alors ū est une commande ε-optimale.
3. Si β(ū, TB) > ε , alors on passe au changement du support .

3.7.2 Changement de support

De la procédure issue du changement de commande , nous avons θ0 = θ(t0), t0 ∈ TB,
β(ū, TB) > ε. Alors le moment t0 doit sortir de la base et être remplacé par un autre moment qui va
permettre de diminuer la mesure de la non-optimalité de support TB ; cela se fait par le changement
support, TB → T̄B .
Construisons la pseudo-commande (ũ(t), t ∈ T ) comme suit :

ũ(t) =


f∗ si E(t) > 0
f∗ si E(t) < 0
∈ [f∗, f

∗]si E(t) = 0, t ∈ TH .

La première étape consiste á déterminer les variations du vecteur des potentiels ∆y , par la résolution
d’un système d’équation linéaire :

−d(t)∆y = δ(t), t ∈ TB.

Oú δ(t) = sign ū(t0) et δ(t) = 0, t ∈ TB/t
0. Notons que δ(t), t ∈ Th est la variation de la co-

commande engendrée par les variations ∆y ; elle définie par :

δ(t) = −∆y
′
d(t), t ∈ TH .

Le nouveau vecteur des estimations est donné par :

Ē(t, σ) = E(t) + σδ(t), t ∈ Th, σ ≥ 0.

Ainsi , le problème dual de problème (3.6) - (3.8) est donné comme suit :
L(ς, v, w) = gς −

∑
t∈Th v(t)f∗dt+

∑
t∈Th w(t)f∗dt→min

v,w

ς ′d(t)− v(t) + w(t) = c(t),
v(t) ≥ 0, w(t) ≥ 0, t ∈ T.
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L’ensemble $(σ) = (y(σ), v(t, σ), w(t, σ), t ∈ Th) est donné par :
y(σ) = y + σ∆y,
v(t, σ) = E(t, σ), w(t, σ) = 0 si E(t, σ) ≥ 0
v(t, σ) = 0, w(t, σ) = −E(t, σ) si E(t, σ) ≤ 0, t ∈ Th.
v(t0, σ) = E(t0, σ) = σ,w(t0, σ) = 0 pour σ(t0) = 1, (i.e l(t0) < 0),
v(t0, σ) = 0, w(t0, σ) = −E(t0, σ) = −σ pour σ(t0) = −1(i.e l(t0) > 0)

L($(σ)) = b
′
y(σ)−

∑
t∈Th

v(t, σ)f∗ +
∑
t∈Th

w(t, σ)f∗

= b
′
y(σ)− σb′∆y − u(TH)∆(TH , σ)− σu(TH)δ(TH)σū(t0)δ(t0)

= L($) + σ(b
′
∆y − u(TH)δ(TH)− ū(t0δ(t0))

= L($) + σ(b
′
∆y − u′(TH)P ′H∆y − ū(t0δ(t0))

= L($) + σ((b′ − u′(TH)P ′H)Qδ(TH − ū(t0)δ(t0))

= L($) + σ(u′(TB)δ(TH − ū(t0)δ(t0))

= L($) + σ|ũ(t0)− ū(t0)| (3.18)

On pose :
α = −|ũ(t0)− ū(t0)| < 0 (3.19)

Selon (3.18), (3.19), la fonction dual L($(σ)) diminue , jusqu’ á ce que l ’une de composantes de
δ(t), t ∈ TH s’ annule , et la valeur du pas maximal est égal á :

σ0 = min(σ0
t )

Oú

σ0
t = σ(t1) = minσ(t), t ∈ TH .

Oú

σ(t) =

{
−E(t)/δ(t), si E(t)δ(t) < 0
+∞, si E(t)δ(t) ≥ 0, t ∈ TH .

Construction du nouveau support

Le nouveau support sera construit de la manière suivante :

θ0 = θ0
t , σ0 = σ(t1).

Le nouveau support est

T̄B = TB/{t0} ∪ {t1}.

La valeur de suboptimalité β(ū, T̄B) du nouveau support contrôle est égale á :
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β(ū, T̄B) = (1− θ0)β(u, TB)− ασ0.

Oú

α = |ũ(t0)− ū(t0)|, si θ0 = θ(t0).

— Si β(ū, T̄B) = 0 alors la commande ū est optimale pour le problème (3.9)- (3.11)

— Si β(ū, T̄B) < ε alors la commande ū est ε-optimale pour le problème (3.9)- (3.11)

— Si β(ū, T̄B) > ε alors on passe á une nouvelle itération avec le support contrôle {ū, T̄B} ou á
la procédure finale.

3.7.3 Procédure finale

En utilisant le support T̄B , on construit la quasi-commande û(t), t ∈ T , en utilisant

û(t) =

{
f∗, si E(t) > 0;
f∗, si E(t) < 0, t ∈ TH ;

Si

∫ t∗

0
ϕ(t)û(t)dt = g.

alors û est une commande optimale, et si :∫ t∗

0
ϕ(t)û(t)dt 6= g, (3.20)

alors notons par T 0 = {ti, i = 1, s}, s = |TB|.
Ici ti, i = 1, s sont les points isolés optimaux de la co-commande E(t) = 0, t ∈ T,
t0 = 0, ts+1 = t∗ Supposons que :

Ė(ti) 6= 0, i = 1, s.

De (3.20) ,on déduit la construction de la fonction suivante :

f(Θ) =

s∑
i=0

(
f∗ + f∗

2
− f∗ − f∗

2
signĖ(ti))

∫ ti+1

ti

ϕ(t)dt− g,

Θ0 = (ti, i = 1, s).
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du système de m− quations non linéaire

f(Θ) = 0 (3.21)

On résout ce système par la méthode de Newton en utilisant l’approximation initiale :

Θ(0) = (t̄i, i = 1, s).

la (k + 1)me approximation Θ(k+1) , á l’étape k + 1 ≥ 1 , est égale :

Θ(k+1) = Θ(k) + ∆Θ(k), ∆Θ(k) = −∂f
−1(Θ(k))

∂Θ(k)
.f(Θ(k)).

Oú

∂f(Θ(k))

∂Θ(k)
= (f∗ − f∗)signĖ(t

(k)
i )ϕ(t

(k)
i ), i = 1, s.

Comme de PB 6= 0 on peut montrer facilement que

det
∂f(Θ(0))

∂Θ(0)
6= 0 (3.22)

Pour chaque instant ti ∈ TB, il existe µ > 0 petit tel que t̃i ∈ [ti − µ, ti + µ], i = 1, s , les matrices

(ϕ(t̃i), i = 1, s) et
∂f(Θ(k))

∂Θ(k)
sont non dégénérés. Si les éléments t(k)

i , i = 1, s,

k = 1, 2, ... sont au voisinage de µ, i = 1, s, le vecteur Θ(k∗) est solution de l’équation (1.21) et
assure que :

‖fΘ(k∗)‖ ≤ η.

Pour η > 0 donné. Donc, posons Θ0 = Θ(k∗) . La commande suboptimale de problème (3.1)-(3.4)
est calculé comme suit :

u0(t) =
f∗ + f∗

2
− f∗ − f∗

2
sign Ė(t0i ), t ∈ [t0i , t

0
i+1[, i = 1, s.

Si la méthode de Newton ne converge pas , on fait décroître le paramètre h > 0 et on passe á une
autre itération.
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Chapitre 4

Exemple d’application

4.1 Position de Problème :

Considérons le système linéaire autonome au temps final tf fixé et aux conditions initiales nulles :

...
x (0) = 0, ẍ(0) = 0, x(0) = 0, ẋ(0) = 0 (4.1)

Supposons que le contrôle u(t), t ∈ [0; tf ] est bornée : |u(t)| ≤ 1. Le critère est de type Mayer, avec
une contrainte terminale donnée.
Soit le vecteur d’état x = (x1, x2, x3) et en transformant le système (4.1), le problèmen est donné
par :

(p) =



Maximiser J(u(tf ) = x2(tf )
Sous les contraintes : ẋ1(t) = x2(t), x1(0) = 0

ẋ2(t) = x3(t), x2(0) = 0
ẋ3(t) = u(t), x3(0) = 0
x1(tf ) = 1
−1 ≤ u(t) ≤ 1, t ∈ [0, tf ]
tf > 0 : fixe

Pour ce problème le système dynamique peut être écrit sous la forme :ẋ = Ax+Bu où

A =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 , B =

0
0
1

 , c =
(
0 1 0

)
, H =

(
1 0 0

)
et g = 1

Étude de la contrôlabilité du système

Le système est linéaire et de plus les deux matrices A et B sont indépendantes de la variable
de temps t, cela implique que le système linéaire est autonome. Par conséquent, la contrôlabilité du
système est donnée par le rang de la matrice de Kalman qui est de la forme :

K = (B;AB;A2B) =

0 0 1
0 1 0
1 0 0


Le rang d’une matrice est donné par le nombre maximal de vecteurs lignes (ou colonnes) linéairement
indépendants.
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Les vecteurs lignes (ou colonnes) forment la matrice K sont linéairement dépendants si et seulement
s’ils vérifient la relation suivante :

a1l1 + a2l2 + a3l3 = 0R3 (4.2)

où a1, a2 et a3 sont des scalaires, non tous nuls et l1, l2 et l3 sont les vecteurs colonnes forment la
matrice K. D’aprés l’équation (4.2), on obtient le système suivant :

a10 + a20 + a31 = 0
a10 + a21 + a30 = 0
a11 + a20 + a30 = 0

=⇒


a3 = 0
a2 = 0
a1 = 0

Les scalaires a1, a2 et a3 sont tous nuls, alors les trois vecteurs l1, l2 et l3 sont linéairement indépen-
dants. Cela implique que le rang de la matrice K est égal à trois, i.e. rang(K) = 3, donc le système
est contrôlable.
Autrement, le determinant de la matrice K égal à −1, i.e. det(K) = −1, ce qui implique
rang(K) = 3. Alors le système est contrôlable.

La discrétisation

Choisissons le nombre de discrétisation N = 4 et le contrôle initial admissible, non dégénéré u0

bornée entre d1 = −1 et d2 = 1 : u0 = [−1

2
,
1

2
,−1

2
,
1

2
] , ε = 10−3, et le pas h =

tf − 0

N
=

3

4
.

La solution du système dynamique de (P ) à condition initiale nulle est donné e par :

x(t) =

∫ t

0
F (t)F−1(τ)Bu(τ)dτ, t ∈ T (4.3)

où F (t) est la résolvante, solution du système :{
Ḟ (t) = AF (t)
F (0) = I3

qui est égale à :

F (t) =

1 t
t2

2
0 1 t
0 0 1

 , F (t)−1 =

1 −t t2

2
0 1 −t
0 0 1

 et F (tf ) =

1 3 4, 5
0 1 3
0 0 1

 , t ∈ T

En utilisant cette dernière solution, le problème initial (P ) prend la forme suivante :
J(u(t)) =

∫ tf
0 C(t)u(t)dt −→max

u∫ tf
0 ϕ(t)u(t) = g
−1 ≤ u(t) ≤ 1, t ∈ [0, 3]

(4.4)

où :
C(t) = c

′
F (tf )F (t)−1B = −t+ 3, et ϕ(t) = HF (tf )F (t)−1B =

1

2
t2 − 3t+

9

2
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Principe de discrétisation :

Posons τj + 1 = τ j , avec τ j = τj + h, ce qui implique :

T = [0,
3

4
[∪[

3

4
,
3

2
] ∪ [

3

2
,
9

4
[∪[

9

4
, 3]

Calculons Cj et Xj :
Cj =

∫ τ j
τj
C(t)dt =

∫ τ j
τj

(−t+ 3)dt, j = 1; .....;N.

Xj =
∫ τ j
τj
ϕ(t)dt =

∫ τ j
τj

(
1

2
t2 − 3t+

9

2
)dt, j = 1; .....;N.

En utilisant les dernières quantités, le problème (4.4) devient un problème de programmation linéaire
suivant : 

J(u) =
63

32
u1 +

45

32
u2 +

27

32
u3 +

9

32
u4

333

128
u1 +

171

128
u2 +

63

128
u3 +

9

128
u4

−1 ≤ uj ≤ 1, j = 1, 4

(4.5)

où : A = [
333

128
,
171

128
,

63

128
,

9

128
], c = [

63

32
,
45

32
,
27

32
,

9

32
] , b = 1, d1 = −1, d2 = 1.

Choisissions un ensemble des indices initiaux TB = [2] et appliquons la méthode adaptée du
PPL pour ce problème (4,5).

4.2 Application de la méthode adaptée

Détermination d’un support-plan de départ

Choisissons le plan initial non dégénéré qui vérifie

la condition d1 < x < d2. u0 = [−1

2
,
1

2
,−1

2
,
1

2
] et le support initiale TB = 2.

Appliquons l’algorithme de la méthode adaptée décrite dans l’annexe (A).

Calculons la quantité Au = −27

32
6= 1, alors la solution initiale n’est pas admissible On ajoute des

variables d’écarts.
Ce qui implique :

1. L’ensemble des indices du support TB = 2.

2. L’ensemble des indices du hors-support TH = [1; 3; 4; 5].

3. La matrice du support est AB =
171

128
.

4. La matrice du hors-support est AH = [
333

128
,
171

128
,

63

128
,

9

128
]

5. Le coût du support CB =
45

32

6. Le coût du hors-support CH = [
63

32
,
27

32
,

9

32
,−1000].

7. Le déterminant de la matrice du support est det(AB) =
171

128
.

8. L’inverse de matrice du support est A−1
B =

171

128
.

Calculons :

1. Le vecteur des potentiels y′ =
20

19
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2. Le vecteur des estimations E = [
117

152
,− 99

304
,− 63

304
,
19020

19
].

3. Le plan u = [−1

2
,
1

2
,−1

2
,
1

2
,
59

32
]

4. La valeur de suboptimalité est β(u;TB) =
561387

304
.

Test :

β(u;TB) > ε, alors on passe au changement de plan.(u; ū)

Déterminer le vecteur l(t) :

1. Le vecteur de direction l(TH) = [−1

2
,
3

2
,
1

2
,−59

32
].

2. Le vecteur de direction l(TB) =
607

342

Calculons :

1. Le pas admissible maximal θ0 : θ0 = min(1,
171

607
) =

171

607
.Ce qui implique : T0 = 2.

2. Le nouveau plan ū = [−389

607
, 1,− 47

607
,
389

607
,
6431

4856
].

3. La valeur de suboptimalité pour le nouveau plan β(ū, TB) =
61191183

46132

Test :

β(ū;TB) > ε, alors on passe au changement du support.(TB ; T̄B)
Calculons

1. Le vecteur τ : τ(TB) = −1 et τ(TH) = [−37

19
,− 7

19
,− 1

19
,−128

171
].

2. Le pas dual σ : σt1 =max
t∈TH

(0.3952, 1337.3437,∞,∞) Alors : t1 = 1

Par conséquence :

1. L’ensemble des indices du nouveau support T̄B = 1

2. L’ensemble des indices du nouveau hors-support T̄H = [2, 3, 4, 5]

3. La matrice du nouveau support est AB̄ =
333

128

4. La matrice du nouveau hors-support est AH̄ = [
171

128
,

63

128
,

9

128
, 1]

5. Le coût du nouveau support CB̄ =
63

32

6. Le coût du nouveau hors-support CH̄ = [
45

32
,
27

32
,

9

32
,−1000].

7. Le déterminant de la matrice du nouveau support est det(AB̄) =
333

128
.

8. L’inverse de matrice du support est A−1
B̄

=
128

333
.

9. Le nouveau vecteur des potentiels ȳ′ =
28

37

10. Le nouveau vecteur des estimations Ē = [−117

296
,−279

592
,−135

592
,
37028

37
].
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11. Le nouveau plan ũ = [−389

607
, 1,− 47

607
,
389

607
,
6431

4856
]

12. La valeur de suboptimalité est β(ū; T̄B) =
29779127

22459
.

Test :

β(ū; T̄B) > ε, alors on passe au changement du plan.(ū; ũ)

Déterminer le vecteur l(t)

1. Le nouveau vecteur de direction l(T̄H) = [0,
654

607
,
218

607
,−6431

4856
].

2. Le nouveau vecteur de direction l(T̄B) =
59732

202131
Calculons :

1. Le nouveau pas admissible maximal θ̄0 : θ0 = min(1,
82917

14933
) = 1 .Ce qui implique : T1 = 2.

2. Le nouveau plan ũ = [−115

333
, 1, 1, 1, 0].

3. La valeur de suboptimalité pour le nouveau plan β(ũ, T̄B) = 0

Test

β(ũ, T̄B) = 0,alors le support-plan {ũ, T̄B} est optimal :
1. Le solution optimale est u0 = [−0.3453, 1, 1, 1] et T 0

B = 1

2. La valeur optimale de la fonction du critère est J(u) = 1.8514.

Procédure finale :

En utilisant T 0
B, on construit τB,tel que : τB = {τj , j ∈ T 0

B} =
3

4
. Le support τB permet de

calculer φB =
81

32
, φ−1

B =
32

81
, CB =

9

4
, et de construire y′ = CBφ

−1
B =

8

9
,et ainsi

E(t) = −ψ′(t)B =
4

9
t2 − 5

9
t+ 1

où :

1. φB ∈ Rm×m la matrice dont les colonnes sont défnies par (φB)j = ϕ(τj),
j = 1, ....,m.

2. CB ∈ R1×m égale à (CB)j = C(τj).

3. ψ(t) est la solution du système conjugué :{
ψ̇ = −A′ψ
ψ(tf ) = c−H ′y

La solution ψ(t) est donnée par :

ψ
′
(t) = (c

′ − y′H)F (tf )(F (t))−1

Construisons la quasi-commande w(t), t ∈ T :

w(t) =

{
−1 si E(t) > 0

1 si E(t) < 0, t ∈ [0, 3]
(4.6)

Calculons χ(tf ) la trajectoire correspondante à w(t) :

49



χ(3) =
∫ τ j
τj

∑N
j=0 F (τ)−1Bu(τ)dτ =

−0, 7031
0, 5625
1, 5000


Hχ(3) = −0, 7031 6= 1, alors on construit le vecteur λ(τB) :

λ(τB) = φ−1
B (g −Hχ(tf )) =

8

9
(1− (−0, 7031)) = 0, 6728.

Par conséquent, ‖λ(τB)‖ = 0, 6728 > µ alors on change τBenτ̄B par la méthode duale(µ = 0, 2,
paramètre de la méthode).

Méthode duale :

soit t◦ ∈ τB tel que λ(t◦) = max(|λ(τB)|) = 0, 6728, ce qui implique t◦ =
3

4
. Le changement du

support τB à τ̄B consiste à changer le co-contrôle E(t) =
4

9
t2− 5

9
t+1 à Ē(t) = E(t)+σ(t)δ(t), t ∈ T

Pour cela cherchons la fonction :

σ(t) =


−E(t)

δ(t)
si E(t)δ(t) < 0

0 si non
(4.7)

avec δ(t) = −sign(λ)φ−1
B ψ(t) = −16

81
t2 +

32

27
t− 16

9
Construisons l’ensemble :

Tg(σ) = {t ∈ [0, 3], σ(t) < σ}

Nous avons E(t)δ(t) < 0 sur l’intervalle [0, tc], ce qui implique

σ(t) =
−4

9
t2 +

5

9
t− 1

−16

81
t2 +

32

27
t− 16

9

< σ (4.8)

La résolution de l’inégalité (4.8) revient à résoudre cette égalité :

−4

9
(1− 4

9
σ)t2 +

1

3
(5 +

32

9
σ)t− (1 +

16

9
)σ = 0

Les racines de cette derniére équation sont :

t1 = 3 et t2 =
3(16σ − 9)

4(4σ − 9)
Par conséquent :

Tg(σ) = t ∈ [0,
3(16σ − 9)

4(4σ − 9)
]

et ainsi :

α(σ) = −|λ(t◦)|+ (d2 − d1)
∫
Tg(σ) |δ(t)|dt

α(σ) = −0, 6728 + (1− (−1))
∫ 3(16σ − 9)

4(4σ − 9)
0 | − 16

81
t2 +

32

27
t− 16

9
|dt

D’où :
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α(σ) =
2(7472σ3 − 50436σ2 + 113481σ − 40824)

81(4σ − 9)3

Delà :σ1 = 0, 4403, σ2 = 3, 1549 + 1, 5673i, σ3 = 3, 1549− 1, 5673i.
Nous calculons t∗ à partir de l’équation E(t∗) + σδ(t∗) = 0 tel que δ(t∗) 6= 0, et qui implique :

4

9
t2∗ −

5

3
t∗ + 1 + σ1(−16

81
t2∗ +

32

27
t∗ −

16

9
) = 0 (4.9)

La solution de l’équation (4.9) est :

t1 =
3666

18097
et t2 = 3

Puisque δ(t2) = 0, alors t∗ = 0, 2026 Le nouveau support est :

τ̄B = (τB\t◦) ∪ t∗ = 0, 2026

Ce nouveau support permet de recalculer φ(τ̄B) = 3, 9127, φ(τ̄B)−1 = 0, 2555, C(τ̄B) = 2, 7974 et
ainsi de reconstruire y′ = C(τ̄B)φ(τ̄B)−1 = 0, 7149 et Ē(t) = −ψ′(B) = 0, 3574t2−1, 1448t+0, 2172
Reconstruisons la quasi-commande w(t), t ∈ T :

w(t) =

{
−1 si Ē(t) > 0

1 si Ē(t) < 0, t ∈ [0, 3]
(4.10)

Calculons χ(tf )

χ(3) =
∫ τ̄ j
τ̄j

∑N
j=0 F (τ)−1Bu(τ)dτ =

2, 7968
3, 3253
2, 5947


Hχ(3) = 2, 7968 6= 1, alors on construit le vecteur λ(τ̄B) :

λ(τ̄B) = φ(τ̄B)−1(g −Hχ(tf )) = 0, 2555(1− 2, 7968) = −0, 4592.

Par conséquent, ‖λ(τ̄B)‖ = 0, 4592 > µ alors on change τ̄B en ¯̄τB par la méthode duale.

Méthode duale :

soit t◦ ∈ τ̄B tel que λ(t◦) = max(|λ(τ̄B)|) = 0, 4592, ce qui implique t◦ = 0, 2026. Le changement
du support τ̄B à ¯̄τB consiste à changer le co-contrôle Ē(t) = 0, 3574t2 − 1, 1448t+ 0, 2172
à ¯̄E(t) = Ē(t) + σ̄(t)δ̄(t), t ∈ T Pour cela cherchons la fonction :

σ̄(t) =

 −
Ē(t)

δ̄(t)
si Ē(t)δ̄(t) < 0

0 si non
(4.11)

avec δ̄(t) = −sign(λ)φ(τB)−1ψ(t) = 0, 1277t2 − 0, 7667t+ 1, 1501. Reconstruisons l’ensemble :

Tg(σ) = {t ∈ [0, 3], σ(t) < σ}

Nous avons Ē(t)δ̄(t) < 0 sur l’intervalle [tc, tf ], ce qui implique

σ̄(t) = −Ē(t)

δ̄(t)
=

0, 3574t2 − 1, 1448t+ 0, 2172

0, 1277t2 − 0, 7667t+ 1, 1501
< s (4.12)

Par conséquent :
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Tg(σ) = t ∈ [0, 2026,
(4, 8901s+ 9, 3888)

0, 61347s+ 0, 2193
]

et ainsi :

α(σ) = −|λ(t◦)|+ (d2 − d1)
∫
Tg(σ) |δ(t)|dt

α(σ) = 0, 4592 + (1− (−1))
∫ (4, 8901s+ 9, 3888)

0, 61347s+ 0, 2193
0,2026 |0, 1277t2 − 0, 7667t+ 1, 1501|dt

D’où :

α(σ) =
(6, 0882σ3 − 51, 0937σ2 + 142, 9289σ − 43, 5418))1048

16300543533549461s+ 45598946227126272

Delà :σ1 = 0, 2764, σ2 = −4, 3342− 2, 6620i, σ3 = −4, 3342 + 2, 6620i.
Nous calculons t∗ à partir de l’équation E(t∗) + σδ(t∗) = 0 ce qui implique t∗ = 0, 4541
Alors Le nouveau support est :

¯̄τB = (τ̄B\t◦) ∪ t∗ = 0, 4541

Ce nouveau support permet de recalculer φ(¯̄τB) = 3, 2406, φ(¯̄τB)−1 = 0, 3085, C(¯̄τB) = 2, 5458 et
ainsi de reconstruire y′ = C(¯̄τB)φ(¯̄τB)−1 = 0, 7856 et ¯̄E(t) = −ψ′(B) = 0, 3928t2−13568t+0, 5352
Reconstruisons la quasi-commande w(t), t ∈ T :

w(t) =

{
−1 si ¯̄E(t) > 0

1 si ¯̄E(t) < 0, t ∈ [0, 3]
(4.13)

Calculons χ(tf )

χ(3) =
∫ τ j
τj

∑N
j=0 F (τ)−1Bu(τ)dτ =

1, 0000
1, 9812
2, 0916


Hχ(3) = 1, alors w(t) est le contrôle optimal

1. Le support optimal τB = 0, 454178315170256 ≈ 0, 4542

2. La valeur optimale de la fonction du critère est Jc(u) = 1, 9812.

3. La valeur optimale de la fonction du critère est Jd(u) = 1, 8513.
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Annexe A

Résolution d’un PPL à variable bornée
par la méthode adaptée

Position de problème

Considérons le problème classique de la programmation linéaire suivant :

Maximiser Jd(x) = c
′
x (A.1)

Sous les contraintes : Ax = b (A.2)

d1 ≤ x ≤ d2 (A.3)

ou :
— J(u) est le critère de qualité, ou bien le coût,

— x, c, d1, d2 sont des n− vecteurs réels,

— b est un m− vecteur réel,

— A = A[I; J ] est une m× n-matrice,

— I = {1, ....,m} : l’ensemble des indices des lignes de la matrice A

— J = {1, ...., n} : l’ensemble des indices des colonnes de la matrice A,
avec le rang (A) = m ≤ n,

— c
′ est le transposé du vecteur c

Notons par M la région réalisable(admissible) :

M = {x ∈ Rn : Ax = b, d1 ≤ x ≤ d2}

A.1 Méthode de résolution

La méthode adapté a été développée par R.Gabassov et F.M.Kirrillov durant les années 70-80.
Cette méthode est une méthode itérative , à chaque itération de l’algorithme le transfert
{x, JB}; {x̄, J̄B} est exécuté d’un support-plan à un autre tel que :
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β(x, JB) ≤ β(x̄, J̄B)

β(x, JB) est appelée valeur de suboptimalité de support cotrôle {x, JB}.

En d’autre termes une itération de la méthode adaptée est basée sur la décroissance de la valeur
du suboptimalité . Cette itération est constituée de deux procédure :

1. La procédure de la transformation x; x̄ qui diminue l’écart de non optimalité du plan .
2. La procédure de la transformation JB ; J̄B qui diminue l’écart de non optimalité du support

.

A.1.1 Changement de plan

Soit {x, JB} un support-plan non dégénéré et ε ≥ 0 donné, tel que :

β(x, JB) > ε

Le nouveau planx̄ sera construit de la manière suivante :

x̄ = x+ θl,

où lest la direction admissible, θ (un réel positif) est le pas admissible maximal le long de la direction
l, tel que :J(x̄) ≥ J(x) .
Le vecteur de la direction l = (l(JB), l(JH) est construit comme suit :
Sur JH on pose θ = 1 et

lJ =


d1j − xj si Ej > 0,
d2j − xj si Ej < 0
0 si Ej = 0, j ∈ JH

(A.4)

et l(JB) = −A−1
B AH l(JH) pour avoir Ax̄ = b .

Pour que x̄ vérifie d1 ≤ x̄ ≤ d2, il faut calculer le pas admissible maximal le long de la direction
lqu’est calculé de la manière suivante :

θJ =


d1j−xj
lj

si lj > 0,
d2j−xj
lj

si lj < 0,

∞ si lj = 0, j ∈ JB

(A.5)

D’où :

θj0 = min{θj}, pour j ∈ JB

et le pas maximal sera :

θ0 = min{1, θj0}
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Delà, le nouveau plan sera x̄ = x+ θ0l et la valeur de suboptimalité pour le nouveau plan sera :

β(x̄, JB) =
∑
j∈J+

H

Ej(x̄j − d1j) +
∑
j∈J−H

Ej(x̄j − d2j),

=
∑
j∈J+

H

Ej(xj + θ0, lj − d1j) +
∑
j∈J−H

Ej(xj + θ0, lj − d2j),

=
∑
j∈J+

H

Ej(xj − d1j) +
∑
j∈J−H

Ej(xj − d2j) + θ0(
∑
j∈J+

H

Ejlj +
∑
j∈J−H

Ejlj).

et on obtient :

β(x̄, JB) = β(x, JB)− θ0β(x, JB),= (1− θ0)β(x, JB).

De cette dernière expression , on conclut :

1. Si β(x̄, JB) = 0 , alors {x̄, JB} est optimal.
2. Si β(x̄, JB) ≤ ε , alors {x̄, JB} est ε-optimal .
3. Si β(x̄, JB) > ε alors on passe au changement du support JB ; J̄B .

A.1.2 changement du support

Le changement du support de JB vers J̄B consiste à changer le vecteur de potentiel y vers ȳ, ce
qui implique de changer le vecteur d’estimation E à Ē de telle sorte que :

β(x̄, J̄B) ≤ β(x̄, JB),

Pour cela posons :
Ē(J) = E(J) + σ0τ(J), (A.6)

ȳ(I) = y(I) + σ0τ(I), (A.7)

où τ est la direction de diminution de la fonction duale ,σ0le pas maximal le long de cette direction
.
Calcul de τ et σ0 :
En utilisant la définition de E et y , on obtient :

Ē = ȳA− c′ = (y′ + σ0τ ′(I))A− c′ = E′ + σ0τ ′(I)A,

Delà : τ ′(J) = τ ′(I)A(I, J) ce qui implique : τ ′(JB) = τ ′(I)A(I, JB) , donc :τ ′(I) = τ ′(JB)A−1
B , ce

qui donne :

τ ′(JH) = τ ′(JB)A−1
B A(I, J),

La procédure de changement de plan consiste à chercher l’indice j0 ∈ JB qui va sortir de la base ,par
contre la procédure de changement du support consiste à chercher l’indice j1 ∈ JH qui va entrer
dans la base à la place de j0 Pour cela posons :

τJ =


1 si xj0 = d1j0 ,
−1 si xj0 = d2j0 ,
0 si j ∈ JB j0,

(A.8)

Le pas dual est donné par :
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σ0 = min
j∈JH
{σj},

où

σJ =


−Ej

τj
si Ejτj < 0,

0 si Ej = 0, xj 6= d1j , τj > 0, ouEj = 0, xj 6= d2j , τj < 0,
∞ sinon,

(A.9)

♦ Le calcul de σ0 satisfait ĒjEj ≥ 0, ∀j ∈ J ,
♦ Ē(j1) = 0
Cherchons j1 tel que σj1 = σ0

Le nouveau support est : J̄B = (JB \ j0)
⋃
j1.

On peut facilement calculer la quantité β(x̄, J̄B) qui est égale à :

β(x̄, J̄B) =
∑
j∈J+

H

Ēj(x̄j − d1j) +
∑
j∈J−H

Ēj(x̄j − d2j)

Où J̄+
H = {j ∈ J̄H , Ēj ≥ 0}, J̄−H = {j ∈ J̄H , Ēj < 0}

On obtient :

β(x̄, JB) =
∑
j∈J+

H

∆j(x̄j − d1j) +
∑
j∈J−H

∆j(x̄j − d2j),+σ0(
∑
j∈J+

H

τj(x̄j − d1j) +
∑
j∈J−H

τj(x̄j − d2j))

= (1− θ0)β(x, JB) + +σ0(
∑
j∈J+

H

τj(x̄j − d1j) +
∑
j∈J−H

τj(x̄j − d2j)).

Nous avons :Ax̄ = Ax+ θ0Al , ce qui implique : Al = 0 .
Par conséquent : τ l = 0 puisque τ ′(J) = τ ′(I)A, de plus par construction toutes les composantes
de τ ′(JB) sont nulles sauf à l’indice j0 .
Posons :

α0 =
∑
j∈J+

H

τj(x̄j − d1j) +
∑
j∈J−H

τj(x̄j − d2j),

=
∑
j∈J+

H

τj(xj + θ0lj − d1j) +
∑
j∈J−H

τj(xj + θ0lj − d2j),

=
∑
j∈J+

H

τj(xj − d1j) +
∑
j∈J−H

τj(xj − d2j) + θ0(
∑
j∈J+

H

τj .lj +
∑
j∈J−H

τj .lj)

On déduit :

α0 = −(1− θ0)
∑
j∈J

τj .lj = −(1− θ0)τj0 .lj0

β(x̄, J̄B) = −(1− θ0)β(x, JB)− σ0|α0|

De cette dernière expression , on conclut :
1. Si β(x̄, J̄B) = 0 , alors {x̄, J̄B} est optimal .
2. Si β(x̄, J̄B) ≤ ε ,alors {x̄, J̄B} est ε- optimal .
3. Si β(x̄, J̄B) > ε , alors on passe au changement du plan x̄; ¯̄x.

56



A.1.3 Itération de l’algorithme

1. Soit {x, JB} un support plan de départ.
2.Calculer :
a.y′ = c′(JB)AB−1 .
b.E′ = y′A− c .
c.β(x, JB) =

∑
j∈J+

B
Ej(xj − d1j) +

∑
j∈J−B

Ej(xj − d2j).
� si β(x, JB) = 0 ,alors {x, JB} est optimal,Stop .
� si β(x, JB) ≤ ε ,alors {x, J()B} est ε-optimal,Stop .
� si β(x, JB) > ε , Aller à 3.
3. Changement de plan x; x̄
? Déterminer le vecteur l(J).
? Calculer le vecteur x̄(J).
? Calculer la quantité β(x̄, JB) = (1− θ0)β(x, JB) .
� Si β(x̄, JB) = 0, alors {x̄, JB} est optimal, Stop .
� Si β(x̄, JB) ≤ ε ,alors {x̄, JB} estε- optimal, Stop .
� Si β(x̄, JB) > ε , Aller à 4 .
4. Changement du support JB ; J̄B
d. Calculer le vecteur τ .
e. Calculer σj1 = minj∈JH{σj} .
f. Le nouveau support est : J̄B = (JB \ j0)

⋃
j1 .

g. Calculer la quantité β(x̄, J̄B) = (1− θ0)β(x, JB)− σ0|α0| .
� Si β(x̄, J̄B) = 0 , alors {x̄, J̄B} est optimal, Stop .
� Si β(x̄, J̄B) ≤ ε , alors {x̄, J̄B} estε- optimal, Stop .
� Si β(x̄, J̄B) > ε , Aller à 2 .
La méthode adapté permet de donner la solution optimale au bout de deux itération et en temps réel
. Par contre, la méthode qui consiste à introduire directement des variables d’écart (la commande
linprog sous Matlab), donne une solution au bout cinq itérations et en temps plus grand .
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Conclusion générale :

Dans ce mémoire, nous avons étudier la résolution d’un problème de contrôle optimal.
Notre but était de trouver une meilleure condition initiale et une commande optimale qui pouvait
nous ramener de l’état initial x0 ∈ X0 vers l’état final décrit par l’équation Hx(t∗) = g.

Pour sa résolution ,on a utilisé deux approches :

— La méthode adaptée .

— La méthode de discrétisation couplée à la procédure finale.

La méthode adaptée est constituée de trois procédures : le changement de commande ,le changement
de support et la procédure finale.
En exploitant cette méthode ,on a proposé une méthode originale qui un couplage entre la méthode
de discrétisation et la procédure finale. Le but de la méthode de discrétisation est d’approcher le
support optimal. par la suite en utilisant ce support et on a effectué une résolution appelée procé-
dure finale basée sur la méthode de Newton .
Ce domaine de recherche offre de nombreuses perspectives qu’elles soient théoriques ou pratiques :

* En théorie, il est intéressant d’appliquer ces algorithmes à des problème de contrôle optimal
linéaire, stochastique, feedback ...
* En pratique, différents problème que soit en économie, en agriculture, en automatique, ... ,peuvent
être modélisés par des problème de contrôle optimal et résolut par les méthodes proposées .
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