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 :قدمةم

لكل طلبة الاقتصاد بمختلف ţصصاته، وذلك لما  وŰوريا ضروريا مرايعد الإلمام بأساسيات Şوث العمليات أ
لهذا المقياس من دور عملي وتطبيقي في دعم اţاذ القرار وحل المشكلات المتعلقة بتخصيص الموارد، ţطيط 

 .الإنتاج، تقليل التكاليف، وزيادة الكفاءة في űتلف أنشطة المؤسسات الاقتصادية
اذج الرياضية والمǼهجيات العلمية في Ţليل المشكلات الواقعية تقوم Şوث العمليات على استخدام الǼمحيث 

فإن إتقان ǿذا المقياس لا يتطلب فقط الفهم الǼظري  وبالتاŅ ،المعقدة، واقتراح حلول مثلى أو شبه مثلى لها
 .الرياضيةب على تطبيقها باستخدام التمارين العملية والǼماذج للمفاǿيم الأساسية، بل Źتاج أيضا إń التدر 

ǿذǽ المطبوعة موجهة لطلبة السǼة الثانية في ميدان العلوم الاقتصادية، التجارية وعلوم التسيير، وǿي مǼجزة وفق 
ط ومرتب، لتشمل أǿم المحاور وقد تم إعدادǿا بأسلوب مبس، البرنامج الوزاري لمقياس Şوث العمليات

 :الأساسية للمقياس، وǿي
 .بحوث العملياتالمحور الأول: مدخل عام حول 

 .البرůة اŬطيةعموميات المحور الثاني: 

 الطريقة البيانية -طرق حل البرůة اŬطيةالمحور الثالث:

 طريقة السمبلكس -طرق حل البرůة اŬطية:رابعالمحور ال

Ŭالمسألة الثنائية:امسالمحور ا 

 .برůة الأعداد الصحيحة: طريقة القطع المحور السادس:

 .مسائل النقل :سابعالمحور ال
وقد دعمت ǿذǽ المطبوعة بعدد من الأمثلة التوضيحية والتمارين المحلولة، مما يسمح للطالب بفهم المحتوى 

 مقياسيفترض أنه اكتسب ي ين ǿذا العمل موجه للطالب الذوšدر الإشارة إń أ ،بصورة تدرŸية ومǼهجية
على اŪانب العملي التطبيقي الذي źدم الطالب في  فيه ركزالأوń، وسǼ ةفي السǼالرياضيات والإحصاء 

řصصه الأكاديمي والمهţ. 
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 المحور الأول: مدخل عام حول بحوث العمليات

بعد اūرب العالمية الثانية أصبح من الضروري الاعتماد على أساليب كمية حديثة في اţاذ القرارات، بعد أن 
ن أبرز ǿذǽ الأساليب ظهرت Şوث العمليات الŖ استخدمت أثبتت الأساليب التقليدية عدم ųاعتها، وم

لأول مرة في بريطانيا لتحسين استخدام الرادارات، وأثبتت فعاليتها في دعم القرار العسكري، مما أدى إń توسع 
 .استخدامها لاحقا في űتلف المجالات خلال الǼصف الثاň من القرن العشرين

العلوم الإدارية والرياضية، حيث توفر أدوات Ţليل كمية دقيقة تساعد  وتعد Şوث العمليات فرعا مهما من
على فهم المشكلات المعقدة واţاذ قرارات رشيدة مبǼية على الǼمذجة الرياضية، وتستخدم في ůالات متعددة 
 تشمل الإدارة، الاقتصاد، الهǼدسة، الصحة، الǼقل، واŬدمات اللوجستية، وقد أصبحت مكونا أساسيا في

 .المǼاǿج اŪامعية والبحوث الأكاديمية
شهد ǿذا المجال تطورا كبيرا في السǼوات الأخيرة، إذ أصبحت تقǼياته التحليلية تستخدم على نطاق واسع ūل 

 .مشكلات تطبيقية مثل تعظيم الأرباح، تقليل التكاليف، وŢسين توزيع الموارد
ات وأكثرǿا شيوعا، نظرا لقدرتها على تقديم حلول دقيقة وتعتبر البرůة اŬطية من أبرز أدوات Şوث العملي

لمشكلات تعتمد على بيانات واضحة، وتستخدم بشكل خاص في ůالات مثل الاقتصاد والإدارة والهǼدسة، 
ومن أǿم تطبيقاتها مسائل الǼقل، الŖ تهدف إŢ ńديد أفضل وسيلة لتوزيع الموارد أو المǼتجات من عدة 

 .طلب، بأقل تكلفة أو أعلى ربح أو أقصر زمن ممكنمصادر إń جهات ال
 بحوث العمليات: تعريف-1

تعرف Şوث العمليات بأنها تطبيق الأساليب العلمية في دراسة المشكلات المعقدة الŖ تظهر عǼد إدارة وتوجيه 
دف دعم متخذي الأنظمة الكبرى، سواء في القوى البشرية، أو المعدات، أو الموارد المالية والمادية، وذلك به

 .القرار في وضع السياسات واţاذ القرارات بطريقة مǼهجية وعلمية
كما تعرف بأنها تطبيق لمجموعة من الأساليب العلمية بالاستعانة بمجموعة من الموارد المادية والبشرية، من 

الوصول في خلال تطوير نظام يأخذ في اūسبان كل الصدف والمخاطر الممكن تلقيها في ذلك من أجل 
 (Rama.m,2007,09)ة.الأخير إń اūل الأمثل الذي يرضي المؤسس

وقد عرفتها اŪمعية البريطانية لبحوث العمليات بأنها "استخدام المǼهج العلمي في معاŪة المشكلات المعقدة 
والدفاع، بما  المرتبطة بإدارة الأنظمة الواسعة الǼطاق في ůالات الصǼاعة، والأعمال، والمؤسسات اūكومية،

 .(51، صفحة 8002)الفتال،  "يساعد على اţاذ قرارات فعالة مبǼية على التحليل العلمي
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أما اŪمعية الأمريكية لبحوث العمليات فقد عرفتها بأنها "عملية التحديد العلمي للطريقة المثلى في تصميم 

)الفتال،   والآلية، ضمن ظروف تتطلب توزيعا دقيقا وفعالا للموارد المحدودة"وتشغيل الأنظمة البشرية 
 .(11، صفحة 8002

وتعد Şوث العمليات كذلك فرعا من فروع الرياضيات التطبيقية، يعŘ بتحليل المشكلات واţاذ القرارات 
واستخدام تقǼيات Ţليلية، وتوظف ǿذǽ الǼماذج لتحسين أداء الأنظمة المثلى من خلال بǼاء نماذج رياضية 

 .المعقدة الŖ تتطلب ţصيصا فعالا للموارد، واختيار البدائل الأنسب ضمن ůموعة من القيود والمتغيرات
 ůالات استخدام بحوث العمليات:-8

 (00ص: ، 8081، نصر الدين )بن مسعود:من أبرز ůالات استخدامها
تساǿم Şوث العمليات في رفع كفاءة عمليات التخطيط، والإنتاج، والتوزيع،   :الإدارة والاقتصاد-1.8

 .بالإضافة إŢ ńليل التكاليف والعوائد، مما يساعد على ترشيد القرارات الإدارية والمالية
تها جدولة تستخدم في تصميم وتطوير أنظمة الإنتاج والتصǼيع، وتشمل تطبيقا الهندسة الصناعية:-8.8

 .العمليات، وتوزيع الموارد، وŢسين الإنتاجية
توظف في تǼظيم وإدارة العمليات العسكرية من خلال ţصيص الموارد، وŢليل  العلوم العسكرية:-2.8

 .اŬيارات الاستراتيجية، وţطيط المهام بكفاءة عالية
طيط وتǼظيم المسارات، وإدارة تسهم في Ţسين شبكات الǼقل، وţ اŬدمات اللوجستية والنقل: -2.8

 .المخزون، مما يضمن تقليل التكاليف وزيادة الفعالية
تستخدم في Ţسين جداول المواعيد الطبية، وتوزيع الموارد البشرية والمادية، وتعزيز   الرعاية الصحية:-1.8

 .كفاءة أداء المؤسسات الصحية
الموارد الزراعية، وŢسين سلسلة التوريد لتحقيق تطبق في ţطيط الإنتاج الزراعي، وتوزيع الزراعة: -0.8

 .استخدام أمثل للإمكانات المتاحة
 البرůة اŬطيةعموميات حول المحور الثاني: 

 البرůة اŬطية مفهوم-1
تعد البرůة اŬطية من أبرز فروع Şوث العمليات وأكثرǿا استخداما، نظرا لكثرة تطبيقاتها في العديد من 

 شهدت تطورا كبيرا بعد اūرب العالمية الثانية، خاصة مع ابتكار طريقة السمبلكسالمجالات، وقد 
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(Simplex)   طية لما تتميز به من دقةŬشكلت نقلة نوعية في حل المشكلات ا Ŗمن قِبل جورج دانتزين، ال

 .وكفاءة وسرعة
 المتغيرات، ضمن وǿي أسلوب رياضي يهدف إń إŸاد اūل الأمثل لمشكلات تتسم بعلاقات خطية بين

ůموعة من القيود، مع توزيع الموارد المحدودة على اūاجات المتǼافسة بطريقة Ţقق أفضل نتيجة ممكǼة. كما أنها 
لا تتطلب خلفية رياضية متقدمة، مما Ÿعلها من أبسط الǼماذج الرياضية وأكثرǿا انتشارا في معاŪة المشكلات 

 .الصǼاعية والإدارية
ůطية كأداة تستخدم البرŬاذ القرار، خصوصة اţالات التخطيط والإدارة والرقابة على فعالة في دعم اů ا في

 .الموارد مثل الأموال، المواد، القوى العاملة، والآلات، بهدف Ţقيق أقصى ربح أو أدŇ تكلفة ممكǼة
Ǽاسبة لمختلف القطاعات، بما في ذلك الصǼعلها مŸ دمي،  وتتميز ببساطتها ووضوحها، ماŬكومي، واūاعي، ا

 .كما ساǿم تطور اūواسيب والبرůيات المتخصصة في توسيع نطاق استخدامها بفعالية في العصر اūديث
 تطبيقات البرůة اŬطية:-8

ůالات  ا لقدرتها على معاŪة الŖ قدمتها Şوث العمليات، نظر تعد البرůة اŬطية من أبرز الأدوات الكمية 
وتتمثل القيمة المضافة لهذا  ، من المشكلات المتعلقة باţاذ القرار في بيئة تتسم بتعدد البدائل وندرة الموارد كثيرة

الأسلوب في Ţويل المسائل الاقتصادية أو الإدارية المعقدة إń نماذج رياضية قابلة للحل باستخدام طرق 
 :إبراز أǿم تطبيقاتها العملية في المؤسسات فيما يليويمكن  ، مǼهجية، ما يسمح باţاذ قرارات موضوعية وفعالة

 (9-2، ص: 8000)ابراǿيم موسى الفتاح، 
 :الإنتاج والتخطيط الصناعي قرارات-1.8

الŖ يمكن إنتاجها خلال فترة   ستخدم البرůة اŬطية في بǼاء نماذج لتحديد التشكيلة المثلى من المǼتجاتت
التكاليف، مع مراعاة القيود المتعلقة بالموارد المتاحة، كالعمالة، المواد معيǼة، Şيث تعظم الأرباح أو تقلل 

عددة المǼتجات الŖ تتطلب وتظهر أهمية ǿذǽ الǼماذج بشكل خاص في الصǼاعات مت ،الأولية، الطاقة أو الزمن
 .في استغلال الموارد المحدودة توازنا دقيقا

  الإنتاجي: جينماذج المز -8.8
في مسائل "المزيج الأمثل"، حيث يتم Ţديد الكيفية المثلى Ŭلط مدخلات  ية دورا ǿاماتؤدي البرůة اŬط

بمواصفات Űددة، وذلك بأقل تكلفة ممكǼة أو بأقصى جودة  يتميزűتلفة بǼسب معيǼة لإنتاج مǼتج نهائي 
 .من أمثلة ǿذǽ التطبيقات: تركيب الأعلاف، صǼاعة الإسمǼت، الصǼاعات الغذائية، وغيرǿا ،ممكǼة
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 : التعيين والتخصيص-2.8

بما Źقق أقصى  تعالج البرůة اŬطية مشكلات توزيع الموارد البشرية أو الآلات أو المشاريع على المهام المتاحة، 
ţصيص  ا إń الكفاءة، أولكل وظيفة استǼاد ظف الأنسب يمكن استخدامها لتعيين المو كفاءة ممكǼة، فمثلا

مسائل التعيين ا لما يعرف بـوتعد ǿذǽ الǼماذج أساس ،على الإنتاجية أو الكلفة الآلات لمهام الإنتاج استǼادا
 .الŢ Ŗظى بأهمية كبيرة في إدارة الموارد والتخصيص

 :النقل والتوزيع-2.8
في Ţسين عمليات توزيع المǼتجات أو المواد اŬام من مواقع الإنتاج إń ستخدم نماذج البرůة اŬطية كذلك ت

مسائل الǼقل، أكثر في ما يعرف بـǿذǽ الǼماذج  وتبرز ،مواقع الاستهلاك أو البيع، مع تقليل كلفة الǼقل الكلية
 .دةحيث تسهم في Ţسين الأداء اللوجسŖ وتقليل الزمن والكلفة، لاسيما في سلاسل التوريد المعق

 :ůالات التخطيط والدعم الاستراتيجي-1.8
تتجاوز تطبيقات البرůة اŬطية اŪانب التشغيلي لتصل إń الأبعاد التخطيطية والاستراتيجية داخل المؤسسات، 

 :مثل
 دودةŰ ملات الإشهارية والإعلانية ضمن ميزانيةūطيط اţ. 
  ديد مستويات المخزون المثلى لتقليل تكاليف التخزينŢدون الإخلال باستمرارية الإنتاج. 
  غرافية المثلى لإقامة وحدات إنتاج أو فروع توزيع، بما يضمن أقصى تغطية سوقية بأقلŪاختيار المواقع ا

 .تكلفة
 الشروط الأساسية لصياغة نموذج البرůة اŬطية:-2

دودة على الاستخدامات الممكǼة تعتبر البرůة اŬطية أحد الأساليب الرياضية الŖ تستخدم لتوزيع الموارد المح
 ǽذǿ دǼتكلفة، وتست Ňقيق أقصى ربح أو أدŢ ة، سواء كان الهدفǼقق أفضل نتيجة ممكŹ بالشكل الذي

حيث يقصد بالǼشاط الطريقة الŖ يمكن من خلالها تǼفيذ  ،البدائلو الǼشاط الطريقة إń فكرتين أساسيتين هما:
 .لوسائل المختلفة الŖ يمكن من خلالها Ţقيق الهدف المرغوب فيهعمل معين، بيǼما تشير البدائل إń ا

 ولكي نتمكن من صياغة نموذج برůة خطية قابل للتطبيق، Ÿب أن تتوفر في المشكلة أو المسألة الشروط التالية
 :(82،ص:8000)اليمين فالته،

  دد وواضحوجودŰ دف واحدǿ قيقه، كتعظيم الأرباح أو تقليل التكاليفŢ ńشأة إǼتسعى الم. 



عمر د. دǿيمي                                             Űاضرات في مقياس أساسيات بحوث العمليات  

6  
 د عدة متغيرات قرار احتواء المشكلة علىǼقيق الهدف عŢ تسهم في Ŗتجات أو الأنشطة الǼتمثل الم ،

 .Ţديد قيمها المثلى
  اذ القراروجودţد من حرية اŢ ة عن الموارد المحدودة أو الشروط المرتبطة بطبي ،قيودšشاط أو ناǼعة ال

 .البيئة المحيطة
 أي يمكن أن تأخذ قيما كسرية، وليست مقيدة بالقيم الصحيحة متغيرات القرار مستمرة أن تكون ،

 .فقط
  في كل من دالة الهدف والقيود العلاقات بين المتغيرات خطيةضرورة أن تكون. 
  موذج وتمبيانات كمية دقيقة ومعروفة مسبقاتوافرǼاء الǼثيل المشكلة بشكل واضح، تستخدم في ب. 

 صياغة نموذج البرůة اŬطية-2
مكوناته من الواقعية إń تمثيل رياضي من خلال استخراج  سألةتتمثل صياغة نموذج البرůة اŬطية في Ţويل الم

 المسألة.
 :مكونات نموذج البرůة اŬطية-1.2

ستخدم في تمثيل المشكلة أو المسألة رياضيا، بهدف  اŬطية من ůموعة عǼاصر مترابطةيتكون نموذج البرůة 
 :(01،ص:8000)ابراǿيم عبدالفتاح، الوصول إń القرار الأمثل، وتتمثل ǿذǽ العǼاصر فيما يلي

 موذج، سواء كان تعظيم الربح أو دالة الهدفǼتعبر عن الهدف الأساسي من ال Ŗي المعادلة الǿو :
 .ضيا بدلالة متغيرات القرارتقليل التكلفة، ويتم التعبير عǼها ريا

 متغيرات القرار: Ǽيمكن التحكم بها، مثل عدد الوحدات الم Ŗي تتمثل الكميات الǿجة أو الموزعة، و
 .الŖ يسعى لإŸاد قيمها المثلى بما Źقق الهدف

 تعبر عن حدود الموارد أو الشروط المفروضة على المشكل :القيود Ŗي المعادلات أو المتراجحات الǿة، و
 .مثل الطاقة الإنتاجية أو الميزانية المتاحة

 ص على أن قيم متغيرات القرار لا يمكن أن تكون سالبة، أي أن   :لبيةاقيد عدم السǼت Ŗي الǿو
 .جميع المتغيرات Ÿب أن تكون أكبر من أو تساوي صفر

 (:01مثال)
أجهزة لوحية، وحواسيب Űمولة، تباع  تقوم شركة بإنتاج ثلاثة أنواع من الأجهزة الإلكترونية: ǿواتف ذكية،

دج على التواŅ، ولإنتاج وحدة واحدة من كل  100000دج،  75000دج،  ǿ05000ذǽ المǼتجات بـ 
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نوع من المǼتجات الثلاثة ، Ţتاج المؤسسة إń استخدام اليد العاملة والمواد الأولية، واŪدول التاŅ يوضح 

 الاحتياجات اللازمة لذلك:
 تكلفة اليد العاملة لكل وحدة تكلفة المواد الأولية لكل وحدة المǼتج

 ǿ 52000 50000اتف ذكي
 51000 81000 جهاز لوحي

 80000 01000 حاسوب Űمول
حاسوب Űمول في الشهر، وŸب ألا يقل انتاج الهاتف  500كما أن الشركة لا يمكن أن تǼتج أكثر من 

ǿاتف، وكذلك لا يقل عدد الوحدات المǼتجة من الأجهزة اللوحية عن ثلث عدد الهواتف  510الذكي عن 
مليون دج. قم  00عاملة مليون دج، ولليد ال 10الذكية، إذا علمت أن الموارد المتوفرة للمواد الأولية ǿي 

 بصياغة نموذج البرůة اŬطية الذي يمكن من تعظيم الربح الشهري.
 اūل:
 .المǼتجة شهريا اūواسيب المحمولة عدد: ଷݔ .المǼتجة شهريا الأجهزة اللوحية عدد: xଶ .المǼتجة شهريا الهواتف الذكية عدد: ଵݔ Ţديد متغيرات القرار: -1

تتمثل في تعظيم الإيراد الكلي، وذلك من خلال إنتاج الكمية المثلى من Ţديد دالة الهدف:  -8
في كمية مǼتجة من المǼتجات الثلاثة المǼتجات الثلاثة، وŹتسب ǿذا الإيراد ŝمع حاصل ضرب كل  

ሻݖ𝑋ሺܣܯ ، وبالتاŅ تعطى دالة الهدف على الǼحو التاŅ:الواحدة لوحدةا سعر = ͷͲͲͲͲݔଵ + ͹ͷͲͲͲݔଶ + ͳͲͲͲͲͲݔଷ 

 Ţديد القيود: -2
 قيود الموارد المتاحة 
 المواد الأولية: قيد تكلفة ͳͺͲͲͲݔଵ + ʹͷͲͲͲݔଶ + ͶͷͲͲͲݔଷ ൑ ͷͲͲͲͲͲͲͲ 

 :قيد تكلفة اليد العاملة ͳͲͲͲͲݔଵ + ͳͷͲͲͲݔଶ + ʹͲͲͲͲݔଷ ൑ ͵ͲͲͲͲͲͲͲ 
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 قيود الإنتاج 
 :واسيب المحمولةūد الأقصى لإنتاج اūݔ قيد اଷ ൑ ͳͲͲ 
 :ݔ قيد انتاج الهواتف الذكيةଵ ൒ ͳͷͲ 
 :ݔ قيد انتاج الأجهزة اللوحيةଶ ൒ ͳ/͵ݔଵ 
 :ݔ قيد عدم السالبيةଵ, ,ଶݔ ଷݔ ൒ Ͳ 

 :Ņحو التاǼطي يعطى على الŬالبرنامج ا Ņܣܯ وبالتا𝑋ሺݖሻ = ͷͲͲͲͲݔଵ + ͹ͷͲͲͲݔଶ + ͳͲͲͲͲͲݔଷ 𝑠/ܿ ͳͺͲͲͲݔଵ + ʹͷͲͲͲݔଶ + ͶͷͲͲͲݔଷ ൑ ͷͲͲͲͲͲͲͲ ͳͲͲͲͲݔଵ + ͳͷͲͲͲݔଶ + ʹͲͲͲͲݔଷ ൑ ͵ͲͲͲͲͲͲͲ ݔଷ ൑ ͳͲͲ ݔଵ ൒ ͳͷͲ ݔଶ ൒ ͳ/͵ݔଵ ݔଵ, ,ଶݔ ଷݔ ൒ Ͳ 

 (: 08مثال)
تسعى شركة نقل البضائع إń تقليل تكاليف الǼقل اليومية، وذلك باستخدام ثلاث أنواع من الشاحǼات، 

 Ņدول التاŪات كبيرة، واǼات متوسطة، وشاحǼات صغيرة، شاحǼي: شاحǿاصة بكل وŬيوضح المعطيات ا
 نوع من الشاحǼات:

 عدد السائقين المطلوب القدرة الاستيعابية )طن( )دج(تكلفة التشغيل اليومية  الǼوع
 5 0 80000 شاحǼة صغيرة

 5 6 00000 شاحǼة متوسطة
 8 50 01000 شاحǼة كبيرة
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سائقا، ولا يمكن  52طǼا من البضائع يوميا، وتتوفر على ما لا يزيد عن  120كما أن الشركة Ţتاج إń نقل 

شاحǼات كبيرة، وكذلك عدد الشاحǼات الصغيرة المستخدمة Ÿب أن لا يقل عن نصف   8استخدام أكثر من
 .عدد الشاحǼات المتوسطة

 صياغة المسألة في شكل نموذج برůة خطية. المطلوب:
 اūل:
 .عدد الشاحǼات الكبيرة المستخدمة يوميا: xଷ .عدد الشاحǼات المتوسطة المستخدمة يوميا: xଶ عدد الشاحǼات الصغيرة المستخدمة يوميا.: ଵݔ Ţديد متغيرات القرار: -1
، وبالتاŅ تعطى دالة الهدف تقليل التكاليف اليومية لتشغيل الشاحǼاتتتمثل في Ţديد دالة الهدف:  -8

:Ņحو التاǼܯ على ال𝐼ܰሺݖሻ = ʹͲͲͲͲݔଵ + ͵ͲͲͲͲݔଶ + ͶͷͲͲͲݔଷ 

 Ţديد القيود: -2
 مولة المطلوبةūقيد ا Ͷݔଵ + ͸ݔଶ + ͳͲݔଷ ൒ ͳʹͲ 

  ݔ السائقينقيد عددଵ + ଶݔ + ଷݔʹ ൑ ͳͺ 

  عدد الشاحناتقيود 
  ݔ :عدد الشاحنات الكبيرةقيدଷ ൑ ͺ 
  ݔ :عدد الشاحنات الصغيرة والمتوسطةقيدଵ ൒ ͳ/ʹݔଶ 

 :ݔ قيد عدم السالبيةଵ, ,ଶݔ ଷݔ ൒ Ͳ 
:Ņطي على الشكل التاŬويكون البرنامج ا 
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ሻݖ𝐼ܰሺܯ  = ʹͲͲͲͲݔଵ + ͵ͲͲͲͲݔଶ + ͶͷͲͲͲݔଷ 𝑠/ܿ Ͷݔଵ + ͸ݔଶ + ͳͲݔଷ ൒ ͳʹͲ ݔଵ + ଶݔ + ଷݔʹ ൑ ͳͺ ݔଷ ൑ ͺ ݔଵ ൒ ͳ/ʹݔଶ ݔଵ, ,ଶݔ ଷݔ ൒ Ͳ 

 طرق حل نموذج البرůة اŬطية:المحور الثالث: 
بعد صياغة المسألة في شكل نموذج رياضي، تأتي اŬطوة التالية وǿي حل ǿذا الǼموذج والوصول إń اūل 

حسب تعقيد الǼموذج وحجمه، وūل نماذج البرůة اŬطية Ǽǿاك عدة طرق معروفة، ţتلف الأمثل للمسألة، 
 ويمكن تصǼيفها إń طريقتين رئيسيتين هما الطريقة البيانية، وطريقة السمبلكس.

 (Graphical Methodالطريقة البيانية )-1
 تعريف الطريقة البيانية:-1.1

 الǼموذج علىستخدم عǼدما Źتوي وي، الطريقة البيانية ǿي إحدى الطرائق الأساسية ūل مسائل البرůة اŬطية
حيث تعطي فهما بصريا مباشرا لطبيعة مǼطقة اūلول الممكǼة وطريقة الوصول إń اūل  ،متغيرين اثǼين فقط

Ţديد مǼطقة اūلول الممكǼة، أي الǼقاط و ، تمثيل القيود في المستوى الإحداثي ǿوǿذǽ الطريقة  مبدأ الأمثل،
سواء  )ة أو الǼقاط الŖ تعطي القيمة المثلى لدالة الهدف بعد ذلك يتم Ţديد الǼقط ،الŢ Ŗقق جميع القيود

 .(11،ص:8010)وليد البلك، كانت أقصى ربح أو أدŇ تكلفة(
 خطوات اūل بالطريقة البيانية:-8.1

 لاستخدام طريقة اūل البياň نتبع اŬطوات التالية:
 ة نموذج صياغةůطية البرŬللمشكلة ا . 
 ويل كل المتراجحاتŢ ńدون إحداث أي تغييرات.  معادلات إ 
 التمثيل ňاد الهدف ودالة للقيود البياŸديد أي ، التقاطع نقاط وإŢ طقة يسمى ماǼلول بمūي  اǿ ( ةǼالممك

 المǼطقة الŖ تضم ůموعة من الǼقاط حيث أن ǿذǽ الǼقاط Ţقق كل قيود الǼموذج وتعطي قيمة لدالة الهدف(.
  طقةǼاد إحداثيات رؤوس مŸةإǼلول الممكūسابو  ،اŞ نقاط التقاطع بين المستقيمات الممثلة للقيود  ذلك

 .لتحديد رؤوس المǼطقة وǿي الǼقاط الŖ قد تمثل حلولا مثلى
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 كان إذا قيمة وأقل تعظيم الهدف كان إذا قيمة أكبر واختيار الهدف دالة في الإحداثيات قيم تعويض 

 . تدنئة الهدف
 (:01مثال)

 :Ņطي التاŬܣܯ ليكن البرنامج ا𝑋ሺݖሻ = ͶͲݔଵ + ͵Ͳݔଶ 𝑠/ܿ ʹݔଵ + ଶݔ ൑ ͳͲ ݔଵ + ଶݔ ൑ ͺ ݔଵ, ଶݔ ൒ Ͳ 

 حل البرنامج اŬطي باستخدام الطريقة البيانيةالمطلوب: 
 ūل البرنامج اŬطي باستعمال الطريقة نتبع اŬطوات السابقة:اūل: 

 على شكل برنامج خطي من نوع تعظيم. للمشكلة: المشكلة مصاغة اŬطية البرůة نموذج صياغة.1
 :وذلك لتسهيل التمثيل البياň أي تغييرات دون إحداث  معادلات إŢ ńويل كل المتراجحات.8

  :معادلة دون إضافة أي تعديلالقيد الأول ńول القيد الأول إŴ ʹݔଵ + ଶݔ = ͳͲ…..(1) 
  :ول القيد القيد الثانيŴňمعادلة دون إضافة أي تعديل الثا ńݔ إଵ + ଶݔ = ͺ…....(2) 

  للقيود البياň التمثيل.2

 لتمثيل المعادلات السابقة بيانيا يكفي Ţديد ثǼائيتين والربط بيǼهما:

 ( 5المعادلة) 
 ଵݔ 0 1
 ଶݔ 50 0
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(  تكون على يسار اŬط 05وبما أن المتراجحة من نوع أصغر أو يساوي فإن المساحة الممثلة المتراجحة )
 المستقيم .

 ( 8المعادلة) : 
 ଵݔ 0 2
 ଶݔ 2 0

 

 
(  تكون على يسار اŬط 08وبما أن المتراجحة من نوع أصغر أو يساوي فإن المساحة الممثلة المتراجحة )

 المستقيم .

Ǽنمثل القيدين في نفس المستوي ف:Ņالتا ňتحصل على التمثيل البيا 

𝒙૚ 𝒙૛ (8 ,0) (0 , 8) 𝒙૚ 𝒙૛ (5 , 0) (0 , 10) 
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 A ,B,C,DإŸاد إحداثيات رؤوس مǼطقة اūلول الممكǼة: لديǼا رؤوس مǼطقة اūلول الممكǼة .2
  قطةǼالA  :يǿ تمثل المبدأ و احدثياتهاA(0,0) 
  قطةǼالB  :يǿ احداثياتهاB(0,8) 
  قطةǼالD  :يǿ احداثياتهاD(5,0) 
  قطةǼال Ŗسب إحداثيŴC  ňنقطة تقاطع المستقيم الممثل للقيد الأول مع المستقيم الممثل للقيد الثا (

ଵݔʹ ( Şل جملة المعادلتين التالية: + ଶݔ = ͳͲ…(1) ݔଵ + ଶݔ = ͺ…(2) 
ଵݔʹ :( ، فǼحصل علىଶݔ( وųمعها مع المعادلة الأوń )للتخلص 1-نضرب المعادلة الثانية في ) + ଶݔ = ͳͲ   −ݔଵ − ଶݔ = −ͺ 

ଵݔ فǼحصل على: = ʹ 
ଶݔ وبالتعويض في أي معادلة ųد أن:       = ͸ 

                    
 C(2,6)أي أن نقطة التقاطع  
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 .تعظيم من نوع ǿدف لأنǼا في حالة دالة قيمة أكبر واختيار الهدف دالة في الإحداثيات قيم تعويض.1

𝒛 نقاط رؤوس منطقة اūلول الممكنة = ૝૙𝒙૚ + ૜૙𝒙૛ A (0 , 0) 40(0)+30(0)=0 B (0 , 2) 40(0)+30(8)=240 C (8 , 6) 40(2)+30(6)=260 D (5 , 0) 40(5)+30(0)=200 
ǿي أكبر قيمة وǿي  تمثـل اūل الأمثل ) أفضل اūلول  C(2 , 6)نلاحظ أن قيمة دالة الهدف عǼد الǼقطة 

 الممكǼة(. 
ሻݖ𝐼ܰሺܯ ليكن لديǼا البرنامج اŬطي التاŅ:(: 08مثال) = ଵݔʹ + ଵݔ ܿ/ଶ 𝑠ݔ͵ + ͷݔଶ ൒ ͳͲ ݔଵ + ଶݔʹ ൒ ͸ ʹݔଵ + ଶݔʹ ൒ ͺ ݔଵ, ଶݔ ൒ Ͳ 

 : حل البرنامج اŬطي باستخدام الطريقة البيانية.المطلوب

 اūل: 
 ūل البرنامج اŬطي باستعمال الطريقة نتبع اŬطوات السابقة:

 تدنئة. للمشكلة: المشكلة مصاغة على شكل برنامج خطي من نوع اŬطية البرůة نموذج صياغة.1
 دون إحداث أي تغييرات وذلك لتسهيل التمثيل البياň:  معادلات إŢ ńويل كل المتراجحات.8

  :معادلة دون إضافة أي تعديلالقيد الأول ńول القيد الأول إŴ ݔଵ + ͷݔଶ = ͳͲ…..(1) 
  :معادلة دون إضافة أي تعديلالقيد الثاني ńإ ňول القيد الثاŴ ݔଵ + ଶݔʹ = ͸…....(2) 
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  :معادلة دون إضافة أي تعديلالقيد الثالث ńول القيد الثالث إŴ ʹݔଵ + ଶݔʹ = ͺ…....(3) 

  للقيود البياň .التمثيل2

 لتمثيل المعادلات السابقة بيانيا يكفي Ţديد ثǼائيتين والربط بيǼهما:

 ( 5المعادلة) 
 ଵݔ 0 50
 ଶݔ 8 0

 

 
اŬط  ين(  تكون على يم05أو يساوي فإن المساحة الممثلة المتراجحة ) كبروبما أن المتراجحة من نوع أ

 المستقيم .

 ( 8المعادلة :) 
 ଵݔ 0 6
 ଶݔ 0 0

 

𝒙૚ 𝒙૛ (00 , 0) (0 , Ϯ) 
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اŬط  يمين(  تكون على 08 أو يساوي فإن المساحة الممثلة المتراجحة )كبروبما أن المتراجحة من نوع أ
 المستقيم .

 ( 0المعادلة :) 
 ଵݔ 0 0
 ଶݔ 0 0

 

 
اŬط ين (  تكون على يم00 أو يساوي فإن المساحة الممثلة المتراجحة )كبروبما أن المتراجحة من نوع أ

 المستقيم .
 في نفس المستوي فǼتحصل على التمثيل البياň التاŅ: ود الثلاثةنمثل القي

𝒙૚ 𝒙૛ (ϰ ,0) (0 , ϰ) 𝒙૚ 𝒙૛ (6 ,0) (0 , ϯ) 
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 A ,B,C,DإŸاد إحداثيات رؤوس مǼطقة اūلول الممكǼة: لديǼا رؤوس مǼطقة اūلول الممكǼة .0
  قطةǼالA  :يǿ احدثياتهاA(0,4) 
  قطةǼالD  :يǿ احداثياتهاD(0,10) 
  قطةǼال Ŗسب إحداثيŴB نقطة تقاطع المستقيم الممثل للقيد ال (ňمع المستقيم الممثل للقيد  ثا

ଵݔ ادلتين التالية:( Şل جملة المعالثالث + ଶݔʹ = ͸…(1) ʹݔଵ + ଶݔʹ = ͺ…(2) 
ଵݔ− ( ، فǼحصل علىଶݔ)للتخلص  (8)( وųمعها مع المعادلة 1-في ) (5)نضرب المعادلة  − ଶݔʹ = −͸   ʹݔଵ + ଶݔʹ = ͺ 
ଵݔ فǼحصل على: = ʹ 

ଶݔ وبالتعويض في أي معادلة ųد أن:       = ʹ 
                    

 B(2,2)أي أن نقطة التقاطع  
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  قطةǼال Ŗسب إحداثيŴC  نقطة تقاطع المستقيم الممثل للقيد الأول مع المستقيم الممثل للقيد (

ଵݔ الثاŞ )ňل جملة المعادلتين التالية: + ͷݔଶ = ͳͲ…(1) ݔଵ + ଶݔʹ = ͸…(2) 
ଵݔ ( ، فǼحصل علىଵݔ( )للتخلص 5( وųمعها مع المعادلة )1-( في )8نضرب المعادلة ) + ͷݔଶ = ͳͲ   −ݔଵ − ଶݔʹ = −͸ 

ଶݔ فǼحصل على: = Ͷ/͵ 
ଵݔ وبالتعويض في أي معادلة ųد أن:       = ͳͲ/͵ 

                    
 B(10/3,4/3)أي أن نقطة التقاطع  

 .دنئةت ǿدف من نوع قيمة لأنǼا في حالة دالة رصغأ واختيار الهدف دالة في الإحداثيات قيم .تعويض1

𝒛 نقاط رؤوس منطقة اūلول الممكنة = ૛𝒙૚ + ૜𝒙૛ A (0 , 4) 2(0)+3(4)=12 B (2 , 2) 2(2)+3(2)=10 C (10/3 , 4/3) 2(10/3)+3(4/3)=32/3 D (10 , 0) 2(10)+3(0)=20 
ر قيمة وǿي  تمثـل اūل الأمثل ) أفضل اūلول صغǿي أ B(2 , 2)نلاحظ أن قيمة دالة الهدف عǼد الǼقطة 

 الممكǼة ( . 
 لمشكلات البرůة اŬطية:حالات خاصة للحل البياني -2.1

Ǽǿاك حالات خاصة يمكن أن نلاحظها عǼد حل نموذج البرůة اŬطية بالطريقة البيانية والŖ تعد حالات 
 خاصة ūلول تلك الǼماذج وǿي :
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 اūالة الأوń: وجود عدد غير نهائي من اūلول المثلى

أضلاع مǼطقة اūلول الممكǼة، وفي ǿذǽ اūالة لا قد Źدث أن يكون المستقيم الممثل لدالة الهدف موازيا لأحد 
يمر فقط برأس واحد، بل يلامس ضلعا كاملا مǼها، وبما أن كل نقطة على ǿذا الضلع Ţقق نفس قيمة دالة 
الهدف، فإن ذلك يعř وجود عدد لا نهائي من اūلول المثلى، وكلها تعطي نفس الǼتيجة من حيث الربح أو 

 .التكلفة
 مثال:
𝒙ሺ𝒛ሻࢇ𝑴 :لديǼا البرنامج اŬطي التاŅليكن  = ૜𝒙૚ + ૟𝒙૛ ࢙/ࢉ ૟𝒙૚ + ૚૛𝒙૛ ൑ ૝૙ ૞𝒙૚ + ૛𝒙૛ ൑ ૛૙ 𝒙૚, 𝒙૛ ൒ ૙ 

 اŸاد اūل الأمثل باستخدام الطريقة البيانية. المطلوب:
 اūل:

:Ņالتا ňالتمثيل البيا ńطوات السابقة نتوصل إŬباتباع ا  
Ǽقـاط رؤوس المضلع الذي يمثل مǼطقة اūلول مǼطقة اūلول الممكǼة ǿي المحددة بنلاحظ من الشكل أعلاǽ أن 

وإحداثياتها ǿي نقطة تقاطع القيدين الأول والثاB   ňن الǼقطة أ( علما  O , A , B , C)  الممكǼة
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نقوم بسحب المستقيم و لإŸاد اūل الأمثل  بǼفس الطريقة السابقةتم اūصول على إحداثياتها  (10/3,5/3)

الممثل لدالة الهدف إń اليمين) بما أنǼا في حالة تعظيم ( بشكل موازي، وأقصى نقطة في مǼطقة اūلول الممكǼة 
 Ŗقاط الǼي كل الǿ ـذا آخر نقاط يمسهم المستقيمǿ اǼل الأمثل، وفي مثالūتمثل ا Ŗي الǿ ذا المستقيمǿ يمسها

لة للقيد الأول والمحددة لمǼطقة اūلول الممكǼة من الأعلى، ومǼه نقول Ǽǿاك الممث ABتǼتمي للقطعة المستقيمة 
 عدد غير مǼتهي من اūلول المثلى لهذا البرنامج اŬطي.

 Z= 3*(10/3)+6*(5/3)=20 المثلى: Z نعوض احداثياتها في دالة الهدف من أجل قيمة AB الŖ تǼتمي للقطعة المستقيمة B ومن ǿذǽ اūلول الǼقطة
 .ǿ Zي حل أمثلي وتعطي نفس القيمة لــ AB و أي نقطة من القطعة المستقيمة 80 المثلى ǿي Z ا قيمةاذ

 اūالة الثانية: عدم وجود حل
في بعض الأحيان تكون القيود متǼاقضة، أي لا توجد أي نقطة يمكن أن Ţقق جميع القيود في آن واحد، في 

 .على الإطلاق وبالتاŅ لا يوجد حل للمسألةǿذǽ اūالة لا يمكن Ţديد مǼطقة حلول ممكǼة 
 مثال :

:Ņطي التاŬا البرنامج اǼݔܽܯ ليكن لديሺݖሻ = ͷݔଵ + ଵݔ ܿ/ଶ 𝑠ݔʹ + ଶݔ ൒ ͳͷ ݔଵ + ଶݔ ൑ ͳͲ ݔଵ, ଶݔ ൒ Ͳ 
 اūل:  اŸاد اūل الأمثل باستخدام الطريقة البيانية. المطلوب:

 نرسم القيدين و المستقيم الممثل لدالة الهدف :
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نلاحظ من الشكل أعلاǽ أن لاتوجد مǼطقة مشتركة بين القيدين وبالتاŅ ليس Ǽǿاك مǼطقة حلول ممكǼة 
 مقبولة ) أي لاتوجد حلول ممكǼة لهذا الǼموذج (.

 اūالة الثالثة: اūل غير المحدود
ńة، أي تمتد إǼة مفتوحة من جهة معيǼلول الممكūطقة اǼالتحسين  قد تكون م ǽاšما لا نهاية، ويكون ا

)الزيادة أو الǼقصان في دالة الهدف( أيضا في نفس الاšاǽ، في مثل ǿذǽ اūالة يمكن أن تزداد أو تǼقص قيمة 
 .دالة الهدف بلا حدود، وبالتاŅ نقول إن المسألة ليس لها حل أمثل Űدود بل حلها غير Űدود

 مثال: 
ሻݖሺݔܽܯ لتاŅ:ليكن لديǼا البرنامج اŬطي ا = ͹ݔଵ + ʹͲݔଶ 𝑠/ܿ ݔଵ + ଶݔ͵ ൒ ͸Ͳ ݔଶ ൑ ͶͲ ݔଵ, ଶݔ ൒ Ͳ 

 حل البرنامج اŬطي باستعمال الطريقة البيانية.المطلوب: 
 اūل:

  نرسم القيدين الأول والثاň وŴدد مǼطقة اūلول الممكǼة بǼفس اŬطوات السابقة:
 القيد الأول

الثانيالقيد   
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نلاحظ من الشكل أعلاǽ أن مǼطقة اūلول الممكǼة ) المǼطقة المشتركة بين القيدين ( غير Űدودة أي مفتوحة، 
 مثل، حيث كلما اšهǼا يميǼا Ŵصل على حل يعطي قيمة أعلى لدالة الهدف .أوعليه ليس للمشكلة حل 

 (Simplex) طريقة السمبلكس-8
وسيلة بسيطة ومباشرة ūل بعض مسائل البرůة اŬطية، إلا أن نطاق استخدامها Űدود  الطريقة البيانيةتعتبر 

جدا، حيث أنه لا يمكن تطبيقها إلا على المسائل الŢ Ŗتوي على متغيرين اثǼين فقط، وبمجرد أن تتجاوز 
يقة البيانية غير فعالة، المسألة ǿذا العدد من المتغيرات، أو تزداد تعقيدا نتيجة زيادة عدد القيود، تصبح الطر 

وتفقد القدرة على تقديم حلول عملية، وǼǿا تبرز اūاجة إń استخدام طرق أكثر تطورا ومرونة، قادرة على 
 التعامل مع مشكلات أكثر تعقيدا وبعدد كبير جدا من المتغيرات والقيود. 

من أبرز وأųع  الŖ تعتبر (Simplex Algorithm) من بين ǿذǽ الطرق Ǽǿاك طريقة السمبلكس
الأدوات الرياضية المستخدمة في ůال البرůة اŬطية، وتمثل خوارزمية السمبلكس تطورا كبيرا في أساليب اūل، 

تعظيم سواء حيث تم تطويرǿا لتكون أداة مǼهجية وعملية تمكن من الوصول إń اūل الأمثل للمسائل  بǼوعيها 
ا شهدت ǿذǽ الطريقة انتشارا واسعوقد  ، تبار جميع القيود اŬطية أو تقليل دالة الهدف، مع الأخذ بعين الاع

ستخدم قدة في űتلف الميادين التطبيقية، فهي تبفضل قدرتها العالية على التعامل مع مشكلات حقيقية ومع
على نطاق واسع في المؤسسات اūكومية واŬاصة، وتشمل ůالات متǼوعة مثل الإدارة الصǼاعية، التخطيط 

Ŗ تتطلب اţاذ قرارات Ņ، إدارة سلاسل الإمداد، ţصيص الموارد، التجارة، الǼقل، وغيرǿا من القطاعات الالما
 .على بيانات ومعطيات Űددة مثلى بǼاء

𝒙૛ 
الحلول الممكنةمنطقة   

نيالقيد الثا  دالة الهدف القيد الأول 
𝒙૚ 
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 خصائص طريقة السمبلكس:-1.8
 :تميزǿا عن بقية الطرق وǿيز طريقة السمبلكس şاصيتين رئيسيتين تتمي
  لūالأمثل:التدرج المنهجي نحو ا 

يتم التوصل إń حل جديد قابل للتǼفيذ، أي أنه Źقق جميع القيود  ، وفي كل تكرار  (Iterations) عرف باسم التكراراتن العمليات التكرارية الدقيقة، تتعتمد خوارزمية السمبلكس على سلسلة م
تعظيم الأرباح أو  هانوعاūل السابق من حيث قيمة دالة الهدف، سواء كانت  منيكون أفضل و  ،المفروضة

يتم الوصول إń اūل الǼهائي حŰ  ŕكمةوتستمر ǿذǽ العملية التكرارية وفق قواعد رياضية  ،تقليل التكاليف
 .فروضةعتبر اūل الأمثل، وǿو اūل الذي لا يمكن ŢسيǼه أكثر ضمن ůموعة القيود المالذي ي
 :اذ القرارţتوفير بيانات كمية دقيقة لدعم ا 
رفق كل حل يتم لقيم للمتغيرات في كل خطوة، بل تتقتصر طريقة السمبلكس على إعطاء ůموعة من الا 

وǿذا يسمح لمتخذ القرار بمتابعة تطور اūل وŢليل ،  Z  ـيرمز لها بــ الوصول إليه بقيمة Űددة لدالة الهدف
نية تقييم الأثر الفعلي لكل خطوة كما يتيح ǿذا التتبع إمكا  ،الǼتائج بشكل مستمر خلال űتلف مراحل اūل

 .ين موثوق لاţاذ قرارات مبǼية على أسس علمية دقيقة، مما يعزز من فاعلية الطريقة كمععلى الǼتيجة الǼهائية
من خلال ما سبق نستǼتج أن طريقة السمبلكس أداة متكاملة وعملية ūل مسائل البرůة اŬطية، تتوفر فيها 

 من أبرز الوسائل المستخدمة في Şوث العمليات واţاذ القرار. الدقة والمرونة مما Ÿعلها
 :صيغ البرůة اŬطية -8.8

Ņي كالتاǿطية  وŬة اůاك عدة أشكال من البرǼǿ : ،مد كعبورŰ(8002:11، ص)  
 للبرنامج اŬطي: Canonical Form) ) القانونيةالصيغة -1.8.8

 :نوع دالة الهدفنميز نوعين من صيغ البرامج اŬطية القانونية وǿي حسب 
 حالة التعظيم (MAX) ::تكون الصيغة القانونية في حالة التعظيم كما يلي 
 دالة الهدف  تكون في حالة تعظيم (MAX). 
  جميع القيود تكون من نوع أصغر أو يساوي(൑ ).عددا ثابتا موجبا 
 .جميع المتغيرات موجبة 
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xc j

n

i
j

zMAX 



1

)( 
cs 

mi ......2,1  ba ij

n

j
ijx 

1

  
nj ........2,1        0x j  

ሻݖ𝑋ሺܣܯ  :البرنامج اŬطي التاŅ ليكن لديǼامثال:  = Ͷݔଵ + ͸ݔଶ + ͷݔଷ 𝑠/ܿ ʹݔଵ + ଶݔ + ଷݔ ൑ ͳʹ ݔଵ + ଶݔ͵ + ଷݔʹ ൑ ͳͺ ݔଵ + ଶݔ + ଷݔʹ ൑ ͳͲ ݔଵ, ,ଶݔ ଷݔ ൒ Ͳ 

أصغر أو يساوي عددا موجبا، كما  من نوع( وكل القيود ǿMAXذا البرنامج من نوع دالة الهدف تعظيم )
 أن كل المتغيرات موجبة، وبالتاŅ فإن ǿذا البرنامج مكتوب في صيغته القانونية.

 التدنئة(التخفيض حالة( (MIN) :   التدنئة كما يلي:تكون الصيغة القانونية في حالة 
 دالة الهدف  تكون في حالة تدنئة (MIN). 
 جميع القيود تكون من نوع أكبر ( أو يساوي൒).عددا ثابتا موجبا 
 .جميع المتغيرات موجبة 
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xc j

n

i
j

zMIN 



1

)( 
                                                               

                            mi ......2,1   ba i

n

j
jij x 

1

   

                               nj .....2,1          0x j   
 

ሻݖ𝐼ܰሺܯ :(MIN) البرنامج اŬطي التاŅ من نوع تدنئة ليكنمثال:  = ଵݔ͵ + ଶݔʹ + Ͷݔଷ 𝑠/ܿ ݔଵ + ଶݔʹ + ଷݔ ൒ ͳͲ ͵ݔଵ + ଶݔ + ଷݔʹ ൒ ͳͷ ʹݔଵ + ଶݔ + ଷݔ ൒ ͳʹ ݔଵ, ,ଶݔ ଷݔ ൒ Ͳ 

موجبا، كما أن  أكبر أو يساوي عددا من نوع ( وكل القيود ǿMINذا البرنامج من نوع دالة الهدف تدنئة )
 كل المتغيرات موجبة، وبالتاŅ فإن ǿذا البرنامج مكتوب في صيغته القانونية.

 :(Mixed Form) الصيغة المختلطة -8.8.8
ا عǼد نمذجة مشكلات البرůة اŬطية في شكلها الأوŅ، حيث من أكثر الصيغ شيوع المختلطةعد الصيغة ت

 :حيث تشمل ما يلي القيود متǼوعة، وتكون تقليلأو  تعظيممن نوع  دالة الهدفيمكن أن تكون 
  أصغر من أو يساويمن نوع قيود (൑). 
 أكبر من أو يساوي"من نوع  قيود (൒). 
  مساواةقيود  (=). 

ستخدم ، وتاالأنواع الثلاثة مع، أو نوعين űتلفين على الأقل من ǿذǽ القيودسمى "űتلطة" عǼدما تتضمن وت
لطرق اūل التحليلية مثل  ملائمةǿذǽ الصيغة كǼقطة انطلاق قبل Ţويل البرنامج إń صيغ أخرى أكثر 

 .خوارزمية السمبلكس
  

cs
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ሻݖ𝐼ܰሺܯ البرنامج اŬطي التاŅ: ليكنمثال:  = ͸Ͳݔଵ + ͶͲݔଶ 𝑠/ܿ ͳͺݔଵ + ͳͲݔଶ ൒ ͳͺͲ ͷݔଵ + ͺݔଶ ൑ ͳͷͺ Ͷݔଵ + ͻݔଷ ൒ ͳͳͲ ݔଵ, ଶݔ ൒ Ͳ 

( وŹتوي على قيدين من نوع أكبر أو يساوي، وقيد من نوع MINدالة الهدف تدنئة )ǿذا البرنامج من نوع 
 أصغر أو يساوي، كما أن كل المتغيرات موجبة، وبالتاŅ فإن ǿذا البرنامج مكتوب في صيغته القانونية.

 Standard Form) : الشكل القياسي( الصيغة النموذجية-0.8.8
والŖ يطلق عليها أيضا "الصيغة الǼموذجية"، من الأشكال الأساسية في البرůة اŬطية،  الصيغة القياسيةتعتبر 

 .ūل أي برنامج خطي ما لم يتم Ţويله أولا إǿ ńذǽ الصيغة خوارزمية السمبلكسإذ لا يمكن تطبيق 
 (EVIK.JAQUET-LAGREZ , 1998, p :22) وتتمثل فيما يليوتتميز الصيغة القياسية بمجموعة من اŬصائص البǼيوية šعلها ملائمة للحل التحليلي، 

  فيضأو  تعظيمإما من نوع  دالة الهدفتكونţ. 
  طي مكتوبة على شكل  جميع القيودتكونŬمما يستلزم أحيانا إدخال (=) معادلاتفي البرنامج ا ،

ǿي متغيرات تضاف بشكل مؤقت إń نموذج البرůة اŬطية عǼد وجود  :(Artificial Variables) لمتغيرات الإصطǼاعية ا) صطǼاعيةمثل متغيرات العجز أو الفائض أو المتغيرات الا متغيرات إضافية
( أو مساواة )=(، وذلك لتحويل القيود إń الشكل المǼاسب ≤قيود من نوع "أكبر من أو يساوي" )

لتحويل القيود الŖ تكون على شكل  (لطريقة السمبلكس، وتزال لاحقا في مراحل السمبلكس
 .( إń مساواة≥أو  ≤متبايǼات )

  مقيدة بأن تكون غير سالبة، بما في ذلك المتغيرات الأصلية والمضافة، جميع المتغيراتتكون. 
الذي  اūل الأساسي الأوŅإن Ţويل البرنامج اŬطي إǿ ńذǽ الصيغة يعد خطوة أساسية للحصول على 

 .تعتمد عليه خوارزمية السمبلكس في انطلاقتها Ŵو إŸاد اūل الأمثل
 ويتم Ţويل البرنامج اŬطي إń الشكل القياسي كما يلي:

bxa  ساويمن نوع أكبر أو ي القيد إذا كان ● ij

n

j
ij


1
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si( ائضفإنǼا نطرح متغير موجب يسمى متغير الف

 : للطرف الأيسر للقيد ، و يصبح القيد كما يلي  )

bxa iij

n

j
ij s 

1

إشارته سالبة وǿذا ما ŸعلǼا لا Ŵصل على مصفوفة أحادية في معاملات  ائضنلاحظ أن معامل متغير الف                
، ويفترض أن تكون قيمتها Aالقيود، لذا نستعين بمتغيرات أخرى تسمى المتغيرات الإصطǼاعية يرمز لها بالرمز 

تها ، فهي متغيرات مساعدة للحصول على اūل الأساسي الأوŅ، كما أن معاملا5معدومة ومعاملها يساوي +
 وتكون كبيرة جدا بإشارة سالبة إذا كانت دالة الهدف من نوع تعظيم Mفي دالة الهدف يرمز لها بالرمز 

(MAX)وبإشارة موجبة إذا كانت دالة الهدف من نوع تدنئة ، (MIN).     
 ساويمن نوع أصغر أو يإذا القيد  ●





n

j
ij

bxaij
1

 

 
siفإنǼا نضيف متغير موجب)

(  ńالطرف الأيسر للقيد، و يصبح القيد كما يلي ويسمى متغير العجز إ : 

bsxa iij

n

j
ij


1

 

 مساواةالقيد من نوع  كان  إذا 





n

j
ij

bxaij
1

 

 
Ai)اصطǼاعيفإنǼا نضيف متغير 

و من أجل اūصول على المصفوفة الأحادية، إń الطرف الأيسر للقيد،  )
 : يصبح القيد كما يلي

bAxa iij

n

j
ij


1

 

 
 : يلي إذن نستطيع كتابة البرنامج اŬطي على شكل مساواة كما
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CXzopt )( 
cs 

bAX  
0X  

 . متغيرn+m قيد وm الموافق Źتوي علىالبرنامج اŬطي 
 ) :nمتغير أصلي و :m  متغير وهمي ( 

ሻݖ𝑋ሺܣܯ ليكن لديǼا البرنامج اŬطي التاŅ:(: 01مثال) = Ͷݔଵ + ͸ݔଶ + ͷݔଷ 𝑠/ܿ ʹݔଵ + ଶݔ + ଷݔ ൑ ͳʹ ݔଵ + ଶݔ͵ + ଷݔʹ ൑ ͳͺ ݔଵ + ଶݔ + ଷݔʹ ൑ ͳͲ ݔଵ, ,ଶݔ ଷݔ ൒ Ͳ 

 
 .)القياسية( كتابة البرنامج في صيغته الǼموذجيةالمطلوب: 

 اūل:
:ńطوة الأوŬكتابة كل القيود على شكل  مساواة )=(  ا 

إń الطرف الأيسر  (Slack Variables) عجزبإضافة متغيرات ال يتم Ţويل القيود إń شكل معادلات
 ، كما يلي: (൑لأن كل القيود من نوع ) للمتراجحات

إń الطرف الأيسر من  𝑠ଵ عجزأصغر أو يساوي نضيف متغير ال من نوع القيد الأول: بما أن القيد -
ଵݔʹ القيد + ଶݔ + ଷݔ ൑ ͳʹ 

ଵݔʹ يصبح:  + ଶݔ + ଷݔ + 𝑠ଵ = ͳʹ 
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ଵݔʹ على الشكل التاŅ: فتصبح القيودأصغر أو يساوي  من نوع كلهاقي القيود بما أن  وǿكذا نفعل مع با + ଶݔ + ଷݔ + 𝑠ଵ = ͳʹ ݔଵ + ଶݔ͵ + ଷݔʹ + 𝑠ଶ = ͳͺ ݔଵ + ଶݔ + ଷݔʹ + 𝑠ଷ = ͳͲ 

ሻݖ𝑋ሺܣܯ في دالة الهدف بمعامل صفر على الǼحو التاŅ: عجزإضافة متغيرات ال اŬطوة الثانية: = Ͷݔଵ + ͸ݔଶ + ͷݔଷ + Ͳ𝑠ଵ + Ͳ𝑠ଶ + Ͳ𝑠ଷ 

,ଵݔ Ÿب أن تكون جميع المتغيرات، الأصلية والمضافة غير سالبة  اŬطوة الثالثة: ,ଶݔ ,ଷݔ 𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ ൒ Ͳ 
ሻݖ𝑋ሺܣܯ الǼحو التاŅ:ويكون البرنامج على الشكل القياسي على  = Ͷݔଵ + ͸ݔଶ + ͷݔଷ + Ͳ𝑠ଵ + Ͳ𝑠ଶ + Ͳ𝑠ଷ 𝑠/ܿ ʹݔଵ + ଶݔ + ଷݔ + 𝑠ଵ = ͳʹ ݔଵ + ଶݔ͵ + ଷݔʹ + 𝑠ଶ = ͳͺ ݔଵ + ଶݔ + ଷݔʹ + 𝑠ଷ = ͳͲ ݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ 𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ ൒ Ͳ 

 
بالشكل الذي يضمن اūصول على مصفوفة أحادية في معاملات القيود   عجزكما Ÿب أن تضاف متغيرات ال

ଵݔ كما في مثالǼا ǿذا: xଶ xଷ sଵ sଶ sଷ ʹ ͳ ͳͳ ͵ ʹͳ ͳ ʹ     ͳ Ͳ ͲͲ ͳ ͲͲ Ͳ ͳ 
تسمى ǿذǽ المصفوفة بمصفوفة اūل الأساسي الأوŅ وǿي اŬطوة الأوń لإŸاد اūل الأمثل بطريقة 

 السمبلكس.
ሻݖ𝐼ܰሺܯ ليكن لديǼا البرنامج التاŅ:(: 08مثال ) = ଵݔ͵ + ଶݔʹ + Ͷݔଷ 𝑠/ܿ ݔଵ + ଶݔʹ + ଷݔ ൒ ͳͲ ͵ݔଵ + ଶݔ + ଷݔʹ ൒ ͳͷ ʹݔଵ + ଶݔ + ଷݔ ൒ ͳʹ ݔଵ, ,ଶݔ ଷݔ ൒ Ͳ 

 .)القياسية( كتابة البرنامج في صيغته الǼموذجيةالمطلوب: 
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 اūل: 

:ńطوة الأوŬكتابة كل القيود على شكل  مساواة )=(  ا 
إń الطرف الأيسر ( Surplus Variables) وائضمتغيرات الف طرحيتم Ţويل القيود إń شكل معادلات ب

 (، كما يلي: ൒لأن كل القيود من نوع ) (Artificial Variableت، ونضيف متغيرات وهمية )للمتراجحا

الطرف الأيسر من  من 𝑠ଵ ائضمتغير الف طرحأو يساوي ن كبرأمن نوع القيد الأول: بما أن القيد  -
ଵݔ ଵܣوإضافة متغير اصطǼاعي  القيد + ଶݔʹ + ଷݔ ൒ ͳͲ 

ଵݔ يصبح:  + ଶݔʹ + ଷݔ − 𝑠ଵ + ଵܣ = ͳͲ 
ଵݔ :الǼحو التاŅعلى  فتصبح القيودأو يساوي  كبركلها من نوع أوǿكذا نفعل مع باقي القيود بما أن   + ଶݔʹ + ଷݔ − 𝑠ଵ + ଵܣ = ͳͲ ͵ݔଵ + ଶݔ + ଷݔʹ − 𝑠ଶ + ଶܣ = ͳͷ ʹݔଵ + ଶݔ + ଷݔ − 𝑠ଷ + ଷܣ = ͳʹ 

 

على  Mوالمتغيرات الاصطǼاعية بمعامل في دالة الهدف بمعامل صفر ائض إضافة متغيرات الف اŬطوة الثانية:
:Ņحو التاǼܯ ال𝐼ܰሺݖሻ = ଵݔ͵ + ଶݔʹ + Ͷݔଷ + Ͳ𝑠ଵ + Ͳ𝑠ଶ + Ͳ𝑠ଷ + ଵܣܯ + ଶܣܯ +  ଷܣܯ

,ଵݔ Ÿب أن تكون جميع المتغيرات، الأصلية والمضافة غير سالبة  اŬطوة الثالثة: ,ଶݔ ,ଷݔ 𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ, ,ଵܣ ,ଶܣ ଷܣ ൒ Ͳ 
:Ņحو التاǼܯ ويكون البرنامج على الشكل القياسي على ال𝐼ܰሺݖሻ = ଵݔ͵ + ଶݔʹ + Ͷݔଷ + Ͳ𝑠ଵ + Ͳ𝑠ଶ + Ͳ𝑠ଷ + ଵܣܯ + ଶܣܯ + ଵݔ ܿ/ଷ 𝑠ܣܯ + ଶݔʹ + ଷݔ − 𝑠ଵ + ଵܣ = ͳͲ ͵ݔଵ + ଶݔ + ଷݔʹ − 𝑠ଶ + ଶܣ = ͳͷ ʹݔଵ + ଶݔ + ଷݔ − 𝑠ଷ + ଷܣ = ͳʹ ݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ 𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ, ,ଵܣ ,ଶܣ ଷܣ ൒ Ͳ 

بالشكل الذي يضمن اūصول على مصفوفة أحادية في معاملات  صطǼاعيةتغيرات الاالمكما Ÿب أن تضاف 
  القيود كما في مثالǼا ǿذا:
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ଷ ͳܣ  ଶܣ   ଵܣ     ଷ   𝑠ଵ     𝑠ଶ      𝑠ଷݔ    ଶݔ   ଵݔ ʹ ͳ͵ ͳ ʹʹ ͳ ͳ    −ͳ Ͳ ͲͲ −ͳ ͲͲ Ͳ −ͳ    ͳ Ͳ ͲͲ ͳ ͲͲ Ͳ ͳ 

تسمى ǿذǽ المصفوفة بمصفوفة اūل الأساسي الأوŅ وǿي اŬطوة الأوń لإŸاد اūل الأمثل بطريقة 
 السمبلكس.

 ( في صيغته القانونية:MAXبرنامج خطي من نوع تعظيم ) حل-2
باستخدام  في صيغته القانونية (Max)  تعظيمللوصول إń اūل الأمثل في مسائل البرůة اŬطية من نوع 

، ص: 8002)سهيلة عبد الله سعيد،  :طريقة السمبلكس، نتبع سلسلة مǼظمة من اŬطوات كما يلي
118) 

 .اŬطوة الأوń: وضع المشكلة في شكل برنامج خطي
 :نموذج رياضي واضح للمشكلة Şيث يتم Ţديدتبدأ اŬطوة الأوń بصياغة 

 .)دالة الهدف )تعظيم الأرباح 
 .)...موعة من القيود )الموارد، الوقت، ساعات العملů 
 قيد عدم السالبية. 

 كتابة البرنامج على الشكل القياسي.اŬطوة الثانية: 
  (Initial Simplex Tableau) إعداد جدول السمبلكس الأوŅاŬطوة الثالثة: 

 :يتضمن جدول أوšŅمع كل المعطيات في 
 .معاملات دالة الهدف 
 .معاملات المتغيرات في القيود 
 .)حدود القيود )الطرف الأيمن 
  قيم المتغيرات الأساسية (Basic Variables). 
 ( كما يتم إدراج قيم دالة الهدف والربح الصافي∆௝= ௝ܿ −  .لتحديد مŸ ŕب التوقف (௝ݖ

 (Azouliat Dassonville, 1983, p :78) اŪدول على الǼحو التاŅ:ويكون ǿذا 
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 ૚ 0 …….. 0 0ࢀ  

 ……… ࢔ࢉ

 ૚ࢉ ૛ࢉ

 ……… ࢔૛ ࢙૚ 𝒙࢙ ……… ࢓࢙ ࢐࡯

𝒙૛ 𝒙૚ ࢈ 𝑿1 0 ……… 0 ࡮࡯ ࡮ 

 0 0 ……… 0 0 0 ……… 0 0 ࢓࢙ ࢓࢈ ૚࢓ࢇ ૛࢓ࢇ ……… ࢔࢓ࢇ 0 0 ……… 1 . . . . . . . . . . ……… . . 0 0 ……… 0 0 ࢏࢙ ࢏࢈ ૚࢏ࢇ ૛࢏ࢇ ……… ࢔࢏ࢇ ૛ ࢙૛ 0 . . ……… . . . . . . ……… . . . . . . . . . . 0 ……… 0 0࢈ ૛૚ࢇ ૛૛ࢇ ……… ࢔૛ࢇ ૚ ࢙૚ 0 0 ……… 1 0࢈ ૚૚ࢇ ૚૛ࢇ ……… ࢔૚ࢇ

=∗ࢆ ૙ 

 0 0 ……… 0 ࢐ࢆ

 ……… ࢔ࢉ

 ૚ࢉ ૛ࢉ

∆࢐= ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
 التالية:وŹسب بالعلاقة المساهمة الكلية لمتغير غير أساسي في دالة الهدف : ࢐ࢆ معاملات متغيرات الأساس في دالة الهدف.: ࡮࡯ متغيرات الأساس )القاعدة( المقابلة للمصفوفة الأحادية.: ࡮𝑿 معاملات المتغيرات في القيود.: ࢐࢏ࢇ معاملات المتغيرات في دالة الهدف. :࢐࡯ 

࢐ࢆ = ∑ ࢓࢐࢏ࢇ࢚࡮࡯
૚=࢏ سب بطرح معامل إń القاعدة، وŹ  𝒙࢐مقدار التحسين الصافي في قيمة دالة الهدف عǼد إدخال المتغير: ࢐∆ 

ࢆ :  تمثل قيمة دالة الهدف وŢسب بالعلاقة  ࢆ .࢐ࢆ من  ࢐࡯دالة الهدف = ∑  ૚=࢏࢓࢏࢈࢚࡮࡯
  (Entering Variable) الداخل إń الأساس)القاعدة(Ţديد المتغير اŬطوة الرابعة: 

=࢐∆يتم في ǿذǽ اŬطوة فحص سطر الربح الصافي ) ࢐ࢉ − 𝒛ا ࢐Ǽديد المتغير ذو أكبر قيمة موجبة لأنŢو )
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 مع متغيرات الأساس )القاعدة(، ǿذا المتغير ǿو الذي سيدخل (MAXفي حالة دالة ǿدف من نوع تعظيم)

 ، ونسمي العمود التابع لهذا المتغير بالعمود المحوري.لأنه يؤدي إń أكبر Ţسن في قيمة دالة الهدف
 

  Ţ (Leaving Variable)ديد المتغير اŬارج من القاعدةاŬطوة اŬامسة: 
θ௜ :، وǿي(Ratio Test) باستخدام نسبة الاختبار (القاعدةالأساس )يتم Ţديد المتغير الذي سيخرج من  = 𝑏౟ୟ౟ౠ∗  ܽمع୧୨ > Ͳ 

 .ǿو عǼصر العمود المقابل للمتغير الداخل: ୧୨ܽ .الأيمن للقيد طرفǿو ال: ୧ܾ :حيث
 .الذي سيغادر مǼه المتغير الأساسي سطروŹدد ال ∗ୠ౟ୟ౟ౠمقدار موجب لـ  يتم اختيار أصغر

العمود المحوري مع السطر المحوري ونسمي السطر التابع لهذا المتغير بالسطر المحوري، والعǼصر الذي Źدد تقاطع 
 يسمى العǼصر المحوري.

  (Pivot Operation) لŢديث اŪدو اŬطوة السادسة: 
 :على الǼحو التاŅيتم إجراء العمليات اūسابية لتحديث جدول السمبلكس 

  وŴصر المحورǼل ع (Pivot Element)  ńصر  ،5إǼبقسمة جميع قيم السطر المحوري على الع
 المحوري.

  وŴ ثم ńاصر العمود إǼ0ل باقي ع . 
 دث جمŴاءوǼدول بŪباستخدام العلاقة التالية:  يع القيم الأخرى في ا 

)العنصر المقابل في الصف المحوري*العنصر المقابل في العمود [-العنصر اŪديد=العنصر القديم 
 ]المحوري(/العنصر المحوري

  حساب قيم صف௝ܼ  وقيم∆௝= C୨ − Z୨. 
ازدادت إń قيمة أكبر وǿذǽ الزيادة أتت عن طريق زيادة  Z=0بعد إųاز اŪدول اŪديد نلاحظ أن قيمة 

 وحدة واحدة من المتغير الداخل.
=୨∆يتم اūصول على اūل الأمثل عǼدما تكون جميع قيم  C୨ − Z୨  Řذا يعǿمساوية الصفر أو سالبة و

 Ţقيق اūل الأمثل، أما إذا كان Ǽǿاك قيمة موجبة فيجب إعادة خطوة Ţسين اūل.
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,xଵمǼتجات  0شركة تǼتج  مثال: xଶ, xଷ  اك ثلاثة قيود للإنتاجǼǿ تعظيم أرباحها، كما أنه ńوتسعى إ ،

: Ņطي التاŬكما في البرنامج ا 

ሻݖ𝑋ሺܣܯ  = ͶͲݔଵ + ͷͲݔଶ + ͸Ͳݔଷ 𝑠/ܿ ʹݔଵ + Ͷݔଶ + ଷݔ͵ ൑ ͳͲͲ ݔଵ + ଶݔʹ + ଷݔ͵ ൑ ͺͲ ͵ݔଵ + ଶݔ + ଷݔʹ ൑ ͻͲ ݔଵ, ,ଶݔ ଷݔ ൒ Ͳ 

حل البرنامج اŬطي من خلال إŸاد التوليفة المثلى من كميات الإنتاج من المǼتجات الثلاثة لتحقيق المطلوب: 
 أقصى ربح ممكن باستخدام طريقة السمبلكس.

 اūل:
المثال من نوع تعظيم مكتوب في صيغته القانونية، وبالتاū Ņله نتبع اŬطوات لديǼا البرنامج اŬطي في ǿذا 

 المذكورة سابقا:
 :ńطوة الأوŬوضع المشكلة في شكل برنامج خطي.ا 

 اذا البرنامج اŬطي من نوع تعظيم وأيضا صيغة ǿذا البرنامج ǿي صيغة قانونية فهو Źتوي على:
 .)ܣܯ دالة الهدف )تعظيم الأرباح𝑋ሺݖሻ = ͶͲݔଵ + ͷͲݔଶ + ͸Ͳݔଷ 

 ݔʹ ثلاثة قيود كلها من نوع أصغر أو يساويଵ + Ͷݔଶ + ଷݔ͵ ൑ ͳͲͲ ݔଵ + ଶݔʹ + ଷݔ͵ ൑ ͺͲ ͵ݔଵ + ଶݔ + ଷݔʹ ൑ ͻͲ 
 ݔ .قيد عدم السالبيةଵ, ,ଶݔ ଷݔ ൒ Ͳ 

 اŬطوة الثانية: كتابة البرنامج على الشكل القياسي.
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Ūعلها على شكل مساواة،  𝑠୧بما أن جميع القيود من نوع أصغر أو يساوي فإنǼا نضيف لها متغيرات الفجوة 

ا الشكل ديǼونضيف ǿذǽ المتغيرات في دالة الهدف بمعامل صفر، كما أن ǿذǽ المتغيرات موجبة، فيصبح ل
:Ņحو التاǼܣܯ القياسي على ال𝑋ሺݖሻ = ͶͲݔଵ + ͷͲݔଶ + ͸Ͳݔଷ + Ͳ𝑠ଵ + Ͳ𝑠ଶ + Ͳ𝑠ଷ 𝑠/ܿ ʹݔଵ + Ͷݔଶ + ଷݔ͵ + 𝑠ଵ = ͳͲͲ ݔଵ + ଶݔʹ + ଷݔ͵ + 𝑠ଶ = ͺͲ ͵ݔଵ + ଶݔ + ଷݔʹ + 𝑠ଷ = ͻͲ ݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ 𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ ൒ Ͳ 

  (Initial Simplex Tableau) إعداد جدول السمبلكس الأوŅاŬطوة الثالثة: 
الأوŅ على نقوم بǼقل المعطيات الموجودة في الشكل القياسي إń اŪدول الأول، وǿو جدول اūل الأساسي 

:Ņحو التاǼال 
 ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૜ 𝒙૛ 𝒙૚࢙ ࢐࡯ 20 10 00 0 0 0

0 0 1 2 2 8 100 ࢙૚ 0 
0 1 0 2 8 1 20 ࢙૛ 0 
1 0 0 8 1 2 90 ࢙૜ 0 
∗ࢆ 0 0 0 0 0 0 = ૙ 

 ࢐ࢆ
0 0 0 00 10 20 ∆࢐= ࢐ࢉ − 𝒛ي  :࢐࡯ ࢐ǿي:: ࢏࢈ 0 , 0 , 0 , 60 , 50 , 40معاملات المتغيرات في دالة الهدف وǿالطرف الأيمن للقيود و 

500 
20 
ͳ  ͵  Ͷ  ʹ  ͳ  ͵  ͵  ʹ  ͳ  Ͳ  Ͳ  Ͳ  ͳ  Ͳ  Ͳ  Ͳ  ͳ  ʹ وǿي: معاملات المتغيرات في القيود: ࢐࢏ࢇ 00  𝑿الأحادية.متغيرات الأساس )القاعدة( المقابلة للمصفوفة : ࡮ 
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𝑠ଵ 𝑠ଶ 𝑠ଷ ي كلها أصفار معاملات متغيرات الأساس في دالة الهدف: ࡮࡯ǿو 
0 
0 
0 

Ţ    ௝ܼسب بالعلاقة:   ࢐ࢆقيم  = ∑ 𝐵𝑡ܽ௜௝௠௜=ଵ ܼଵܥ = ʹ ∗ Ͳ + ͳ ∗ Ͳ + ͵ ∗ Ͳ = Ͳ ܼଶ = Ͷ ∗ Ͳ + ʹ ∗ Ͳ + ͳ ∗ Ͳ = Ͳ ܼଷ = ͵ ∗ Ͳ + ͵ ∗ Ͳ + ʹ ∗ Ͳ = Ͳ ܼସ = ͳ ∗ Ͳ + Ͳ ∗ Ͳ + Ͳ ∗ Ͳ = Ͳ ܼହ = Ͳ ∗ Ͳ + ͳ ∗ Ͳ + Ͳ ∗ Ͳ = Ͳ ܼ଺ = Ͳ ∗ Ͳ + Ͳ ∗ Ͳ + ͳ ∗ Ͳ = Ͳ 
=Z୨  : ∆ଵمن   Ţ C୨سب بطرح قيم   ୨∆قيم  ܿଵ − ଵݖ = ͶͲ − Ͳ = ͶͲ ∆ଶ= ܿଶ − ଶݖ = ͷͲ − Ͳ = ͷͲ ∆ଷ= ܿଷ − ଷݖ = ͸Ͳ − Ͳ = ͸Ͳ ∆ସ= ܿସ − ସݖ = Ͳ − Ͳ = Ͳ ∆ହ= ܿହ − ହݖ = Ͳ − Ͳ = Ͳ ∆଺= ܿ଺ − ଺ݖ = Ͳ − Ͳ = Ͳ 

Ţܼسب بالعلاقة   ࢆوبالǼسبة لقيمة دالة الهدف  = ∑ ܼ 𝐵𝑡ܾ௜௠௜=ଵܥ = ͳͲͲ ∗ Ͳ + ͺͲ ∗ Ͳ + ͻͲ ∗ Ͳ = Ͳ 

)ǿذ𝑋𝐵  ǽنقوم باستخراج اūل الأساسي الأوŅ وǿي قيم المتغيرات الŖ تشكل متغيرات الأساس أو القاعدة 
المتغيرات ǿي الŖ تقابل المصفوفة الأحادية(، وفي ǿذا اŪدول الأول المتغيرات الŖ تقابل المصفوفة الأحادية 

,ǿ 𝐬૚ي متغيرات الفجوة  𝐬૛, 𝐬૜ ي )عادة ما تكون متغيراǿ Ņل الأساسي الأوūت القاعدة في جدول ا
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متغيرات الفجوة أو المتغيرات الاصطǼاعية(، وقيم ǿذǽ المتغيرات ǿي قيم الطرف الأيمن من القيود المقابلة له في 

sଵ وǿي على الǼحو التاŅ:  ࢏࢈العمود  = ͳͲͲ, sଶ = ͺͲ, sଷ = ͻͲ 
ଵݔ ومة.أما باقي المتغيرات غير الداخلة في الأساس فقيمها تكون معد = Ͳ, xଶ = Ͳ, xଷ = Ͳ 

=ܒ∆قيم موجبة في سطر أنه توجد نلاحظ  𝐜ܒ − فإن اūل ( MAX)لأنǼا في حالة دالة ǿدف من نوع  ܒܢ
 .ليس أمثل، وسǼقوم بتحسيǼه وبالتاŅ نǼتقل إń اŪدول الثاň باتباع خوارزمية السمبلكس

  Ţ (Entering Variable)ديد المتغير الداخل إń الأساس)القاعدة(اŬطوة الرابعة: 
=࢐∆) من خلال سطر ࢐ࢉ − 𝒛د القيم ( ࢐ų40 , 50 , 60 , 0 , 0 , 0 اǼدف  ، وبما أنǿ حالة دالة
ǿذا المتغير ǿو ، وعليه 𝒙૜ ، والŖ تقابل المتغير60وجبة وǿي ŵتار أكبر قيمة م، (MAXمن نوع تعظيم)

إń أكبر Ţسن في قيمة دالة الهدف، ونسمي الذي سيدخل مع متغيرات الأساس )القاعدة( لأنه يؤدي 
 العمود التابع لهذا المتغير بالعمود المحوري.

 
  Ţ (Leaving Variable)ديد المتغير اŬارج من القاعدةاŬطوة اŬامسة: 

θ௜باستخدام العلاقة  θ௜نقوم Şساب الǼسبة  = 𝑏౟ୟ౟ౠ∗ :Ņحو التاǼعلى ال 
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θଵ = ܾଵaଵଷ∗ = ͳͲͲ͵  θଶ = ܾଵaଶଷ∗ = ͺͲ͵ θଷ = ܾଵaଷଷ∗ = ͻͲʹ = Ͷͷ 

وǿي المقابلة للسطر الثاň ، وبالتاŅ المتغير الذي  ૡ૙૜وǿي القيمة    ∗𝑏౟ୟ౟ౠيتم اختيار أصغر مقدار موجب لـ 

 .𝒙૜ونستبدله بالمتغير الداخل للأساس وǿو  ૛࢙ سيخرج من الأساس ǿو 
تقاطع العمود المحوري مع السطر المحوري نسمي السطر التابع لهذا المتغير بالسطر المحوري، والعǼصر الذي Źدد 

 .2وǿو  يسمى العǼصر المحوري
 

 
  (Pivot Operation) لŢديث اŪدو اŬطوة السادسة: 

Ņحو التاǼسابية لتحديث جدول السمبلكس على الūيتم إجراء العمليات ا: 
 صر المحورǼول عŴ (Pivot Element)  ńصر ، بقسمة جميع قيم السطر المحوري على 5إǼالع

 ، فيتشكل لǼا السطر المعدل التاŅ:0 المحوري
0 1/3 0 1 2/3 1/3 80/3 

  ńاصر العمود إǼول باقي عŴ 0ثم :Ņا العمود التاǼفيتشكل ل ، 
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0 
1 
0 

  :اء باستخدام العلاقة التاليةǼدول بŪدث جميع القيم الأخرى في اŴو 
في الصف المحوري*العنصر المقابل في العمود )العنصر المقابل [-العنصر اŪديد=العنصر القديم 

 ]المحوري(/العنصر المحوري
 إń غاية آخر متغير في اŪدول يتم حسابه كالآتي: ଵܾمثلا السطر الأول بدءا من قيمة 

ثالسطر الثال حساب القيم لسطر الأولا حساب القيم   

 ૚૟ࢇ ૜૟ 0-[(0*0)/3]=0ࢇ ૚૞ 1-[(0*2)/3]=1ࢇ ૜૞ 0-[(1*0)/3]=-1ࢇ ૚૝ 0-[(1*2)/3]=-2/3ࢇ ૜૝ 1-[(0*0)/3]=1ࢇ ૚૛ 0-[(0*2)/3]=0ࢇ ૜૛ 0-[(8*0)/3]=8ࢇ ૚૚ 1-[(8*2)/3]=-1/3ࢇ ૜૚ 2-[(1*0)/3]=5ࢇ ૚ 3-[(1*2)/3]=7/3࢈ ૜ 100-[(80*3)/3]=20࢈ 110/3=[3/(8*80)]-00
:Ņدول التاŪتحصل على اǼف 

 ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૜ 𝒙૛ 𝒙૚࢙ ࢐࡯ 20 10 00 0 0 0

0 -1 1 0 2 1 20 ࢙૚ 0 
0 1/3 0 1 2/3 1/3 80/3 𝒙૜ 60 
1 -2/3 0 0 -1/3 7/3 110/3 ࢙૜ 0 

∗ࢆ       = 

 ࢐ࢆ
      ∆࢐= ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 

 .ࢆنكمل اŪدول وŴسب السطرين المتبقيين وقيمة 
  سطرحساب قيم ௝ܼ  ࢐ࢆباستخدام العلاقة = ∑ ૚ ܼଵ=࢏࢓࢐࢏ࢇ࢚࡮࡯ = ͳ ∗ Ͳ + ͳ/͵ ∗ ͸Ͳ + ͹/͵ ∗ Ͳ = ʹͲ ܼଶ = ʹ ∗ Ͳ + ʹ/͵ ∗ ͸Ͳ − ͳ/͵ ∗ Ͳ = ͶͲ ܼଷ = Ͳ ∗ Ͳ + ͳ ∗ ͸Ͳ + Ͳ ∗ Ͳ = ͸Ͳ ܼସ = ͳ ∗ Ͳ + Ͳ ∗ ͸Ͳ + Ͳ ∗ Ͳ = Ͳ ܼହ = −ͳ ∗ Ͳ + ͳ/͵ ∗ ͸Ͳ − ʹ/͵ ∗ Ͳ = ʹͲ 
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ܼ଺ = Ͳ ∗ Ͳ + Ͳ ∗ ͸Ͳ + ͳ ∗ Ͳ = Ͳ 

 حساب قيم ∆௝= C୨ − Z୨: ∆ଵ= ܿଵ − ଵݖ = ͶͲ − ʹͲ = ʹͲ ∆ଶ= ܿଶ − ଶݖ = ͷͲ − ͶͲ = ͳͲ ∆ଷ= ܿଷ − ଷݖ = ͸Ͳ − ͸Ͳ = Ͳ ∆ସ= ܿସ − ସݖ = Ͳ − Ͳ = Ͳ ∆ହ= ܿହ − ହݖ = Ͳ − ʹͲ = −ʹͲ ∆଺= ܿ଺ − ଺ݖ = Ͳ − Ͳ = Ͳ 
  ࢆباستخدام العلاقة  ࢆحساب قيمة = ∑ ܼ ૚=࢏࢓࢏࢈࢚࡮࡯ = ʹͲ ∗ Ͳ + ͺͲ/͵ ∗ ͸Ͳ + ͳͳͲ/͵ ∗ Ͳ = ͳ͸ͲͲ 

: ňدول الثاŪتحصل على اǼل 
 ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૜ 𝒙૛ 𝒙૚࢙ ࢐࡯ 20 10 00 0 0 0

0 -1 1 0 2 1 20 ࢙૚ 0 
0 1/3 0 1 2/3 1/3 80/3 𝒙૜ 60 
1 -2/3 0 0 -1/3 7/3 110/3 ࢙૜ 0 
=∗ࢆ 20 40 60 0 20 0 ૚૟૙૙ 

 ࢐ࢆ
0 -20 0 0 10 20 ∆࢐= ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 

 نستخرج اūل من ǿذا اŪدول كما فعلǼا سابقا، وǿو:

ଵݔ = Ͳ, xଶ = Ͳ, xଷ = ͺͲ͵ , sଵ = ʹͲ, sଶ = Ͳ, sଷ = ͳͳͲ͵ , Z = ͳ͸ͲͲ 
=ܒ∆قيم موجبة في سطر توجد  نلاحظ أنه لا تزال 𝐜ܒ −  )لأنǼا في حالة دالة فإن اūل ليس أمثلا  ܒܢ

، باتباع خوارزمية السمبلكس الث، وسǼقوم بتحسيǼه وبالتاŅ نǼتقل إń اŪدول الث(ǿMAXدف من نوع 
 وذلك انطلاقا من اŬطوة الرابعة.
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  ديد المتغير الداخل للأساس والمتغير الداخل للأساس والعنصرŢ:المحوري 

 
∗࢐࢏ࢇ࢏࢈ ࢐࡯ 20 10 00 0 0 0   ࢙૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૜ 𝒙૛ 𝒙૚ ࢏࢈ 𝑿࡮࡯ ࡮ 

80 0 -1 1 0 2 1 20 ࢙૚ 0 
20 0 1/3 0 1 2/3 1/3 80/3 𝒙૜ 60 110/7 1 -2/3 0 0 -1/3 7/3 110/3 ࢙૜ 0 
=∗ࢆ 20 40 60 0 20 0  ૚૟૙૙ 

 ࢐ࢆ
0 -20 0 0 10 20 ∆࢐= ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 

  ଵݔمن خلال اŪدول وبعد اتباع نفس اŬطوات السابقة، فإن المتغير الداخل للقاعدة أو الأساس ǿو المتغير 
، ولإŸاد اŪدول اŪديد نتبع نفس الإجراءات السابقة فǼتحصل 𝑠ଷوالمتغير اŬارج من الأساس ǿو المتغير  

:Ņدول الثالث التاŪعلى ا 

=∗ࢆ ૚ 0 -1/7 3/7 0 1 5/7 0 150/7 𝒙૜ 60 3/7 -2/7 0 0 -1/7 1 110/7 𝒙૚ 40 60/7 100/7 0 60 260/7 40࢙ 30/7 0 15/7 0 1 5/7- 3/7- ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૜ 𝒙૛ 𝒙૚࢙ ࢐࡯ 20 10 00 0 0 0 ૚૜૝૙૙/ૠ 

=࢐∆ 0 90/7 0 0 100/7- 60/7- ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
 اŪدول كما فعلǼا سابقا، وǿو:نستخرج اūل من ǿذا 

ଵݔ = ͳͳͲ/͹, xଶ = Ͳ, xଷ = ͳͷͲ͹ , sଵ = ͵Ͳ/͹, sଶ = Ͳ, sଷ = Ͳ, Z = ͳ͵ͶͲͲ/͹ 
=ܒ∆قيمة موجبة في سطر بما أنه توجد  𝐜ܒ − فإن اūل ليس أمثل، وسǼقوم بتحسيǼه وبالتاŅ   ܒܢ

 .نǼتقل إń اŪدول الرابع باتباع خوارزمية السمبلكس
 ديد المتغير الداخل للأساس والمتغيرŢ :الداخل للأساس والعنصر المحوري 



عمر د. دǿيمي                                             Űاضرات في مقياس أساسيات بحوث العمليات  

42  
 

∗࢐࢏ࢇ࢏࢈ ࢐࡯ 20 10 00 0 0 0   ࢙૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૜ 𝒙૛ 𝒙૚ ࢏࢈ 𝑿࡮࡯ ࡮ 

8 -3/7 -5/7 1 0 15/7 0 30/7 ࢙૚ 0 
20 -1/7 3/7 0 1 5/7 0 150/7 𝒙૜ 60 
/ 3/7 -2/7 0 0 -1/7 1 110/7 𝒙૚ 40  60/7 100/7 0 60 260/7 40 ࢆ∗= ૚૜૝૙૙/ૠ 

 100/7- 60/7- ࢐ࢆ
0 0 90/7 0 ∆࢐= ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 

  ଶݔنفس اŬطوات السابقة، فإن المتغير الداخل للقاعدة أو الأساس ǿو المتغير  إتباعمن خلال اŪدول وبعد 
θ௜)لاحظ أنه عǼد حساب الǼسبة  𝑠ଵوالمتغير اŬارج من الأساس ǿو المتغير   = 𝑏౟ୟ౟ౠ∗  لم نأخذ القيمة ܽଷଶ = −ͳ/͹ )ديد نتبع نفس الإجراءات السابقة  بعين الاعتبار لأنها سالبةŪدول اŪاد اŸولإ ،

 التاŅ: رابعفǼتحصل على اŪدول ال

 اŪدول الرابع
=∗ࢆ 𝒙૛ 50 0 2/3 -1/3 1 0 0 20 𝒙૜ 60 2/5 -1/3 1/5 0 0 1 16 𝒙૚ 40 6 10 6 60 50 40 2 0 1 0 7/15 1/3- 1/5- ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૜ 𝒙૛ 𝒙૚࢙ ࢐࡯ 20 10 00 0 0 0 ૚ૢ૝૙ 

=࢐∆ 0 0 0 6- 10- 6- ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
C୨نلاحظ من خلال اŪدول أن كل قيم  − Z୨  لūو جدول اǿ ديدŪدول اŪا Ņسالبة أو معدومة وبالتا

ଵݔ الأمثل، واūل الأمثل ǿو: = ͳ͸, xଶ = ʹ, xଷ = ʹͲ, sଵ = Ͳ, sଶ = Ͳ, sଷ = Ͳ, Z = ͳͻͶͲ 
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 في صيغته القانونية MINحل برنامج خطي من نوع ţفيض -2

في صيغة قانونية Ǽǿاك عدة طرق، سǼتطرق إń طريقتين هما طريقة  ūMINل البرنامج اŬطي من نوع ţفيض  M .الكبيرة، وطريقة المرحلتين 
 (Big M Method)الكبيرة  Mطريقة -1.2

لتطبيق خوارزمية السمبلكس ūل مسائل البرůة اŬطية الŖ  المعتمدة تقǼياتالكبيرة إحدى ال M تعد طريقة
في مثل ǿذǽ القيود لا يكون من الممكن  ،Ţ ൒توي على قيود مساواة أو قيود من نوع أكبر من أو يساوي

 ńويلها مباشرة إŢتوي فقط على متغيرات  معادلاتŢ)ولذلك فائض فقط )المصفوفة الأحادية غير متوفرة ،
لتكوين قاعدة ابتدائية قابلة للمعاŪة بطريقة  (Artificial Variables) أ إń إدخال متغيرات اصطǼاعيةنلج

 .السمبلكس
ǿو  M و بما أن ǿذǽ المتغيرات الاصطǼاعية لا تمثل متغيرات حقيقية في المسألة الأصلية، فإن ǿدف طريقة

 .التخلص مǼها في اūل الǼهائي
 :الكبيرة فيما يلي M وتتمثل خطوات تطبيق طريقة

5. Ņلا تسمح بوجود حل أساسي أو Ŗالقيود ال ńاعية إǼإضافة المتغيرات الاصط. 
)يتم ادخالها  لمتغيرات الاصطǼاعية (M) جدا كبيرةموجبة  تعديل دالة الهدف بإضافة معاملات  .8

، (MINوبإشارة موجبة إذا كانت من نوع  MAXبإشارة سالبة في حالة دالة الهدف من نوع 
 بهدف إخراجها من اūل الǼهائي

تطبيق خوارزمية السمبلكس بǼفس خطواتها ، مع التركيز على إخراج المتغيرات الاصطǼاعية من اūل  .0
 .تدرŸيا

التحقق من اūل الǼهائي للتأكد من عدم وجود المتغيرات الاصطǼاعية فيه، وأنه يمثل اūل الأمثل  .0
 .للمشكلة الأصلية

 المتغير الاصطǼاعي الذي يتم خروجه من الأساس يتم إلغاء التعامل به في مصفوفة المعاملات. ملاحظة:

 ليكن لديǼا البرنامج اŬطي التاŅ:مثال: 
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ሻݖ𝐼ܰሺܯ = ଵݔʹ + ଵݔ ܿ/ଶ 𝑠ݔ͵ + ͷݔଶ ൒ ͳͲ ݔଵ + ଶݔʹ ൒ ͸ ʹݔଵ + ଶݔʹ ൒ ͺ ݔଵ, ଶݔ ൒ Ͳ 

 .الكبيرة M: حل البرنامج اŬطي باستخدام طريقة المطلوب

لديǼا البرنامج اŬطي في ǿذا المثال من نوع ţفيض )تدنئة( مكتوب في صيغته القانونية، وبالتاū Ņله نتبع 
 اŬطوات المذكورة سابقا:

 اŬطوة الأوń: وضع المشكلة في شكل برنامج خطي.
 :اذا البرنامج اŬطي من نوع تدنئة وأيضا صيغة ǿذا البرنامج ǿي صيغة قانونية فهو Źتوي على

 .)ܯ دالة الهدف )تدنئة𝐼ܰሺݖሻ = ଵݔʹ +  ଶݔ͵

 ݔ ثلاثة قيود كلها من نوع أصغر أو يساويଵ + ͷݔଶ ൒ ͳͲ ݔଵ + ଶݔʹ ൒ ͸ ʹݔଵ + ଶݔʹ ൒ ͺ 
 ݔ .قيد عدم السالبيةଵ, ଶݔ ൒ Ͳ 

 اŬطوة الثانية: كتابة البرنامج على الشكل القياسي.
Ūعلها على شكل مساواة،  𝑠୧بما أن جميع القيود من نوع أكبر أو يساوي فإنǼا نطرح لها متغيرات الفائض 

ونضيف ǿذǽ المتغيرات في دالة الهدف بمعامل صفر، كما أن ǿذǽ المتغيرات موجبة، وكذلك نضيف متغيرات 
 قياسي على الǼحو التاŅ:اصطǼاعية من أجل اūصول على المصفوفة الأحادية، فيصبح لديǼا الشكل ال
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ሻݖ𝑋ሺܣܯ = ଵݔʹ + ଶݔ͵ + Ͳ𝑠ଵ + Ͳ𝑠ଶ + Ͳ𝑠ଷ + ଵܣܯ + ଶܣܯ + ଵݔ ܿ/ଷ 𝑠ܣܯ + ͷݔଶ − 𝑠ଵ + ଵܣ = ͳͲ ݔଵ + ଶݔʹ − 𝑠ଶ + ଶܣ = ͸ ʹݔଵ + ଶݔʹ − 𝑠ଷ + ଷܣ = ͺ ݔଵ, ,ଶݔ 𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ, ,ଵܣ ,ଶܣ ଷܣ ൒ Ͳ 

  (Initial Simplex Tableau) إعداد جدول السمبلكس الأوŅاŬطوة الثالثة: 
بǼقل المعطيات الموجودة في الشكل القياسي إń اŪدول الأول، وǿو جدول اūل الأساسي الأوŅ على نقوم 

:Ņحو التاǼال M M M 0 0 0 3 2 ܥ௝ ܣଷ ܣଶ ܣଵ 𝑠ଷ 𝑠ଶ 𝑠ଵ ݔଶ ݔଵ ܾ௜ 𝑋𝐵 ܥ𝐵 0 0 1 0 0 -1 5 1 10 ܣଵ M 0 1 0 0 -1 0 8 5 6 ܣଶ M 1 0 0 -1 0 0 2 2 8 ܣଷ M M M M -M -M -M 9M 4M ܼ∗= ʹͶܯ ௝ܼ 0 0 0 M M M 3-9M 2-4M 
∆௝= ௝ܿ −   ௝ݖ
)ǿذǽ  ࡮𝑿نقوم باستخراج اūل الأساسي الأوŅ وǿي قيم المتغيرات الŖ تشكل متغيرات الأساس أو القاعدة 

المتغيرات ǿي الŖ تقابل المصفوفة الأحادية(، وفي ǿذا اŪدول الأول المتغيرات الŖ تقابل المصفوفة الأحادية 
,ǿ 𝐀૚ي متغيرات الفجوة  𝐀૛, 𝐀૜  يǿ Ņل الأساسي الأوūعادة ما تكون متغيرات القاعدة في جدول ا(

لمتغيرات ǿي قيم الطرف الأيمن من القيود المقابلة له في متغيرات الفجوة أو المتغيرات الاصطǼاعية(، وقيم ǿذǽ ا
Aଵ وǿي على الǼحو التاŅ:  ࢏࢈العمود  = ͳͲ, Aଶ = ͸, Aଷ = ͺ 

ଵݔ أما باقي المتغيرات غير الداخلة في الأساس فقيمها تكون معدومة. = Ͳ, xଶ = Ͳ, sଵ = Ͳ, sଶ = Ͳ, sଷ = Ͳ 
 : Zقيمة 
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ܼ = ͳͲ ∗ ܯ + ͸ ∗ ܯ + ͺ ∗ ܯ = ʹͶܯ 

=ܒ∆في سطر  سالبةقيم نلاحظ أنه توجد  𝐜ܒ − فإن ( MIN)لأنǼا في حالة دالة ǿدف من نوع  ܒܢ
 .اūل ليس أمثل، وسǼقوم بتحسيǼه وبالتاŅ نǼتقل إń اŪدول الثاň باتباع خوارزمية السمبلكس

  (Entering Variable) اŬطوة الرابعة: Ţديد المتغير الداخل إń الأساس)القاعدة(
=࢐∆من خلال سطر ) ࢐ࢉ − 𝒛د القيم ࢐ų )2-M , 3-9M , M , M , M , 0 , 0, 0  وبما ،

، والŖ تقابل 9-وǿي  بإشارة سالبة Mأكبر معامل لـ ، ŵتار (MIN)تدنئة أنǼا حالة دالة ǿدف من نوع 
، وعليه ǿذا المتغير ǿو الذي سيدخل مع متغيرات الأساس )القاعدة( لأنه يؤدي إń أكبر Ţسن في ଶݔالمتغير 

 الهدف، ونسمي العمود التابع لهذا المتغير بالعمود المحوري. قيمة دالة
 

 
  (Leaving Variable) اŬطوة اŬامسة: Ţديد المتغير اŬارج من القاعدة

θ௜باستخدام العلاقة  θ௜نقوم Şساب الǼسبة  = 𝑏౟ୟ౟ౠ∗ :Ņحو التاǼعلى ال 

θଵ = ܾଵaଵଷ∗ = ͳͲͷ = ʹ θଶ = ܾଵaଶଷ∗ = ͸ʹ = ͵ θଷ = ܾଵaଷଷ∗ = ͺʹ = Ͷ 
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، وبالتاŅ المتغير الذي  ولوǿي المقابلة للسطر الأ ૛وǿي القيمة    ∗𝑏౟ୟ౟ౠيتم اختيار أصغر مقدار موجب لـ 

 .𝒙૛ونستبدله بالمتغير الداخل للأساس وǿو  ૚࡭سيخرج من الأساس ǿو  
نسمي السطر التابع لهذا المتغير بالسطر المحوري، والعǼصر الذي Źدد تقاطع العمود المحوري مع السطر المحوري 

 .5يسمى العǼصر المحوري وǿو 
 الذي خرج من القاعدة  يتم حذفه في اŪدول اللاحق كما ذكرنا سابقا. ૚࡭المتغير الاصطǼاعي  ملاحظة:

 

 
  (Pivot Operation) لاŬطوة السادسة: Ţديث اŪدو 

Ņحو التاǼسابية لتحديث جدول السمبلكس على الūيتم إجراء العمليات ا: 
 صر المحورǼول عŴ (Pivot Element)  ńصر 5إǼبقسمة جميع قيم السطر المحوري على الع ،

 2 1/5 1 1/5- 0 0 0 0 ، فيتشكل لǼا السطر المعدل التاŅ:1المحوري 
  اصرǼول باقي عŴ ثم ń0العمود إ :Ņا العمود التاǼفيتشكل ل ، 
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1 0 0 

  :اء باستخدام العلاقة التاليةǼدول بŪدث جميع القيم الأخرى في اŴو 
)العنصر المقابل في الصف المحوري*العنصر المقابل في العمود [-العنصر اŪديد=العنصر القديم 

 ]المحوري(/العنصر المحوري
  :ǿو موضح في اŪدول التاŅمثلا Ŵسب السطر الثاň كما 

ثالسطر الثال حساب القيم لسطر الأولا حساب القيم  =૜૚ 5-[(1*8)/1]ࢇ ૛ 2-[(1*2)/5]=8/5࢈ ૜ 6-[(50*8)/1]=8࢈ 110/3=[5/(8*10)]-8  0/1  ૛ૠࢇ ૜ૠ 0-[(0*2)/5]=0ࢇ ૛૟ 1-[(0*2)/5]=1ࢇ ૜૟ 1-[(0*2)/5]=1ࢇ ૛૞ 0-[(0*2)/5]=0ࢇ ૜૞ 0-[(0*2)/5]=0ࢇ ૛૝ -1-[(0*2)/5]=-1ࢇ ૜૝ -1-[(0*2)/5]=-1ࢇ ૛૜ 0-[(0*2)/5]=0ࢇ ૜૜ 0-[(-1*2)/5]=2/5ࢇ ૛૚ 0-[(-1*2)/5]= 2/5ࢇ 
:Ņدول التاŪتحصل على اǼف M M 0 0 0 3 2 ࡭ ࢐࡯૜ ࡭૛ ࢙૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚ ࢏࢈ 𝑿2 1/5 1 1/5- 0 0 0 0 ࡮࡯ ࡮ 𝒙૛ 3 0 1 0 -1 2/5 0 3/5 2 ࡭૛ M 1 0 -1 0 2/5 0 8/5 4 ࡭૜ M M M -M -M -3/5+4/5M 3 3/5+11/5M ࢆ∗ = 

=࢐∆ M M 3/5-4/5M 0 7/5-11/5M 0 0 ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
 

 .ܼنكمل اŪدول وŴسب السطرين المتبقيين وقيمة 
  حساب قيم سطر௝ܼ  باستخدام العلاقة௝ܼ = ∑ 𝐵𝑡ܽ௜௝௠௜=ଵ ܼଵܥ = ͳ/ͷ ∗ ͵ + ͵/ͷ ∗ ܯ + ͺ/ͷ ∗ ܯ = ͵/ͷ + ͳͳͷ M ܼଶ = ͳ ∗ ͵ + Ͳ ∗ ܯ + Ͳ ∗ ܯ = ͵ 
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ܼଷ = −ͳ/ͷ ∗ ͵ + ʹ/ͷ ∗ ܯ + ʹ/ͷ ∗ ܯ = −͵/ͷ + Ͷͷ M ܼସ = Ͳ ∗ ͵ − ͳ ∗ ܯ + Ͳ ∗ ܯ = ହܼ ܯ− = Ͳ ∗ ͵ + Ͳ ∗ ܯ − ͳ ∗ ܯ = ଺ܼ ܯ− = Ͳ ∗ ͵ + ͳ ∗ ܯ + Ͳ ∗ ܯ = ଻ܼ ܯ = Ͳ ∗ ͵ + Ͳ ∗ ܯ + ͳ ∗ ܯ =  ܯ

  حساب قيم∆௝= C୨ − Z୨: ∆ଵ= ܿଵ − ଵݖ = ʹ − ሺͷ͵ − ͳͳͷ Mሻ = ͹ͷ − ͳͳͷ M ∆ଶ= ܿଶ − ଶݖ = ͵ − ͵ = Ͳ ∆ଷ= ܿଷ − ଷݖ = Ͳ − ሺ− ͷ͵ + Ͷͷ  Mሻ = ͷ͵ − Ͷͷ M ∆ସ= ܿସ − ସݖ = Ͳ − ሺ−ܯሻ = =ହ∆ ܯ ܿହ − ହݖ = Ͳ − ሺ−ܯሻ = =଺∆ ܯ ܿ଺ − ଺ݖ = ܯ − ܯ = Ͳ ∆଻= ܿ଻ − ଻ݖ = ܯ − ܯ = Ͳ 
  ܼباستخدام العلاقة  ࢆحساب قيمة = ∑ ܼ 𝐵𝑡ܾ௜௠௜=ଵܥ = ʹ ∗ ͵ + ʹ ∗ ܯ + Ͷ ∗ ܯ = ͸ + ͸ܯ 

: ňدول الثاŪتحصل على اǼل M M 0 0 0 3 2 ࡭ ࢐࡯૜ ࡭૛ ࢙૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚ ࢏࢈ 𝑿2 1/5 1 1/5- 0 0 0 0 ࡮࡯ ࡮ 𝒙૛ 3 0 1 0 -1 2/5 0 3/5 2 ࡭૛ M 1 0 -1 0 2/5 0 8/5 4 ࡭૜ M M M -M 
-M -3/5+4/5M 

3 3/5+11/5M ࢆ∗= ૟+ ૟𝑴 

=࢐∆ M M 3/5-4/5M 0 7/5-11/5M 0 0 ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
 نستخرج اūل من ǿذا اŪدول كما فعلǼا سابقا، وǿو:
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ଵݔ = Ͳ, xଶ = ʹ, sଵ = Ͳ, sଶ = Ͳ, sଷ = Ͳ, Aଶ = ʹ, Aଷ = Ͷ Z = ͸ + ͸M 

=ܒ∆في سطر  سالبةقيم نلاحظ أنه توجد  𝐜ܒ − ، وكذلك توجد متغيرات اصطǼاعية لم ţرج من  ܒܢ
 ،اūل، فإن اūل ليس أمثل، وسǼقوم بتحسيǼه وبالتاŅ نǼتقل إń اŪدول الثالث باتباع خوارزمية السمبلكس

 وذلك انطلاقا من اŬطوة الرابعة.

 :ديد المتغير الداخل للأساس والمتغير الداخل للأساس والعنصر المحوريŢ  M M 0 0 0 3 2 ࢐࢏ࢇ࢏࢈ ࢐࡯∗  ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૛ ࢙૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚࡭ ૜࡭ 

10 0 0 0 0 -1/5 1 1/5 2 𝒙૛ 3 10/3 0 1 0 -1 2/5 0 3/5 2 ࡭૛ M 2 1 0 -1 0 2/5 0 8/5 4 ࡭૜ M  M M -M -M -3/5+4/5M 3 3/5+11/5M ࢆ∗= ૟+ ૟𝑴 

=࢐∆ M M 3/5-4/5M 0 7/5-11/5M 0 0 ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
  ଵݔمن خلال اŪدول وبعد اتباع نفس اŬطوات السابقة، فإن المتغير الداخل للقاعدة أو الأساس ǿو المتغير 

)ǿذا المتغير Ŵذفه من اŪدول اللاحق(، ولإŸاد اŪدول اŪديد نتبع  ଷܣوالمتغير اŬارج من الأساس ǿو المتغير
:Ņدول الثالث التاŪتحصل على اǼنفس الإجراءات السابقة ف M 0 0 0 3 2 ࡭ ࢐࡯૛ ࢙૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚ ࢏࢈ 𝑿3/2 0 1 1/4- 0 1/8 0 ࡮࡯ ࡮ 𝒙૛ 3 1 3/8 -1 1/4 0 0 1/2 ࡭૛ M 0 -5/8 0 1/4 0 1 5/2 𝒙૚ 2 M -7/8+3/8M -M -1/4+1/4M 3 2 ࢆ∗= ૚ૢ/૛+ ૚/૛𝑴 

=࢐∆ 3/8M M 1/4-1/4M 0 0-7/8 0 ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
 نستخرج اūل من ǿذا اŪدول كما فعلǼا سابقا، وǿو:
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ଵݔ = ͷ/ʹ, xଶ = ͵/ʹ, sଵ = Ͳ, sଶ = Ͳ, sଷ = Ͳ, Aଶ = ͳ/ʹ Z = ͳͻʹ + ͳʹ M 

=ܒ∆في سطر  سالبةقيم نلاحظ أنه توجد  𝐜ܒ − ، وكذلك توجد متغيرات اصطǼاعية لم ţرج من  ܒܢ
 .اūل، فإن اūل ليس أمثل، وسǼقوم بتحسيǼه وبالتاŅ نǼتقل إń اŪدول الرابع باتباع خوارزمية السمبلكس

 :ديد المتغير الداخل للأساس والمتغير الداخل للأساس والعنصر المحوريŢ  M 0 0 0 3 2 ࢐࢏ࢇ࢏࢈ ࢐࡯∗ =∗ࢆ ૛ M / 0 -5/8 0 1/4 0 1 5/2 𝒙૚ 2  M -7/8+3/8M -M -1/4+1/4M 3 2࡭ 𝒙૛ 3 1/2 1 3/8 -1 1/4 0 0 1/2 3/2 0 1 1/4- 0 1/8 0 12 ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૛ ࢙૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚࡭  ૚ૢ/૛+ ૚/૛𝑴 

=࢐∆ 3/8M M 1/4-1/4M 0 0-7/8 0 ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
  𝑠ଷمن خلال اŪدول وبعد إتباع نفس اŬطوات السابقة، فإن المتغير الداخل للقاعدة أو الأساس ǿو المتغير 

( ، ولإŸاد اŪدول اŪديد ǿذا المتغير Źذف من اŪدول اللاحق) ଶܣوالمتغير اŬارج من الأساس ǿو المتغير  
 لتاŅ:على اŪدول الرابع ا فǼتحصل ،نتبع نفس الإجراءات السابقة

 اŪدول الرابع

=∗ࢆ 𝒙૛ 3 1 -8/3 2/3 0 0 4/3 ࢙૜ 0 0 -5/3 2/3 0 1 10/3 𝒙૚ 2 0 -7/3 1/3 3 2 4/3 0 1 1/3- 1/3 0 ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚࢙ ࢐࡯ 2 3 0 0 0 ૜૛/૜ 

=࢐∆ 0 0 1/3- 7/3 0 ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
 اūل ǿو:
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ଵݔ = ͳͲ/͵, xଶ = Ͷ/͵, sଵ = Ͳ, sଶ = Ͳ, sଷ = Ͷ/͵ Z = ͵ʹ/͵ 

المتغيرات الاصطǼاعية قد خرجت من اūل، ولكن توجد قيمة سالبة في نلاحظ من خلال اŪدول أن كل 
C୨سطر  − Z୨  Ņل ليس أمثلاوبالتاūذا اǿ ،.هǼقوم بتحسيǼوس 

 :ديد المتغير الداخل للأساس والمتغير الداخل للأساس والعنصر المحوريŢ 
∗࢐࢏ࢇ࢏࢈ ࢐࡯ 2 3 0 0 0   ࢙૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚ ࢏࢈ 𝑿4/3 0 1 1/3- 1/3 0 / ࡮࡯ ࡮ 𝒙૛ 3 2 1 -8/3 2/3 0 0 4/3 ࢙૜ 0 5 0 -5/3 2/3 0 1 10/3 𝒙૚ 2  0 -7/3 1/3 3 2 ࢆ∗= ૜૛/૜ 

=࢐∆ 0 0 1/3- 7/3 0 ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
:Ņامس التاŬدول اŪطوات السابقة نتحصل على اŬوباتباع نفس ا 

 اŪدول اŬامس:

=∗ࢆ 𝒙૛ 3 3/2 -4 1 0 0 2 ࢙૚ 0 -1 1 0 0 1 2 𝒙૚ 2 -1/2 -1 0 3 2 2 0 1 0 1- 1/2 ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚࢙ ࢐࡯ 2 3 0 0 0 ૚૙ 

=࢐∆ 0 0 0 1 1/2 ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
C୨نلاحظ من خلال اŪدول أن كل قيم  − Z୨  لūو جدول اǿ ديدŪدول اŪا Ņموجبة أو معدومة وبالتا

ଵݔ الأمثل، واūل الأمثل ǿو: = ʹ, xଶ = ʹ, xଷ = ʹͲ, sଵ = ʹ, sଶ = Ͳ, sଷ = Ͳ, Z = ͳͲ  
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 (Méthode des deux phases) طريقة المرحلتين-8.2

الكبيرة في الوصول إń اūل الأمثل لǼموذج البرůة اŬطية،   Mتعد طريقة المرحلتين أبسط نسبيا من طريقة
 حيث تتيح ǿذǽ الطريقة التحقق أولا من إمكانية وجود حل ممكن قبل Űاولة إŸاد اūل الأمثل،

عبر مرحلة أوń، ثم الانتقال  وتتمثل الفكرة الأساسية للطريقة في التحقق من وجود حل مبدئي قابل للتطبيق
 M لة الأصلية في المرحلة الثانية في حال تم التوصل إǿ ńذا اūل، وتتميز ǿذǽ الطريقة عن طريقةإń حل المسأ

 :، وتعتمد بدلا من ذلك على مرحلتين متتابعتين، كما يليMالكبيرة بعدم استخدام الثابت الكبير 
ńالمرحلة الأو: 

 الصيغة القياسية ńموذج من الصيغة القانونية إǼويل الŢ ، اعية  بإضافةوذلكǼܑ࡭المتغيرات الاصط  ńإ
 (൒أو   = القيود الŖ تستدعي ذلك )القيود من الǼوع

  اعية فقط، ويتم ذلكǼموع المتغيرات الاصطů تصغير ńدف مؤقتة جديدة تهدف إǿ صياغة دالة
إذا كانت  5-و  MINاذا كانت دالة الهدف من نوع  5مساوية لـ  ܑ࡭بوضع المعاملات المرتبطة بـ 

 .، بيǼما تعطى باقي المتغيرات معاملات تساوي صفراMAXمن نوع 
 القيمة المثلى ةالمؤقت دالة الهدفعلى  التقليدية تطبيق خوارزمية السمبلكس ńالوصول إ ŕح: 

 ديدة إذا كانتŪقيمة دالة الهدف ا ܼ = Ͳ حل ابتدائي ńأنه تم التوصل إ řفهذا يع ،
 .الانتقال إń المرحلة الثانيةممكن، ويمكن 

  ܼأما إذا كانت ≠ Ͳ أن المسألة الأصلية řةلا تقبل حلولا، فهذا يعǼأي أنها غير ممك ،. 
 :المرحلة الثانية

  يتم استخدامńقطة انطلاق للمرحلة الثانية، مع   آخر جدول ناتج من المرحلة الأوǼاستبدال دالة ك
 .للمسألة الهدف المؤقتة بالدالة الأصلية

  حين الوصول  خطوات خوارزمية السمبلكسبعد ذلك، تطبق ńدول، إŪذا اǿ مرة أخرى انطلاقا من
 ńطي الأصليإŬل الأمثل للبرنامج اūا. 
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 مثال: 

:Ņا المثال السابق التاǼܯ لدي𝐼ܰሺݖሻ = ଵݔʹ + ଵݔ ܿ/ଶ 𝑠ݔ͵ + ͷݔଶ ൒ ͳͲ ݔଵ + ଶݔʹ ൒ ͸ ʹݔଵ + ଶݔʹ ൒ ͺ ݔଵ, ଶݔ ൒ Ͳ 

 اŬطي باستخدام طريقة المرحلتين.: حل البرنامج المطلوب

 اūل:
 :ńالمرحلة الأو 
ሻݖ𝑋ሺܣܯ كتابة البرنامج اŬطي على الشكل القياسي: -5 = ଵݔʹ + ଶݔ͵ + Ͳ𝑠ଵ + Ͳ𝑠ଶ + Ͳ𝑠ଷ + ଵܣ + ଶܣ + ଵݔ ܿ/ଷ 𝑠ܣ + ͷݔଶ − 𝑠ଵ + ଵܣ = ͳͲ ݔଵ + ଶݔʹ − 𝑠ଶ + ଶܣ = ͸ ʹݔଵ + ଶݔʹ − 𝑠ଷ + ଷܣ = ͺ ݔଵ, ,ଶݔ 𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ, ,ଵܣ ,ଶܣ ଷܣ ൒ Ͳ 

ندخل البيانات Ūدول السمبلكس وذلك بوضع جميع معاملات المتغيرات في دالة الهدف معدومة   -8
:Ņدول التاŪو مبين في اǿ اعية فتكون معاملاتها مساوية للواحد كماǼماعدا المتغيرات الاصط 
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 اŪدول الأول

=∗ࢆ ૜ 1 1 1 1 -1 -1 -1 9 2࡭ ૛ 1 1 0 0 -1 0 0 2 2 8࡭ ૚ 1 0 1 0 0 -1 0 8 1 6࡭ 10 1 5 1- 0 0 1 0 0 ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૚ ࢙૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚࡭ ૛࡭ ૜࡭ ࢐࡯ 0 0 0 0 0 1 1 1 ૛૝ 

=࢐∆ 4- 9- 1 1 1 0 0 0 ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
)ǿذǽ  ࡮𝑿نقوم باستخراج اūل الأساسي الأوŅ وǿي قيم المتغيرات الŖ تشكل متغيرات الأساس أو القاعدة 

المتغيرات ǿي الŖ تقابل المصفوفة الأحادية(، وفي ǿذا اŪدول الأول المتغيرات الŖ تقابل المصفوفة الأحادية 
,ǿ 𝐀૚ي متغيرات الفجوة  𝐀૛, 𝐀૜  يǿ Ņل الأساسي الأوūعادة ما تكون متغيرات القاعدة في جدول ا(

متغيرات الفجوة أو المتغيرات الاصطǼاعية(، وقيم ǿذǽ المتغيرات ǿي قيم الطرف الأيمن من القيود المقابلة له في 
Aଵ وǿي على الǼحو التاŅ:  ࢏࢈العمود  = ͳͲ, Aଶ = ͸, Aଷ = ͺ 

ଵݔ اس فقيمها تكون معدومة.أما باقي المتغيرات غير الداخلة في الأس = Ͳ, xଶ = Ͳ, sଵ = Ͳ, sଶ = Ͳ, sଷ = Ͳ 
ܼ : Zقيمة  = ͳͲ ∗ ͳ + ͸ ∗ ͳ + ͺ ∗ ͳ = ʹͶ 

=ܒ∆في سطر  سالبةقيم نلاحظ أنه توجد  𝐜ܒ − فإن ، وكذلك وجود متغيرا ت اصطǼاعية في اūل، ܒܢ
 .اūل ليس أمثل، وسǼقوم بتحسيǼه وبالتاŅ نǼتقل إń اŪدول الثاň باتباع خوارزمية السمبلكس

 )الأساس)القاعدة ńديد المتغير الداخل إŢ (Entering Variable)  
=࢐∆من خلال سطر ) ࢐ࢉ − 𝒛د القيم ࢐ų )-4 , -9 , 1 , 1 , 1 , 0 , 0, 0  ا حالة دالةǼوبما أن ،

، وعليه ǿذا 𝒙૛، والŖ تقابل المتغير 0-قيمة بإشارة سالبة وǿي أكبر ، ŵتار (MIN)تدنئة ǿدف من نوع 
 ونسمي العمود التابع لهذا المتغير بالعمود المحوري. ،المتغير ǿو الذي سيدخل مع متغيرات الأساس )القاعدة(
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=∗ࢆ ૜ 1 1 1 1 -1 -1 -1 9 2࡭ ૛ 1 1 0 0 -1 0 0 2 2 8࡭ ૚ 1 0 1 0 0 -1 0 8 1 6࡭ 10 1 5 1- 0 0 1 0 0 ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૚ ࢙૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚࡭ ૛࡭ ૜࡭ ࢐࡯ 0 0 0 0 0 1 1 1 ૛૝ 

=࢐∆ 4- 9- 1 1 1 0 0 0 ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
 ارج من القاعدةŬديد المتغير اŢ (Leaving Variable)  

θ௜باستخدام العلاقة  θ௜نقوم Şساب الǼسبة  = 𝑏౟ୟ౟ౠ∗ :Ņحو التاǼعلى ال 

θଵ = ܾଵaଵଷ∗ = ͳͲͷ = ʹ θଶ = ܾଵaଶଷ∗ = ͸ʹ = ͵ θଷ = ܾଵaଷଷ∗ = ͺʹ = Ͷ 
وǿي المقابلة للسطر الأول ، وبالتاŅ المتغير الذي  ૛وǿي القيمة    ∗𝑏౟ୟ౟ౠيتم اختيار أصغر مقدار موجب لـ 

 .𝒙૛ونستبدله بالمتغير الداخل للأساس وǿو  ૚࡭سيخرج من الأساس ǿو  
مع السطر المحوري نسمي السطر التابع لهذا المتغير بالسطر المحوري، والعǼصر الذي Źدد تقاطع العمود المحوري 

 .5يسمى العǼصر المحوري وǿو 
 الذي خرج من القاعدة  يتم حذفه في اŪدول اللاحق كما ذكرنا سابقا. ૚࡭المتغير الاصطǼاعي  ملاحظة:
∗࢐࢏ࢇ࢏࢈ ࢐࡯ 0 0 0 0 0 1 1 1   ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૚ ࢙૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚࡭ ૛࡭ ૜࡭ 

 ૚ 1࡭ 10 1 5 1- 0 0 1 0 0 8
 ૛ 1࡭ 6 1 8 0 1- 0 0 1 0 2
=∗ࢆ ૜ 1  1 1 1 -1 -1 -1 9 2࡭ 8 2 2 0 0 1- 0 0 1 2 ૛૝ 

=࢐∆ 4- 9- 1 1 1 0 0 0 ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
:Ņالتا ňدول الثاŪطوات السابقة نتحصل على اŬوبتطبيق نفس ا 
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 اŪدول الثاني

=∗ࢆ ૜ 1 1 1 -1 -1 4/5 0 11/5࡭ ૛ 1 1 0 -1 0 2/5 0 8/5 4࡭ 𝒙૛ 0 0 1 0 -1 2/5 0 3/5 2 2 1/5 1 1/5- 0 0 0 0 ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૛ ࢙૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚࡭ ૜࡭ ࢐࡯ 0 0 0 0 0 1 1 ૟ 

=࢐∆ 11/5- 0 4/5- 1 1 0 0 ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
ଵݔ نستخرج اūل من ǿذا اŪدول كما فعلǼا سابقا، وǿو: = Ͳ, xଶ = ʹ, sଵ = Ͳ, sଶ = Ͳ, sଷ = Ͳ, Aଶ = ʹ, Aଷ = Ͷ Z = ͸ 

=ܒ∆في سطر  سالبةقيم نلاحظ أنه توجد  𝐜ܒ − ، وكذلك توجد متغيرات اصطǼاعية لم ţرج من  ܒܢ
 اūل، فإنǼا نواصل اūل باتباع خوارزمية السمبلكس، وبالتاŅ نǼتقل إń اŪدول الرابع .

 :ديد المتغير الداخل للأساس والمتغير الداخل للأساس والعنصر المحوريŢ 
∗࢐࢏ࢇ࢏࢈ ࢐࡯ 0 0 0 0 0 1 1   ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૛ ࢙૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚࡭ ૜࡭ 

10 0 0 0 0 -1/5 1 1/5 2 𝒙૛ 0 10/3 0 1 0 -1 2/5 0 3/5 2 ࡭૛ 1 2 1 0 -1 0 2/5 0 8/5 4 ࡭૜ 1  1 1 -1 -1 4/5 0 11/5 ࢆ∗= ૟ 

=࢐∆ 11/5- 0 4/5- 1 1 0 0 ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
  ଵݔمن خلال اŪدول وبعد اتباع نفس اŬطوات السابقة، فإن المتغير الداخل للقاعدة أو الأساس ǿو المتغير 

)ǿذا المتغير Ŵذفه من اŪدول اللاحق(، ولإŸاد اŪدول اŪديد نتبع  ଷܣوالمتغير اŬارج من الأساس ǿو المتغير
 Ņ:نفس الإجراءات السابقة فǼتحصل على اŪدول الثالث التا
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 اŪدول الثالث

∗ࢆ ૛ 1 0 -5/8 0 1/4 0 1 5/2 𝒙૚ 0 1 3/8 -1 1/4 0 0࡭ 𝒙૛ 0 1 3/8 -1 1/4 0 0 1/2 3/2 0 1 1/4- 0 1/8 0 ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૛ ࢙૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚࡭ ࢐࡯ 0 0 0 0 0 1 = ૚/૛ 

=࢐∆ 0 0 1/4- 1 3/8- 0 ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
ଵݔ اŪدول كما فعلǼا سابقا، وǿو:نستخرج اūل من ǿذا  = ͷ/ʹ, xଶ = ͵/ʹ, sଵ = Ͳ, sଶ = Ͳ, sଷ = Ͳ, Aଶ = ͳ/ʹ Z = ͳ/ʹ 

=ܒ∆في سطر  سالبةقيم نلاحظ أنه توجد  𝐜ܒ − ، وكذلك توجد متغيرات اصطǼاعية لم ţرج من  ܒܢ
 .، وبالتاŅ نǼتقل إń اŪدول الرابع فإنǼا نواصل اūل باتباع خوارزمية السمبلكساūل، 

 ديد المتغيرŢ :࢐࢏ࢇ࢏࢈ ࢐࡯ 2 3 0 0 0 1  الداخل للأساس والمتغير الداخل للأساس والعنصر المحوري∗ ∗ࢆ ૛ 1 / 0 -5/8 0 1/4 0 1 5/2 𝒙૚ 2  1 3/8 -1 1/4 0 0࡭ 𝒙૛ 3 1/2 1 3/8 -1 1/4 0 0 1/2 3/2 0 1 1/4- 0 1/8 0 12 ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૛ ࢙૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚࡭  = ૚/૛ 

=࢐∆ 0 0 1/4- 1 3/8- 0 ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
  𝑠ଷمن خلال اŪدول وبعد إتباع نفس اŬطوات السابقة، فإن المتغير الداخل للقاعدة أو الأساس ǿو المتغير 

( ، ولإŸاد اŪدول اŪديد ǿذا المتغير Źذف من اŪدول اللاحق) ଶܣوالمتغير اŬارج من الأساس ǿو المتغير  
 الإجراءات السابقة، فǼتحصل على اŪدول الرابع التاŅ:نتبع نفس 
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 اŪدول الرابع

∗ࢆ 𝒙૛ 0 1 -8/3 2/3 0 0 4/3 ࢙૜ 0 0 -5/3 2/3 0 1 10/3 𝒙૚ 0 0 0 0 0 0 4/3 0 1 1/3- 1/3 0 ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚࢙ ࢐࡯ 0 0 0 0 0 = ૙ 

=࢐∆ 0 0 0 0 0 ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
ଵݔ اūل ǿو: = ͳͲ/͵, xଶ = Ͷ/͵, sଵ = Ͳ, sଶ = Ͳ, sଷ = Ͷ/͵ Z = Ͳ 

ܼووصلǼا إń نلاحظ من خلال اŪدول أن كل المتغيرات الاصطǼاعية قد خرجت من اūل،  = Ͳ  Ņوبالتا
 نǼتقل إń المرحلة الثانية.

نأخذ اŪدول الأخير للمرحلة الأوń كأول جدول للمرحلة الثانية مع إدخال معاملات دالة  المرحلة الثانية:
الهدف للبرنامج اŬطي، وكذلك Ŵسب باقي قيم اŪدول بǼفس الطريقة الŖ كونا بها جدول اūل الأساسي 

Ūصل على اŴ هǼل الأمثل، ومūا ńنصل إ ŕا طريقة السمبلكس حǿثم نطبق بعد ،Ņالأو:Ņدول التا 
 اŪدول الرابع

=∗ࢆ 𝒙૛ 3 1 -8/3 2/3 0 0 4/3 ࢙૜ 0 0 -5/3 2/3 0 1 10/3 𝒙૚ 2 0 -7/3 1/3 3 2 4/3 0 1 1/3- 1/3 0 ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚࢙ ࢐࡯ 2 3 0 0 0 ૜૛/૜ 

=࢐∆ 0 0 1/3- 7/3 0 ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
ଵݔ اūل ǿو: = ͳͲ/͵, xଶ = Ͷ/͵, sଵ = Ͳ, sଶ = Ͳ, sଷ = Ͷ/͵ Z = ͵ʹ/͵ 
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C୨نلاحظ من خلال اŪدول أنه توجد قيمة سالبة في سطر  − Z୨  قومǼل ليس أمثلا، وسūذا اǿ Ņوبالتا

 بتحسيǼه.

 :ديد المتغير الداخل للأساس والمتغير الداخل للأساس والعنصر المحوريŢ 
∗࢐࢏ࢇ࢏࢈ ࢐࡯ 2 3 0 0 0   ࢙૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚ ࢏࢈ 𝑿4/3 0 1 1/3- 1/3 0 / ࡮࡯ ࡮ 𝒙૛ 3 2 1 -8/3 2/3 0 0 4/3 ࢙૜ 0 5 0 -5/3 2/3 0 1 10/3 𝒙૚ 2  0 -7/3 1/3 3 2 ࢆ∗= ૜૛/૜ 

=࢐∆ 0 0 1/3- 7/3 0 ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
:Ņامس التاŬدول اŪطوات السابقة نتحصل على اŬوباتباع نفس ا 

 اŪدول اŬامس:

 𝒙૛ 3 3/2 -4 1 0 0 2 ࢙૚ 0 -1 1 0 0 1 2 𝒙૚ 2 -1/2 2 0 1 0 1- 1/2 ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚࢙ ࢐࡯ 2 3 0 0 0
=∗ࢆ 2 3 0 1- ૚૙ 

=࢐∆ 0 0 0 1 1/2 ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
C୨نلاحظ من خلال اŪدول أن كل قيم  − Z୨  لūو جدول اǿ ديدŪدول اŪا Ņموجبة أو معدومة وبالتا

ଵݔ الأمثل، واūل الأمثل ǿو: = ʹ, xଶ = ʹ, xଷ = ʹͲ, sଵ = ʹ, sଶ = Ͳ, sଷ = Ͳ, Z = ͳͲ 
، ونلاحظ أيضا أن ǿذǽ الطريقة أبسط في حساباتها من طريقة الكبيرة Mوǿو نفس اūل المتوصل إليه بطريقة  M الكبيرة. 
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 مكتوب في صيغة űتلطة: MINحل برنامج خطي من نوع -2.2

 مثال: 

:Ņطي التاŬا البرنامج اǼܯ ليكن لدي𝐼ܰሺݖሻ = ͳʹݔଵ + ͺݔଶ 𝑠/ܿ ݔଵ + ଶݔʹ ൑ ʹͲ ͵ݔଵ + ଶݔ = ʹͶ Ͷݔଵ + ଶݔʹ ൒ ͵Ͳ ݔଵ, ଶݔ ൒ Ͳ 

 كتابة البرنامج اŬطي على الشكل القياسي: -5
  سبة للقيد الأول نضيف له متغير فرق فقط لأن إشارته أصغر أوǼذا المثال بالǿ يساوي.في 
  صول على المصفوفة الأحادية فيūاعي من أجل اǼعبارة عن مساواة نضيف له متغير اصط ňالقيد الثا

 معاملات القيود.
 . اعيǼه متغير فائض وأيضا نضيف له متغير إصطǼالقيد الثالث نطرح م 

:Ņحصل على الشكل القياسي التاǼܯ ف𝐼ܰሺݖሻ = ͳʹݔଵ + ͺݔଶ + Ͳ𝑠ଵ + Ͳ𝑠ଶ + ଵܣܯ + ଵݔ ܿ/ଶ 𝑠ܣܯ + ଶݔʹ + 𝑠ଵ = ʹͲ ͵ݔଵ + ଶݔ + ଵܣ = ʹͶ Ͷݔଵ + ଶݔʹ − 𝑠ଶ + ଶܣ = ͵Ͳ ݔଵ, ,ଶݔ 𝑠ଵ, 𝑠ଶ, ,ଵܣ ଶܣ ൒ Ͳ 
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=∗ࢆ ૛ M M M -M 0 3M 7M࡭ ૚ M 1 0 -1 0 8 4 20࡭ ૚ 0 0 1 0 0 1 3 82࢙ 80 1 2 1 0 0 0 ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૚ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚࡭ ૛࡭ ࢐࡯ M M 0 0 2 18 نقوم بǼقل البيانات إń جدول السمبلكس كما يلي: -8 ૞૝𝑴 

=࢐∆ M 0 8-3M 12-7M 0 0 ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
∗ࢆ ૚ 0 1 0 -2/3 0 2 ࢙૛ 0 0 0 1/3 1 8 𝒙૚ 12 0 0 4 12࢙ 12 0 5/3 1 0 ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚࢙ ࢐࡯ 18 2 0 0 الكبيرة أو طريقة المرحلتين نتحصل على جدول اūل الأمثل التاM :Ņوباستخدام طريقة  =࢐∆ 0 4 0 0 ࢐ࢆ 96= ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 

C୨نلاحظ من خلال اŪدول أن كل قيم  − Z୨  لūو جدول اǿ دولŪذا اǿ Ņموجبة أو معدومة وبالتا
ଵݔ الأمثل، واūل الأمثل ǿو: = ͺ, xଶ = Ͳ, sଵ = ͳʹ, sଶ = ʹ, Z = ͻ͸ 

 مكتوب في صيغة űتلطة: MAXحل برنامج خطي من نوع -2.2
 مثال: 

:Ņطي التاŬا البرنامج اǼܣܯ ليكن لدي𝑋ሺݖሻ = ͳͲݔଵ + ͸ݔଶ 𝑠/ܿ ʹݔଵ + ଶݔ ൑ ͳʹ ݔଵ + ଶݔ͵ = ͳ͸ ʹݔଵ + Ͷݔଶ ൒ ʹͲ ݔଵ, ଶݔ ൒ Ͳ 
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 كتابة البرنامج اŬطي على الشكل القياسي: -0

 .سبة للقيد الأول نضيف له متغير فرق فقط لأن إشارته أصغر أو يساويǼذا المثال بالǿ في 
  عبارة عن ňصول على المصفوفة الأحادية في القيد الثاūاعي من أجل اǼمساواة نضيف له متغير اصط

 معاملات القيود.
 . اعيǼه متغير فائض وأيضا نضيف له متغير إصطǼالقيد الثالث نطرح م 

:Ņحصل على الشكل القياسي التاǼܯ ف𝐼ܰሺݖሻ = ͳͲݔଵ + ͸ݔଶ + Ͳ𝑠ଵ + Ͳ𝑠ଶ − ଵܣܯ − ଵݔʹ ܿ/ଶ 𝑠ܣܯ + ଶݔ + 𝑠ଵ = ͳʹ ݔଵ + ଶݔ͵ + ଵܣ = ͳ͸ ʹݔଵ + Ͷݔଶ − 𝑠ଶ + ଶܣ = ʹͲ ݔଵ, ,ଶݔ 𝑠ଵ, 𝑠ଶ, ,ଵܣ ଶܣ ൒ Ͳ 

=∗ࢆ ૛ M- M- M- M 0 -7M -3M࡭ ૚ M- 1 0 -1 0 2 8 80࡭ ૚ 0 0 1 0 0 2 1 10࢙ 18 8 1 1 0 0 0 ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૚ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚࡭ ૛࡭ ࢐࡯ M- M- 0 0 6 10 نقوم بǼقل البيانات إń جدول السمبلكس كما يلي: -0 −૜૟𝑴 

=࢐∆ M- 0 6+7M 10+3M 0 0 ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
∗ࢆ 𝒙૚ 10 1 2/5 0 0 4 ࢙૛ 0 0 -1/5 1 0 4 𝒙૛ 6 0 24/5 6 10 4 1 0 3/5 0 ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚࢙ ࢐࡯ 10 0 0 0 الكبيرة أو طريقة المرحلتين نتحصل على جدول اūل الأمثل التاM :Ņوباستخدام طريقة  =࢐∆ 0 0 24/5- 0 ࢐ࢆ 64= ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
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C୨نلاحظ من خلال اŪدول أن كل قيم  − Z୨ل سالبūو جدول اǿ دولŪذا اǿ Ņة أو معدومة وبالتا

ଵݔ الأمثل، واūل الأمثل ǿو: = Ͷ, xଶ = Ͷ, sଵ = Ͳ, sଶ = Ͷ, Z = ͸Ͷ 
 بعض اūالات اŬاصة في البرůة اŬطية:-1

 :)هائي نواجه حالة التفكك )التفسخǼدول الŪل قبل اūيقصد بمشكلة التفسخ أنه في أحد مراحل ا
مشكلة تكرار نفس اūلول والعودة إليها دون الوصول إń اūل الأمثل، وقد نǼتقل من حل متفكك إń آخر 

 دون Ţسين اūل، وŢدث ǿذǽ اūالة إذا كان أحد متغيرات الأساس معدوما. 
 ࢐࡯ حالة تعادل قيم السطر الأخير − أو  MAXعǼد تعادل القيم في السطر الأخير سواء في حالة  :࢐ࢆ

والŖ من شأنها Ţديد المتغير الذي يدخل للأساس، في ǿذǽ اūالة ŵتار المتغير الذي يدخل  MIN حالة 
 للأساس حسب القاعدتين التاليتين:

لأصلي )الأساسي( لكي يدخل إذا كان التعادل بين متغير أصلي ومتغير إضافي يتم اختيار المتغير ا -
 لمتغيرات الأساس.

إذا كان التعادل بين متغيرين أصليين، أو متغيرين اضافيين يتم إختيار المتغير الذي له أكبر تأثير في  -
والمتغير الذي له أصغر  MAXدالة الهدف )المتغير الذي له أكبر معامل في دالة الهدف في حالة 

 (.MINمعامل في دالة الهدف في حالة 
  :الة في جدول السمبلكس إذا كانت قيمة السطر الأخير حالة وجود حلول بديلةūا ǽذǿ ܥتظهر௝ −
௝ܼ  الأساس لا يؤثر في قيمة دالة ńيث أن ادخالها إŞ ،لمتغير أو أكثر من المتغيرات غير الأساسية معدومة

 الهدف.
  :د الوصول للحل حالة عدم وجود حلولǼالة عūا ǽذǿ د تظهرų الأمثل في جدول السمبلكس في حين

 متغير اصطǼاعي أو أكثر في اūل الأساس وله قيمة.
  :دودةŰ د قسمة قيم حالة المشكلة غيرǼارج من الأساس، حيث عŬديد المتغير اŢ دǼالة عūا ǽذǿ تظهر bi .على قيم العمود المحوري تكون جميع القيم سالبة أو معدومة 
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Ŭألة الثنائية )البرنامج المقابل، البرنامج الثنائي( المس: امسالمحور اDUAL. 

تعتبر الثǼائية من اŬصائص الأساسية والمميزة في البرůة اŬطية، إذ لكل مسألة أولية تهدف إń تعظيم الربح، 
)عبد المǼعم عبد  توجد مسألة ثǼائية مقابلة تهدف إń تقليل التكاليف، والعكس صحيح

وتشتق المسألة الثǼائية من الأولية وفق قواعد رياضية دقيقة، Şيث تعكس العلاقة بين ، (586،ص:8052الله،
 (110ص:، 1999)Űمد موفق الكبيسي،  .المتغيرات والقيود في كل من الǼموذجين

في كثير من اūالات، يكون حل المسألة الثǼائية أسهل من المسألة الأولية، إما بسبب بساطة الشكل الرياضي 
يل حجم اūسابات، وتعد خوارزمية السمبلكس أداة فعالة في ǿذا السياق، إذ تتيح اūصول على حلول أو تقل

 .المسألتين معا في إطار خطوات اūل الواحدة، دون اūاجة إń إعادة اūل من الصفر، مما يوفر اŪهد والوقت
ثل المتغيرات في المسألة الثǼائية ما يعرف وتكمن الأهمية الكبرى Ŭاصية الثǼائية في تفسيرǿا الاقتصادي، حيث تم

بـ "القيمة الظلية" أو "القيمة اūدية" للموارد، أي مدى مساهمة كل وحدة إضافية من الموارد في Ţسين الهدف 
)زيادة الربح أو خفض التكلفة(، ǿذا التفسير يمǼح المحلل الاقتصادي أدوات دقيقة لتقييم مدى أهمية القيود 

ة الاستفادة من الموارد المتاحة، مما يساعد في اţاذ قرارات أفضل على مستوى التخطيط المفروضة ودرج
 .والتخصيص

 مفهوم المسألة الثنائية )البرنامج الثنائي(:-1

تعد المسألة الثǼائية الǼموذج المعكوس للمسألة الأولية في البرůة اŬطية، وتبŘ وفق قواعد رياضية تربط بين 
والقيود في كلا الǼموذجين، نلجأ إليها غالبا عǼدما يصعب حل المسألة الأولية مباشرة، إذ قد تكون المتغيرات 

أكثر بساطة من حيث الصياغة أو اūسابات، ولكل مسألة أولية يقابلها دائما مسألة ثǼائية، فعلى سبيل 
Ǽائي المقابل يهدف إń تقليل المثال، إذا كان الǼموذج الأوŅ يهدف إń تعظيم الأرباح، فإن الǼموذج الث

 .التكاليف، والعكس صحيح
إن شكل البرنامج اŬطي في حالة التعظيم في صيغته القانونية Ţديد المسألة الثنائية للصيغة القانونية:  1.2-  صياغة المسألة الثنائية: -8

 (118، 8002)سهيلة عبد الله سعيد،  :يكون كما يلي
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XZMax C)( 

cs 
)Ņالمسألة الأولية )البرنامج الأو   BAX     𝑋 ൒ Ͳ  

 البرنامج الثǼائي الذي يقابل ǿذǽ المسألة ǿو: 

                                                              BYWMin )(          

                                                                     CS   

CYAt                   المسألة الثنائية  )البرنامج الثنائي(           

                     0Y  
)عبد المنعم عبد  برنامج أوŅ في صيغته القانونية نتبع اŬطوات التاليةو لإŸاد المسألة الثǼائية لأي 

 :(182،ص:8012الله،
  ويل صيغة دالة الهدف حيث إذا كانتŢMAX  في المسألة الأولية تصبحMIN  ائية وǼفي المسألة الث

 العكس.
  يث المتراجحة أصغر أو تساوي في حالةŞ ،تتعاكس المتراجحاتMAX أكبر ńأو تساوي تتحول إ 

 .MAXتتحول إń أصغر أو تساوي في حالة  MINحالة في  ، و أكبر أو تساويMINفي حالة 
  :يǿ اذا كانت متغيرات المسألة الأوليةxଵ, xଶ, … x୬  :يǿ ائيةǼفإن متغيرات المسألة الث ,ଵݕ yଶ, … , y୫  حيثm .ي عدد القيود في المسألة الأوليةǿ 
 قول مصفوفة معاملات المǼي مǿ ائيةǼتغيرات في قيود مصفوفة معاملات المتغيرات في القيود للمسألة الث

 المسألة الأولية.
 ( ي قيم الطرف الأيمنǿ ائيةǼܾمعاملات المتغيرات في دالة الهدف في المسألة الث୧.في المسألة الأولية ) 
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 .ي معاملات المتغيرات في دالة الهدف للمسألة الأوليةǿ ائيةǼقيم الطرف الأيمن في المسألة الث 
 سألتين ما دام المسألة الأولية مكتوبة في صيغتها القانونية.تكون المتغيرات غير سالبة في كلتا الم 

 ملاحظة:
خرى، فبدون سألتين Ŵصل على حل المسألة الأنظرا للارتباط بين المسألتين الأولية والثǼائية فإنه Şل إحدى الم

للمسألة الأولية، حل المسألة الثǼائية يمكن اūصول على حلها من واقع قراءة الصف الأخير في اŪدول الǼهائي 
 حيث ųد في جدول اūل الأمثل:

  تظهر في السطر الأخير تساوي قيم المتغيرات الرئيسية Ŗالقيم المقابلة لمتغيرات الفجوة في المسألة الأولية وال
 بǼفس الترتيب للمسألة الثǼائية بالقيمة المطلقة.

  Ŗائية والǼتظهر في السطر الأخير تساوي قيم المتغيرات الرئيسية القيم المقابلة لمتغيرات الفجوة في المسألة الث
 بǼفس الترتيب للمسألة الأولية بالقيمة المطلقة.

  تظهر في عمود الثوابت، تساوي القيم المقابلة لمتغيرات Ŗقيقية في المسألة الأولية والūقيم المتغيرات ا
 ūل الأمثل بالقيمة المطلقة.الفجوة للمسألة الثǼائية والŖ تظهر في السطر الأخير من جدول ا

  تظهر في عمود الثوابت، تساوي القيم المقابلة لمتغيرات Ŗائية والǼقيقية في المسألة الثūقيم المتغيرات ا
 الفجوة للمسألة الأولية والŖ تظهر في السطر الأخير من جدول اūل الأمثل بالقيمة المطلقة.

 ل الأمثل للمسألتينūحالة برنامج خطي من نوع تعظيم في صيغته القانونية1.1.2- تكون متساوية. قيمة دالة الهدف في ا 
 مثال:

:Ņطي التاŬا البرنامج اǼܣܯ ليكن لدي𝑋ሺݖሻ = ͶͲݔଵ + ͷͲݔଶ + ͸Ͳݔଷ 𝑠/ܿ ʹݔଵ + Ͷݔଶ + ଷݔ ൑ ͳͲͲ ݔଵ + ଶݔʹ + ଷݔ͵ ൑ ͺͲ ͵ݔଵ + ଶݔ + ଷݔʹ ൑ ͻͲ ݔଵ, ,ଶݔ ଷݔ ൒ Ͳ 

 إŸاد البرنامج الثǼائي.المطلوب: 
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  اūل:

 البرنامج الثǼائي للمسألة الأولية )البرنامج الأوŅ( نتبع اŬطوات المذكورة سابقا كالتاŅ:لإŸاد 
 إذا لديǼا المسألة الأولية:

ሻݖ𝑋ሺܣܯ  = ͶͲݔଵ + ͷͲݔଶ + ͸Ͳݔଷ 𝑠/ܿ ʹݔଵ + Ͷݔଶ + ଷݔ ൑ ͳͲͲ ݔଵ + ଶݔʹ + ଷݔ͵ ൑ ͺͲ ͵ݔଵ + ଶݔ + ଷݔʹ ൑ ͻͲ ݔଵ, ,ଶݔ ଷݔ ൒ Ͳ 

، فإن المسألة الثǼائية ستكون من نوع MAXبما أن المسألة الأولية من نوع تعظيم نوع دالة الهدف:  -5
 .ţMINفيض )تدنئة( 

 عدد المتغيرات والقيود: -8
  وǿ و 0عدد القيود في المسألة الأوليةǿ ائيةǼه عدد المتغيرات في المسألة الثǼونسميها:  0، وم ,૚ܡ ,૛ܡ  . ૜ܡ
  و عدد المتغيرات في المسألة الأوليةǿ0 وǿ ائيةǼفإن عدد القيود في المسألة الث Ņ0، وبالتا. 

 :المتغيرات في القيود معاملاتمصفوفة -2
 :يǿ Ņا مصفوفة المعاملات في البرنامج الأوǼ࡭ لدي = (૛ ૝ ૚૚ ૛ ૜૜ ૚ ૛) 
  يǿ ائيǼقول ࢀ࡭مصفوفة المعاملات في البرنامج الثǼࢀ࡭ ( ࡭ )م = (૛ ૚ ૜૝ ૛ ૚૚ ૜ ૛) 4-  دالة الهدف في البرنامج الثنائي:معاملات 

ሺ૚૙૙ في البرنامج الأوŅ. ܑ࢈معاملات دالة الهدف في البرنامج الثǼائي ǿي قيم الطرف الأيمن  ૡ૙ ૢ૙ሻ 
 قيم الطرف الأيمن في البرنامج الثنائي: -1
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.Ņي معاملات دالة الهدف في البرنامج الأوǿ ائيǼقيم الطرف الأيمن في البرنامج الث (૝૙૞૙૟૙) 

 إشارة القيود: -0
فإن إشارة المتراجحات تكون في  MAXبما أن المسألة الأولية مكتوبة في صيغتها القانونية وǿي من نوع 

 المسألة الثǼائية عكس إشارة المتراجحات في المسألة الأولية أي كلها أكبر أو يساوي.
 إشارة المتغيرات:-2

 المسألتين ما دام المسألة الأولية مكتوبة في صيغتها القانونية أي:تكون المتغيرات غير سالبة في كلتا 

,ଵݕ  ,ଶݕ ଷݕ ൒ Ͳ 
ሻݓ𝐼ܰሺܯ وبالتاŅ البرنامج الثǼائي ǿو: = ͳͲͲݕଵ + ͺͲݕଶ + ͻͲݕଷ 𝑠/ܿ ʹݕଵ + ଶݕ + ଷݕ͵ ൒ ͶͲ Ͷݕଵ + ଶݕʹ + ଷݕ ൒ ͷͲ ݕଵ + ଶݕ͵ + ଷݕʹ ൒ ͸Ͳ ݕଵ, ,ଶݕ ଷݕ ൒ Ͳ 

 استنتاج اūل الأمثل للمسألة الثنائية:-2
 التاǿ Ņو جدول اūل الأمثل للمسألة الأولية:اŪدول 

=∗ࢆ 𝒙૛ 50 0 2/3 -1/3 1 0 0 20 𝒙૜ 60 2/5 -1/3 1/5 0 0 1 16 𝒙૚ 40 6 10 6 60 50 40 2 0 1 0 7/15 1/3- 1/5- ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૜ 𝒙૛ 𝒙૚࢙ ࢐࡯ 20 10 00 0 0 0 ૚ૢ૝૙ 

=࢐∆ 0 90/7 0 6- 10- 6- ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
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في المسألة الأولية والŖ تظهر في السطر الأخير تساوي قيم المتغيرات  رقنعلم أن القيم المقابلة لمتغيرات الف

 الرئيسية بǼفس الترتيب للمسألة الثǼائية بالقيمة المطلقة، ومǼه:
  القيمة المقابلة لمتغير الفرق𝑠ଵ  يǿ ݕوعليه قيمة المتغير الرئيسي  (6-)في المسألة الأوليةଵ  في المسألة

ଵݕ .(6-)الثǼائية تساوي القيمة المطلقة لـ  = |−͸| = ͸ 
  القيمة المقابلة لمتغير الفرق𝑠ଶ  يǿ ݕوعليه قيمة المتغير الرئيسي  (10-)في المسألة الأوليةଶ  في

ଶݕ .(10-)المسألة الثǼائية تساوي القيمة المطلقة لـ  = |−ͳͲ| = ͳͲ 
  القيمة المقابلة لمتغير الفرق𝑠ଷ  يǿ ݕوعليه قيمة المتغير الرئيسي  (6-)في المسألة الأوليةଷ  في المسألة

ଷݕ .(6-)الثǼائية تساوي القيمة المطلقة لـ  = |−͸| = ͸ 
  ائيةǼه قيمة دالة الهدف للمسألة الثǼل الأمثل للمسألتين تكون متساوية، ومūقيمة دالة الهدف في ا

W .1940تساوي  = ͳͻͶͲ 
∗yଵ وعليه اūل الأمثل للمسألة الثǼائية ǿو: = ͸, yଶ∗ = ͳͲ, ∗ଷݕ = ͸, W∗ = ͳͻͶͲ 

 في صيغته القانونية تدنئةحالة برنامج خطي من نوع 2.1.2- 
 مثال: 

:Ņطي التاŬا البرنامج اǼܯ ليكن لدي𝐼ܰሺݖሻ = ଵݔʹ + ଵݔ ܿ/ଶ 𝑠ݔ͵ + ͷݔଶ ൒ ͳͲ ݔଵ + ଶݔʹ ൒ ͸ ʹݔଵ + ଶݔʹ ൒ ͺ ݔଵ, ଶݔ ൒ Ͳ 

 البرنامج الثǼائي.إŸاد المطلوب: 
  اūل:
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:Ņطوات المذكورة سابقا كالتاŬنتبع ا )Ņائي للمسألة الأولية )البرنامج الأوǼاد البرنامج الثŸلإ 

 إذا لديǼا المسألة الأولية:
 
 
ሻݖ𝐼ܰሺܯ  = ଵݔʹ + ଵݔ ܿ/ଶ 𝑠ݔ͵ + ͷݔଶ ൒ ͳͲ ݔଵ + ଶݔʹ ൒ ͸ ʹݔଵ + ଶݔʹ ൒ ͺ ݔଵ, ଶݔ ൒ Ͳ 

، فإن المسألة الثǼائية ستكون من نوع تعظيم MINبما أن المسألة الأولية من نوع تدنئة نوع دالة الهدف:  -5 MAX. 
 عدد المتغيرات والقيود: -8

  وǿ و 0عدد القيود في المسألة الأوليةǿ ائيةǼه عدد المتغيرات في المسألة الثǼونسميها:  0، وم ,૚ܡ ,૛ܡ  . ૜ܡ
  وǿ و 2عدد المتغيرات في المسألة الأوليةǿ ائيةǼفإن عدد القيود في المسألة الث Ņ2، وبالتا. 

 مصفوفة معاملات المتغيرات في القيود:-2
 :يǿ Ņا مصفوفة المعاملات في البرنامج الأوǼ࡭ لدي = (૚ ૞૚ ૛૛ ૛) 
  يǿ ائيǼقول  ࢀ࡭مصفوفة المعاملات في البرنامج الثǼࢀ࡭ ( ࡭)م = ቀ૚ ૚ ૛૞ ૛ ૛ቁ 4-  البرنامج الثنائي:معاملات دالة الهدف في 

ሺ૚૙ في البرنامج الأوŅ. ܑ࢈معاملات دالة الهدف في البرنامج الثǼائي ǿي قيم الطرف الأيمن  ૟ ૡሻ 
 قيم الطرف الأيمن في البرنامج الثنائي: -1
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.Ņي معاملات دالة الهدف في البرنامج الأوǿ ائيǼقيم الطرف الأيمن في البرنامج الث ቀ૛૜ቁ 

 إشارة القيود: -0
فإن إشارة المتراجحات تكون في  MINبما أن المسألة الأولية مكتوبة في صيغتها القانونية وǿي من نوع 

 المسألة الثǼائية عكس إشارة المتراجحات في المسألة الأولية أي كلها أصغر أو يساوي.
 :إشارة المتغيرات-2

,ଵݕ ية مكتوبة في صيغتها القانونية أي:تكون المتغيرات غير سالبة في كلتا المسألتين ما دام المسألة الأول ,ଶݕ ଷݕ ൒ Ͳ 
ሻݓ𝑋ሺܣܯ وبالتاŅ البرنامج الثǼائي ǿو: = ͳͲݕଵ + ͸ݕଶ + ͺݕଷ 𝑠/ܿ ݕଵ + ଶݕʹ + ଷݕʹ ൑ ʹ ͷݕଵ + ଶݕʹ + ଷݕʹ ൑ ,ଵݕ ͵ ,ଶݕ ଷݕ ൒ Ͳ 

 استنتاج اūل الأمثل للمسألة الثنائية:-2
 اŪدول التاǿ Ņو جدول اūل الأمثل للمسألة الأولية:

=∗ࢆ 𝒙૛ 3 3/2 -4 1 0 0 2 ࢙૚ 0 -1 1 0 0 1 2 𝒙૚ 2 -1/2 -1 0 3 2 2 0 1 0 1- 1/2 ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚࢙ ࢐࡯ 2 3 0 0 0 ૚૙ 

=࢐∆ 0 0 0 1 1/2 ࢐ࢆ ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 
في المسألة الأولية والŖ تظهر في السطر الأخير تساوي قيم المتغيرات  رقنعلم أن القيم المقابلة لمتغيرات الف

 الرئيسية بǼفس الترتيب للمسألة الثǼائية بالقيمة المطلقة، ومǼه:
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  القيمة المقابلة لمتغير الفرق𝑠ଵ  يǿ ݕوعليه قيمة المتغير الرئيسي  (0)في المسألة الأوليةଵ  في المسألة

ଵݕ .(0)الثǼائية تساوي  = Ͳ 
  القيمة المقابلة لمتغير الفرق𝑠ଶ  يǿ ݕوعليه قيمة المتغير الرئيسي  (1)في المسألة الأوليةଶ  في المسألة

ଶݕ .(1)الثǼائية تساوي  = ͳ 
  القيمة المقابلة لمتغير الفرق𝑠ଷ  يǿ ݕوعليه قيمة المتغير الرئيسي  (1/2)في المسألة الأوليةଷ  في

ଷݕ .(1/2)المسألة الثǼائية تساوي  = ͳ/ʹ 
  ائيةǼه قيمة دالة الهدف للمسألة الثǼل الأمثل للمسألتين تكون متساوية، ومūقيمة دالة الهدف في ا

W .10تساوي  = ͳͻͶͲ 
∗yଵ وعليه اūل الأمثل للمسألة الثǼائية ǿو: = Ͳ, yଶ∗ = ͳ, ∗ଷݕ = ͳ/ʹ, W∗ = ͳͲ 

 
 Ţديد المسألة الثنائية للصيغة المختلطة:-8.8

 المختلطة باتباع اŬطوات التالية: لإŸاد المسألة الثǼائية للصيغ 

  ا نقوم بتعويض القيد بقيدين أحدهما أكبر أوǼإذا كانت إشارة القيد في المسألة الأولية يساوي )=( فإن
 يساوي و الآخر أصغر أو يساوي وذلك بغية كتابته على الصيغة القانونية.

ଵݔ مثلا إذا كان لديǼا القيد: + ͵xଶ = ͸ 
ଵݔ التاليين:نقوم بتعويضه بالقيدين  + ͵xଶ ൑ ͸ ݔଵ + ͵xଶ ൒ ͸ 

( حسب نوع المسألة الأولية لديǼا فإذا كانت من نوع -ثم نقوم بضرب طرفي أحد القيدين في الإشارة ) MAX ( في ňلكي تصبح إشارة القيد أصغر أو يساوي، وإذا كانت من نوع  -نضرب طرفي القيد الثا ) MIN ( لكي تصبح-نقوم بضرب طرفي القيد الأول في ) .إشارة القيد أكبر أو يساوي 
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  إذا كانت المسألة الأولية من نوعMAX  ذا القيد فيǿ و إشارة القيد أكبر أو يساوي نقوم بضرب طرفي

وإشارة  MIN( بغية كتابته على الصيغة القانونية، والعكس أي إذا كانت المسألة الأولية من -الإشارة )
 (.-القيد في الإشارة )القيد أصغر أو يساوي فإنǼا نقوم بضرب طرفي 

 .ائية للصيغة القانونيةǼاد المسألة الثŸطوات المذكورة سابقا في اŬبعد ذلك نتبع ا 
 مثال:

:Ņطي التاŬا البرنامج اǼܯ ليكن لدي𝐼ܰሺݖሻ = Ͷݔଵ + ଵݔ ܿ/ଶ 𝑠ݔ + ଶݔʹ ൑ Ͷ ͵ݔଵ + ଶݔ = ͵ Ͷݔଵ + ଶݔ͵ ൒ ͸ ݔଵ, ଶݔ ൒ 
 اŬطي.إŸاد المسألة الثǼائية لهذا البرنامج المطلوب: 

 اūل:
 لديǼا المسألة الأولية في صيغة űتلطة لذا سوف نقوم بكتابتها في صيغتها القانونية:

أكبر أو  إشارتهوإشارة القيد الأول أصغر أو يساوي لذا Ÿب جعل  MINالمسألة الأولية من نوع  -
 (، فيصبح كما يلي:-) الإشارةيساوي وذلك بضرب طرفيه في 

ଵݔ−   − ଶݔʹ ൒ −Ͷ 

ଵݔ͵ الثاň عبارة عن مساواة لذا يتم تعويضه بالقيدين التاليين:القيد  - + ଶݔ ൒ ଵݔ͵ (1)…͵ + ଶݔ ൑ ͵…(2) 
ଵݔ͵− ( فيصبح كالآتي:-) الإشارة( في 8ثم نقوم بضرب طرفي القيد )   − ଶݔ ൒ −͵ 

:Ņوعلية المسألة الأولية في صيغتها القانونية تكون على الشكل التا 
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ሻݖ𝐼ܰሺܯ = Ͷݔଵ + ଵݔ− ܿ/ଶ 𝑠ݔ − ଶݔʹ ൒ −Ͷ ͵ݔଵ + ଶݔ ൒ ଵݔ͵− ͵ − ଶݔ ൒ −͵ Ͷݔଵ + ଶݔ͵ ൒ ͸ ݔଵ, ଶݔ ൒ Ͳ 

:Ņائية تكون على الشكل التاǼܣܯ وعليه المسألة الث𝑋ሺݓሻ = −Ͷݕଵ + ଶݕ͵ − ଷݕ͵ + ͸ݕସ 𝑠/ܿ −ݕଵ + ଶݕ͵ − ଷݕ͵ + Ͷݕସ ൑ Ͷ −ʹݕଵ + ଶݕ − ଷݕ + ସݕ͵ ൑ ͳ ݕଵ, yଶ, yଷ, yସ ൒ Ͳ 

 (Integer Programming)  برůة الأعداد الصحيحة: سادسالمحور ال
 تعريف برůة الأعداد الصحيحة: -1

برůة الأعداد الصحيحة ǿي فرع من فروع البرůة الرياضية ţتص Şل مشكلات التحسين الŖ تتطلب أن 
تكون بعض أو كل المتغيرات في الǼموذج أعدادا صحيحة فقط، أي أنها لا يمكن أن تأخذ قيما عشرية أو  

  . (801،ص:8000)أبو القاسم الشيخ، كسورا
تستخدم ǿذǽ البرůة في اūالات الŖ تكون فيها المتغيرات تمثل أشياء مǼفصلة أو قرارات ذات طبيعة ثǼائية، 
مثل عدد المǼتجات الŸ Ŗب إنتاجها )لا يمكن إنتاج جزء من المǼتج(، اţاذ قرار )نعم/لا( بشأن تشغيل آلة أو 

 .قبول مشروع، وأيضا جدولة عدد الموظفين أو الرحلات
يز برůة الأعداد الصحيحة بكونها أكثر تعقيدا من البرůة اŬطية العادية لأن ůموعة اūلول الممكǼة تصبح تتم

 .(Cutting Planes) أو القطوع المستوية (Branch and Bound) غير متصلة، مما Ÿعل العثور على اūل الأمثل أكثر صعوبة ويتطلب تقǼيات خاصة مثل طريقة الفروع واūدود
 :أنواع برůة الأعداد الصحيحة-8

إń عدة أنواع، حسب طبيعة المتغيرات الŖ يشترط أن تكون أعدادا صحيحة،  تǼقسم برůة الأعداد الصحيحة
 ومن أبرز أنواعها:
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 :Pure Integer Programming) ) برůة الأعداد الصحيحة الكاملة-1.8

 تكون جميع المتغيرات في الǼموذج أعدادا صحيحة، ǿذا الǼوع من برůة الأعداد الصحيحة يتشترط فيه أن
ويستخدم عǼدما تكون جميع القرارات غير قابلة للتجزئة، مثل عدد الأشخاص، عدد الآلات، عدد 

 ومثال على ذلك شركة تǼتج مǼتجات لا يمكن إنتاج جزء مǼها )إما يǼتج أو لا(. المǼتجات... إلخ،
 :(Mixed Integer Programming - MIP)  برůة الأعداد الصحيحة المختلطة-8.8

ويستخدم  في ǿذا الǼوع من برůة الأعداد الصحيحة بعض المتغيرات صحيحة وبعضها مستمر )أعداد حقيقية(
في حالة بعض المتغيرات قرارات غير قابلة للتجزئة، بيǼما تمثل الأخرى كميات قابلة للتجزئة مثل الوقت أو 

 المال.
 :(Binary Integer Programming / 0-1 Programming) الثنائيةبرůة الأعداد -2.8

 ،5أو  0نوع خاص من برůة الأعداد الصحيحة، حيث يسمح للمتغيرات أن تأخذ فقط القيم  ǿو
 ."يستخدم في مسائل تتعلق باţاذ قرارات مǼطقية، مثل "تشغيل أو عدم تشغيل"، "اختيار أو عدم اختيار

 = لا(. 0= نعم،  5إذا كان Ÿب بǼاء مستودع في موقع معين )Ţديد ما  مثال على ذلك

 برůة الأعداد الصحيحة  والبرůة اŬطية: -2
إحدى أǿم أدوات Şوث العمليات المستخدمة في نمذجة المسائل الŖ تهدف إń  (LP) تعد البرůة اŬطية

ض ǿذǽ الǼماذج أن المتغيرات يمكن تعظيم أو تقليل دالة ǿدف خطية ضمن ůموعة من القيود اŬطية، وتفتر 
أن تأخذ قيما حقيقية مستمرة )أي غير صحيحة بالضرورة(. ورغم قوة ǿذǽ الǼماذج وسهولة حلها باستخدام 
خوارزميات مثل السمبلكس، إلا أن استخدامها يصبح Űدودا في اūالات الŖ تقتضي أن تكون اūلول على 

 .)م/لاشكل أعداد صحيحة أو قرارات مǼطقية )نع
امتدادا للبرůة اŬطية، حيث تضاف إليها قيود تفرض أن  (IP) في المقابل، تعد برůة الأعداد الصحيحة

 Ŗماذج يستخدم في التطبيقات الǼوع من الǼذا الǿب أن تكون أعدادا صحيحة. وŸ بعض أو جميع المتغيرات
أو تشغيل مشروع من عدمه، أو شراء عدد تǼطوي على قرارات غير قابلة للتجزئة، مثل تعيين عامل لوظيفة، 

 .معين من الوحدات
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من الǼاحية اūسابية، تعد مسائل برůة الأعداد الصحيحة أكثر تعقيدا من البرůة اŬطية، ويصعب حلها 

 .(Cutting Planes) المستويوالقطع  (Branch and Bound) بسرعة مع زيادة حجم الǼموذج، ولذلك فإنها تتطلب تقǼيات خاصة كطريقة الفروع واūدود
 Řعلها أداة لا غš ة الأعداد الصحيحة في تمثيل الواقع العمليůتقدمها بر Ŗماذج الǼومع ذلك، فإن دقة ال
عǼها في ůالات عديدة مثل التخطيط الإنتاجي، وجدولة الموارد، والتصميم الشبكي، واختيار المشاريع، حيث 

 ة للتطبيق أو التفسيرلا تكون اūلول غير الصحيحة قابل
   (LP)البرůة اŬطية  (IP) برůة الأعداد الصحيحة 

Ÿب أن تكون صحيحة  يمكن أن تكون عشرية    المتغيرات 
 صعوبة اūل سهلة نسبيا أكثر تعقيدا

 زمن اūل سريع )أطول )حسب المسألة
ستويةالقطوع الم –الفروع واūدود  الكبيرة، طريقة  Mالسمبلكس ،  

 المرحلتين
 التقǼيات

 تطبيقات برůة الأعداد الصحيحة:-2
 دولةŪطيط الإنتاج واţ: 

تُستخدم برůة الأعداد الصحيحة في Ţديد الكميات المثلى للإنتاج ضمن قيود الموارد، مع التأكيد على أن 
يات، مثل جدولة الآلات في عدد الوحدات المǼتجة Ÿب أن يكون صحيحا. كما تُستخدم في جدولة العمل

 .المصانع أو العمال في الǼوبات
 اختيار المشاريع أو الاستثمارات: 

عǼدما تكون الموارد Űدودة وŸب اختيار ůموعة من المشاريع للاستثمار فيها، تستخدم برůة الأعداد 
 .الميزانية المتاحةالصحيحة لاختيار التشكيلة المثلى من المشاريع الŢ Ŗقق أقصى ربح ممكن ضمن 

 تصميم شبكات النقل والتوزيع: 
في ůالات كالهǼدسة اللوجستية، تستخدم برůة الأعداد الصحيحة لتحديد المواقع المثلى للمخازن ومراكز 

 .التوزيع، ولتخطيط مسارات الشحن بما يضمن خفض التكاليف
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 ضري والمرافق العامةūالتخطيط ا: 

لبǼاء المدارس، المستشفيات، أو Űطات الشرطة، Şيث يتم تغطية أكبر عدد  تستخدم لتحديد المواقع المثلى
 .ممكن من السكان مع تقليل التكاليف أو المسافات

 مشكلة التعيين (Assignment Problem): 
يتم فيها ţصيص عدد من الموارد )مثل العمال( إń عدد من المهام بطريقة Ţقق أقصى فاعلية أو أقل تكلفة، 

 ."5أو  0ضرورة أن تكون كل عملية تعيين على ǿيئة "مع 
 تصميم شبكات الاتصالات: 

تستخدم برůة الأعداد الصحيحة لتحديد كيفية بǼاء شبكة اتصالات فعالة من حيث التكاليف والربط بين 
 .المواقع اŪغرافية

 طرق حل برůة الأعداد الصحيحة:-1
طريقة أو  (Branch and Bound) طريقة الفروع واūدودūل نماذج برůة الأعداد الصحيحة نستخدم 

 ، وسǼتطرق إń طريقة القطوع المستويةCutting Planes) ) القطوع المستوية
: ǿي (Gomory`s Cutting Plane Method)قطع المستوي غوموري  طريقةتعريف -1.1

وتستخدم لتحويل اūل غير الصحيح إحدى الطرائق المستخدمة ūل مسائل البرůة اŬطية بالأعداد الصحيحة، 
)اūل الذي Źتوي على أعداد غير صحيحة( لمسألة برůة خطية إń حل صحيح )عدد صحيح(، من خلال 

 .(Cutting Planes) إضافة قيود جديدة تعرف باسم قيود القطع
  :خطوات طريقة قطع غوموري-8.1

 طي بطريقة السمبلكسŬالأخذ بعين الاعتبار شرط أن تكون المتغيرات دون  حل المسألة أو البرنامج ا
 صحيحة.

 .ل أمثلاūذا اǿ ل ويعتبرūتهي اǼل كل قيمه أعداد صحيحة يūإذا كان ا 
  توي على قيم غير صحيحة، يتم استخراجŹ لūقطع غوموريإذا كان ا (Gomory Cut)   من

من متغير غير صحيح ŵتار الصف الذي Źتوي على قيمة أساسية غير صحيحة )إذا كان Ǽǿاك أكثر 
 .المتغير الذي له أكبر جزء عشري(

 موذج )قيد غوموري(، ويتم حل المسألة من جديد باستخدام السمبلكسǼال ńديدة إŪتضاف القيود ا. 
 .ل مكونا من أعداد صحيحة فقطūأن يكون ا ńتتكرر العملية إ 
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 أن يشترط الŖ المتغيرات Ţديد يتم الأمثل الأساسي اūل جدول من كيفية تشكيل قيد غوموري:-2.1
Ͳوالذي Ÿب أن يكون دائما موجبا.  ௞ܾ: اŪزء العشري من ௞ܦ .௞ܾ: اŪزء الصحيح من ௞ܧ .𝑟ݔ: قيمة المتغير ௞ܾ .عشري جزء أكبر على Ţتوي والŖ الصحيحة غير القيمة ذات المتغير: 𝒙࢘ .عشري جزء أكبر على Źتوي الذي المتغير ŵتار ثم الشرط ǿذا فيها يتحقق لم والŖ صحيحة، قيمها تكون < ௞ܦ < ͳ 
௞ܾإذا :  = ௞ܧ +  ௞ܦ

لكتابة قيد غوموري، نǼطلق من قراءة السطر اŬاص بالمتغير الأساسي الذي تم اختيارǽ في  كتابة قيد غوموري:
 اŬطوة السابقة، وذلك كما يلي:

࢑࢈ = 𝒙࢘ + ∑ ࢑࢐𝒑ࢇ
ࢎ=࢐ 𝑿࢐ 

 : عدد المتغيرات خارج الأساس.𝒑 ترتيب أول متغير خارج الأساس.: ࢎ حيث:

𝑟ݔ = ܾ௞ − ∑ ܽ௞௝𝑝
௝=ℎ 𝑋௝ 

𝑟ݔ = ௞ܧ + ௞ܦ − ∑ ܽ௞௝𝑝
௝=ℎ 𝑋௝ ܽ௞௝ = ௞௝ܧ +  ௞௝ܦ

Ͳ حيث:  < ௞ܦ < ͳ Ͳ < ௞௝ܦ < ͳ ܧ௞.ܧ : عدد صحيح௞௝.عدد صحيح : 

𝑟ݔ = ௞ܧ + ௞ܦ − ቌ∑ ௞௝𝑝ܧ
௝=ℎ 𝑋௝ + ∑ ௞௝𝑝ܦ

௝=ℎ 𝑋௝ቍ 
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𝑟ݔ = ቌܧ௞ − ∑ ௞௝𝑝ܧ

௝=ℎ 𝑋௝ቍ + ቌܦ௞ − ∑ ௞௝𝑝ܦ
௝=ℎ 𝑋௝ቍ 

௞ܦعددا صحيحا Ÿب أن يكون  𝒙࢘وحŕ يكون  − ∑ ௞௝𝑝௝=ℎܦ 𝑋௝  عدد صحيح، وبما أن 
 Ͳ < ௞ܦ < ͳ  :فإن 

∑ ࢑࢐𝒑ࡰ
ࢎ=࢐ 𝑿࢐ ൒  ࢑ࡰ

 وǿذا القيد ǿو قيد غوموري ويتم إضافته إń البرنامج الأصلي ويتم حله من جديد.
ሻݖ𝑋ሺܣܯ لديǼا المثال السابق. (:01مثال ) = ͵͵ͲͲݔଵ + ʹͲͲͲݔଶ 𝑠/ܿ ͸ݔଵ + Ͷݔଶ ൑ ͸Ͳ ͷݔଵ + ଶݔ͵ ൑ ͶͲ Ͷݔଵ + ଶݔʹ ൑ ͵Ͳ ݔଵ, ଶݔ ൒ Ͳሺأعداد صحيحةሻ 

 حل البرنامج الصحيح باستخدام طريقة غوموري. المطلوب:
باستخدام طريقة السمبلكس وبدون الأخذ بعين الاعتبار شرط أن المتغيرات صحيحة، ųد جدول اūل 

:Ņ࢐࡯ 3300 2000 0 0 0  الأساسي التا ࢙૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚ ࢏࢈ 𝑿20/3 2/3- 0 1 4/3- 0 ࡮࡯ ࡮ ࢙૚ 0 0 1/3 0 1 5/3 40/3 𝒙૛ 2000 1 -2/3 0 0 2/3 10/3 ࢙૜ 0 0 2000/3 0 2000 10000/3 ࢆ∗= ૡ૙૙૙૙/૜ 

 ࢐ࢆ
 -2000/3 0 0 -100/3 ∆࢐= ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 

ଵݔ  = Ͳ, xଶ = ͶͲ/͵, sଵ = ʹͲ/͵, sଶ = Ͳ, sଷ = ͳͲ/͵, sସ = Ͳ Z = ͺͲͲͲͲ/͵ 
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وǿذا يتضح من أن جميع القيم في صف  ،اūل الأمثل للمسألة بدون شرط المتغيرات صحيحةيمثل اŪدول 

=࢐∆الفرق  ࢐ࢉ − 𝒛ا في حالة دالة   ࢐Ǽسالبة أو صفر، مما يدل على التوقف وفق خوارزمية السمبلكس لأن
 . ǿMAXدف من نوع 

 :ǿي كالتاŅ ࢏࢈في ǿذا اŪدول، ųد أن القيم الأساسية في عمود 
 𝑠ଵ = ʹͲ/͵ ݔଶ = ͶͲ/͵ 𝑠ଷ = ͳͲ/͵ 

ǿو متغير قرار رئيسي في الǼموذج، وبما لا يأخذ قيمة صحيحة، فإن ǿذا اūل لا   𝒙૛من بين ǿذǽ المتغيرات
 يعتبر صاūا لمسألة البرůة الصحيحة.

اūصول عليه عن طريق خوارزمية السمبلكس Źتوي على متغيرات أساسية تأخذ بما أن اūل الأمثل الذي تم 
قيما غير صحيحة، فإن ǿذا اūل لا يعتبر صاūاً ضمن إطار البرůة الصحيحة، وعليه نلجأ إń تطبيق طريقة 

غير الصحيح، بهدف  𝒙૛غوموري لإنشاء قيد إضافي )قطع( يشتق من الصف المرتبط بالمتغير الأساسي
 .ستبعاد ǿذا اūل الكسري دون التأثير على صلاحية اūلول الصحيحة المحتملةا

ଵݔ͵/ǿ ͷو: 𝒙૛لديǼا القيد الذي Źتوي على المتغير  + ଶݔ + ͳ/͵𝑠ଶ = ͶͲ/͵ 

:Ņحو التاǼطوات اللازمة على الŬذا القيد لاستخراج قيد إضافي )قطع غوموري( وذلك باتباع اǿ نستعمل ͷ/͵ݔଵ + ଶݔ + ͳ/͵𝑠ଶ = ͶͲ/͵ ሺͳ + ʹ/͵ሻݔଵ + ଶݔ + ͳ/͵𝑠ଶ = ሺͳ͵ + ͳ/͵ሻ
ଵݔ  + ଵݔ͵/ʹ + ଶݔ + ͳ/͵𝑠ଶ = ͳ͵ + ͳ/͵ ʹ/͵ݔଵ + ͳ/͵𝑠ଶ − ͳ/͵ = ଵݔ− − ଶݔ + ͳ͵ ʹ/͵ݔଵ + ͳ/͵𝑠ଶ − ͳ/͵ ൒ Ͳ ʹ/͵ݔଵ + ͳ/͵𝑠ଶ ൒ ͳ/͵ 

 
ଶݔǿذا القيد إń الǼموذج الأصلي، وسيؤدي إń استبعاد اūل اūاŅ الذي Ÿعلنضيف  = ସ଴ଷ ،    ديد إذاŪذا القيد اǿ ققŹ ي، لكن القيد لا يستبعد أي حلول أخرى لأنه لا يمكن أنǿ بقيت القيم كما

 ممكǼة تكون صحيحة )كل القيم فيها أعداد صحيحة(.
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ሻݖ𝑋ሺܣܯ إذا يصبح عǼدنا البرنامج اŪديد بعد إضافة قيد غوموري كالآتي: = ͵͵ͲͲݔଵ + ʹͲͲͲݔଶ 𝑠/ܿ −ʹ/͵ݔଵ + 𝑠ଵ − Ͷ/͵𝑠ଶ = ʹͲ/͵ ͷ/͵ݔଵ + ଶݔ + ͳ/͵𝑠ଶ = ͶͲ/͵ ʹ/͵ݔଵ − ʹ/͵𝑠ଶ = ͳͲ/͵ ʹ/͵ݔଵ + ͳ/͵𝑠ଶ ൒ ͳ/͵ ݔଵ, ଶݔ ൒ Ͳሺأعداد صحيحةሻ 

∗ࢆ ૚ 0 5/2 0 -1/2 0 1 0 25/2 𝒙૛ 2000 1 1 -1 0 0 0 2 ࢙૜ 0 -3/2 0 1/2 0 0 1 1/2 𝒙૚ 3300 50 0 650 0 2000 3300࢙ 2 0 0 1 1- 0 0 ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૝ ࢙૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚࢙ ࢐࡯ 3300 2000 0 0 0 0 :الكبيرة، فǼتحصل على جدول اūل الأمثل التاǿM Ņذا البرنامج اŪديد نقوم Şله بدون شرط أن تكون المتغيرات صحيحة  باستخدام طريقة المرحلتين أو طريقة  =࢐∆ 0 0 0 650- 0 50- ࢐ࢆ 26650= ࢐ࢉ − 𝒛ݔ  ࢐ଵ = ͳ/ʹ, xଶ = ʹͷ/ʹ, sଵ = ͹, sଶ = Ͳ, sଷ = ͵, sସ = Ͳ Z = ʹ͸͸ͷͲ 
وǿذا يتضح من أن جميع القيم في  ،للمسألة بدون شرط المتغيرات صحيحةاūل الأمثل ǿذا اŪدول يعطيǼا 

=࢐∆صف الفرق  ࢐ࢉ − 𝒛ا في حالة دالة   ࢐Ǽسالبة أو صفر، مما يدل على التوقف وفق طريقة المرحلتين لأن
 .ǿMAXدف من نوع 

ǿ: 𝑠ଵي كالتا௜ Ņܾفي ǿذا اŪدول، ųد أن القيم الأساسية في عمود  = ͹ ݔଶ = ʹͷ/ʹ 𝑠ଷ = ଵݔ ͵ = ͳ/ʹ 
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وهما متغيرا قرار رئيسيان في الǼموذج، وبما أنهما لا يأخذان قيمتان  𝒙૚  ،𝒙૛من بين ǿذǽ المتغيرات

 صحيحتان، فإن ǿذا اūل لا يعتبر صاūا لمسألة البرůة الصحيحة.
Źتوي على بما أن اūل الأمثل الذي تم اūصول عليه عن طريق خوارزمية السمبلكس )طريقة المرحلتين( 

متغيرات أساسية تأخذ قيما غير صحيحة، فإن ǿذا اūل لا يعتبر صاūا ضمن إطار البرůة الصحيحة، وعليه 
غير  ଶݔنلجأ إń تطبيق طريقة غوموري لإنشاء قيد إضافي )قطع( يشتق من الصف المرتبط بالمتغير الأساسي

 .، بهدف استبعاد ǿذا اūل الكسري دون التأثير على صلاحية اūلول الصحيحة المحتملة (ଶݔالصحيح )ŵتار
ଶݔ ǿو: ଶݔلديǼا القيد الذي Źتوي على المتغير  − ͳ/ʹ𝑠ଶ + ͷ/ʹ𝑠ସ = ʹͷ/ʹ ݔଶ + ሺ−ͳ + ͳ/ʹሻ𝑠ଶ + ሺʹ + ͳ/ʹሻ𝑠ସ = ሺͳʹ + ͳ/ʹሻ ݔଶ − 𝑠ଶ + ͳ/ʹ𝑠ଶ + ʹ𝑠ସ + ͳ/ʹ𝑠ସ = ͳʹ + ͳ/ʹ ͳ/ʹ𝑠ଶ + ͳ/ʹ𝑠ସ − ͳ/ʹ = ଶݔ− + 𝑠ଶ + ͳʹ − ʹ𝑠ସ ͳ/ʹ𝑠ଶ + ͳ/ʹ𝑠ସ − ͳ/ʹ ൒ Ͳ ͳ/ʹ𝑠ଶ + ͳ/ʹ𝑠ସ ൒ ͳ/ʹ 

ଶݔǿذا القيد إń الǼموذج الأصلي، وسيؤدي إń استبعاد اūل اūاŅ الذي Ÿعلنضيف  = ʹͷ/ʹ ،    ي، لكن القيد لا يستبعد أي حلول أخرىǿ ديد إذا بقيت القيم كماŪذا القيد اǿ ققŹ لأنه لا يمكن أن
 ممكǼة تكون صحيحة )كل القيم فيها أعداد صحيحة(.

ሻݖ𝑋ሺܣܯ إذا يصبح عǼدنا البرنامج اŪديد بعد إضافة قيد غوموري كالآتي: = ͵͵ͲͲݔଵ + ʹͲͲͲݔଶ 𝑠/ܿ 𝑠ଵ − 𝑠ଶ = ͹ ݔଶ − ͳ/ʹ𝑠ଶ + ͷ/ʹ𝑠ସ = ʹͷ/ʹ −𝑠ଶ + 𝑠ଷ + 𝑠ସ = ଵݔ ͵ + ͳ/ʹ𝑠ଶ − ͵/ʹ𝑠ସ = ͳ/ʹ ͳ/ʹ𝑠ଶ + ͳ/ʹ𝑠ସ ൒ ͳ/ʹ ݔଵ, ଶݔ ൒ Ͳሺأعداد صحيحةሻ 

المتغيرات أعداد صحيحة فǼتحصل على جدول اūل نقوم Şل ǿذا البرنامج اŪديد دون شرط أن تكون 
:Ņالأساسي الأمثل التا   
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∗ࢆ ૚ 0 5 0 0 -3 0 1 0 10 𝒙૛ 2000 2 0 1 -2 0 0 0 2 ࢙૜ 0 -3 0 0 2 0 0 1 2 𝒙૚ 3300 -2 1 0 1 0 0 0 1 ࢙૝ 0 100 0 0 600 0 2000 3300࢙ 2 0 0 1 1- 0 0 0 ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૞ ࢙૝ ࢙૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૛ 𝒙૚࢙ ࢐࡯ 3300 2000 0 0 0 0 0 =࢐∆ 0 0 0 600- 0 0 100- ࢐ࢆ 26600= ࢐ࢉ − 𝒛࢐ 

ଵݔ  = Ͳ, xଶ = ͳͲ, sଵ = ͹, sଶ = Ͳ, sଷ = ʹ, sସ = ͳ, sହ = Ͳ Z = ʹ͸͸ͲͲ 
وǿذا يتضح من أن جميع القيم في صف  ،اūل الأمثل للمسألة بدون شرط المتغيرات صحيحةيمثل اŪدول 

=࢐∆الفرق  ࢐ࢉ − 𝒛ا في حالة دالة   ࢐Ǽسالبة أو صفر، مما يدل على التوقف وفق خوارزمية السمبلكس لأن
 .ǿMAXدف من نوع 

وبما أن قيم المتغيرات الأساسية صحيحة، فإن اūل المتوصل إليه ǿو اūل الأمثل لǼموذج البرůة العددية 
∗ଵݔ الصحيحة. = Ͳ, ∗ଶݔ = ͳͲ, sଵ = ͹, sଶ = Ͳ, sଷ = ʹ, sସ = ͳ, sହ = Ͳ Z∗ = ʹ͸͸ͲͲ  

ሻݖ𝐼ܰሺܯ (: ليكن لديǼا البرنامج التاŅ:08مثال) = ଵݔ͵ + ଶݔʹ + Ͷݔଷ 𝑠/ܿ ݔଵ + ଶݔʹ + ଷݔ ൒ ͳͲ ͵ݔଵ + ଶݔ + ଷݔʹ ൒ ͳͷ ʹݔଵ + ଶݔ + ଷݔ ൒ ͳʹ ݔଵ, ,ଶݔ ଷݔ ൒ Ͳ 
ونقوم Şل البرنامج اŬطي باستخدام طريقة المرحلتين،  نتجاǿل شرط أن المتغيرات Ÿب أن تكون صحيحة،

:Ņل الأمثل التاūتحصل على جدول اǼف 
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0 0 0 4 2 3 

 8/3 0 1 1/3 2/3- 0 1/3 ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૜ 𝒙૛ 𝒙૚࢙ ࢐࡯

𝒙૛ 2 -2/3 0 1/3 1/3 0 1 14/3 

𝒙૚ 3 -5/3 1 1/3 -2/3 0 0 5/3 ࢙૛ 0 -4/3 0 -1/3 5/3 2 3 ࢆ∗ =58/3 

 0 0 7/3 1/3 0 4/3 ࢐ࢆ

∆࢐= ࢐ࢉ − 𝒛ݔ ࢐ଵ = ͳͶ/͵, xଶ = ͺ/͵, ଷݔ = Ͳ, sଵ = Ͳ, sଶ = ͷ/͵, sଷ = Ͳ Z = ͷͺ/͵ 
وǿذا يتضح من أن جميع القيم في صف  ،اūل الأمثل للمسألة بدون شرط المتغيرات صحيحةيمثل اŪدول 

=࢐∆الفرق  ࢐ࢉ − 𝒛ا في حالة دالة   ࢐Ǽموجبة أو صفر، مما يدل على التوقف وفق خوارزمية السمبلكس لأن
 . ǿMINدف من نوع 

ଵݔ :ǿي كالتاŅ ࢏࢈في ǿذا اŪدول، ųد أن القيم الأساسية في عمود  = ͳͶ͵ = Ͷ.͸͸͸͹ ݔଶ = ͺ͵ = ʹ.͸͸͸͹ 𝑆ଶ = ͷ͵ = ͳ.͸͸͸͹ 
,𝒙૛من بين ǿذǽ المتغيرات 𝒙૚  موذج، وبما لا أنهما يأخذان قيمة صحيحة، فإن  اهمǼمتغيرا قرار رئيسيان في ال

 ǿذا اūل لا يعتبر صاūا لمسألة البرůة الصحيحة.
بما أن اūل الأمثل الذي تم اūصول عليه عن طريق خوارزمية السمبلكس Źتوي على متغيرات أساسية تأخذ 
قيما غير صحيحة، فإن ǿذا اūل لا يعتبر صاūاً ضمن إطار البرůة الصحيحة، وعليه نلجأ إń تطبيق طريقة 

)لأن اŪزء العشري  𝒙૛أو 𝒙૚ساسيغوموري لإنشاء قيد إضافي )قطع( يشتق من الصف المرتبط بالمتغير الأ
غير الصحيح، بهدف استبعاد ǿذا اūل الكسري دون التأثير على صلاحية اūلول  لكليهما متساويين(

 .الصحيحة المحتملة
ଵݔ ǿو: 𝒙૚، حيث لديǼا القيد الذي Źتوي على المتغير  𝒙૚اذا نشتق القيد من المتغير + ͳ/͵ݔଷ + ͳ/͵𝑠ଵ − ʹ/͵𝑠ଷ = ͳͶ/͵ 

:Ņحو التاǼطوات اللازمة على الŬذا القيد لاستخراج قيد إضافي )قطع غوموري( وذلك باتباع اǿ نستعمل 
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ଵݔ + ͳ/͵ ݔଷ + ͳ/͵ 𝑠ଵ − ʹ͵ 𝑠ଷ = ͳͶ/͵ ݔଵ + ଵଷ ଷݔ + ଵଷ  𝑠ଵ + ቀ−ͳ + ଵଷቁ 𝑠ଷ = ሺ4+2/3) 

ଵݔ + ͳ͵ ଷݔ + ͳ͵ 𝑠ଵ + ͳ͵ 𝑠ଷ − 𝑠ଷ − ʹ/͵ = Ͷ ͳ͵ ଷݔ + ͳ͵ 𝑠ଵ + ͳ͵ 𝑠ଷ − ʹ͵ = Ͷ + 𝑠ଷ −  ଵݔ
 وعليه القيد اŪديد ǿو:

  ͳ͵ ଷݔ + ͳ͵ 𝑠ଵ + ͳ͵ 𝑠ଷ ൒ ʹ/͵ 
ଵݔǿذا القيد إń الǼموذج الأصلي، وسيؤدي إń استبعاد اūل اūاŅ الذي Ÿعلنضيف  = ͳͶ/͵ ،    ي، لكن القيد لا يستبعد أي حلول أخرىǿ ديد إذا بقيت القيم كماŪذا القيد اǿ ققŹ لأنه لا يمكن أن

 ممكǼة تكون صحيحة )كل القيم فيها أعداد صحيحة(.
ሻݖ𝐼ܰሺܯ عǼدنا البرنامج اŪديد بعد إضافة قيد غوموري كالآتي:إذا يصبح  = ଵݔ͵ + ଶݔʹ + Ͷݔଷ 𝑠/ܿ ݔଶ + ͳ͵ ݔଷ − ʹ͵ 𝑠ଵ + ͳ͵ 𝑠ଷ = ͺ/͵ ݔଵ + ͳ͵ ݔଷ + ͳ͵ 𝑠ଵ − ʹ͵ 𝑠ଷ = ͳͶ/͵ − ଷݔ ͵ʹ + ͳ͵ 𝑠ଵ + 𝑠ଶ − ͷ͵ 𝑠ଷ = ͷ/͵ ͳ͵ ଷݔ + ͳ͵ 𝑠ଵ + ͳ͵ 𝑠ଷ ൒ ,ଵݔ ͵/ʹ ,ଶݔ ଷݔ ൒ Ͳ 

فǼتحصل على جدول اūل  ،المتغيرات أعداد صحيحةنقوم Şل ǿذا البرنامج اŪديد دون شرط أن تكون 
:Ņالأساسي الأمثل التا 
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0 0 0 0 4 2 3 

 4 0 1 1 0 0 1 2- ࡮࡯ ࡮𝑿 ࢏࢈ ૝ ࢙૜ ࢙૛ ࢙૚ 𝒙૜ 𝒙૛ 𝒙૚࢙ ࢐࡯

𝒙૛ 2 1 -1 0 0 0 0 1 4 

𝒙૚ 3 1 -2 1 0 -1 0 0 1 ࢙૛ 0 -3 1 0 1 1 0 0 2 ࢙૚ 0 -1 -1 0 0 2 2 3 ࢆ∗ =20 

 0 0 2 0 0 1 1 ࢐ࢆ

∆࢐= ࢐ࢉ − 𝒛ݔ ࢐ଵ = Ͷ, xଶ = Ͷ, ଷݔ = Ͳ, sଵ = ͳ, sଶ = ʹ, sଷ = Ͳ, sସ = Ͳ  Z = ʹͲ 
وǿذا يتضح من أن جميع القيم في صف  ،اūل الأمثل للمسألة بدون شرط المتغيرات صحيحةيمثل اŪدول 

=࢐∆الفرق  ࢐ࢉ − 𝒛ا في حالة دالة موجبة   ࢐Ǽأو صفر، مما يدل على التوقف وفق خوارزمية السمبلكس لأن
 .ǿMINدف من نوع 

وبما أن قيم المتغيرات الأساسية صحيحة، فإن اūل المتوصل إليه ǿو اūل الأمثل لǼموذج البرůة العددية 
∗ଵݔ الصحيحة. = Ͷ, xଶ∗ = Ͷ, ∗ଷݔ = Ͳ, sଵ = ͳ, sଶ = ʹ, sଷ = Ͳ, sସ = Ͳ  Z∗ = ʹͲ 

 Transportation Problemsسائل النقل : المسابعالمحور ال

من الǼماذج الأساسية في Şوث العمليات، وتǼدرج ضمن فئة  مشكلة الǼقلتعد  تعريف مسائل النقل:-1
 .، لكǼها تصǼف كحالة خاصة نظرا لبǼيتها المحددة وطبيعة قيودǿاالبرůة اŬطية

لǼقل كميات من سلعة معيǼة من ůموعة من المصادر  Ţديد خطة توزيع مثلىيتمثل ǿدف ǿذǽ المشكلة في 
)مثل المصانع أو مراكز الإنتاج( إů ńموعة من الوجهات )مثل المستودعات أو مǼاطق الاستهلاك(، Şيث 

 .أقل تكلفة إجمالية ممكǼة لعملية الǼقلتتحقق 
 :عǼصرين أساسيينترتكز ǿذǽ المشكلة على 

 ع أو إذ لا  :الطاقة الإنتاجية للمصادرǼصيص كميات تفوق القدرة الإنتاجية لكل مصţ يمكن
 .مصدر
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 اوز أو نقص في الكمية  :الطلب في الوجهاتš ب تلبية حاجة كل وجهة بالكامل، دونŸ حيث

 .المطلوبة
وتتمثل أهمية ǿذǽ المشكلة في قدرتها على دعم اţاذ القرار في المجالات الإنتاجية واللوجستية، من خلال تقديم 

وضمان التوازن  ،الإنتاج وقيود الطلب قيوداقتصادية وفعالة لعمليات توزيع الموارد، مع مراعاة كل من  حلول
 .بين الكميات المرسلة من المصادر والكميات المطلوبة في الوجهات

 من خلال ما سبق نستخلص أن مسألة الǼقل Ÿب أن تتوفر على العǼاصر التالية:
   ، مصانع ( ددة.مواقع توزيعŰ هم طاقةǼلكل م ) شركات، مستودعات 
 .ددŰ هم طلبǼاطق استهلاك( لكل مǼارية، مš مواقع طلب ) مراكز 
  .اطق الاستهلاكǼم ńددة من المصادر الإنتاجية إŰ تكلفة نقل 
 عرض مسألة النقل:-8

Ņموذجي التاǼقل بالشكل الǼيمكن تمثيل مسألة ال: 
  𝑆୧نفترض وجود كميات من مǼتج معين )مثل القمح، الزيت، البترول، وغيرǿا( تǼتج في مصادر إنتاج متعددة 

ሺiحيث  = ͳ,ʹ,͵, … . mሻيث تكون كمية الانتاج في المصدرŞ ،i يǿܽ௜ . 

ሺjحيث   D௝يتم نقل ǿذǽ الكميات إń مراكز تسويقية űتلفة  = ͳ,ʹ,͵, … . nሻ ولكل مركز تسويقي ،
 .من المǼتج  ௝ܾطلب Űدد 

، حيث تكون ǿذ௜௝  ǽܥبالرمز   jإń المركز التسويقي  iنرمز إń تكلفة نقل وحدة واحدة من المصدر 
 .التكلفة قيمة غير سالبة

ܽونفترض أن :  = ∑ ܽ௜௠௜=ଵ = ∑ ௝ܾ௡௝=ଵ = أي أن الكمية المطلوبة تساوي تماما الكمية  ܾ
 الǼقل متوازنة ويمكن عرضها في اŪدول التاŅ في اŪدول التاŅ:المعروضة، ونقول في ǿذǽ اūالة أن مسألة 
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 مʻاطق التسويق ૚ࡰ ૛ࡰ ........ ܒࡰ ........ ܖࡰ

 ૛ࡿ ଶଵܥ ଶଶܥ ........ ଶ௝ܥ ........ ଶ௡ܥ ૚ࡿ ଵଵܥ ଵଶܥ ........ ଵ௝ܥ ........ ଵ௡ܥ مصادر الانتاج
. 
. 
. 

 
. 
. 
. 

 

 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

 ܑࡿ ௜ଵܥ ௜ଶܥ ........ ௜௝ܥ ........ ௜௡ܥ .
. 
. 
. 

 
. 
. 
. 

 
. 
. 
. 

. 

. 

. 

. 

. 

 ܕࡿ ௠ଵܥ ௠ଶܥ ........ ௠௝ܥ ........ ௠௡ܥ .
، Şيث  𝑆୧بكل احتياجاتها من خلال مصادر الانتاج   ௝ܦالمطلوب في مسألة الǼقل ǿو تموين مǼاطق التسويق 

تكلفة الǼقل أصغر ما يمكن وفي حدود طاقات العرض الممكǼة، فإذا كانت الكميات الŖ يمكن أن تمون بها 
) تكون غير سالبة (، فإن الكميات الŖ يتم توجيهها من كل مصدر إń كل  ୧୨ݔǿي  ݆المǼطقة  ݅المصدر 

Ņدول التاŪطقة ممثلة في اǼيم عبدالفتاح، مǿ(500،ص:8006)ابرا: 
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الكʺيات 
 الʺتوفرة

مʻاطق  ૚ࡰ ૛ࡰ ........ ܒࡰ  ܖࡰ
 التسويق

مصادر 
 ૛ࡿ ૚ ܽଶ  𝑋ଶ௡ ........ 𝑋ଶ௝ ........ 𝑋ଶଶ 𝑋ଶଵࡿ ଵ  𝑋ଵ௡ ........ 𝑋ଵ௝ ........ 𝑋ଵଶ 𝑋ଵଵܽ الانتاج

. 

. 

. 

. 

. 

. 
 

. 

. 

. 

 

 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. ܽ୧  𝑋௜௡ ........ 𝑋௜௝ ........ 𝑋௜ଶ 𝑋௜ଵ ܑࡿ 
 

. 

. 

. 
 

. 

. 

. 
 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. ܽ୫ 𝑋௠௡ ........ 𝑋௠௝ ........ 𝑋௠ଶ 𝑋௠ଵ ܕࡿ 
 ܾ୬   ୨ܾ   ܾଶ  ܾଵ  الكʺيات

 الʺطلوبة
ůهولة  𝑋௜௝من كل مصدر إنتاج إń كل مǼطقة تسويق أو استهلاك معلومة، في حين أن الكميات   ௜௝ܥ ǿذا اŪدول مشابه Ūدول التكاليف، إلا أنه الفرق بيǼهما يتمثل في أن قيم التكاليف

 وǿي الŖ نهدف إŢ ńديدǿا من خلال حل مسألة الǼقل.
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 تكوين جدول مسألة النقل: -2

تدائي الأوŅ. يمكن تمثيل الإطار العام لمسألة الǼقل من خلال صيغة جدولية تُستخدم كأساس لإŸاد اūل الاب
اعتمادًا على ǿذا اūل، يتم العمل تدرŸيًا للوصول إń اūل الǼهائي الذي Źقق أقل تكلفة ممكǼة لعملية 

 .الǼقل
 :وتعرض الصيغة اŪدولية لمسألة الǼقل كما يلي

الكʺيات 
 الʺتوفرة

مʻاطق  ૚ࡰ ૛ࡰ .... ܒࡰ  ܖࡰ
 التسويق

مصادر 
 الانتاج

ܽଵ  ܥଵ௡ 𝑋ଵ௡ .... ܥଵ௝  

.... 

  ଵଵܥ ଵଶ 𝑋ଵଶܥ

 ૚  𝑋ଵ௝  𝑋ଵଵࡿ
ܽଶ  ܥଶ௡ 𝑋ଶ௡ .... ܥଶ௝ 𝑋ଶ௝ .... 

     ૛ࡿ ଶଵ 𝑋ଶଵܥ ଶଶ 𝑋ଶଶܥ

. 

. 

. 

. 

. 

. 
 

. 

. 

. 

 

 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

ܽ୧  ܥ௜௡ 𝑋௜௡ .... 

 .... ௜௝ 𝑋௜௝ܥ

     ܑࡿ ௜ଵ 𝑋௜ଵܥ ௜ଶ 𝑋௜ଶܥ

. 

. 

. 

. 

. 

.  

. 

. 

.  

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

ܽ୫ ܥ௠௡ 𝑋௠௡ .... 

 .... ௠௝ 𝑋௠௝ܥ

     ܕࡿ ௠ଵ 𝑋௠ଵܥ ௠ଶ 𝑋௠ଶܥ

ܽ = ܾ ܾ୬   ܾ୨   ܾଶ  ܾଵ  الكʺيات
 الʺطلوبة
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 .݆إń المǼطقة  ݅: تمثل تكلفة نقل الوحدة الواحدة من المصدر ୧୨ܿحيث:  

 .݆إń المǼطقة  ݅: تمثل عدد الوحدات المǼقولة من المصدر  ୧୨ݔ 
 النموذج الرياضي لمسألة النقل: -2

 :(8006،522)ابراǿيم عبدالفتاح، يتم تكوين الصيغة الرياضية لمسألة الǼقل كما يلي

  :التكلفة الإجمالية 
ܼ يمكن حسابها بالصيغة الرياضية التالية: = ଵଵܿଵଵݔ + ଵଶܿଵଶݔ + ⋯ + ଵ௝ܿଵ௝ݔ + ⋯ ଵ௡ܿଵ௡ݔ + ଶଵܿଶଵݔ + ଶଶܿଶଶݔ + ⋯+ ଶ௝ܿଶ௝ݔ + ⋯ + ଶ௡ܿଶ௡ݔ + ௜ଵܿ௜ଵݔ + ௜ଶܿ௜ଶݔ + ⋯ + ௜௝ܿ௜௝ݔ + ⋯+ ௜௡ܿ௜௡ݔ + ௠ଵܿ௠ଵݔ + ௠ଶܿ௠ଶݔ + ⋯ + ௠௝ܿ௠௝ݔ + ⋯ +  ௠௡ܿ௠௡ݔ

 
 وتكتب ǿذǽ الصيغة اختصارا كما يلي: 

ܼ = ∑ ∑ ௜௝ܿ௜௝௡ݔ
௝=ଵ

௠
௜=ଵ  

  منبع ) مصدر انتاج (: الكميات التي يعرضها كل 
ଵଵݔ: 1 المصدر + ଵଶݔ + ⋯ + xଵ୨ + ⋯ xଵ୬ = aଵ 
xଶଵ: 2 المصدر + xଶଶ + ⋯ + xଶ୨ + ⋯ xଶ୬ = aଶ 

   . 
   . 

x୧ଵ :݅ المصدر + x୧ଶ + ⋯ + x୧୨ + ⋯ x୧୬ = a୧ 
   . 
   . 

x୫ଵ :݉ المصدر + x୫ଶ + ⋯ + x୫୨ + ⋯ x୫୬ = a୬ 
 وتكتب الكميات الŖ يعرضها كل مصدر اختصارا كما يلي: 

∑ x୧୨୬
୨=ଵ = ܽ୧ 
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  في كل مصب ) منطقة تسويق (:الكميات المطلوبة 
ଵଵݔ: 1 الوجهة + ଶଵݔ + ⋯ + x୧ଵ + ⋯ x୫ଵ = bଵ 
xଵଶ: 2 الوجهة + xଶଶ + ⋯ + x୧ଶ + ⋯ x୫ଶ = ܾଶ 

   . 
   . 

xଵ୨ :݆ الوجهة + xଶ୨ + ⋯ + x୧୨ + ⋯ x୫୨ = b୧ 

   . 
xଵ୬ :݊ الوجهة + xଶ୬ + ⋯ + x୧୬ + ⋯ x୫୬ = b୬ 

 وتكتب الكميات الŖ يطلبها كل وجهة اختصارا كما يلي: 

∑ x୧୨୫
௜=ଵ = ୨ܾ 

كما قلǼا سابقا أن الهدف من مسألة الǼقل ǿو تقليل التكاليف، وحسب ǿذا الافتراض فإن الصيغة الرياضية 
 :Ņقل تكون كالتاǼلمسألة ال           

 
 

𝐼ܰ ሺܼሻܯ = ∑ ∑ ௜௝ܿ௜௝௡ݔ
௝=ଵ

௠
௜=ଵ  𝑠 ܿ⁄   ∑ x୧୨୬

୨=ଵ = ܽ୧ 
∑ x୧୨୫
௜=ଵ = ܾ୨ 

∑ ܽ௜௠௜=ଵ = ∑ ௝ܾ௡
௝=ଵ  

ܿ௜௝ ൒ Ͳݔ௜௝ ൒ Ͳ
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 Ţتوي مسائل الǼقل على ثلاث حالات رئيسية وǿي:ملاحظة: 

 الكمية المعروضة تساوي الكمية المطلوبة )حالة التوازن( -
 الكمية المعروضة أكبر من الكمية المطلوبة. -
 الكمية المطلوبة أكبر من الكمية المعروضة. -
 طرق حل مسائل النقل: -1
 

 :وتǼقسم عملية اūل إń مرحلتين أساسيتينتوجد عدة طرق معتمدة لإŸاد اūلول لها، 
 (Initial Basic Feasible Solution) الأوŅ إيجاد اūل الأساسي-1.1

 ńظر إǼالقيود المفروضة )الإنتاج والطلب( دون ال œتج يلǼاد توزيع مبدئي للمŸإ ńالمرحلة إ ǽذǿ تهدف
 :التكلفة المثلى، باستخدام إحدى الطرق التالية

 :(Northwest Corner method) ةالغربي ةالشمالي زاويةطريقة ال-1.1.1
ǿي طريقة بسيطة تعتمد على البدء بالتخصيص من اŬانة الواقعة في الزاوية العلوية اليسرى من جدول الǼقل 

 )أي الركن الشماŅ الغربي(
ثم يتم تعديل اŪدول يتم ţصيص الكمية الممكǼة في تلك اŬانة حسب اūد الأدŇ بين العرض والطلب، 

 .بإلغاء السطر أو العمود الذي تم استǼفاذǽ، وتكرار العملية إń أن يتم إتمام التوزيع
من عيوب ǿذǽ الطريقة أنها لا تأخذ التكاليف بعين الاعتبار، لذلك غالبا ما تعطي حلا بعيدا عن ملاحظة: 

 .اūل الأمثل
 :(Least Cost Method) طريقة أقل تكلفة-8.1.1

تقوم على اختيار اŬلية ذات أقل تكلفة نقل في اŪدول، وţصيص الكمية الممكǼة فيها )اūد الأدŇ بين 
العرض والطلب(، ثم تعديل اŪدول بǼفس طريقة الركن الشماŅ الغربي، ويتم تكرار ǿذǽ العملية باختيار أقل 

 تكلفة متاحة بعد كل خطوة حŕ يتم استكمال التوزيع.
لا تضمن اūل الأمثل، ولكǼها غالبا تعطي نتائج أفضل من طريقة الركن الشماŅ  يوبها أنهامن عملاحظة: 

 .الغربي
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 :(Vogel’s Approximation Method – VAM) طريقة تقريب فوجل-2.1.1

تعد من أكثر الطرق كفاءة لإŸاد حل ابتدائي قريب من الأمثل، تعتمد على حساب فرق التكلفة بين أقل 
 ثاň تكلفة في كل سطر وعمود، واختيار السطر أو العمود الذي يملك أعلى فرق،وأقل 

 ŕلية ذات أقل تكلفة في ذلك السطر أو العمود، وتكرر العملية بتحديث الفروق حŬثم يتم التخصيص في ا
 .الانتهاء

الأمثل، ولكǼها أكثر تعتبر أفضل من الطريقتين السابقتين في إŸاد اūل حيث يكون قريبا من اūل ملاحظة: 
 .تعقيدا من الطرق السابقة

 : Ţ (Optimality Test)سين اūل-8.1
 :بعد اūصول على حل ابتدائي، يتم اختبار مدى كفاءته ومقارنته باūل الأمثل باستخدام

 : (MODI Method) طريقة التوزيع المعدل-1.8.1
تعبر عن الأعمدة، وتعتمد ǿذǽ الطريقة على   ୨ܸتعبر عن الأسطر و  ୧ܷتقوم ǿذǽ الطريقة على فروض أن

 مرحلتين هما:
:ńل المعادلات  المرحلة الأوŴل الأساسي وūالمرحلة نتعامل مع القيم الداخلة في ا ǽذǿ في୧ܷ + V୨ = C୧୨ ونفترض أن ،୧ܷ  د قيمų لأول معادلة معدوم ثم୧ܷ و قيم ،୨ܸ .لūالداخلة في ا 
حلة نتعامل مع القيم اŬارجة من اūل الأساسي وųد القيم اūدية حيث يعبر عǼها في ǿذǽ المر  المرحلة الثانية:
࢐࢏𝜹بالعلاقة التالية:  = ࢐࢏࡯ − ܑࢁ − 𝐕ܒ  

 مثال:
 في مǼتشرة رئيسية مستودعات أربعة إń بتوزيعها وتقوم مصانع، ثلاثة في معلبة غذائية مواد بإنتاج ما شركة تقوم

 الǼقل تكلفة ţتلف كما المستودعات، وطلب المصانع إنتاج طاقة من كل źتلف .البلاد من űتلفة مǼاطق
 الǼقل، لعملية الإجمالية التكلفة تقليل إń الشركة تهدف .مستودع كل إń مصǼع كل من وحدة لكل

 .للمصانع الإنتاجية الطاقة šاوز دون المستودعات في الطلب كامل تلبية ضمان مع
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 :للمصانع الإنتاجية الطاقة

 C مصǼع  B 80 مصǼع  A 100 مصǼع  120 المصǼع الإنتاجية الطاقة
 :المستودعات في الطلب

 2 مستودع 70 1 مستودع 90 المستودع الطلب
 3 مستودع 20
 4 مستودع 60

 )بالدينار(: وحدة لكل الشحن تكلفة
  C مصǼع B 2 4 7 9 مصǼع A 5 3 4 6 مصǼع 4 6 8 10  5 مستودع  2 مستودع  0مستودع  0مستودع 

 المطلوب:  
 .بين أن ǿذǽ المسألة ţضع لمسائل الǼقل.5
 .شكل جدول المسألة.8
 .حل ǿذǽ المسألة باستخدام الطرق الثلاثة السابقة.0
 .اختبر أمثلية اūل باستعمال طريقة التوزيع المعدل.0
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 اūل:

 .تبيان أن المسألة ţضع لمسائل النقل:1
    يث تكون تهدفŞ  كل مستودع ńع إǼاد الكميات الواجب توجيهها من كل مصŸا ńالشركة إ

 التكاليف أقل ما يمكن، وعليه يمكن تشكيل دالة الهدف كما يلي:
𝐼ܰ ሺܼሻܯ = ∑ ∑ ௜௝ܿ௜௝ସݔ

௝=ଵ
ଷ

௜=ଵ  
   :موع العرضů موع الطلب يساويů ∑ ܽ௜ଷ௜=ଵ = ͳʹͲ + ͳͲͲ + ͺͲ = ͵ͲͲ  ∑ ௝ܾସ

௝=ଵ = ͻͲ + ͹Ͳ + ͺͲ + ͸Ͳ = ͵ͲͲ 
نقول أن المسألة ţضع  8و 5إذا لديǼا الكمية المطلوبة = الكمية المعروضة وǿي كميات غير سالبة وعليه من

 لمسائل الǼقل.
 تشكيل جدول مسألة النقل.8

 :Ņقل التاǼيمكن تلخيص المسألة في جدول مسألة ال 

 
2.. Ņل الأساسي الأوūإيجاد ا 

الكميات 
0المستودع  المعروضة 0المستودع   8المستودع   5المستودع   التسويقمراكز     

 المصǼع
     AالمصǼع   0  6  2  50 580
      BالمصǼع   6  0  0  1 500
     CالمصǼع   0  2  0  8 20

 الكميات المطلوبة 00 20 20 60 000
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 :كتابة البرنامج الرياضي للمسألة 

 
 :دالة الهدف 

𝐼ܰ ሺܼሻܯ = ∑ ∑ ௜௝ܿ௜௝ସݔ
௝=ଵ

ଷ
௜=ଵ  

 :ݔ دوال العرضଵଵ + ଵଶݔ + xଵଷ + xଵସ = ͳʹͲ ݔଶଵ + ଶଶݔ + xଶଷ + xଶସ = ͳͲͲ ݔଷଵ + ଷଶݔ + xଷଷ + xଷସ = ͺͲ 
 :ݔ دوال الطلبଵଵ + ଶଵݔ + xଷଵ = ͻͲ ݔଵଶ + ଶଶݔ + xଷଶ = ͹Ͳ ݔଵଷ + ଶଷݔ + xଷଷ = ͺͲ ݔଵସ + ଶସݔ + xଷସ = ͸Ͳ 
  :شرط التوازن 

∑ ௝ܾସ
௝=ଵ = ∑ ܽ௜ଷ௜=ଵ = ͵ͲͲ 

 :ݔ شرط عدم السلبية୧୨, c୧୨ ൒ Ͳ 
 إيجاد اūل الأساسي الأوŅ بطريقة الزاوية الشمالية الغربية: . 3.1
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في ǿذǽ الطريقة نقوم بتخصيص الكميات بدءا من الزاوية العلوية اليسرى من اŪدول، ثم التقدم أفقيا أو 

:Ņفاد العرض أو الطلب، وتكون عملية التخصيص كالتاǼعموديا حسب است 
( وǿي الŖ تمثل الزاوية 5إń المستودع  A)من المصǼع  5والمستودع  Aنبدأ من اŬانة الŖ تقابل المصǼع  -

وحدة، نقوم  ǿ580ي  Aوحدة، وطاقة المصǼع  ǿ00و  5الشمالية الغربية، حيث أن طلب المستودع 
، بيǼما يعتبر  Aوحدة فقط في المصǼع  00، ويتبقى 5إń المستودع  Aوحدة من المصǼع  00بتخصيص 

 .5مغطى بالكامل، وبالتاŅ نضع القيمة صفر في بقية خانات عمود المستودع  5المستودع 
(، حيث أن طلب 8إń المستودع  A)من المصǼع  8والمستودع  AنǼتقل أفقيا إń اŬانة الŖ تقابل المصǼع  -

لهذا المستودع، وبالتاA  Ņوحدة المتبقية في المصǼع  00وحدة، فǼقوم بتخصيص  ǿ20و  8المستودع 
 00، في حين تبقى Aونضع القيمة صفر في باقي خانات سطر المصǼع  AتǼتهي الكمية في المصǼع 

 .8وحدة غير مغطاة في المستودع 
 00(، فǼقوم بتخصيص 8إń المستودع  B)من المصǼع  8والمستودع  BنǼتقل إń اŬانة الŖ تقابل المصǼع  -

مغطى بالكامل  8، وبالتاŅ يعتبر المستودع 8الطلب المتبقي في المستودع  لتغطية Bوحدة من المصǼع 
 .Bوحدة في المصǼع  60، ويتبقى 8ونضع القيمة صفر في باقي خانات عمود المستودع 

 60(، فǼقوم بتخصيص 0إń المستودع  B)من المصǼع  0والمستودع  BنǼتقل إń اŬانة الŖ تقابل المصǼع  -
 B، وبالتاŅ تǼتهي الكمية في المصǼع 0لتغطية جزء من الطلب في المستودع  BالمصǼع وحدة المتبقية في 

الكميات 
0المستودع  المعروضة 0المستودع   8المستودع   5المستودع    مراكز  التسويق 

 المصǼع
580 50 

0 2  6 
 A  0  00المصǼع   0 00

500 1 
0 0 

60 0 
00 6 

      BالمصǼع  0
20 8 

60 0 
80 2 

0 0 
     CالمصǼع  0

 الكميات المطلوبة 00 20 20 60 000
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وحدة غير مغطاة في المستودع  20، في حين تبقى Bونضع القيمة صفر في باقي خانات سطر المصǼع 

8. 
 20يص (، فǼقوم بتخص3إń المستودع  C)من المصǼع  3والمستودع  CنǼتقل إń اŬانة الŖ تقابل المصǼع  -

مغطى بالكامل  3، وبالتاŅ يعتبر المستودع 3لتغطية الطلب المتبقي في المستودع  Cوحدة من المصǼع 
 .Cوحدة في المصǼع  60، ويتبقى 3ونضع القيمة صفر في باقي خانات عمود المستودع 

 60(، فǼقوم بتخصيص 4إń المستودع  C)من المصǼع  4والمستودع  CنǼتقل إń اŬانة الŖ تقابل المصǼع  -
مغطى بالكامل،  0، وبالتاŅ يعتبر المستودع 0لتغطية الطلب في المستودع  Cوحدة المتبقية في المصǼع 

 .Cوكذلك تǼتهي الكمية المتوفرة في المصǼع 
m نلاحظ أن عدد اŬانات المشغولة مساو لعدد اūلول الممكǼة وǿو: + n − ͳ = ͵ + Ͷ − ͳ = ͸ 

ݖ للǼقل:Ŵسب قيمة التكلفة الإجمالية  = ͻͲ ∗ Ͷ + ͵Ͳ ∗ ͸ + ͶͲ ∗ Ͷ + ͸Ͳ ∗ ͵ + ʹͲ ∗ Ͷ + ͸Ͳ ∗ ݖ ʹ = ͳͲͺͲ 
 إيجاد اūل الأساسي الأوŅ بطريقة أقل تكلفة: . 3.1

 
، لذا نقارن ما ǿو متوفر في 0والمستودع  Cوǿي تقابل المصǼع  2نلاحظ أن أقل تكلفة في اŪدول ǿي  -

، ثم ŵتار أقل الكميتين وŵصصها لهذǽ للخانة، إذا أصغر كمية ǿي 0، وما Źتاجه المستودع CالمصǼع 

الكميات 
0المستودع  المعروضة 0المستودع   8المستودع   5المستودع    مراكز  التسويق 

 المصǼع
580 50 

0 2  6 
 A  0  00المصǼع   0 00

500 1 
0 0 

20 0 
80 6 

      BالمصǼع  0
20 8 

60 0 
0 2 

80 0 
     CالمصǼع  0

 الكميات المطلوبة 00 20 20 60 000
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نضع فيها أصفار لأنه تم تلبية كامل  0وحدة ŵصصها فيها، أما باقي اŬانات في عمود المستودع  60

 . Cوحدة في المصǼع  80الطلب فيه، في حين تبقى 
، والŖ 0والمستودع  Bتبقية، وǿي اŬانة المقابلة للمصǼع ثم نبحث عن أقل تكلفة ضمن اŬانات الم -

، أما باقي اŬانات في عمود المستودع 20ص فيها أقل كمية بين العرض والطلب وǿي وŵص 3تكلفتها 
وحدة  ŵ80صص فيها أصفار لأن الكمية المطلوبة من ǿذا المستودع قد لبيت كاملا ، في حين تبقى  0

 . Bفي المصǼع 
لك في اŬانة المقابلة ، وكذ 5والمستودع  Aوتقع في اŬانة المقابلة للمصǼع  0التكلفة الأقل التالية ǿي  -

، في ǿذǽ اūالة ŵتار اŬانة الŖ فيها ţصيص أكبر، وǿي اŬانة المقابلة للمصǼع 8والمستودع  BللمصǼع  A  ي 5والمستودعǿصص فيها أقل الكميتين بين العرض والطلب وŵانات في  00، وŬوحدة، أما باقي ا
لوبة من ǿذا المستودع قد لبيت كاملا ، في حين ŵصص فيها أصفار لأن الكمية المط 5عمود المستودع 

 . Aوحدة في المصǼع  00تبقى 
، ŵصص فيها الكمية المتبقية 8والمستودع  Bوتقع في اŬانة المقابلة للمصǼع  0التكلفة الأقل التالية ǿي  -

ŵصص فيها أصفار لأن الكمية  Bوحدة، أما باقي اŬانات في سطر المصǼع  20وǿي  Bفي المصǼع 
 وحدة لم تلŒ. 10لمتوفرة في ǿذا المصǼع قد نفدت بالكامل، في حين تبقت ا

، ŵصص فيها الكمية المتبقية 8والمستودع  Aوتقع في اŬانة المقابلة للمصǼع  6التكلفة الأقل التالية ǿي  -
ŵصص فيها أصفار لأن الكمية  Aوحدة، أما باقي اŬانات في سطر المصǼع  30وǿي  Aفي المصǼع 

 وحدة لم تلŒ. 20وفرة في ǿذا المصǼع قد نفدت بالكامل، في حين تبقت المت
، ŵصص فيها الكمية المتبقية 8والمستودع  Cوتقع في اŬانة المقابلة للمصǼع  2التكلفة الأقل التالية ǿي  -

بية وحدة، وبالتاŅ الكمية المتوفرة في ǿذا المصǼع قد نفدت بالكامل، وكذلك تم تل 80وǿي  Cفي المصǼع 
 .8الطلب في المستودع 

m نلاحظ أن عدد اŬانات المشغولة مساو لعدد اūلول الممكǼة وǿو: + n − ͳ = ͵ + Ͷ − ͳ = ͸ 
ݖ Ŵسب قيمة التكلفة الإجمالية للǼقل: = ͻͲ ∗ Ͷ + ͵Ͳ ∗ ͸ + ʹͲ ∗ Ͷ + ͺͲ ∗ ͵ + ʹͲ ∗ ͹ + ͸Ͳ ∗ ݖ ʹ = ͳͳʹͲ  
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 .  إيجاد اūل الأساسي الأوŅ بطريقة فوجل التقريبية:2.2

ūساب فروقات فوجل، نطرح أقل تكلفة في كل صف أو عمود من ثاň أقل تكلفة فيه، ثم ŵتار الصف أو 
 خسارة Űتملة(.العمود ذو الفارق الأعلى )الأكثر 

نقوم أولا Şساب فروقات فوجل، وذلك بطرح أقل تكلفة في كل سطر أو عمود من ثاň أقل تكلفة فيه،  -
(، أما 2) C(، والمصǼع 1) B(، المصǼع 8) Aوقد كانت الفروقات الأوń اŬاصة بالأسطر كالتاŅ: المصǼع 

(، وبما أن أعلى 0) 0(، والمستودع5) 0(، المستودع8) 8(، المستودع8) 5الأعمدة فكانت فروقاتها: المستودع
، فإن الأولوية تمǼح له في التخصيص، وذلك لتفادي Ţمل 0( بقيمة 0فرق يوجد في العمود الرابع )المستودع 

، لذا نقوم 2بقيمة  Cع في سطر المصǼع تكاليف أعلى لاحقا، في ǿذا العمود ųد أن أدŇ تكلفة تق
، وبالتاŅ نضع أصفارا في باقي خانات عمود  0وحدة، لتغطية كامل الطلب في المستودع  60بتخصيص 

، ويتم استبعادǽ من اŬطوات اūسابية اللاحقة عǼد إعادة حساب الفروقات، في حين تبقى كمية  0المستودع 
 . Cوحدة في المصǼع  80قدرǿا 

الكميات  1 2 3 4 5 6
0 المستودع المعروضة 0 المستودع  8 المستودع  5 المستودع  قمراكز  التسوي   

 المصǼع
0 0 2 2 2 2 

120 10 
0 8  6 

 A  0  00المصǼع   4 30
/ 0 2 1 1 1 

100 5 
0 3 

60 4 
40 6 

      BالمصǼع  0
/ / / / 3 2 

80 2 
60 4 

20 7 
0 0 

       CالمصǼع  0
الكميات  00 70 80 60 300

 1 2 2 1 3  المطلوبة
/ 1 2 2 2 
/ 5 2 2 3 
/ / 2 2 4 
/ / 2 / 5 
/ / 0 / 6 
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 AنǼتقل إń المرحلة التالية وǿي حساب الفروقات الثانية، وقد كانت فروقات الأسطر كالتاŅ: المصǼع  -
(، 8) 8(، المستودع8) 5أما الأعمدة فكانت فروقاتها: المستودع C (0،)والمصǼع  B (1،)(، والمصǼع 8)

، فإن الأولوية تمǼح له في 3ة ( بقيم C(، وبما أن أعلى فرق يوجد في السطر الثالث )المصǼع 5) 0المستودع
بقيمة  0تقع في عمود المستودع  0التخصيص، في ǿذا السطر ųد أن أدŇ تكلفة بعد استبعاد عمود المستودع 

وحدة، لتغطية جزء من الطلب في  20وǿي  Cلذا نقوم بتخصيص باقي الكمية المتاحة في المصǼع ، 0
استǼفادǽ بالكامل وسيتم استبعادǽ في المراحل اللاحقة، في  قد تم Cوبهذا يعتبر سطر المصǼع  ، 0المستودع 

 .0وحدة لم يتم تلبيتها في المستودع  60حين تبقى كمية قدرǿا 

 AنǼتقل إń المرحلة التالية وǿي حساب الفروقات الثالثة، وقد كانت فروقات الأسطر كالتاŅ: المصǼع  -
(، وبما 1) 0(، المستودع8) 8(، المستودع8) 5المستودع(، أما الأعمدة فكانت فروقاتها: 1) B(، المصǼع 8)

فإن الأولوية تمǼح له في التخصيص، في ǿذا  ،1( بقيمة  0أن أعلى فرق يوجد في العمود الثالث )المستودع 
، Bوحدة من المصǼع  60، لذا نقوم بتخصيص 3بقيمة  Bالعمود ųد أن أدŇ تكلفة تقع في سطر المصǼع 

، ويتم استبعادǽ 0، وبالتاŅ نضع أصفارا في باقي خانات عمود المستودع  0قي في المستودع لتغطية الطلب المتب
وحدة في المصǼع  00من اŬطوات اūسابية اللاحقة عǼد إعادة حساب الفروقات، في حين تبقى كمية قدرǿا  B . 

 Aر كالتاŅ: المصǼع نǼتقل إń المرحلة التالية وǿي حساب الفروقات الرابعة، وقد كانت فروقات الأسط -
(، وبما أن كل الفروقات 8) 8(، المستودع8) 5(، أما الأعمدة فكانت فروقاتها: المستودع8) B(، المصǼع 8)

، فإن الأولوية في التخصيص تمǼح للسطر أو العمود الذي Źتوي على أقل تكلفة، واذا   8متساوية بقيمة 
د الذي يضمن أكبر ţصيص، وǼǿا ŵتار العمود الأول كانت التكلفة أيضا متساوية تمǼح للسطر أو العمو 

 90، لذا نقوم بتخصيص 4بقيمة  A(، في ǿذا العمود ųد أن أدŇ تكلفة تقع في سطر المصǼع 5)المستودع 
، وبالتاŅ نضع أصفارا في باقي خانات عمود  5، لتغطية كامل الطلب في المستودع Aوحدة من المصǼع 

دǽ من اŬطوات اūسابية اللاحقة عǼد إعادة حساب الفروقات، في حين تبقى كمية ، ويتم استبعا5المستودع 
 . Aوحدة في المصǼع  00قدرǿا 

 AنǼتقل إń المرحلة التالية وǿي حساب الفروقات اŬامسة، وقد كانت فروقات الأسطر كالتاŅ: المصǼع  -
وبما أن أعلى فرق يوجد في العمود  (،8) 8(، أما الأعمدة فكانت فروقاتها: المستودع0) B(، المصǼع 0)

فإن الأولوية تمǼح له في التخصيص، في ǿذا العمود ųد أن أدŇ تكلفة تقع في ، 8( بقيمة  8الثاň )المستودع 
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وحدة ، لتغطية جزء  40وǿي  Bالكمية المتبقية في المصǼع   ، لذا نقوم بتخصيص0بقيمة  Bسطر المصǼع 

من اŬطوات اūسابية اللاحقة عǼد إعادة حساب  Bاستبعاد سطر المصǼع  ، ويتم 8من الطلب في المستودع 
 . 8وحدة لم يتم تلبيتها في المستودع  30الفروقات، في حين تبقى كمية قدرǿا 

، لذا نقوم بتخصيص 8والمستودع  Aتبقى خانة واحدة لم يتم التخصيص فيها، وǿي اŬانة المقابلة للمصǼع  -
، وبهذا نكون قد قمǼا  8وحدة لتلبية باقي الطلب في المستودع  00وǿي  Aالكمية المتبقية في المصǼع 
 بتخصيص جميع اŬانات.

m نلاحظ أن عدد اŬانات المشغولة مساو لعدد اūلول الممكǼة وǿو: + n − ͳ = ͵ + Ͷ − ͳ = ͸ 
ݖ Ŵسب قيمة التكلفة الإجمالية للǼقل: = ͻͲ ∗ Ͷ + ͵Ͳ ∗ ͸ + ͶͲ ∗ Ͷ + ͸Ͳ ∗ ͵ + ʹͲ ∗ Ͷ + ͸Ͳ ∗ ݖ ʹ = ͳͲͺͲ     
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