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Résumé

Dans ce travail, nous étudions le probléme de la torsion axisymétrique d’un bi-matériau
¢lastique contenant une inclusion interfaciale soumise a 1’action de disques rigides circulaires.
La formulation du probléme est basée sur la théorie linéaire de I’¢lasticité en tenant compte des

conditions aux limites et des conditions de continuité a 1’interface entre les deux matériaux.

A T’aide de la transformation intégrale de Hankel et des propriétés des fonctions de Bessel, le
probléme aux limites mixtes est réduit a un systeme d’équations intégrales duales, puis

transformé en équations intégrales de Fredholm de seconde espéce.

Une méthode numérique basée sur les formules de quadrature est ensuite utilisée pour
transformer le systéme obtenu en un systéme d’équations algébriques linéaires. Cette approche
permet de déterminer les déplacements, les contraintes et d’analyser I’influence des parametres

géométriques et mécaniques du bi-matériau sur le comportement en torsion de la structure.

Mots-clés :
Bi-matériau élastique, torsion axisymétrique, inclusion interfaciale, transformation de Hankel,
fonctions de Bessel, équations intégrales duales, équations de Fredholm.

Abstract

In this work, we investigate the problem of axisymmetric torsion in an elastic bimaterial
containing an interfacial inclusion subjected to circular rigid disks. The problem is formulated
within the framework of the linear theory of elasticity while taking into account the boundary

conditions and continuity conditions at the interface between the two materials.

By using the Hankel integral transform and the properties of Bessel functions, the mixed
boundary value problem is reduced to a system of dual integral equations, which is then

transformed into Fredholm integral equations of the second kind.

A numerical method based on quadrature formulas is subsequently employed to convert the
resulting system into a system of linear algebraic equations. This approach makes it possible to
determine the displacement and stress fields and to analyze the influence of the geometric and

mechanical parameters of the bimaterial on the torsional behavior of the structure.

Keywords :
elastic bimaterial, axisymmetric torsion, interfacial inclusion, Hankel transform, Bessel

functions, dual integral equations, Fredholm integral equations.
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Introduction générale

L’analyse du comportement mécanique des inclusions circulaires rigides ancrées dans des
milieux élastiques représente une problématique centrale en géomécanique, en génie civil
et en mécanique appliquée. L’intérét pour ce domaine est motivé par la richesse de ses
applications, aussi bien théoriques qu’industrielles, touchant notamment la conception des
disques de turbines, des conduites cylindriques et de divers composants mécaniques. Ces
travaux contribuent également a I’amélioration de notre compréhension du comportement

des structures de fondation soumises a des chargements extérieurs.

Dans le contexte de I’ingénierie des fondations, les problémes d’interaction entre le sol et
la structure conduisent fréquemment a modéliser les fondations par des inclusions de
formes variées : circulaire, rectangulaire, en bande ou a géométrie quelconque. Par ailleurs,
les matériaux composites tiennent aujourd’hui une position inévitable dans les domaines
de la géomécanique et de I’ingénierie moderne, en raison notamment de leur vulnérabilité

a divers types de défauts internes comme les fissures et les déformations locales.

En outre, plusieurs applications industrielles nécessitent I’analyse des contraintes dans des
corps tridimensionnels présentant une symétrie axiale de géométrie et de chargement. Ce
type d’étude apparait dans des composants mécaniques comme les disques de turbines, les
disques d’imprimantes, les arbres mécaniques, les tubes et d’autres ¢léments
axisymétriques. En ingénierie, ces analyses trouvent ¢galement des applications dans le
domaine des fondations profondes, des essais géotechniques in situ, ainsi que dans la
mécanique des composites pour 1’étude du transfert des charges mécaniques et la

conception des structures



La question de la torsion exercée par une inclusion rigide profondément intégrée dans un
milieu ¢élastique infini a été traitée par Selvadurai [2,3], dont I’analyse repose sur les rigidités
en rotation et en translation du disque enfoui. Le probléme de torsion d’un demi-espace
¢lastique a été abordé¢ initialement par Reissner et Sagoci  [4], qui ont analysé I’interaction
statique entre un disque rigide et un demi-espace isotrope, parvenant a une solution exprimée
en coordonnées sphéroidales. Sneddon [5] a repris ce probléme en recourant aux
transformées de Hankel pour le ramener a un systéme d’équations intégrales duales . Collins
[6] aquanta lui considéré la distribution de sources de déplacement sur la zone de contact
entre le disque et la surface libre pour formuler la solution du probléme de torsion. Gladwell
[7] adonné la solution du probléme des vibrations de torsion forcées d’une couche élastique
d’épaisseur finie avec différentes conditions aux limites inférieures. Une formulation
analytique complete du probléme général de torsion d’un disque rigide noyé dans un demi-
espace isotrope a été établie par Pak et Saphores [8]. Bacci et Bennati [9] ont étudié le cas
d’un disque rigide circulaire en contact avec la surface supérieure d’une couche élastique
reposant sur un support indéformable. Plus récemment, Singhetcoll. [10] ont traité la
rotatio d’une portion circulaire de la surface d’un demi-espace isotrope non homogene,
tandis que Cai et Zue [11] ont analysé les oscillations de torsion d’un disque attaché a un
milieu poro-¢lastique multicouche. Yu [12] s’est intéressé aux vibrations de torsion forcées
au sein d’un solide multicouche en utilisant la fonction de Green ¢élastodynamique et une

approche par charges ponctuelles

Disque rigide
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Figure 1 : Probléme de Dhawan

Yu [12] a étudié les oscillations de torsion forcées a l'intérieur du solide multicouche. La
fonction ¢€lastodynamique de Green du centre de rotation et une méthode de charge ponctuelle

ont été utilisées pour résoudre le probléme.



Pal et Mandal [13] ont étudié les oscillations de torsion forcées dans un demi-espace
¢lastique transversalement isotrope soumis a 1’action d’un disque intérieur rigide. Un cas
analogue impliquant une rotation bascule a été résolu ultérieurement par Ahmadi et Eskandari
[14] en s’appuyant sur une fonction de Green adaptée pour reformuler le probléme aux
limites mixtes sous la forme d’une équation intégrale double.  L’ensemble de ces approches
repose sur 1’utilisation de la transformée intégrale de Hankel pour convertir le probléme aux
limites mixtes en un systéme d’équations intégrales duales, dont la résolution conduit a une

équation intégrale de type Fredholm
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Figure 2 : Probléme de Pak

La problématique de la torsion dans les couches élastiques présentant des fissures circulaires a
¢galement été abordée par plusieurs auteurs. Sih et Chen [15] ont examiné le cas d’une
fissure circulaire dans un composite straté soumis a une contrainte de torsion uniforme,  en
déterminant les champs mécaniques par résolution d’une équation intégrale de Fredholm de
seconde espece. Low [16] atraité les effets de défauts enfouis, qu’il s’agisse d’une
inclusion ou d’une fissure, dans un demi-espace élastique soumis a des déformations
torsionnelles,en résolvant numériquement les équations intégrales de Fredholm
correspondantes par une méthode de quadrature. Dhawan [17] a utilisé la méme approche
pour traiter le probléme d’un disque rigide fixé a un demi-espace €lastique contenant une
fissure interne.

En utilisant les transformées de Hankel et Laplace et en prenant l'inversion numérique de la
transformée de Laplace, Basu et Mandal [18] ont traité la charge de torsion sur une fissure en
forme de penny dans une couche élastique prise en sandwich entre deux demi-espaces

¢lastiques.



Des approches méthodologiques similaires ont été largement développées dans la littérature
pour traiter des problémes de torsion axisymétrique dans des milieux homogeénes ou
hétérogenes. En particulier, Madani et Kebli [19] ont étudié la torsion axisymétrique d'un milieu
¢lastique fissuré par deux disques rigides encastrés. Ce type de probléme a été étendu aux
milieux multicouches, notamment a travers 1'é¢tude du probléme de Reissner-Sagoci pour une
fissure interfaciale dans un milieu bicouche sous la torsion d'un disque circulaire rigide encastré
[40]. De plus, le cas d'une couche élastique prise en sandwich entre deux demi-espaces
¢lastiques contenant deux fissures interfaciales a également été examiné sous torsion
axisymétrique [41]. Récemment, des configurations encore plus proches de notre étude ont été
abordées par Madani et al [42, 43], notamment le probléme de la torsion axisymétrique d’un
disque rigide parallele a une fissure interne en forme de penny située a l'interface d’un milieu
bicouche [42], ainsi que 1'impact d'une charge de torsion soudaine appliquée a un disque rigide
parallele a une fissure interne en forme de penny dans un milieu élastique fini [43]. Ces travaux
démontrent 1'efficacité de la formulation par équations intégrales duales couplée a la méthode

de Copson-Sneddon pour résoudre ce type de géométries complexes
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Figure 4 : Problemes de Madani et Kebli

Le plan de ce travail est le suivant Dans le chapitre 2, nous avons donné un bref apercu sur la
mécanique des milieux continus et la théorie linéaire de 1'¢lasticité en se concentrant sur la
dérivation des €quations de base qui sont utiles pour formuler un probléme de valeur limite en
¢lasticité linéaire. Ainsi, une présentation de quelques notions sur la mécanique de la rupture,
en particulier les concepts de modes de rupture et facteurs d'intensité de contrainte. Le chapitre
3 est consacré a quelques rappels mathématiques sur les fonctions de Bessel et certaines de
leurs propriétés, les équations intégrales de Fredholm et la transformation de Hankel. Quelques
formules de quadrature pour la résolution numérique des équations intégrales de Fredholm sont
¢galement présentées. Le quatriéme chapitre comprend la résolution du probléme proposé. Ce

probléme concerne une inclusion interfaciale a l'intérieur d'un matériau élastique homogéne



dans le plan de symétrie, sous une torsion axisymétrique par un disque rigide circulaire attaché
symétriquement a la surface. Le disque tourne avec un angle dans une mémé direction autour
de l'axe passant par leur centre. Le milieu est affaibli par une inclusion interfaciale située

parallélement au plan du disque.



- Chapitre 1

Rappels sur I’élasticité



Chapitre 1 Rappels sur I’élasticité

I.1 Introduction

Dans le domaine du génie mécanique, 1’étude du comportement des matériaux sous 1’effet
des sollicitations mécaniques constitue une étape fondamentale pour la compréhension et la
modélisation des structures. Dans ce contexte, la mécanique des milieux continus offre un
cadre théorique général permettant de décrire le comportement des solides et des fluides en
considérant la matiére comme un milieu continu, indépendamment de sa structure

microscopique.

Parmi les différentes branches de cette discipline, I’¢élasticité linéaire occupe une place
essentielle, notamment pour I’analyse des petites déformations, ou la relation entre
contraintes et déformations est supposée linéaire. Cette hypothése simplificatrice permet
d’établir des modeles mathématiques rigoureux décrivant le comportement mécanique des

matériaux.

Dans ce cadre, les équations fondamentales de 1’¢lasticité, en particulier celles formulées par
la méthode de Navier, jouent un rdle central dans la résolution des problémes aux limites.
Elles permettent de déterminer les champs de déplacement, de déformation et de contrainte

dans les milieux ¢lastiques soumis a diverses sollicitations.

L’intérét de cette étude se manifeste particuliecrement dans [’analyse des structures
complexes telles que les systémes multi-matériaux. En effet, le cas de la torsion
axisymétrique d’un bi-matériau €élastique avec inclusion interfaciale soumise a des disques
rigides représente un probléme avancé, mettant en jeu des interactions mécaniques a

I’interface de matériaux de propriétés différentes.

Enfin, afin de compléter cette étude, il est indispensable d’introduire les notions de
mécanique de la rupture, qui permettent d’analyser I’initiation et la propagation des fissures

dans les matériaux, et ainsi d’évaluer leur résistance et leur durabilité.

Ce chapitre a donc pour objectif de présenter les bases théoriques nécessaires a la
compréhension de ces phénomenes, en abordant successivement les généralités sur la
mécanique des milieux continus, 1’¢€lasticité linéaire, les équations fondamentales de

I’¢élasticité, ainsi que les notions de mécanique de la rupture.
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I.2 Générale sur la mécanique des milieux continus

La mécanique des milieux continus est une branche de la mécanique dédiée a I'étude des
mouvements des corps déformables, qu'il s'agisse de gaz, de liquides ou de solides, en
s'appuyant sur les principes et méthodes de la mécanique rationnelle. Elle s'intéresse aux
corps matériels qui occupent I'espace de maniére continue et homogene, dont les points

varient de position lors du mouvement.

L'hypothése des milieux continus consiste a supposer que les propriétés caractéristiques des
milieux, telles que la densité, I'¢lasticité, etc., varient de maniere continue. Cette hypothese

permet d'utiliser des outils mathématiques basés sur des fonctions continues et/ou dérivables.

Mécanique des

milieux
continus

Déformation
élastique ou
résistance des
matériaux

Mécanique des
fluides

Fluides
newtoniens

Fluides non
newtoniens

Déformation
plastique

Rhéologie

Figure I.1: Domaines de la mécanique des milieux continus.

1.3 Domaines d’Etude Principaux

La MMC se divise traditionnellement en plusieurs domaines d’étude, chacun se concentrant
sur des aspects spécifiques du comportement des milieux continus :

e Cinématique des Milieux Continus : Ce domaine décrit le mouvement et la
déformation des milieux sans prendre en compte les forces qui en sont la cause. Il
s’intéresse aux concepts de déplacement, de vitesse, d’accélération et aux différentes
mesures de déformation (tenseurs de déformation) [1].

e Dynamique et Statique des Milieux Continus : Cette partie étudie les relations
entre les forces (internes et externes) et le mouvement ou I’équilibre des milieux.
Elle introduit les notions de contraintes (tenseurs de contraintes) et applique les
principes fondamentaux de la dynamique pour établir les équations du mouvement

[1].
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Lois de Comportement (ou Constitutives) : Ces lois décrivent la réponse
spécifique d’un matériau aux sollicitations mécaniques. Elles établissent une
relation entre les contraintes et les déformations (ou leurs taux de variation). Les lois
de comportement varient considérablement selon le type de matériau (élastique,
visqueux, plastique)

1.4 Domaines d’applications

La Mécanique des Milieux Continus trouve des applications dans une multitude de domaines

de I’ingénierie et des sciences, notamment :

Génie Civil : Conception et analyse de structures (ponts, batiments, barrages), étude
des sols et des roches.

Aéronautique et Automobile : Conception de piéces résistantes, ¢tude des
écoulements aérodynamiques, crash tests.

Biomécanique : Modélisation du comportement des tissus biologiques (os, muscles,
vaisseaux sanguins), conception de prothéses.

Géophysique : Etude des mouvements de la croite terrestre, des déformations
sismiques, de la dynamique des fluides géologiques.

Ingénierie des Matériaux : Développement de nouveaux matériaux avec des
propriétés mécaniques spécifiques, analyse de leur comportement sous diverses
contraintes.

En résumé, la MMC fournit un cadre théorique et mathématique puissant pour comprendre

et prédire le comportement des matériaux sous diverses sollicitations, jouant un role

indispensable dans la conception et I’innovation technologique.

.5 Quelques définitions

Continuité du milieu : un milieu continu est un milieu dans lequel les propriétés
physiques varient de maniere continue d’un point a un autre. Par exemple, la masse
m est une fonction continue des variables x, y, z, et t, a I'exception de certains points,
lignes ou surfaces (appelés singularités).

Un matériau homogene : est un matériau dont ses propriétés sont les mémes en tout
point.

Un matériau isotrope : est un matériau dont ses propriétés ne dépendent pas du
repere dans lequel elles sont observées ou mesurées.

La mécanique des solides déformables : est une sous-discipline de la mécanique
des milieux continus qui analyse le comportement des matériaux solides, notamment
leurs déplacements et déformations sous l'effet de forces, de variations de
température, de changements de phase ou d'autres influences internes ou externes.
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1.6 Elasticité linéaire

1.6.1 Module de Young

Le module de Young est une constante ¢lastique qui établit, pour un matériau homogeéne et
isotrope, la relation entre la contrainte appliquée et la déformation produite. Introduit par
Young vers 1800, ce paramétre est défini par la relation suivante :

o
E=- (D
€
Le coefficient représente la rigidit¢ du matériau. Ainsi, sous une méme contrainte, un
matériau possédant un module d’¢lasticité élevé présente une déformation plus faible qu’un
matériau caractérisé par un module d’élasticité réduit. Le module de Young EEE possede la

dimension d’une contrainte et s’exprime généralement en GPa.

1.6.2 Coefficient de Poisson

Le Coefficient de Poisson v est un nombre sans dimension compris dans I’intervalle {0
172},

Nous pouvons le définir par le coefficient positif de la proportion entre I’allongement
eidans la direction de traction et le raccourcissement &2 dans les directions
perpendiculaires.

&
v=— )
&2

Il faut noter que dans le cas de la plupart des matériaux isotropes continus le

coefficient de Poisson est compris dans I’intervalle. {0.25; 0.35}.

1.6.3 Module de Coulomb

Le module de Coulomb G ou parfois dit le module de cisaillement est définit par la

proportion entre le glissement y et le cisaillement appliqué 7.

G=< 3)

Le module de Coulomb a la dimension d’une contrainte et se mesure généralement
en GPa. Il représente le cisaillement qu’il faudrait appliquer pour obtenir un

glissement d’un radian.
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1.6.4 Relations entre les modules

Module Symbole Equivalence

Coefficient de Lamé ou module de u G E
Coulomb 1+v)(1—-2v)

Deuxiéme coefficient de Lamé A vE
1+v)(1-2v)

Coefficient de Poisson v A

20+
Module de Young E v(31+ 2p)
A=v

Tableau 1.1 : Relations entre les modules d’élasticité.

1.7 Les équations de I’élasticité
La résolution d’un probléme d’¢lasticité consiste a déterminer un champ de déplacements
ainsi qu'un champ de contraintes satisfaisant les équations d’équilibre ou du mouvement.
I.7.1 La loi de Hooke
La relation reliant les composantes du tenseur des contraintes a celles du tenseur des
déformations a été déterminée de maniére expérimentale et est connue sous le nom de loi de
Hooke. Considérons un élément cubique soumis a des contraintes normales uniformément
distribuées sur ses faces. Les essais expérimentaux ont montré que, pour un matériau
isotrope, ces contraintes normales n’engendrent aucune distorsion angulaire de 1’élément et
s’expriment par la relation suivante :

o = Ee )
Ou E est le module de Young et o est la contrainte. Cette loi peut aussi étre donnée

sous forme indicielle comme suit :

O-' — E P VE .. 5
=Tyt ey (a—zv) kK0 ©®)

Ou £ est le module de Young et v le coefficient de Poisson

1.7.2  Equations supplémentaires

La loi de Hooke fournit un nombre suffisant d’équations pour résoudre un probléme
d’¢lasticité. Toutefois, i1l est souvent avantageux d’utiliser des relations
complémentaires exprimant les lois physiques sous une forme différente. Parmi ces
formulations supplémentaires figurent notamment les équations de Navier et de

Beltrami.

10
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L’équation de Navier
Ces derniéres ne sont en fait que la traduction des équations d’équilibre en termes de
déplacement. Pour cela on utilise a la fois la loi de comportement et les relations

déformations— déplacements.

pA(@) + (u+ A)g—ru_z (div(d)) + f =0 (6)
(\+ 2u)grad (div(@)) — prot (rot@)) + f = 0 (7)

Equations de Beltrami

Lorsqu’on cherche a résoudre un probléme en contraintes sans déterminer au
préalable les champs de déplacements et de déformations, on adopte une approche
dite « inverse ». Dans ce cas, outre la vérification des équations d’équilibre, il est
nécessaire de s’assurer que 1’état de contrainte obtenu engendre, a travers la loi de
comportement, un état de déformation compatible avec 1’existence d’un champ de
déplacements.

1
0 + 75 0kk = 0 (8)

Cette équation est appelée équation de Beltrami simplifiée, elle traduit les équations de

compatibilité pour les contraintes dans le cas ou les forces de volume sont nulles.
1.7.3 Klasticité tridimensionnelle en coordonnées cylindriques

Pour un solide décrit dans un systéeme de coordonnées cylindriques (r,0,z) les relations
reliant les composantes des tenseurs de déformation, de déplacement et de contrainte
peuvent étre exprimées comme suit : ur, ug, uzsont les composantes du déplacement, &r,
€0, €2, Y0z, Vzr, Yrosont les composantes du tenseur déformation, et ar, 06, 0z, Toz, Trz, Tresont
les composantes de la contrainte [22].

Déformation - déplacement

ou,
& = — ©)
0,
Jud 1 /0u,
_ _ 10
2yre = 3¢ r(66 ”9) (10)

11
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1 a‘U,Q
%=;(5§**”>

S 10u, N dug
Y6z =790 ' oz
Ju,
€z= 0z
10u, OJdug
2vr =730 Yoz

Contrainte — déformation

T A+ v = 2v)

[(1 — v)er+ v(e0 + €2)]

% =1+ v)(1-2v)

~ E
2T A+ v = 2v)

[(1 — v)eb + v(er + €2)]

[(1 — v)ez+ v(er + £0)]

Contrainte tangentielle — déplacement

Jud 10u, 1ug
Trg = ( )

or T7 a8 1

Jub 10u,
Toz = G( + )

Trz =

9z ' r 90
<6r N 1 6u2>
dz r Or

12

(In

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(7

(18)

(19)

(20)



Chapitre 1 Rappels sur I’élasticité

1.8 Notion de mécanique de rupture

La mécanique de la rupture est une discipline de la mécanique des matériaux qui étudie le
comportement des corps contenant des fissures et vise a prévoir les conditions d’initiation et

de propagation de ces fissures jusqu’a la rupture.

1.8.1 Définition de la fatigue

La fatigue des matériaux est le phénoméne de dégradation progressive d’un matériau soumis
a des chargements cycliques, conduisant a la formation et a la propagation de fissures, puis
a la rupture, méme lorsque les contraintes sont inférieures a la limite élastique
Le phénoméne de fatigue est souvent caractérisé par :

e Les courbes S-N (Wdhler)

e Ladurée de vie en nombre de cycles

e Le seuil de propagation des fissures
Type de rupture

11 existe deux types principaux de rupture qui sont la rupture fragile et ductile

1.8.2 La rupture fragile

La rupture fragile se caractérise par une fracture qui se produit sans apparition de
déformation plastique, ou avec une déformation plastique trés limitée. Ainsi, la
déformation observée avant la rupture reste principalement de nature élastique.
L’énergie absorbée lors de la rupture, correspondant a 1’aire située sous la courbe

contrainte-déformation obtenue a partir d’un essai de traction, demeure faible.,

} Charge P

Charge critique P, /%:J:k

Déplacement d

Figure 1.2: Courbe rupture fragile.

13
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1.8.3 La rupture ductile

La rupture ductile se distingue par 1’apparition d’une importante déformation
plastique apres le domaine élastique (figure (I.1)). Dans ce cas, 1’énergie nécessaire
a la rupture devient nettement plus importante. Ce type de rupture résulte de
I’instabilité des grandes déformations locales qui se développent autour des défauts
présents dans la structure cristalline. Au niveau de ces imperfections, les charges
appliquées provoquent des concentrations de contraintes favorisant 1’apparition de

déformations plastiques €levées.

Charge P
o [

1/

/ Déplacement critique d_

Déplacement d

Figure 1.3 : Courbe rupture ductile.

1.8.4 Définition d’une fissure

Une fissure correspond a une surface qui divise localement un matériau solide en deux
parties distinctes. Au niveau de cette surface, le champ de déplacement présente une
discontinuité, dont les trois composantes vectorielles définissent les trois modes de
fissuration illustrés dans la figure :

* Mode I : mode d’ouverture de la fissure, caractérisé par des déplacements des levres de la
fissure perpendiculaires a la direction de propagation,

* Mode II : mode de cisaillement plan, ou les déplacements des levres de la fissure sont
orientés parallelement a la direction de propagation,

* Mode III : mode de cisaillement anti-plan, dans lequel les déplacements des lévres de la

fissure restent paralléles au front de fissure

14
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= ]
@ >

Mode | Mode Il Mode IlI

N

Figure 1.4 : Les différents modes de fissure.

Le comportement a la rupture par fissuration dépend principalement de deux types de
parametres : mécaniques et métallurgiques.

Les premiers sont associés aux sollicitations subies par le matériau, telles que les contraintes,
les déformations, les déplacements et les conditions thermiques.

Les seconds sont en relation avec les caractéristiques internes du matériau, comme les

défauts métallurgiques, la taille des grains, la pureté et 1’état de surface.

15
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Conclusion

Ce chapitre a permis de présenter les notions essentielles ainsi que les principales relations
associées a la mécanique de la rupture et a la théorie de 1’¢lasticité, constituant ainsi une base

nécessaire pour 1’étude du probléme considéré.

En se basant sur les équations de Navier et sur les lois de comportement du matériau, il
est possible d’obtenir les relations reliant les champs de déplacements aux contraintes. De
plus, le facteur d’intensité des contraintes sera évalué¢ a partir des expressions liées au

phénomene de propagation des fissures.

16
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II.1 Introduction

II.1.1 Définitions
Une équation intégrale est un type d’équation ou I’inconnue se trouve a l’intérieur de la
fonction sous le signe d’intégration, c’est-a-dire dans 1’expression que 1’on intégre [24].

Exemple :

b
f(x) = f k(x, t)(t)dt (1)

a

M@=K@+fk&ﬁ¢®m @

a

Ou @ est la fonction inconnue que I’on souhaite déterminer, fest le terme de source et K est
appelé le noyau.

Nous pouvons classer les équations intégrales suivant les bornes d’intégrale en deux
catégories :

Les équations intégrales dont les limites d’intégrale sont fixes, et ils sont appelés

équations intégrales de Fredholm, (eq.1).

Les équations intégrales de Voltera ou nous pouvons remarquer 1’apparition d’un

inconnu sur les bornes d’intégrale, (eq.2).

I1.1.2 Equations de Fredholm
Etudiées pour la premiére fois par le mathématicien Erik Ivar Fredholm (1866— 1927), leur

principale caractéristique est que les bornes d’intégration sont constantes.

Exemple :

b
f(x) = J k(x, ) (t)dt (3)

a

M@=H@+fk@ommn @

a

Les équations sont appelées équations de Fredholm de premiére espéce et de deuxiéme espece
respectivement. Dans la premicre équation, la fonction inconnue est introduite sous 1’intégrale

alors que dans la seconde équation, elle apparait é¢galement a I’extérieur de 1’intégrale [24].

17



I1.1.3 Equations de Volterra

De manicre analogue aux équations de Fredholm, les équations intégrales étudiées par le

mathématicien italien Vito Volterra (1860—1940), et ont la forme :
X
(09 = | kGx Dp(Od: 8
a

X

@00 =109 + | k(s D@0 ©
a

Sont appelées équations de Volterra de premiére espéce et de deuxieme espece respectivemen,

contrairement aux équations de Fredholm ils ont un inconnu sur les bornes d’intégration.

[24]

I1.2 Equation intégrale d’Abel
L’équation intégrale d’Abel a eu lieu comme 1’'une des premicres équations intégrales de
I’histoire des mathématiques, nous pouvons écrire sa forme générale d’apres 1’équation de

Volterra suivante [24] :

8 f(®) _
]a () — h(D]? dt = g(x), 0<x<b 7

Si nous posons A(t) = 72 dans, nous obtenons :

,’;[xz()] dt = g(x), 0<a<10<x<b (®)

Que I’on appelle I’équation intégrale d’Abel, dont la solution est de la forme :

2sin (ma) d Tg(T)
o0 4] 2]

fH)y="—— a<t<b )

Les équations ensemble sont connus par la transformation d’Abel intérieure.
Dans un autre cas, 1’équation :

b
f [tzf_(;z] = g(x), 0<a<1l,0<x<bh (10)

Et sa solution :

f()y=—— a<t<b (11)

2 sin(mar) d U IRCION (T) l
dT ,
s
Sont connus par la transformation d’ Abel extérieure.
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I1.3 Equation de Bessel

L’¢équation différentielle de second ordre donnée par :

dy? dy
2 2 2Vey — 12
r _dr2+r_dr+(r n“)y =0 (12)

Est connu comme 1’équation de Bessel, et la solution de cette équation donne les fonctions de

Bessel de premiére et seconde espéce, comme suit [25] :

y() = CiJn(r) + CYo(1) (13)
Ou:
C1 et C2 sont des constantes arbitraires.
Jn et Yn sont les fonctions de Bessel d’ordre n de premiére et seconde espeéce
respectivement.

I1.3.1 Fonction de Bessel de premiere espéce

Les fonctions de Bessel de premiére espéce d’ordre n est obtenue a 1’aide d’un développement

en série de puissances, présenté sous la forme suivante [24] :

- o) ) 3 %)
Ja(r) = Zkzok! T'(n +2k +1) T(d+n) (5) =% : ) 2(22+ DL 3(32+ n)(1 - ) (14)

Bessel Functions of the First Kind

— =)
n=1
n=2

n=3

BESSELJ(x; n)
=2
wun

=]
L=

LSORELKS

0.5
Figure II.1 : Graphe de la fonction e Bessel de premiere espece.
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Notons que I'(n + k + 1) = (n + k)!, nous pouvons écrire :

n+2k
- D)
- S~ 2 \2) (15)
Ju(r) = Zk:(, k! (1n +k)!
Quelques propriétés de la fonction de Bessel de premiére espéce
2n

Jnc1(@) + o (2) = 7]n(z)'n = 123.. (16)
Jn-1(2) = jn+1(2) = 2/ (2),n = 1,23 ;5 (2) = —]1(2) (17)

d
—[2Y,(2)] = z2Y,i-1(2),n = 1,2,3 .... (18)

dz

d _ _

E[Z (2] =-z""1(2),n=123.. (19)

I1.3.2 Fonction de Bessel de seconde espece

La fonction de Bessel de seconde espéce Yn(x) et également appelée fonction de Weber ou
fonction de Neumann (notéeNn(x)) est reliée a la fonction de Bessel de premicre espéce par la

relation suivante [24] :

_Jn@)cos(nm)—] o)
) = sin (nm) (20)

1.0

0.5

0.0

-0.5

-1.0

Y

Figure I1.2 : Graphe de la fonction de
Bessel de seconde espece.
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Propriétés de la fonction de Bessel de seconde espéce :

Y (2) = Z?HYH(Z) CY L (Dn=123.. @1)
V1@ = 3 Yoot ()~ YoysDln = 123 (2)
Y(2) = Yo_y(2) — gYn(z), n=123.. (23)
Y!(z) = gYn(Z)—YnH(Z),n —123.. (24)

I1.4 Transformée de Hankel

La transformée de Hankel est une transformation intégrale introduite par le mathématicien
Hermann Hankel. Elle est également connue sous le nom de transformée de Fourier-Bessel,
puisqu’elle repose sur la transformée bidimensionnelle de Fourier. Cette transformation
représente une fonction donnée (z) comme une combinaison pondérée d’une infinité de

fonctions de Bessel Jv(kz) de premiere espece. Son expression est donnée par [26] :

Fy (k) = f "F @) ) (kadz (25)
0

Ou E, c’est la fonction transformée et J(kz) c’est la fonction de Bessel de premiére espeéce
d’ordre v avec v > — 12.

Ainsi, la transformée inverse de Hankel f(k) est définie comme suite :

= [ A0k 6)
0

Que I’on peut vérifier en utilisant la relation d’orthogonalité

Ou émn est le coefficient de Kronecker.

IL.S Méthodes d’intégration numérique
L’intégration numérique désigne une méthode de calcul visant a déterminer, avec la plus grande

précision possible, une valeur approchée de 1’intégrale au sens de Riemann.

b
sz f(x)dx (27)
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Et que a et b sont des nombre réels.

Les problémes de quadrature numérique apparaissent lorsque la fonction (f) est continue sans
posséder de primitive explicite connue, ou lorsqu’elle est uniquement définie par un ensemble
fini de couples (xi, yi), 1 < i < n. Une approche couramment adoptée consiste a recourir a
I’interpolation polynomiale, les primitives des fonctions polynomiales étant faciles a déterminer

[27].
I1.5.1 Méthode des trapézes

La méthode des trapézes repose sur le découpage de I’intervalle [a, b] en n sous-intervalles de
méme longueur, puis sur I’approximation de 1’aire de chaque portion par un trapéze défini a
partir des valeurs de la fonction aux extrémités de chaque sous-intervalle. Ainsi, la fonction est

remplacée par une interpolation linéaire sur chacun des sous-intervalles.

I =

(28)

2

n

b — azn f(xi—1) — f(xp)

25}

20

P(x) = Curve f(x)

-~ Parabolic fit P(x)

0.5

| PO T S I I ‘lk AT T 1 A i A | X
1 2 ' 3 4 5

Figure I1.3 : Méthode des trapezes.

I1.5.2 Méthode de Simpson

La méthode de Simpson consiste a subdiviser I’intervalle [a, b] en sous-intervalles de méme
longueur, puis a approcher la fonction sur chaque portion par une parabole passant par
les valeurs de la fonction aux extrémités ainsi qu’au point milieu de chaque sous-

intervalle.

b—ax -1) — f(x;
[ = 6n“;[f(xi_1)+4f S )2 D | r (29)
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20+

P(X) — Curve f(x)

- Parabolic fit P(x)

0.5

1 L | I 1 s . L |

e . |
1 2 ’ 3 4 2

Figure 11.4 : Méthode de Simpson.

Conclusion

L’étude des problémes aux limites mixtes requiert la maitrise des outils mathématiques
appropriés. Elle repose sur 1’utilisation des fonctions spéciales et des équations intégrales afin
de simplifier la résolution et d’obtenir des expressions analytiques des déplacements et des

contraintes, tout en faisant appel aux méthodes numériques a I’aide de I’ordinateur.
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Chapitre 111 Résolution du probléeme

II1.1 Introduction

Ce chapitre présente 1’étude analytique de la torsion axisymétrique d’un bi-matériaux isotrope
et homogene, la configuration étudiée se fait sur un domaine cylindrique dont I’une des surfaces
est munie d’un disque rigide. Intégrant une inclusion interfacial circulaire parallele au plan du
disque.

Une comparaison quantitative avec les résultats obtenus a 1’aide du logiciel ANSYS Workbench

est également présentée afin de valider le mod¢le analytique.

1.2 Equations de base du probléme

Compte tenu de la symétrie axiale du probléme, il est naturel de considérer (r, 8, z) des
coordonnées polaires cylindriques. Nous considérons ici la torsion d’un disque circulaire
rigide sur la surface libre (z = 0) de contrainte d’un bi-matériaux avec inclusion interfacial.
L’inclusion est une fissure circulaire de type penny-shaped, de rayon a, située dans le plan
z=h qui sépare le matériau supérieur et le matériau inférieur. L’inclusion est supposée tres
rigide tandis que le disque subit une rotation d’angle ® autour de I’axe z passant par son
centre, comme illustré sur la (figure II11.1).

Dans ce cas de probléme de torsion axisymétrique, le vecteur de déplacement prend la forme
(0, ug, 0) dans le systéme de coordonnées polaires cylindriques (7, 8, z). Il est commode
d’identifier une région de couche (matériaux (1)) occupant la région r € (0;0); z €

(0,; h™) et une région de couche (matériaux (2)) occupant la régionr € (0;©) ;z €

(h*; o) et une inclusion trés fine (matériaux (3)) située entre les deux régions précédant (z =
h). Les signes A+ et hi— désignent les variables dans la surface supérieure et la surface
inférieure du plan (z = h) respectivement. Les seuls composants non nuls de la contrainte sont

donnés par :

i ] ; o (ub) . .

TéZ=Gi%;Tér=Gi§<%>;l=l.2 (1)
Ou ug = ug(r;z) et G; est le module de cisaillement du matériau. Comme la torsion de
I’homogéne matériau est statique, le déplacement ug (7; z) doit satisfaire :

®ug Oug u  0%ug

R T T 2
or?  ror r? 0z2 0 @
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|y R

PR ; Disque rigide

1

B ——

2

Inclusion

Figure III.1 : Configuration géométrique du probleéme de torsion axisymétrique d’un bi-
matériau contenant une inclusion interfaciale circulaire et un disque rigide.

En utilisant la transformée de Hankel et sa transformée inverse données dans [28], on obtient :

F;z) = [ f(rz)r y(Ar) dr 3)
Et

[oe]

f(r;z) = f F(A4;2)A 1(Ar) dA 4)

0

La solution pour les régions (1) (0 < z < h)et(2) (z = h) estexprimée en :

ul (ri2) = f T + B fONdL i =132 )
0

Ou A est la variable spectrale de transformation ; J; est la fonction de Bessel du premier type

d’ordre un et A; et B; sont des fonctions inconnues.

I11.3 Conditions aux limites et conditions de continuité

Le probléme est soumis aux conditions de régularité a 1’infini, a la condition de surface libre
z = 0, qu’aux conditions de continuité et d’équilibre imposées aux interfacesz = h—et h +
Les conditions aux limites et de continuité s’écrivent alors sous la forme suivante :

Ces conditions permettent de déterminer les fonctions inconnues apparaissant dans les

représentations intégrales précédentes.
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r?ziznm u((,i) (r;z) = 0,; r.lziinoo ng) (r;z) = 0. (6)
r(giz)(r; 0)=0;, r>b (7)

Télz)(r; h™) — Tézz)(r; h)=0;, r=>a 3
uél)(r; h™) — uéz)(r; h*)=0; r>a ©)
u((,l)(r; 0)=wr; r<b (10)

ugz)(r; h)=wer; r<a (11)

En appliquant les conditions de régularité a 1’infini données dans (5), nous obtenons :

uP(r;2) = jo oo[/11(,1)6:—12 + B 1(M)e?*]),(Ar) da (12)
t$9(r;2) = G, fo mA[—Al(A)e—ﬂZ + B 1(M)e??]);(Ar) dA (13)
uP(r;2) = fo OO[AZ(A)e‘AZ]jl(Ar) d (14)

13 (r;2) = G, fo oo/1[/12(/1)e-12]11(/1r) da (15)

Ou Al(4), B1(1) et A2(A) sont des fonctions arbitraires qui doivent étre déterminées en satisfaisant
aux conditions de limite et de continuité.
Remplacent (12) et (14) dans (9) implique que :

A; (D) = A1 (D) + By(L)e?Mh (16)

En substituant 1’équation (16) dans 1’équation (15), on obtient :

[oe]

T h+) = =G, j A[(A1(X) + ByeMye=21]], (Ar) dA
0

o (17)
=—G, j A[A;(Ne~M + Bie*), (Ar) dA
0
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De I’équation (8) on tire que :

6 (rh7) =15 () = 0 (18)

Avecy = g_z ; on remplace (17) et (13) dans I’équation ci-dessus implique que :
1

f ma[(1 — A De M — (1 +y)By(De]);(Ar)dA=0. r>a (ED2)
0

Les conditions limitent mixtes (7), (8), (10) et (11) sont satisfaites si A, et

B; Sont des solutions de systéme d’équations intégrales duales doubles suivantes :

[ e+ B, Grid = wor. 051 <a (EPD

[ Aa-nmwe - a+pp@e i =o. r=a Y
fom(Alu) +B((di = wr. 0<r<b (ED3)

fo CABL ) — A, D)3 (Ar)dA = 0. 7> b (EDY)

II1.4 Transformation des équations intégrale duales en un systéme

algébrique linéaire et infini

I11.4.1 Introduction des Fonctions Auxiliaires (méthode Copson-Senddon)

Les équations ED2 et ED4 sont satisfaites si I’on introduire les représentations suivantes :

(1=PADe™ - (1 +y)B(DeM = \/Zja\/fd)(t)h/z(/lt) =F@Q) (R1)
0

b
Bi(M) - A (D) = \/IJ VE(t)]1.(At)dt = G(A) (R2)
0

La méthode de Copson—Sneddon permet d’introduire ces fonctions auxiliaires afin de satisfaire
automatiquement les conditions mixtes. L’introduction des fonctions ¢ et permet de

convertir les équations intégrales duales en un systéme plus facile a traiter.
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Ou J;/, est une fonction de Bessel du premier type d’ordre 1/2 ; et les deux fonctions inconnues

¢(t) et y(t) sont des fonctions continues inconnues de (t), définies sur les intervalles
0 <t<aet0<t<bRespectivement.

Détermination des fonctions inconnues Ai(A) et Bi(A). Le systéme (R1) (R2) est un systéme

linéaire en A; et B;. En le résolvant, on obtient :

F)+ (1 +y)eMGr)

A = 19
R G P R R P 1
FD+ 1 —-ye M@
by = LA+ A=) GGh) 20)
(1—yp)e™ — (1 +y)et
Pour simplifier les expressions obtenues, on introduit le dénominateur commun suivant :
DA =1 —-yp)e M -1 +y)et (21)
On substitue maintenant (19) et (20) et (21) dans les équations (ED1) et (ED3).
Substitution dans (ED1).
f [A1e™* + Bie*]], (Ar)dA
0
CFD (e +eM)+ e[ +y)+ (1 — 22
=j )( )+ G +y) +( Y)]h(/lr)dl (22)
0 D(A)
= (Uor
o erH yo-AH . .
En utilisant cosh(AH) = — ——.on simplifie
®2cosh(AH)F(A) +2G(1
j COSRAM FA) + 26 | ) 3dd = wor. 0<r<a (23)
0 D)

De méme, pour (ED3)

©2F (1) + O(A H)G(L)
D(A)

f (A, + B)J, (Ar)dA = f JOnd=wr. 0<r<b (24)
0 0

OuO(LH) =1 +y)e* + (1 —y)e .
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I11.4.2 Simplification par la Forme Explicite de J1/2 :

Cette ¢tape permet de remplacer les fonctions de Bessel d’ordre 1/2 par des fonctions

trigonométriques par la relation J1(z) = —sinz, ce qui simplifie considérablement le
2

traitement analytique. On réécrit F (A) et G(A) :

F() =24 f a\/fqb(t) \/%sin()lt) dt = j% f aqb(t) sin(At)dt (25)

b
G = \/g f W(t) sin(At) dt (26)
0

On définit les transformées en sinus :

o) = [ p(®) sinAD) dt. ¥ () = [ p(A) sin(At) dt o

Ainsi, F(1) = \/%CD()I) et G(A) = \/%W(/l)

I11.4.3 Transformation des Noyaux de Bessel J1 en Noyaux Trigonométriques

Afin d’obtenir des équations intégrales de Fredholm, on doit transformer le noyau J; (Ar) en un

noyau en sin(Ax). On utilise pour cela une formule d’inversion due a Schliomilch.

Rappel de la formule d’inversion. Si une fonction f (r) admet la représentation intégrale :

f@) = [ RORGNG G
0
Alors sa transformée en sinus est donnée par :
« 2d (* rf(r)
. _ca (" ) )
jo F; (A1) sin(Ax)dA - dxjo mdr (28)

Cette formule permet de passer d’une représentation en J; a une représentation en sin.
Application de la formule d’inversion de Schliomilch a I’équation (23).

On pose f (r) = woer pour 0 <r <a. Le membre de gauche de (23) est de la forme

2 cosh(AH)F(A)+2G(A)

fo F 1y (r) dAavee Fi(2) = ===
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En appliquant (28) au membre de gauche, on obtient :

®2cosh(AH)F(A) + 2G(A) . 2d (* r(wer)
J. sin(Ax) dA = ——f ———dr
0 D(A) Tdx 0 sz — T'Z (29)
2w, d j‘x r? 4
N Vs de\/xZ_rZ r
L’intégrale se calcule avec le changementr = x sin 6 :
x 7‘2 /2 T
———dr = xzf sin? 0d6 = x?— (30)
fo Vx? —r? 0 4
Donc :
d m s
— (=x2)=— 31
G ) 5% (31)
On obtient :
©2cosh(AH)F(A) + 2G(4
fo ( l))(l()) ( )sin(/lx) dA = wox (34)
En substituant F(1) = \/% dA)etGA) = \ELP(A) :
2 (®2cosh(AH) @A) + 2¥ (A1)
- in(Ax) dA =
\/;-L DD sin(Ax) WX (35)
On obtient finalement :
®2cosh(AH)P(A) +¥ (1) | T
f sin(Ax)dA = |zwex. 0<x<a
0 D) 2 (36)

De méme, avec f (r) = wr pour0 < r < b, et F,(4) = ZF(AHL?(%H)G(M, on applique la
formule d’inversion a (24) :
®2F(A)+O(A.H)G(A
fo @ D((/U )G( )sin(/lx) dA = wx (37)
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En substituant F(1) = \/% PN etGA) = \/%‘P(A) :

\/%fooo 20 +D0((/1/1). ¥ sin(Ax) dA = wx (38)

On obtient finalement :

©20(1) + (L H)P (L)
fo D)

i3
sin(Ax) dA = \/;wr. 0<x<bh (39)
I11.4.4 Obtention des Equations de Fredholm de Seconde Espéce

Les équations (36) et (39) sont des équations intégrales de premiére espece pour @ et ¥. Pour
les transformer en équations de seconde espece (plus stables numériquement), on utilise une

technique de régularisation.

Retour aux fonctions ¢(x) et ¥ (x). On rappelle que @(1) = | Oa ¢(A)sin (At)dA et P (1) =

fob P (A)sin (At) dA. On substitue ces expressions dans (36) et (39) :

f "2 cosh(AH) ( f a(p(t) sin(At) dt)) sin(Ax) dA
o D)
(40)
+ ]0 55 ( J Y(t) sin(At) dt) sin(Ax) di = ngox
]0 535 ( J (1) sin(At) dt) sin(Ax) da
(41)

O(1.H) . . @
+f0 m(fo lP(t)sm(At)dt)sm(/lx)d/l_\/%wx

En intervertissant I’ordre des intégrations (justifiée par la convergence absolue), on obtient :

a b T

Ky1(x. t)d Kpp(x.t)dt = |= 41
jo () Ku (. Ot + jo WO Kup(x. O)dt \fzwox (41)
a b T

Ky (x.t)d Ky (x.t)dt = |= 42
L¢<t) (x.0) t+f0¢(t> (x. D)t \fzwx (42)
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Avec :
Ky (x.t) = f T 2CoShAH) ey sin(At) dA (43)
u0 =) =5y
0
Kip(x.t) = fooD(/D sin(Ax) sin(At) dA = K, (x.t) (44)
0

“O.H
Kzz(x.t)zf . H)

D ('/1) sin(Ax) sin(At) dA (45)

Régularisation pour obtenir des €quations de seconde espece. Les noyaux K;; sont singuliers.

Pour obtenir des équations de Fredholm de seconde espéce, on utilise 1’identité

@ I
f sin(Ax) sin(At) dA = ) 6(x—1t) (46)
0
On ajoute et retranche un terme appropri€ pour faire apparaitre cette propriété.

Pour I’équation (41) : On remarque le comportement asymptotique :

2 cosh(/lH) 1 g (47)
—_—_———— — 0
D) 1+ Mo

On écrit alors :

Ki1(x.t) = foo <2 cosh(2H) + ! >Sin(/1x) sin(At) dA
0 D(A) 1+y

—ifoo' Ax) sin(t) dA e
157, sin(Ax) sin(t)

La premiére intégrale est maintenant convergente (régularisée). La seconde vaut %6 (x —=1).
En substituant dans (48), on obtient :

b (x) +j Pp(t)Kq1(x. t)dt+J Y(t)Ky,(x. t)dt —Iwox (49)
2(1+y)

2(1+ )

Ou K, représente la partie régularisée de noyau. En multipliant par — , on obtient une

¢quation de Seconde espece :

2(1 ¢ 2(1 b
900 =20 (Mg -2 [y Ko e
0 0

21+y) [m
=TT 2

(50)
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Pour I’équation (42) : on utilise % ~—1quand 1 - o :
(o] 9 (o]
Ky, (x.t) = f (5 + 1) sin(Ax) sin(At) dA — f sin(Ax) sin(At) dA (51)
0 0
En substituant dans (51) :
——1,b(x) +f d(t) Koq(x.t)dt +f Y(t) Kpp(x. t)dt = \/;a)x (52)
En multipliant par — E
2 [ 2 (P 2 [T
Y(x) — _.f ¢ (6) K1 (x. t)dt — _f P(@) Kpp(x.t)dt = —= |swx (53)
T Jy T Jy N2

II1.5 Formulation Adimensionnelle du probleme

Pour la mise en ceuvre numérique, on introduit des variables adimensionnelles.
IT1.5.1 Changement de variables et adimensionnement

On définit :

QIU‘

Paramétres géométriques : f =—; n = % (rapport des rayons et profondeur relative).

Variable d’espace : & = 2 € [0; 1] pour la surface ; { = = € [0; 1] pour I’inclusion.

IS ot

Variable spectrale : u = Aa.

Les fonctions de densité adimensionnelles sont introduites par :

n$(as) mp(bS)

PO = PO = (54)
IT1.5.2 Noyaux adimensionnels régularisés
Apres substitution et régularisation ; on obtient les noyaux suivants :
4 @ rcosh(nu) 1 i i
Ki1(&1) = ﬂfo ( uD (W) + 2u(l 1 )/)) sin(u§) sin(ur) du (55)
Kol =2 [ sin(uf) sin(uBe) d (56)
125052 g ), uD(w)
K1 (8 = L J J d
(@8 =2 | g inCuB) sinCug) du (57)
_2B . .
Ky ((v) = f (m +1 ) sin(uBq) sin(ufv) du. (58)

AvecD(u) =1 —ypl)eT™ — (1 +py)e™etOu) =1 +y)e™+ (1 —y)e ™
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II1.5.3 Systéme de Fredholm final :

Apres résolution du systéme linéaire et utilisation de la formule d’inversion de Schidémilch, on

obtient le systéme de Fredholm de seconde espece :

2(1+y) [Tw,
2w

wE) + f Koy (&6 DP () dr + f H1p (& P 7 =
0 0 (59)

1 1 2
¢(C)+f K2 ($0)P (V) dv+f K21 (G WP(E) d =—\/§w%€

/[
En simplifiant les constantes :

( 1 1 2
PO+ [ TGP et | KaGEOe@d = [Zango <<
0 0
(60)

1 1 2 w
@)+ [ Hn GIOW + [ HnGOVO A= [T g 001
\ 0 0 T Wy
Ce systeme décrit le couplage mécanique entre la surface libre (indice 1) et I’inclusion rigide

(indice 2) au moyen des noyaux croisésX, et K, .

II1.6 Conditions supplémentaires et quantités physiques
Le probléme est complété par deux conditions essentielles.

» Condition d’équilibre de I’inclusion :

L’inclusion rigide n’est soumise a aucun couple externe, donc le moment total sur elle doit étre

nul. Cette condition détermine la rotation relative w/wy, :

1
f {B()dg =0 (61)
0

> Relation entre le moment appliqué et la rotation imposée :

Le moment de torsion appliqué M est lié a la rotation w, par I’intégrale de la densité ¥ :
1 M
[er@as = — 62)
0

l6padw,

Ou p est le module de cisaillement.
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II1.7 Vérification Asymptotique

Pour u — o0, on a les comportements suivants qui justifient la r’egularisation :

D~ — (1 +y)e™ (63)
cosh(nu) 1
uD(u) o 2u(l1+vy) (64)
O(u)
MN -1 (65)

Ces comportements assurent la convergence exponentielle des intégrales définissant les noyaux

régularises.

II1.8 Structure de transformation de systéme dual

Nous avons dérive de maniére exhaustive le systéme de Fredholm adimensionnel régissant le

probléme de torsion. Les "étapes clés ont été :

1.Introduction des fonctions auxiliaires ¢ et 1 via les représentations de Copson-Sneddon.
2.Résolution pour A1 et B1 et substitution dans les équations de déplacement.
3.Simplification cruciale via la relation.

4.Transformation des noyaux Ji en noyaux trigonométriques par la formule d’inversion de

Schliomilch.

5.Régularisation pour obtenir des équations de Fredholm de seconde espéce numériquement

stables.
6.Passage en variables adimensionnelles et définition des paramétres S et 7.

Le systéeme final (60) avec les conditions (61) et (62) est maintenant prét pour une résolution

numérique par méthode de quadrature ou de collocation.
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I11.9 Algorithme de Détermination de I’Inconnu w,

Dans les problémes de torsion réelle, le couple (moment M) est généralement imposé par les
conditions de chargement, tandis que la rotation a la surface w, est une conséquence inconnue.
Comme notre systeme d’équations (60) est linéaire, nous utilisons une méthode de mise a

1I’échelle pour trouver la valeur physique de w.
Méthode de Linéarité :

Le principe repose sur le fait que si (¥,; @) est une solution pour wy, alors (k¥; k®) est la

solution pour kwg. La procédure numérique se déroule en trois étapes :

Résolution du systéme test :

On fixe une valeur de rotation arbitraire wo? = 1.

On résout le systéme de Fredholm pour obtenir les fonctions de densité adimensionnelles tests
YD) et (D).

Calcul du moment résultant :

On calcule le moment de torsion théorique M™® correspondant a cette rotation unitaire via

’intégrale de la densité ¥ (&) :

1
MDD = 16Gla3w0(1)J fl}’(l)(f) d‘f (66)
0

Déduction de la valeur physique : Par linéarit¢ du probléme, la rotation réelle o
correspondant au moment réel M imposé est obtenue par simple rapport :

M
wo = a)(gl) — (67)

II1.10 Note sur I’Intégration Numérique

Pour calculer M sous MATLAB aprés avoir résolu le systéme, il est recommandé d’utiliser
la méme régle de quadrature (par exemple, Gauss-Legendre) que celle utilisée pour les noyaux
cette stratégie garantit la cohérence entre la discrétisation des équations intégrales et

I’évaluation des grandeurs mécaniques :

1 n
Y(§ds ~ it (& 68
fofzp ©)de ;wfw(a (68)

Ou &i sont les points de quadrature et w; les poids associés.
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II1.11 Résolution numérique

I11.11.1 Discrétisation par méthode de collocation

Le systéme d’équations intégrales de Fredholm est discrétisé par une méthode de collocation.
Les intervalles [0, 1] pour & et { sont discrétisés en N points de collocation. Nous utilisons les
points de Gauss-Legendre ou de Gauss-Lobatto pour une meilleure précision numérique. Soient
{xi}, les points de quadrature et {wi} ¥, les poids associés sur I’intervalle [0, 1]. Les
fonctions de densité inconnues sont approchées par leurs valeurs aux points de collocation

Y = W(x;), P = D(x;). Les équations discrétisées s’écrivent :

W) + Z w;¥Kqq (fi . xj)l‘y(xj) + z “)jjclz(fi'- xj)‘p(xj)

J= J

(69)
= (;) 1 +7)é
(%) + EN:wﬂczz (G- x)@(x;) + zN:wﬂCu(Ci- x)¥(x) = (%) (%) & (70)
j=1 j=1

Pour i=1;..........; N

II1.11.2 Calcul des noyaux

Calcul des noyaux Les noyaux K, Ky, et K5, sont définis par des intégrales infinies. En
pratique, on intégre sur un intervalle fini [0. Uy, 4, ] 00 Ujpqy €St choisi suffisamment grand pour

que I'intégrant soit négligeable. Grace a la régularisation, la convergence est exponentielle.
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Algorithme 1 Calcul du noyau K;4(&, 1)

1
2

: Définir U,,4, = 50 (a adapter selon n)

: Définir N, = 2000 points d’intégration
K <0

:fork = 1aN, do

:u < uy Points de quadrature

- (cosh(nu) )
uD(uw) 2u(1+y)

K «K + w&k)l

: end for

4

1.7(‘11<—;K

10 : return K4

sin(ué) sin(ur)

Algorithme 2 Calcul du noyau K;,(&, €)

1
2

: Définir U,y,q, = 50

: Définir N, = 2000points d’intégration
K <0

:fork = 1aN,do

U Uy

N sin(ué) sin(uBf)

4
T uD(u)

K «K + oI
: end for

s return K
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Algorithme 3 Calcul du noyau K,,((, v)

1 : Définir U, 4, = 50

2 : DéfinirN,, = 2000 points d’intégration
3:K <0

4:fork = 1aN,do

S:u « u

6:1 « % (M + 1) sin(uBQ) sin(ufv)

D(u)
7:K « K + oI
8 : end for

9 : return K

I11.11.3 Traitement du rapport w/w, inconnu

Le systeme dépend du rapport inconnu w/w,. On utilise une procédure de mise a 1’échelle

basée sur la linéarité du probléme. On réécrit (70) sous la forme :

N N
d(g) + ijyczz (G5 %)@ (x;) + ij:}cn((i;xj)w(xj) = a{ (71)
- -

Jj= J
N 2\ w . , . . .. , e
Ou a = /(;)w— est une inconnue supplémentaire. On ajoute la condition d’équilibre
0
discrétisée :

N
j=1

On obtient alors un systéme linéaire de taille (2N + 1) X (2N + 1).

39



Ch

apitre 111 Résolution du probléeme

11.4 Algorithme global

Algorithme 4 Résolution compléte du probléme

1:

\S)

10
11

Entrées : y, 8,1, N, M (moment appliqué)

Sorties : q”(f)’ d)({); Wo; KIOIl;'Sque; Klilr;clusion

: N, < 2000, Uyaxe < 50 Points pour les noyaux

: Générer les points et poids de quadrature {x;; w;}., (Gauss-Legendre)

:fori = 1aN do

:forj = 1aNdo

12 :

13
14

15

16 :

17 :

18

19:

20

21:

22:

23

: Calculer 7(11(xi; x]), .7(12 (xl, x]), xzz(xi; x])
: end for
: end for
: Assembler la matrice du systeme (69)-(71) de taille (2N + 1)
: Résoudre le systeme linéaire pour obtenir Wi , @i et a
W 2

tor © a/ \/;

Calculer Mg = 16 Gia’wy XY, w;x; ¥
: Ajuster wq pour correspondre au moment imposé M (mise a I’échelle)

di 4G,w\VDb

: Calculer les FIC : K;;;" 1" = — =y

Kdisque _ 4GiwVa

L
: return W, @, w, K[1°94¢ | K jnclusion
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111.11.4 Calcul du moment réel

Lorsque le moment M est imposé (et non w,), on utilise une mise a I’échelle supplémentaire :

1. Résoudre le systéme avec une valeur arbitraire w = 1, donnant ¥ W (&) et M ().

2. Calculer le moment correspondant :

1
M® = 16 G,a® f YD (&)as (73)
0

3. Par linéarité, le moment réel M correspond a :

M

Wy = 35 Wo (74)

4. Les densités réelles sont :
p ==y ¢ = Lpw
Mt ’ Mt )
I11.12 Facteur d’intensité de contrainte :

Les facteurs d’intensité des contraintes en mode III sont obtenus a partir du comportement

asymptotique du champ de contraintes au voisinage des singularités et sont donnés par les

relations suivantes :

Kfy = lim 200 — aytle(r;2)],_, (75)
Ky = rl—ifbn- V21(r = b)t56(r; Z)|Z=0 (76)

Pour le plan z=H pour r>a, et z=0 pour r>b, les expressions de la contrainte sont :

D H) = Gy f wl[—Al(A)e‘lH + B ;(M)e*]),(Ar) da
0

B *® F)+@+petecr) _,,
B Glf I_ (1—y)e ™ — (1+y)er® !

F(O+1- y)e—lHG(A)
(1—y)e M — (1 +y)erH Ath(/l )dAa
g [ Ao FDe M+ A +NED)
} 1j l_ (1 =p)e~t — (1 +y)et (77)
FMeM + (1 -y)GD)
(1—p)e M —(1+7yp)e ,ml]l()ﬂ”) dA

—/1H

-6, lm—wrw e Y

(1 - V)e_’m — (1 +7y)er G(A)lh(/h”) dA
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On pose que p(1) =1 — (L;I) e 2 donc I'expression se simplifie comme suit :

1) —ZAH Zye‘
,(rH) = Glf I (/,1)(1_{_)/) (A)+—(A)(1+ )G(/l)ljl(/lr)d/l
2AH
= Glf lp(/l)(1+ )<‘/_f \/—¢(t)]1/2(/1t)dt> (78)

zye—lH

TOES)) (ﬁ fo VEP(©)1/2 (At)dt)] J(r) da

[00]

9 0) = G, f
0

A[=A; (D) + B (D], (Ar) dA = G, f A[=G(D])1 (A7) dA
- b ’ (79)
=G, [ 4 [ﬂ [ Ve, (At)dt] LOr) da
0 0
La deuxieme partie des intégrales (78) et (79) convergent rapidement, leurs limites comme r —

a” etr — b~ devient négligeable, bien que les limites des deux autres intégrales analysées

asymptotiquement comme suit :

En utilisation de la relation suivante | { (AR) = — %C;LR Jo(4; R) , nous obtenons :
Wy — o [ Y
) = 6 [ VRSOt | 2 0
—Z)LH a
+ Gy f [p( AT <\/I fo VEp () ]/ (At)dt) (80)
—AH

2ye

Tra+n <‘/7 fo Ve d’(t)h/z(/lt)dt)lh (Ar) dA

b oo
D (r;0) = G, j Ve (e)dt J 2214 15 (A8) ] (Ar) dA (81)
0 0
Pour les grandes valeurs de A, nous utilisons le comportement asymptotique de la fonction

Bessel du premier type J,, = \/% cos (A - v -— Z) alors on trouve :

2 1 w 2 T 2
= —_—coS\l N ————— =  — —_ ) = —gi (82)
J1/2 /)ln cos (A > 4) o cos (A 2) ’An sinA

Ensuite, en utilisant les formules intégrales suivantes pour la premicre partie intégrante infinie
de la partie droite de (74) et de (75) :

o 0 t<r
f sin(At) Jo(Ar) dA = 1 t>r (83)
0

J@ =17
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Et que p(4) = 1 pour A — +oo les équations deviennent :

2 Pt
(1+y)\/;dr \/Tdt-i-Rl(r) (84)

1) (T‘

<)) _ 2 Y(t) g5
t$9(r;0) = Gl\/;dr \/Td (85)

R = I 7| (-5 fy VEB(D 1500)) = 2 ([P VEp(©)2 (e )| () da

Avec :

p(D)(1+y)

Maintenant, en intégrant les deux équations par parties, nous obtenons :

dt + Ry (r)

W G |2 ap@ LA0 (86)
Tg, (1 H) (1+y)\/;r\/(azT —[r NGRS

2 by fbMdt (87)
Try(b?—1r2) Jr (> —13?)

Nous remarquons que les intégrales infinies dans les expressions précédentes sont convergentes

76, (;0) = Gy

sur I’ensemble du domaine sauf aux points singuliers r = a~ et r — b~ qui occupent le bord

de I’inclusion et le bord de disque rigide respectivement.

En utilisant les transformations suivantes :

o(a) = 4aw,

(88)
Y(b) = (89)
Les facteurs d’intensité de contrainte (FIC) de mode III sont donnés par :
Knctusion _ _ 461“)‘/_ ®(1) (90)
(L+y)Vr
s __2GoVD, ) (01)

11 - \/E
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II1.13 Convergence et validation

Dans cette partie, nous étudions la convergence et la précision de la méthode numérique
proposée pour résoudre les équations intégrales de Fredholm régissant le probléme de torsion,
L'analyse porte sur la densité de contrainte sans dimension ¢(1) et la rotation relative w/wgyen

fonction des parameétres géométriques a/b et n=h/a.

Les équations intégrales sont discrétisées par une méthode de collocation avec N=101 points
de Gauss-Lobatto. La régle de Simpson avec les poids W est utilisée pour la quadrature. La
variable spectrale u est échantillonnée sur [107°;,1200] avec 4000 points, assurant une

résolution précise des noyaux oscillants.

Le tableau 1 présente la convergence de ¢(1) et w/w, en fonction de N pour des valeurs
sélectionnées de a/b et n=h/a. Les résultats se stabilisent a quatre chiffres significatifs pour

N>40 ce qui est cohérent avec les observations de Kebli et Baka [43].

N ¢(1) w/wo Ap(1)
3 0,6521 3,142 /

4 0,6412 3,108 1,67
8 0,6305 3,075 1,67
16 0,6214 3,051 1,44
25 0,6172 3,042 0.68
30 0,6158 3,039 0,23
35 0,6150 3,037 0,13
40 0,6147 3,036 0,05
42 0,6147 3,036 0.00
45 0,6147 3,036 0.00
50 0,6147 3,036 0,00
101 0,6147 3,036 0,00

Tableau III.1 : Convergence de la densité de contrainte ¢p(1) et de la rotation relative w/w,.
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I11.13.1 FACTEUR D’INTENSITE DE CONTRAINTE :

La fonction sans dimension ¢ (1) ,équivalant a ¢p(a) , représente ’amplitude dominante du
champ singulier apparaissant au voisinage de bord de I’inclusion par conséquent toute variation
des parametres géométriques et m=h/a influencant se répercute directement sur le facteur
d’intensité des contrainte KIII. Ainsi, 1I’é¢tude paramétrique de la densit¢ de contrainte
normalisée permet de caractériser 1’évolution du comportement asymptotique et de la

concentration locale des contraintes.

Le méme résonnement s’applique également a la fonction de densité Y(1) 1’équivalant de Y(b)
au voisinage des limite de disque rigide, ou le champ mécanique présente un comportement

similaire caractérisé par une concentration de locale des contrainte.

La figure (II1.2) représente 1’évolution du facteur d'intensité de contrainte normalisée au bord
de I’inclusion en fonction de f = b/a pour différentes valeurs de (n=h/a). On observe que les
valeurs du facteur d'intensité de contrainte augmentent et atteignent ses valeurs maximales a
p =1, et avec l'augmentation de la valeur de £, le facteur d'intensité de contrainte diminue.
De plus, l'effet de la distance axiale entre 1’inclusion et le disque 1 sur l'intensité du facteur est
¢galement indiqué sur cette figure. L'augmentation du parametre 1 induit la diminution du

facteur d'intensité de contrainte pour I’ensemble des valeurs du rapport 3.

Cette évolution traduit le renforcement de la concentration des contraintes lorsque les

dimensions relatives de 1’inclusion et du disque deviennent comparables.

Fateur d'intensité de contrainte normalisée ®(1) sur I'inclusion
T T T T T T T

o
=3

e~
wmhoo

Figure II1.2 : Facteur d’intensité de contrainte aux niveaux de I’inclusion.
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La figure (II1.3) représente I’évolution du facteur d'intensité de contrainte normalisée au bord
du disque en fonction de 8 pour différentes valeurs de 1. On observe que les valeurs du facteur
d'intensité de contrainte augment avec 1’augmentation du rapport . De plus, l'effet de la
distance axiale entre I’inclusion et le disque n sur l'intensité du facteur est également indiqué
sur cette figure. L'augmentation de parametre n induit la diminution du facteur d'intensité de

contrainte pour I’ensemble des valeurs du rapport 3.

Le méme comportement est observé pour toutes les valeurs de n, bien que ’intensité globale

diminue lorsque la distance entre I’inclusion et le disque augmente.

Facteur d'intensité de contrainte normaliséé
3 T T T

w(1)

0 05 1 15 2 25 3 3.5 4
1=bla

Figure II1.3 : facteur d’intensité de contrainte aux niveaux de disque.

14.2 La rotation relative du disque :

Le rapport représente la rotation relative normalisée de 1’inclusion par rapport au disque rigide.

Il caractérise le degré d’interaction mécanique entre les deux hétérogénéités

La rotation relative normalisée est représentée sur la figure (I11.4) en fonction de parameétre b/a.
Pour ce probleme de cisaillement pur, on observe que les valeurs de la rotation relative
diminuent avec 1’augmentation du rapport 5. De plus, l'effet de la distance axiale entre
I’inclusion et le disque n sur la rotation est également indiqué sur cette figure. L'augmentation

du parameétre n induit I’augmentation de la rotation relative pour I’ensemble des valeurs du
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rapport b/a. Cette tendance s'explique par la diminution de l'interaction mécanique lorsque la

distance entre les deux singularités augmente

La rotation relative normaliséeée

I : — I T T T T T

w/wo

0.5

Figure I11.4 : la rotation relative normalisée.

Afin de mieux mettre en évidence I’influence des paramétres géométriques (S et 1) ainsi que
du rapport de rigidité¢ y sur I’interaction mécanique entre le disque rigide et I’inclusion, les
figures suivantes sont présentées.

1) Larotation relative normalisée est représentée sur la figure (I11.5) en fonction des deux
rapports géométriques b/a et ) (pour un rapport de rigidité y=0.5). On observe que I’effet

Analyse parametrique (v = 0.5)

12 >
: s
14 P~ N 25
16 ik
. T—se a8
27 4

Rapport des rayons 3 = bla
Profondeur relative 7 = Hia

Figure IILS5 :la rotation relative en fonction des parametres géométriques.
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2)

u};"u;u

3)

du paramétré de profondeur relatif i) est nettement plus prédominant que celui du rapport
des rayons f3.

La rotation relative normalisée est représentée sur la figure (II1.6) en fonction de rapport
T G . .
de rigidité y = G—Z . On observe que pour B = 0.6 les valeurs de la rotation relatif
1
augmente avec 1’augmentation du rapport y. De plus, I'effet de la distance axiale entre
I’inclusion et le disque m sur la rotation est également indiqué sur cette figure.

L'augmentation du parameétre n induit ’augmentation de la rotation relative pour

I’ensemble des valeurs du rapport vy.

Une augmentation du rapport de rigidité favorise le transfert des efforts de torsion
entre les deux matériaux, ce qui explique 1’augmentation observée de la rotation
relative.

Roftation relative “"‘;“’u pour 3=0.6

180

— = 0.5

—= 10

160

140~

120 —

80 —
60—

I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
40 — |
|
|

20 —

102 100

Figure II1.6 : la rotation relative en fonction de rapport de rigidité.

La figure (III.7) présente une comparaison de I’évolution de la rotation relative
normalisée en fonction des rapport géométriques b/a et n entre deux matériaux de
rigidité différente (souple y = 0.5 et rigide y=2). On observe que pour le matériau rigide
présente en bleu la surface est presque plate (2.7 < w/w, < 3) se qui sinigfie que les

paramaitres geometrique n’ont presque aucune influence sur la rotation relative. D’autre
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part, le matériau souple présenté en rouge semble d’étre sensible aux changements des

parameétres géométriques.

Cette comparaison montre que les matériaux rigides sont moins sensibles aux
paramétres géométriques, tandis que les matériaux plus souples présentent une

interaction mécanique nettement plus marquée.

Comparaison de Rigidité : ~ = 0.5 (Rouge) vs ~v= 2.0 (Bleu)

[ - = 0.5 (Matériau souple)
N - = 2.0 (Matériau rigide)

Figure IIL.7 : comparaison de rigidité.

I11.14 Vérification et validation

I11.14.1 Validation par éléments finis

Pour valider notre approche, nous comparons nos résultats avec ceux obtenus par une
simulation par éléments finis utilisant le logiciel ANSYS Workbench. La validation numérique
constitue une étape essentielle afin d’évaluer la précision du modele analytique développé. Le

modele éléments finis est construit a partir des caractéristiques suivantes :
— Eléments tétraédriques quadratiques a nceuds médians
— Taille de maille : 0.5 mm autour de I’inclusion avec raffinement aux bords

— Taille de maille : 1.5 mm pour le reste du domaine
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— Conditions aux limites : rotation imposée w = 4° sur le disque, déplacements nuls sur les

frontieres extérieures

Par la comparaison des résultats analytiques avec les résultats de calculs obtenus a partir de
1'él1ément fini basé sur le code multi-physique, ANSYS Workbench, on a observé un excellent
accord entre les résultats analytiques et numériques, avec un écart relatif inférieur a 2% sur
I’ensemble du domaine. Cette concordance confirme la validité du développement analytique

proposé.

Figure I11.8 : Les mailles éléments finis du demi-espace dans la simulation numérique des
points de vue global (gauche) et local (droit).

I11.14.2 Etapes de la modélisation numérique

» ANSYS Workbench

Cette plateforme adopte une approche différente pour la création des modeles en s’appuyant
sur le code de calcul d’ANSYS. Elle est particulierement destinée aux géométries complexes
comportant plusieurs corps, ainsi qu’aux utilisateurs disposant d’une expérience limitée en
simulation numérique. Dans cet environnement, [’utilisateur interagit principalement avec la
géométrie plutot qu’avec le modele éléments finis. La plateforme traduit automatiquement les
opérations réalisées par 1’utilisateur en commandes ANSYS avant d’exécuter le calcul. Le
modele ¢éléments finis obtenu reste toutefois accessible et peut étre personnalisé grace a I’ajout
de commandes spécifiques au langage ANSYS. Elle permet de réaliser divers types d’analyses,
notamment structurelles, thermiques, fluidiques et électromagnétiques. L’ensemble du
processus de simulation est organisé autour d’un schéma de projet offrant une interaction entre

les applications natives d’ANSYS Workbench et les outils intégrés de gestion des données. En
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outre, ANSYS Workbench intégre une connectivité bidirectionnelle avec les logiciels de CAO,
un maillage largement automatisé, un systéme de mise a jour des projets, une gestion centralisée

des parameétres ainsi que des fonctionnalités d’optimisation intégrées [31].

> Géométrie du modéle

Figure II1.9 : Géométrie du modele tridimensionnel étudié.

» Maillage du modéle

Figure II1.10 : Maillage du modéle par éléments finis.
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» Raffinement de maillage aux bords de ’inclusion

Figure IIL.11 : Raffinement local du maillage au voisinage de 1’inclusion.

> Conditions aux limites

On applique une rotation sur le disque et on annule les déplacements de la demi espace.

Figure II1.12 : Conditions aux limites appliquées.
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111.14.3 Lancement de la résolution :

> Déplacement

A: Static Structural
Total Deformation

Type: Total Deformation
Unit: m

Time: 1
10/06/2026 19:38

1,2285 Max
E 1,092
0,95549
— 0,819
E 0,6825

0,546
— 0,4095

0,273
H 0,1365
0 Min

Figure I11.13 : Champ de déplacement.

Figure II1.14 : Champ de déplacement au niveau de disque.
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Figure III.15 : Champ de déplacement au niveau de ’inclusion.

Figure II1.16 : comparaison entre le déplacement de disque et de I’inclusion.
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A: Static Structural
Total Deformation
Type: Total Deformation
Unit: m

Time: 1

10/06/2026 19:42

1,2285 Max
1,002
0,95549
0,819

0,6825
0,548

Figure I11.17 : Champ de déplacement par 1’isolation des surfaces.

» Contrainte de cisaillement :

A: Static Structural

Equivalent Stress

Type: Equivalent {von-Mises) Stress
Unit: Pa

Time: 1

10/06/202619:50

1,151e5
1,0072e5
—{ 86328
L 71840
— 57552
— 43164

— 28776
i 14388
0,072688 Min

E 1,2949%¢e5 Max

Figure II1.18 : Contrainte de cisaillement.
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A: Static Structural

Equivalent Stress

Type: Equivalent fvon-Mises) Stress
Unit: Pa

Tirrie: 1

10/08/ 2026 1352

1,2049e 5 Max
1,151e5
1,0072e5

Bh328

71340

57552

43164

Figure II1.19 : Agrandissement du champ de contraintes au voisinage de I’inclusion.

A: Static Structural

Equivalent Stress

Type! Equivalent {von-Mises) Stress
Unit: Pa

Time: 1

10/06/202619:54

. 1,2949e5 Max
1,151e5

1 1,0072e5

1 86328

71840 ‘
57552
— 43164

28776
i 14388
0,072688 Min

|

Figure I11.20 : Contrainte de cisaillement au niveau de disque.
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A: Static Structural

Equivalent Stress

Type: Equinvalent fvan-Mises) Stress

Unit: Pa

Tirrne: 1

10/08 2026 1353

. 1,294%e5 Max
1,157e5

— 1,0072e5

- 86328

71940

— 57552

— 43764
— 28776

Figure II1.21 : Contrainte de cisaillement au niveau de I’inclusion.

A: Static Structural
Equivalent Stress —
Type: Equivalent {(von-Mises) Stress
Unit: Pa

Time: 1

10/06/2026 19:59

1,151¢5
1,0072¢5
| 86328
| 71940
| 57552
L 43164
| 28776
{ 14328 @
0,072688 Min

5 1,294%e5 Max

Figure I11.22 : Contrainte de cisaillement au niveau de disque et de I’inclusion par 1’isolation
des autres volumes.
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» Facteurs d’intensité du contrainte :

Figure II1.23 : Facteurs d’intensité de contrainte en mode II1.
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II1.15 Conclusion

Nous avons développé une méthode analytique et numérique pour résoudre le probléme de

torsion axisymétrique d’un bi-matériau avec inclusion interfaciale. Les points clés sont :
1. Formulation du probléme sous forme d’équations intégrales duales

2. Introduction des fonctions auxiliaires selon la méthode de Copson-Sneddon

3. Transformation en un systéme de Fredholm de seconde espéece

4. Discrétisation par collocation avec quadrature de Gauss-Legendre

5. Résolution du systéme linéaire couplé pour obtenir les densités et le rapport w/w,

6. Calcul des facteurs d’intensité de contrainte et du moment appliqué

La validation par ¢léments finis montre une excellente concordance, confirmant la robustesse
et la précision de I’approche proposée. Cette méthode peut étre étendue a des configurations

plus complexes, telles que des inclusions multiples ou des matériaux anisotropes.
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Conclusion Générale

Ce travail a été consacré a I'é¢tude de la torsion axisymétrique d'un bi-matériau élastique
contenant une inclusion interfaciale soumise a I'action d'un disque rigide circulaire, un probléme
qui trouve son intérét dans de nombreuses applications de génie civil, de géomécanique et de

mécanique des structures axisymétriques.

Dans un premier temps, nous avons posé les bases théoriques nécessaires a cette étude, en
rappelant les notions fondamentales de la mécanique des milieux continus, de I'élasticité
linéaire et de la mécanique de la rupture. Les outils mathématiques indispensables a la
résolution du probléme, a savoir les fonctions de Bessel, la transformation intégrale de Hankel,
les équations intégrales de Fredholm ainsi que les formules de quadrature, ont ensuite été

présentés et discutés.

La formulation du probléme physique a permis de réduire le probléme aux valeurs limites
mixtes a un systéme d'équations intégrales duales, lequel a été transformé, grace a I'introduction
de fonctions auxiliaires selon la méthode de Copson-Sneddon, en un systéme d'équations
intégrales de Fredholm de seconde espece. La résolution numérique de ce systéme, par une
méthode de collocation couplée a la quadrature de Gauss-Legendre, a permis de déterminer les
champs de déplacement et de contrainte, ainsi que les facteurs d'intensit¢ de contrainte

caractérisant le comportement de la structure en torsion.

Afin de valider I'approche analytique et numérique développée, une simulation par éléments
finis a été réalisée sous ANSYS Workbench. La comparaison des résultats issus des deux
approches a montré une excellente concordance, confirmant ainsi la fiabilité, la robustesse et la
précision de la méthode proposée pour l'analyse de ce type de probleme en présence d'un bi-

matériau et d'une inclusion interfaciale.
Perspectives

En perspective, ce travail pourrait étre étendu a 1'étude de configurations plus complexes, telles
que la présence d'inclusions multiples, de fissures externes aux disques rigides, ou de matériaux
a comportement plus complexes (viscoélasticit¢ ou piézoélectricité). Il serait également
intéressant d'examiner I'effet de chargements dynamiques ou cycliques sur le comportement du

bi-matériau, ainsi que 'extension de la méthode a des géométries non axisymétrique
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Annexe 01



1.Equations intégrales linéaires et leurs classifications

On appelle équation intégrale lin€aire une équation ou la fonction inconnue figure sous le signe

[ C'est en générale 1'équation par rapport a t.

1
0(x) = f(x)+ 7\] K, He(t)dt (01)
T

Avec f(x), K (x ; y) des fonctions connues, 4 est un parameétre numérique et @(x) la fonction
inconnue. T un ensemble borné fermé d'un espace euclidien a n dimensions (x et t des points
de cet espace), elles peuvent se mettre en premicre espeéce comme en seconde espéce, homogene

ou non homogene, aussi elles peuvent étre de Fredholm ou bien de Volterra.
1.1Equations intégrales de Fredholm :

On appelle équation intégrale de Fredholm de seconde espéce une équation de la forme :

b
00x) = f(x) + A f K(x, (D) dt 02)

Ou @(x) est la fonction inconnue, K (x ; y) et f(x) des fonctions données. Si f(x) = 0, I'équation

(2) est dite non homogene, dans le cas contraire, I'équation intégrale (2) s'écrit :

b
0(x) = f K(x, D(t)dt (03)

Et on dit qu'elle est homogene. Une équation intégrale de la forme :

b
ﬂ@=ijo@®m (04)

Ou la fonction inconnue ¢(t) n’intervient que sous le signe d'intégration, s'appelle équation

intégrale de Fredholm de premicre espece.

1.2 Equations intégrales de Volterra :

Une équation a une inconnue ¢(x), de la forme x €R :

() = f() + 2| Keuop@de (05)

Est appelée équation intégrale de Volterra de seconde espéce ; en fait c'est un cas particulier de

I'équation intégrale de Fredholm, il suffit de prendre le noyau K (x, ¢) = 0 pour x < ¢. Si f(x) =



0, I'équation (4) s'écrit :
X
() = 1| K@opod (06)
a

Et s'appelle équation homogene de Volterra de seconde espece. Une équation, a une inconnue
@(x), de la forme :

fx) = Af K(x,t)p(t)dt (07)

a

Est appelée équation intégrale de Volterra de premiere espéce.

2. Résolution numérique des équations intégrale du second type

Indiquons quelques méthodes classiques de résolution numérique des équations intégrales, pour

des données assez régulicres, en suite on prend la formule de quadrature suivante :
b N
f @(x)dx = Z Aip(x)) (08)
a j=0

Donc I’idée est de remplacer I’intégrale par une somme finie, avec une subdivision de [a, b] =
x,j=1,2,...,N},et. Ai...... An : sont des coefficients indépendants de la forme de la fonction
¢, on pose x = j x dans 1’équation (1) et en utilisant la formule quadratique précédente, on

obtient I’équation suivante :
N
@(x;) = f(x) + kz AK(xi, t)e(t;),i=01....N (09)
j=0

Il s’agit donc d’un systéme linéaire algébrique de N+1 équations a N+1 inconnues et (fx),
j =0,1, 2, ..., N, sont les valeurs approchées de la solution f(x). Les coefficients Aj sont
déterminés par 1’'une des formules suivantes :

1) La formule des rectangles

b—a
x;=a+ih;i=012----N, onaldy=A4,=-Ay=h= (10)
2)La formule des trapezes
h
X; = a+ lh;i = 0,1,2 . "'N, OnaAO =An == E,Al = =AN—1 (11)

=h



3) La formule de Simpson (N est pair).
Pour les points xi =a+ih =+ ;i=0, 1, 2...N, on a

h 2h 4h
A0=AN=§,A1=A3=A5 ...AN_lz?, A2=A4=A6,AN_2=? (12)

2.1 Méthode de Simpson

Le calcul approché de I'intégrale se fait par la méthode de Simpson :

N
o(x) = flx) + AZ. AKGL W), i = 01N (13)
j=
h 2h 4h
A0=AN=§,A1=A3=A5 "'AN—1=?' A2=A4=A6,AN_2=? (14)

Ou N est paireth = (b —a) /N
Si bien que pour chaque i, I’équation du probléme approché s’écrit

h
o(x) = f(x) + 3 \k (i to) o + 2 Z K(xi' tzj+1)<sz+1 +4 Z (xi' tzj) @2 + k(x;, tn)ﬁﬂn} ,i=01..N (15)

N
F-1

J=0 J=1

Ou j est I’approximation de ¢(x;j), ce qui conduit au probléme approché :

(1 - gAN><D =F (16)

Ap : Est la matrice K (xi, xj) , K est une fonction définie et continue sur R :

k(xo,x0) 2k(xg,x1) 4k(x9,x2) . k(xo,xy)
k(xy,x0)  2k(xq,x1)  4k(xy,x2) . k(xq,xy)

k(xn,xo) 2k(xy,x1) 4k(xyn,x2) . k(xy,xy)

Ou [ est la matrice identité.

F = (fx), f(2) o flrne) (18)

Et:
@ = (D, P, .....0y) € RN*1  Est ’inconnue.

2.2 Méthode de trapeze

Ainsi la formule générale de l'intégrale par la méthode de trapéze :

b h N-1
Lw(t)dt = §<<p(0) + ZZ,-=1 o(x) + w(N)) (19)



Si bien que pour chaque i, I'équation du probléme approché s'écrit :

h N-1
@i = fx) + = k(x,x0)ug + ZZ, k(xi,x)e; + k(e xp)uy |, 20
2 ]:1 ( )
i=012..N
Ou @; est l'approximation de <p(xj) , ce qui conduit au probléme approché :
h
(1 - EAN><;D =F Q1)

Ap : Est la matrice K (xi, x]-) , K est une fonction définie et continue sur

k(xo,x0)  2k(xg,%1) .. k(xg,xy)
k(xy,%0)  2k(xy, %) .o k(xy,xpy)
Ay = _ . .. : (22)
\k(xN,xO) 2k(xy, 1) - k(xN’xN)/
Ou I est la matrice identité.
T
F = (fCe) f(x2) o fan41)) (23)
Et: ® = (@y, D,,...0y) € RV estl'inconnue.
2.3 Méthode des rectangles
La formule générale de l'intégrale par la méthode de rectangle :
N
]:
b —a
= = ... = A = h = 25
Pour chaque i, 'équation du probléme approché s'écrit :
N
Qi = f(xi) + h(z k(xl,x])<pj> , i = O, 1,2 .. N (26)
j=0
Ou ¢; est I'approximation de (p(xj) , ce qui conduit au probléme approché :
(I — hAy)® = F (27)

Ay : Est la matrice K (xl-, xj) , K est une fonction définie et continue sur R



k(xo,x0)  k(xo,x1) . k(x,xy)
k(xq,x0)  k(xy,x1) . k(xq,xy)

Ay = (28)
k(xy,xo) k(xy,x1) . k(xy, xy)
Ou [ est la matrice identité.
T
F = (f(x1);f(xz) f(xN+1)) (29)
Et:® = (@g, P, ... Dy) € R¥N*1est I'inconnue.
3 Résultats numériques
3.1 Exemple 1
Equation intégrale de Love, est généralement définis comme suit :
1 (1 d
000 = ) + 2| e ® x 30

On Considére cette équation en particulier le cas lorsque d = 1 et f(x) = 1. Nous avons résolu
cette équation avec la méthode de Simpson. Les tableaux suivants présentent la solution
approximative de x = 0, x = £1/4, x = £1/2, x = £3/4, x = +1. Les résultats trouvés ont été
comparés avec le travail de J. Saberi-Nadjafi, M. Heidari qui utilise la méthode de trapéze

modifie. Apres exécution du programme

3.2 Le programme de résolution de I’équation de Fredholm sous Matlab par la méthode
de Simpson, trapeéze et rectangle.

a=-1;

bh=1;

N=&4;
h=(b-a) /N
for i=1:HN+1
for j=1:HN+1

®=a+ (i-1)*h
t=a+({j-1)*h;
E(i,j) = 1/ (1+(x-t)"2);
end
fii)y=1
F=f";
end
K, 2:2:N)=(l/pi) *4*K(:,2:2:H);
K, 3:2:0-1)=(1/pi)*2*K(:,3:2:HN-1);
U=(eye (H+1) -h*K/3)\F



N=16 N=32 N=64
X Simp Tra.mod | Simp Tra.mod | Simp Tra.m
-1 1.7337 1.63969 1.6854 1.63969 1.6622 1.63970
-3/4 1.8513 1.75195 1.8002 1.75195 1.7625 1.75195
-172 1.9425 1.84238 1.8911 1.84238 1.8568 1.84238
-1/4 1.9989 1.89961 1.9479 1.89961 1.9183 1.89962
0 2.0178 1.91903 1.9671 1.91903 1.9424 1.91903
1/4 1.9989 1.89961 1.9479 1.89961 1.9183 1.89962
12 1.9425 1.84238 1.8911 1.84238 1.8568 1.84238
3/4 1.8513 1.75195 1.8002 1.75195 1.7625 1.75195
1 1.7337 1.63969 1.6854 1.63969 1.6622 1.63970

Tableaul : solution de 1’équation de love par la méthode se Simpson

3.3 Exemple 2
On considére I'équation (exemple de livre ‘Linear and NonlinearIntegral Equations’ Abdul-
Majid Wazwaz), suivant :

1
o(x)=-2-3x+ f Bx+t)e(t)dt
0

La solution exacte de I'équation est [I(x) [1 6xn = 16 et h=1/16, on applique dans Matlab le

programme des méthodes de Simpson, trapéze et rectangles suivant :

clear
a=0;
=1 =
H— 16
h={b=a) /M
1=1:mM+1
J=1:M+1
H=a+ (i=1) *kh
t=a+ [(d=1) *h;
Edi,d = I*x+r;

V= laye (N+1) —h*K) \F
i=1:N+1
J=1-:=m+1
H=a+ [(1=1) *k
t=a+ (=1} “h;

i,y = I*x+Ls
Do b s

ZrM)=Z2E 2,221
W=i{=ye (M+1) —h*E ,2) W F

plot {x, 0, " faH,W, "t g VB ey, T B D



La solution

La solution

La solution exacte

X, La solution numérique
N=16 numérique par par Trapéze numérique par
Simpson rectangles
0,0000 0.000000000000000 00.001560062402496 -0.06363713294406 0
0.0625 0.375000000000000 0.375975039001560 0.27350427350427 0.375000000000000
0.1250 0.750000000000000 0.750390015600624 0.61064567995261 0.750000000000000
0.1875 1.125000000000000 1.124804992199688 0.94778708640094 1.125000000000000
0.2500 1.500000000000000 1.499219968798752 1.28492849284928 1.500000000000000
0.3125 1.875000000000000 1.873634945397816 1.62206989929762 1.875000000000000
0.3750 2.250000000000000 2.248049921996879 1.95921130574595 2.250000000000000
0.4375 2.625000000000000 2.622464898595945 2.29635271219429 2.625000000000000
0.5000 3.000000000000000 2.996879875195007 2.63349411864263 3.000000000000000
0.5625 3.374999999999998 3.371294851794071 2.97063552509096 3.375000000000000
0.6250 3.749999999999998 3.745709828393138 3.30777693153930 3.750000000000000
0.6875 4.125000000000004 4.120124804992194 3.64491833798764 4.125000000000000
0.7500 4.500000000000001 4.494539781591253 3.98205974443598 4.500000000000000
0.8125 4.875000000000003 4.868954758190330 4.31920115088432 4.875000000000000
0.875 5.250000000000000 5.243369734789395 4.65634255733265 5.250000000000000
0.9375 5.624999999999996 5.617784711388463 4.99348396378099 5.625000000000000
1 5.999999999999998 5.992199687987519 5.33062537022932 6.000000000000000

Tableau02 : solution de 1’équation (24) par la méthode se Simpson, trapéze et rectangles

sim

pson

+  trapéze v
¥ rectangle \V4 B
—=— solution exacte v
Y
v i
\Y4
\Y4
( v I
v
v
V" N
o
[ [ [ [ [ [ [ [ [
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figure 01 : Solution de I’équation (24) par la méthode se Simpson, trapeze et rectangle
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1.Les étapes du logiciel
1.1 Création d'un nouveau projet — Analyse Statique Structurale

Ouverture d'ANSYS Workbench. Dans la fenétre « Project Schematic », on sélectionne le
module « Static Structural » depuis la boite a outils « Analysis Systems » (panneau gauche)
et le fait glisser dans I'espace de travail. Ce module regroupe toutes les étapes nécessaires :
Engineering Data, Geometry, Model, Setup, Solution et Results.

Fie Vew Tods Unis Extesons Jobs  Heb

]

Figure 01 : interface de la création d’un projet

1.2 Accés aux données matériaux (Engineering Data)

Un clic droit sur la cellule « Engineering Data » (ligne 2 du projet) affiche un menu contextuel.
Choisit « Edit... » pour ouvrir I'éditeur de matériaux et commencer a définir les propriétés
mécaniques des matériaux de la simulation.

Fe Vew Toos Unts Exesons Jobs  Hep

nsfer Dota To New 3

Update

Stati Sructural ote Upstream Companents

Customize.

T Al
8 job Maitor... | = Show Progress % Show 0 Messages

Figure 02 : la cellule Engineering Data pour définir les propriétés des matériaux.



1.3 Définition de trois matériaux

Trois matériaux sont ajoutés dans la liste : « material 1 », « material 2 » et « material 3 ».
Chaque matériau correspond a une couche ou un composant différent du modéle géologique ou
structural étudié. Le bouton « Click here to add a new material » permet d'en ajouter d'autres

s1 nécessaire.

Fie Edt View Took Units Extensions Jobs

Help

0|5 & B [H rroject / @ A2EngineeringData %
I Filter Engineering Data [ Engineering Data Sources
LN v1x vrx
Physical Propeties A B|cC 0 8 c 0 3
B LinearElastic 1 ErmrE SR e B @) P h 1| VaribleMName | Lnit | DefaultData | Lower Limit | Upper Limit
A 1sotropicElastiy 2
A orthotropic Elastiaty 3 2% material 1 =@
A anisotropic Elastiaty — B o g— o

5 2% material 3 =B

Clck here to add a new material
Creep
Life
@ Strength
Gosket
Viscoelastic Test Data
[ Viscoelastc = o
peMemory Alloy
— Propertes of Outine Row 5: material 3 BEY] - x

= » [ | =« lole]
[ Cohesive Zore [ ] Eitpeity) | ELE | L &

Fracture Criteria

Crack Growth Laws
B Custom Material Modsis

T View All | Customize. .

& Ready

[ 30b Meritor... | = Show Progress | %1 Show O Messages

Figure 03 : Interface de 1’éditeur Engineering Data pour la création des matériaux.

1.4 Sélection des propriétés : matériel 1 (Isotropic Elasticity)

Fle Vew Tods Unis Edensons Jobs  Hep
BEIEIC]

I Fiter Engneering Data il Engineering Data Sources

Froec | @ A2EginesingDatz X

FRER] 0 of Schematic A2: Enginesring Data -7 x e -3 x
3
3 <) | 1| Veiabotame | i | Defadtoais | tower it | Lpper it |
2
@ o B Lt 1
&=l 4 2% materid 2 ﬁ ]
s =l 1
@ Chaboch TestData : [
B Plasticy
>
B o oie X
» s c [oe
1| Frop=rty Ve e K&
T View Al | Custumize.,.
8 Ready M sobMonitor...  Toshom Progress %Sm0 Messages

Figure 04 : Définition de trois matériaux

Pour le matériau 1, on sélectionne « Isotropic Elasticity » dans la catégorie « Linear Elastic
» de la boite a outils. Cette action associe un comportement ¢élastique isotrope au premier

matériau, faisant apparaitre les champs de saisie des propriétés mécaniques dans le panneau

inférieur.



1.5 Propriétés mécaniques de matériel 1 : Module de Young et Poisson

Fle View Took Units Extensions Jobs Hep

== 3 Froject / ) A2:EnginesingData X

¥ Fiter Engineering Data [ Engineering Data Sources

- 0] Outine of Schematic A2: Enginesring Data

Bulk Moduius Fa

4 o] 0 \ ! 8 c :
Physical Fropertis 1 =lIe 1| Temperature () = | Young's Modulus (Pa) ~ | Poisson'sRatio | Buk Moduius (Pa)
B LinearElastic 2
h I 2
Orthotropic Elasti
% An\sntrnsltE\am;: 4 =B
Hyperelasti ata 8 =0
Hyperelasti :
Chab
Plasticty
Creep
Life
Strength
Gasket
oelastic Test Data = e )

Geomecharical A 8 c ‘n E
Damage. 1 Property Value Unit X3l
CohesiveZone. 2 4] Material Field Variables = Table
Fracture Criteria E R Elastidty =]
Crack Grovith Lavis g Young's Modus and... 7!
Custom Material Models : Pa -

7

8

[E[E[=]=]

Shear Modulus Fa

T View All/ Customize...

@ Double-dlick componentto edt [ 30b Monitor... | (<ishow Progress | %) Show 0 Messages

Figure 05 : Sélection des propriétés pour trois matériaux

Apres l'affectation d'Isotropic Elasticity, les propriétés détaillées apparaissent dans le panneau
inférieur, Les propriétés mécaniques de matériel 1 sont saisies : Module de Young = 2x10°
Pa, Coefficient de Poisson = 0,3. ANSYS calcule automatiquement le Module de
compressibilit¢ (Bulk Modulus = 1,6667x10° Pa) et le Module de cisaillement (Shear
Modulus = 76923 Pa). Ces valeurs définissent un matériau relativement souple, similaire a un

sol ou a une roche sédimentaire.

Les propriétés mécaniques de matériel 2 sont saisies : Module de Young = 4x10° Pa,
Coefficient de Poisson = 0,3. Les valeurs dérivées calculées automatiquement sont : Bulk
Modulus = 3,3333x10° Pa et Shear Modulus = 1,5385%10° Pa. Ce matériau est deux fois plus

rigide que le matériau 1.

Les propriétés mécaniques de matériel 3 (le plus rigide des trois) sont saisies : Module de
Young = 2x10°¢ Pa, Coefficient de Poisson = 0,3. Les valeurs calculées automatiquement sont
: Bulk Modulus = 1,6667x10°¢ Pa et Shear Modulus = 7,6923%10° Pa. Ce matériau représente

typiquement une roche dure ou un matériau de fondation compact.



1.6 Interface Design Modeler : Espace de travail initial

File Creste Concept Tools Uits View Help

@EE\@H Dlndo (¥ Redo Us:lamﬁ h"@@.“’ﬂ‘\il“ SCAAQEQACEE e 1
M- W~ g e fr Ao fo AT

[xtplane <[ | Mone < || foemente @ gy paemeters || e gRevole fpSweep g Skimlot |
@Paint 5 Corversion

Tree Outline 2 Graphics »
-/ A: Static Structural
3 X¥Plane

3 ZtPlane

3 VZPlane

/B 0Parts, 0 Badies

| Win/surface % Blend ~ 4 Chamfer @Slice

Sketching Modeling

Details View
=] Details of XYPlane
Plane [Piane

Sketches o
Export Coardinate System? | No ‘

v
0,000 15000 G 30,000 (m)
I 2 . ®
780 250 Activer Win

[1Plane [Meter Degree [o o y

Figure 06 : Interface initiale de DesignModeler

Model View | Print Preview

[@ Resty

Le menu contextuel sur « Geometry » propose ¢galement l'option « New DesignModeler

Geometry... ». Dans cette simulation, on choisit finalement DesignModeler (indication dans
la barre de statut en bas : « Starting DesignModeler... »).
L'environnement DesignModeler s'ouvre avec un espace de travail vide. L'arbre de structure

(Tree Outline) affiche les trois plans de référence : XYPlane, ZXPlane et YZPlane. L'échelle

(0 a 30 m) indique que la simulation se situe a 1'échelle métrique, cohérente avec un modele

géologique.



1.7 Choix de la Spheére

Menu Create > Primitives
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Figure 07 : Sélection de la primitive Sphere.

Dans le menu « Create », on accéde a « Primitives » pour créer une forme géométrique de base.
Parmi les primitives disponibles (Sphere, Box, Parallelepiped, Cylinder, Cone, Prism, Pyramid,

Torus, Bend), I'option « Sphere » est mise en surbrillance bleue et sélectionnée.

1.8 Parameétres de la premiére sphére (Spherel)

La sphere est créée et apparait dans l'arbre sous le nom « Spherel ». Dans le panneau Details
View, les parametres sont définis : Base Plane = XYPlane, Origin = (0, 0, 0), Radius = 50 m

(en cours de saisie). La sphére représentera le volume extérieur du modele (sol environnant).
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7 Figure 08 : Paramétrage de la pféiniére sphere




Apres validation du rayon de 50 m, le cercle représentant la coupe 2D de la sphére est visible
dans l'espace de travail. Le contour circulaire en filigrane montre les dimensions de la sphere

centrée a l'origine. L'échelle confirme un rayon de ~50 m.
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Figure 09 : Prévisualisation de la sphére.

Un sketch (Sketch11) est créé sur le plan YZPlane pour définir le profil transversal du modele.
Le sketch montre un rectangle symétrique par rapport a 1'axe horizontal, avec les cotes : H16 =
H17 = 3 m (largeur) et V14 = V15 = 0,25 m (hauteur). Ce profil servira a créer un tore ou un

tube via l'opération Revolve.
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Figure 10 : Création d’un sketch sur le plan YZ.



Apres 'opération Revolve8 appliquée sur Sketch11 autour de I'axe Z du plan YZ, un corps

solide de forme discoidale est généré. Les propriétés affichées dans Details View confirment :

Volume = 114,67 m?, Surface Area = 629,43 m? 4 faces, 3 arétes. Ce corps représente

l'inclusion ou la discontinuité dans le milieu.
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Figure 11 : Résultat de I’opération Revolve.

1.9 Ajout d'une deuxi¢me spheére via Primitives
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Le menu Create > Primitives > Sphere est a nouveau utilis¢ pour créer une deuxiéme sphere.
Dans la vue 3D, le corps toroidal (disque) créé a 1'étape précédente est visible en transparence.
La nouvelle sphére sera centrée a l'origine pour englober ou interagir avec la géométrie

existante.



1.10 Paramétrage de Sphere3
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Figure 13 : Paramétrage de Sphere3.
Une troisieme sphére nommée « Sphere3 » est ajoutée dans l'arbre (aprés Revolve8). Ses

Meter Degree [o [o 74

paramétres sont : Base Plane = XYPlane, Origin = (0, 0, 0), Radius = 50 m, opération = Add

matériel. Le contour sphérique en filigrane est visible dans la vue 3D montrant la sphére de

grande taille.

1.11 Vue 3D Sphere3 englobant le disque

Vue 3D montrant Sphere3 (sphere compléte de rayon 50 m) englobant le corps discoidal créé
précédemment. L'arbre de structure confirme : 1 Part, 1 Body. La structure en coupe permet de
visualiser la relation géométrique entre la grande sphere et 1'inclusion discoidale.
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Figure 14 : Vue 3D de la sphére englobante.



1.12 Opération Add Frozen : Définition des zones indépendantes

Pour Sphere3, 'opération est changée de « Add Material » a « Add Frozen ». Cette option est
cruciale : elle crée un nouveau corps sans le fusionner avec les corps existants, permettant
d'affecter des matériaux différents a chaque corps. La liste déroulante montre les options

disponibles : Add Frozen, Add Material, Cut Material, Imprint Faces, Slice Material.
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Figure 15 : Application de I’opération Add Frozen
1.13 Ajout d'un cylindre (CylinderS) — Demi-espace inférieur

Un cylindre (Cylinder5) est ajouté sur la base XYPlane avec les parametres : Origin = (0, 0, 0),
Axis Z Component = -5 m (orientation vers le bas), Radius = 50 m. Dans la vue 3D, le résultat
est un demi-espace hémisphérique (bowl shape) correspondant a la partie inférieure du modeéle.

L'arbre montre : 2 Parts, 2 Bodies.
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Figure 16 : Ajout d’un cylindre



1.14 Opération Boolean — Soustraction pour créer les cavités

L'opération Boolean7 de type « Subtract » est appliquée. La boite de dialogue indique : 2
Target Bodies (les corps a modifier) et Tool Bodies en cours de sélection. Cette opération
soustrait le cylindre de la sphere pour créer des couches géologiques distinctes. L'arbre montre

alors 3 Parts, 3 Bodies.
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Figure 17 : Opération booléenne.

1.15 Ajout du cylindre de forage (Cylinder6)

Un nouveau cylindre (Cylinder6) est ajouté en mode « Add Frozen » : Origin Y = -5,1 m, Axis
Z = 0,2 m, Radius = 10 m. Ce petit cylindre de rayon 10 m représente le puits de forage ou la
zone d'inclusion. Dans la vue 3D, il apparait comme un petit disque jaune au centre de la demi-
sphere grise. Le menu Create > Boolean est sur le point d'étre utilisé.
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Figure 18 : cylindre de forage




1.16 Résultat du découpage (Slice8) — Modéle en 7 corps

Apres les opérations Boolean et Slice8 (Slice by ZXPlane), le modéle est découpé en 7 corps
solides (1 Part, 7 Bodies) représentant les différentes zones géologiques. La vue 3D montre
clairement la section transversale du mode¢le sphérique avec le cylindre d'inclusion visible au
centre. Les différentes couches sont distinguables par leur géométrie.
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Figure 19 : Les différentes couches par leur géométrie.
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1.17 Passage a Mechanical — (parametre de Maillage)
les parametres généraux du maillage apres définition de la taille d’élément, juste avant la

génération effective du maillage. C’est une étape de vérification avant de lancer le processus

de maillage.
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Figure 20: Paramétres généraux du maillage




1.18 Ajustement fin de la taille du maillage
Le controle Body Sizing est toujours actif et la taille d’élément est réduite a 0,05 m, ce qui

traduit un raffinement supplémentaire du maillage sur les corps sélectionnés pour une plus

grande précision.
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Figure 21: la taille du maillage

1.19 Sélection locale de corps pour I’affinage du maillage

la sélection locale de deux corps autour de la zone centrale. Cette sélection est effectuée avec

une logique d’affinage progressif pour obtenir une discrétisation plus précise dans une région

jugée sensible pour 1’analyse.
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1.20 Affinage du maillage sur des corps spécifiques
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Figure 23: Affinage du maillage
1.21Génération du maillage et vérification initiale

On quitte DesignModeler et passe a l'environnement ANSYS Mechanical. L'interface
Mechanical s'ouvre avec la géométrie importée. Le panneau de gauche (Outline) est en cours
de chargement. La vue 3D montre la géométrie du modele en coupe, composée de plusieurs
couches de matériaux. Une opération « Body Sizing » est en cours de définition (annotation en

haut a gauche).
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Figure 24: maillage et vérification initiale



1.22 la qualité du maillage apres génération

une vérification détaillée de la qualité du maillage apres génération. Le modele est affiché avec
un zoom important sur la zone centrale afin d’observer le raffinement local autour de
I’ouverture interne.
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Figure 25 : maillage aprés génération
1.23 Configuration du maillage — Patch Conforming et Body Sizing

Dans l'arbre Outline (section Mesh), deux paramétres de maillage sont définis : « Patch
Conforming Method » (méthode de maillage adaptée aux géométries courbes) et « Body Sizing
» (controle de la taille des éléments par corps). Ces paramétres garantissent un maillage

conforme et raffiné dans les zones critiques.
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Figure 26 : un maillage conforme et raffiné dans les zones critiques.



1.24 Apercu du modéle complet dans Mechanical

Vue compléte du modele dans ANSYS Mechanical. L'arbre Outline est entiérement développé
et montre la hiérarchie complete : Geometry (3 matériaux affectés), Symmetry (Symmetry
Region), Mesh (Patch Conforming + Body Sizing), Named Selections (Symmetry:XYPlane,
Selection, Selection 2), et Static Structural A5 (Analysis Settings, Solution A6). Le modéle en

3D affiche les différentes couches avec leurs couleurs distinctives.
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Figure 27 : Vue compléete du modéle
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1.25 Génération du maillage et vérification
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Figure 28 : vue 3D montre la discrétisation en éléments finis des différentes couches




Le maillage est généré sur l'ensemble du modele. La vue 3D montre la discrétisation en
¢léments finis des différentes couches géologiques. Le maillage est plus raffiné dans les zones
d'interface et autour de l'inclusion cylindrique. La qualité du maillage est contrdlée via les

indicateurs dans le panneau inférieur.

1.26 Conditions aux limites Remote Displacement (Rotation)

Dans 1'onglet Static Structural (A5), une condition aux limites de type « Remote Displacement
» est appliquée sur la face supérieure (disque jaune). Les détails indiquent : X, Y, Z Components
= Free (aucune contrainte de translation), Rotation X = Rotation Y = Free, Rotation Z = 5°
(ramped). Un graphique tabula confirme une rotation progressive de 0 a 5° appliquée a la face

circulaire du forage. Cette condition simule une torsion imposée.
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Figure 29 : une condition aux limites de type « Remote Displacement »



1.27Application du support fixe (Fixed Support)
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Une condition de support fixe (Fixed Support) est appliquée sur la surface hémisphérique

extérieure du modele. Cette condition bloque tous les degrés de liberté (translations et rotations)

sur la surface externe, simulant un sol infini ou une frontic¢re rigide. Combinée avec le Remote

Displacement, ce setup simule correctement un essai de torsion sur un pieu ou un forage.

1.28 Lancement du calcul — Solve (F5)
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Figure 31 : Lancement du calcul.



Etape finale : un clic droit sur « Solution (A6) » dans l'arbre affiche le menu contextuel. On
clique sur « Solve (F5) » pour lancer le solveur. ANSYS résout le systeme d'équations par
¢léments finis (FEA) pour calculer les champs de déplacement, de contrainte et de déformation
résultant de la rotation imposée au forage. Le modele 3D en coupe confirme la géométrie finale

avec les 3 couches de matériaux et l'inclusion cylindrique.



