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Introduction générale

Certain nombre d’observations récentes du X X° siecle suggerent que notre univers
est en expansion accéléré a grande échelle, cela a incité les cosmologistes de proposer des

modeles pour expliquer ce phénomene.

Le modele ACDM (A cold dark matter) [1] est 'un des modeles les plus simples. 11
est basé sur deux ingrédients principales: la constante cosmologique A et la matiére noire,
mais malheureusement ce modele est insuffisant a cause d’un probleme connu sous le nom

“probleme de la constante cosmologique” qui concerne l'origine de cette derniere.

Il existe actuellement deux directions majeurs qui tentent a résoudre ce probleme.
En X1X° siecle. L’astronome et mathématicien francais Urbain Le Verrier avait établie
un modele de mouvement d’Uranus a partir des lois de la mécanique classique, mais il
a trouvé que Uranus se trouvait trop loin par rapport a son orbite calculé, ce désaccord
entre le calcul et 'observation a mené a la découverte de Neptune par Le Verrier et il s’est
avéré que ce phénomene anormal ne pouvait s’expliquer que par une modification de la

théorie de gravité Newtonienne par la théorie de la relativité générale.

Cela conduit la premiere direction d’essayer de trouver une théorie d’énergie noire
acceptable en modifiant les composantes de 'univers pour remplacer la constante cosmo-
logique ou de trouver un nouveau type de densité d’énergie, le consensus commun entre
les deux hypotheses est d’utiliser un champs scalaire qui varient au cours du temps.

Par contre, la deuxieme direction tentent de résoudre le probleme par une modification
de la théorie de la relativité générale et la remplacer par une nouvelle théorie de gravité,
cette théorie moderne se comporterait comme la théorie de la relativité géénérale dans

des échelles plus petites et elle ne se manifestera que sur des échelles a des distances cos-
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mologiques.

En 2000, dans le sens de la modification de la gravité, les physiciens Gia Dvali, George
Gabadadze et Massimo Porrati ont proposé un modele intéressant pour résoudre ce di-

lemme [2].

Apres qu’Einstein ait proposé sa théorie de la relativité générale, les physiciens ac-
ceptent que notre univers est composé de 4 dimensions (3 spatiales et une dimension
temporaire) non pas que 3 dimensions, ce passage vers la théorie d’Einstein a résolu beau-

coup de problemes (comme la lentille gravitationnelle® et trou noir ).

L’idée d’ajouter des dimensions supplémentaires a notre monde semble d’abord un
choc, mais Einstein a montré qu’il est possible avec sa théorie de la relativité générale

qu’elle n’est pas limité a 4 dimensions.

Pour construire une cosmologie avec des dimensions supplémentaires, il faut proposer
des modeles avec plus de 4 dimensions qui peuvent aider de résoudre certain mysteres res-
tants de notre univers en particulier, I’accélération cosmique. ces dimensions vient d’abord
de la théorie de Kaluza-Klein [3] qui est une extension de la théorie de la relativité géné-
rale a 5 dimensions.

Le sujet a déclenché un intéréet a comprendre des univers a 5 dimensions de différents types
et des modeles encore de dimensions plus élevés notamment les modeles de 11 dimensions
de la théorie des cordes.

Il existe plusieurs facons de construire une version 5 dimensions du monde. A premiere
vue, la dimension supplémentaire consiste a ajouter une entrée supplémentaire au vecteur
colonne de la métrique et la force la plus fondamentale dans ce cas est la force de gravi-
tation, elle se décompose en un taux de 1/r* en 4 dimensions, tendis que en 1/r* dans le
cas de 5 dimensions, cela confirme 'idée que la gravité est généralement plus faible dans

les dimensions supplémentaires.

Les développement récents dans la théorie des cordes et la théorie M ont suggéré une

1. la lentille gravitationnelle est produit par la présence d’un corps céleste trés massif (amas de galaxie)

imprimant un fort champ gravitationnelle entre d’elle capable de dévier les rayons lumineux.
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autre approche pour compactifier des dimensions supplémentaires [4], selon lesquels, les
particules du modele standard sont confinées sur une hypersurface appelée brane intégrée
dans un espace de dimension supérieure (bulk) ot notre univers peut étre un tel objet de

type brane.

Cette idée d'univers brane était a l'origine relancé dans la théorie des cordes. L’idée
des branes qui ont été popularisées par certains modeles cosmologiques sont des objets
étendus existent en théorie des cordes, elle possedent une énergie sous forme de tension
[5].

I1 existe plusieurs types de brane, on s’intéresse dans notre mémoire au type D-brane? sur
lesquelles, les cordes ouvertes qui décrivent le secteur non gravitationnelle sont attachéess
a leurs extrémités aux branes, tandis que les cordes fermées du secteur de la gravitation
peuvent se déplacer librement dans le bulk. Pour prendre un contexte cosmologique, notre
univers constituerait a un modele D3-brane, ces idées peuvent donner lieu a des modeles

cosmologiques.

Les premiers modeles de la cosmologie branaire remontent aux travaux de Lisa Rundall
et Raman Sundrum [6] en 1999, qui sont motivé par les idées de la théorie M et inspiréé
par des travaux de Arkani-Hamed, Dimopoulos et Dvali (ADD). Dans ces modeles, la
dimension supplémentaire est déformée et les branes sont des parties d’un espace-temps

de Anti-De-Sitter (AdSs).

Il est récemment suggéré qu’il pourrait exister des dimensions spatiales supplémen-
taires, pas dans le sens traditionnel de Kaluza -Klein ou ces dimensions sont compactifiées
pour la détection, mais en un parametre ou les dimensions supplémentaires pourraient étre
importantes [7]. Sous ’hypothese que la matiere ordinaire est confinée sur un sous-espace
tridimensionnel (brane) intégrées dans un espace-temps plus large, il faut avoir une gra-
vité a 5 dimensions acceptable basée sur un mécanisme efficace pour qu’elle soit comporte

comme la gravité habituelle a 4 dimensions.

Il existe un moyen pour que la gravité a 5 dimensions évite la détection:

1. rendre la dimension supplémentaire trés petite comme dans le cas du modele Kaluza-

2. D correspond en mathématique a une condition dite de Dirichlet
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Klein, ou déformée comme dans le cas du modele Randall-Sundrum (RS). Dans ces
modeles, en raison de la petite longueur de la dimension supplémentaire, la gravité

a 5 dimensions se comporte comme la gravité a 4 dimensions.

2. lautre solution est de faire cette dimension supplémentaire trés grande, ce qui cor-

respond au modele DGP, ol la 5°™¢ dimension est infinie.

A cet égard, les cosmologistes ont également présenté différents modeles (comme modele
DGP) qui ne sont pas entierement basés sur la théorie des cordes, mais ils utilisent de
nombreuses actions en espérant de construire une actions qui ressemble a la gravité 4
dimensions sur des petites échelles (comme 1’échelle du systéme solaire) a fin de résoudre

le probleme de la constante cosmologique a grande échelle.

Dans notre modele, en utilise une action supplémentaire a 4 dimensions, ou avec la-
quelle on peut récupérer la gravité a 4 dimensions sur des petites échelles, et qu’elle se
décomposera lentement en gravité a 5 dimensions dans les grandes échelles, ’expansion

dans ce cas sera plus rapide en raison de la faiblesse de la force de gravité a grande échelle.



CHAPITRE 1

Quelques rappels de la relativité générale et de

la cosmologie

Les propriétés de I'univers a grande échelle seront principalement dictées par la force de
gravitation. Dnas ce chapitre, on rappele les hypotheses et formules de base de la relativité
générale, I'évolution de la structure de l'espace-temps depuis la physique newtonienne
jusqu’a la relativité générale, les pricipales définitions des outils mathématiques de la RG,
On dérive les équations d’Einstein dictant la dynamique de I’espace-temps et les équations
de conservation dictant le comportement de la matiere [8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17,
18].

1.1 Espace-temps et gravité

1.1.1 Espace et temps absolus de la physique newtonienne

En physique newtonienne, I’espace et le temps sont décrits pas un espace mathématique
absolu et immuable. Cet espace est euclidien a trois dimensions. On peut lui assigner une
origine et trois axes de référence arbitraires définissant ainsi un repere absolu. Le temps est
lui aussi idéal et absolu. Il est indépendant du mouvement et joue le role d'un parametre
extérieur.

L’espace étant euclidien, le théoreme de Pythagore permet de calculer la distance entre

deux point voisins

di* = (dz')? + (da®)? + (d2®)? (1.1)

10



1.1. Espace-temps et gravité 11

En coordonnées cartésiennes, On peut réécrire cette distance sous la forme plus compacte

3

i’ =) (da')? = byydatda’? = 6;;datda’ (1.2)
i=1 ij
ol d;; est le symbole de Kronecker (1si¢ = j et 0 sinon) et les indices latins 4, j--- =1---3.

Cette forme introduit la notation d’Einstein selon laquelle on suppose implicitement une
sommation sur tout indice répété.

Exemple

T.V =6,TV =TV + T*°V? + T°V?

est le produit scalaire de ces deux vecteurs.

Les trajectoires de tout corps est alors donnée sous forme paramétrique par z(t), le

temps pour aller du point A au point B est indépendant du trajet suivi.

Les lois de la physique ne sont pas nécessairement écrites dans un référentiel cartésien.
On peut par exemple utiliser des coordonnées sphériques ou cylindriques si elle sont mieux
adaptées au probleme donné. Supposons que nous avons un systéme de coordonnées (y°)

reliées aux coordonnées cartésiennes (z') par une relation de la forme x%(y7). Le vecteur

o' . .
-y
oy y’, on

dx de coordonnées {dz'} dans le systéme cartésien a pour coordonnées dz’ =
en déduit que la distance entre deux points voisins, dans un systeme quelconque, est

oxt Oxk

Gij = Ouk By 0 (1.3)

di*> = gijdyidyja

gi; étant la métrique de l'espace. Par exemple, les coordonnées sphériques (r, 6, ) sont
définies par

xr=rsinfcosy, y=rsinfsiny, z=rcosl

En applicant (1.3), on en déduit que les seules composantes non nulles de la métrique en

coordonnées sphériques sont:
2 2 2
gm“:]-a goo =T Gpp = T SHI 0
L’élément de longueur (1.2) se réécrit donc sous la forme

ds® = dr* 4 r*(d6* + sin? dp?)
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1.1.2 Espace-temps de la relativité restreinte

En 1905, Einstein affirma le principe de la relativité retreinte: les lois de la nature
devaient avoir la méme forme quel que soit le référentiel inertiel *. Cela devait en particulier
étre le cas des équations de Maxwell, ce qui implique que la vitesse de la lumiere doit étre

la méme dans tout référentiel inertiel. Le groupe de transformation est celui de Lorentz?.

1.1.2.1 Espace-temps de Minkowski

La RR postulant qu’aucun observateur inertiel n’est privilégié. La quantité invariante
par changement de référentiel inertiel est obtenue en considérant une version pseudo-
euclidienne du théoreme de Pythagore. L’élément de longueur entre deux évenements de

I’espace-temps

ds® = —(d2")? + (dz')* + (d2*)? + (dz*)? =y, datda”, (1.4)

1. Un référentiel est dit inretiel est un référentiel ou tout corps libre est en mouvement de translation

rectiligne uniforme, ou au repos. La vitesse du corps est constante en direction et en norme.
2. Le groupe de Lorentz: un observateur inertiel peut labeller un événement en considérant un réfé-

rentiel euclidien rigide lui permettant de déterminer les coordonnées cartésiennes x,y, z. A chaque point
de cette grille, il peut placer une horloge synchronisée de telle fagon que tout événement est repéré par
un quadruplet (¢,z,y, z). Un deuxieéme observateur dans un référentiel inertiel se déplagant & la vitesse v
selon 'axe Ox par rapport au premier peut aussi construire un tel systeme de coordonnées lui permettant
de repérer le méme événement par un autre quadruplet (¢',z,y’, 2’). Les deux jeux de coordonnées sont

liés par les transformations de Lorentz

o - ct — (v/e)x
N

, x—(v/c)et

Y ey

vy o=y

2 = 2

Ces transformations ont la propriété de se réduire aux transformations de Galilée quand v < ¢ et de

laisser la vitesse de la lumiere égale a ¢ dans tout référentiel inertiel.

t =t
r = z—wvt
y o=y



1.1. Espace-temps et gravité 13

avec 1° = ct. Les indices grecs prennent leur valeur entre 0 et 3 et la convention de

sommation d’Einstein se généralise a ces valeurs. Contrarement a la métrique euclidienne,
ds? peut étre négatif ou nul pour des événements non confondus. Dans ce cadre, I'espace
et le temps sont unis en un espace-temps, 1’espace-temps de Minkowski.

Tout comme dans le cadre newtonien, la métrique (1.4) peut étre écrit dans un systeme
de coordoonnées quelconque.

Soit un systeme de coordonnées {y*} relié aux coordonnées minkowskiennes {x*} par

{zt = y*}. L’élément de longueuer (1.4) prend la forme

ox® 0zP

o 07" -

ds? = glw(y’\)da:“dx”, G =

D’apres le principe de la relativité restriente, les lois de la physique doivent étre indépen-
dantes du référentie inertiel choisi.

Exemple Les coordonnées de Rindler sont reliées aux coordonnées minkowskiennes par
t=RsinhT, = RcoshT, y=19, 2=2
L’élément de longueur (1.5) prend la forme

ds? = —R*dT? + dR? + dy + d2"” (1.6)

1.1.3 Espace-temps courbe de la relativité générale

La relativité restreinte réconcilie la théorie de 1'électromangnétisme? et le principe de
relativité au prix du remplacement du principe de relativité galiléen par le principe de
relativité restreinte. Cependant, une nouvelle contradiction apparait. La théorie de la gra-
vitation newtonienne introduit des actions instantanées a distance, ce qui est incompatible

avec la structure causale de la relativité restreinte.

3. Les lois de I'électromangnétisme de Maxwell ont la particularité de ne pas étre invariante sous le
groupe de Galilée. Par exemple, la force électrique créée par une charge au repos n’est pas invariante
puisqu’une force magnétique apparait dans un référentiel ou la source est en mouvement inertiel. D’autre
part, Maxwell déduit de ses lois que la lumiére est une onde 1’électromangnétique dont la vitesse de
propagation, ¢, dépend de la permitivité et de la perméabilité du milieu. On dut introduire un milieu
fictif dans lequel ces ondes devaient se propager: 1’éther. Les équations de Maxwell ne seraient alors
valides que dans ce référentiel particulier identifié avec le repere absolu de Newton. Par un changement
de référentiel inertiel la vitesse de la lumiere devait donc étre mesurée comme ¢ 4+ v, ce qui ouvrait
la possibilité de déterminer le référentiel absolu, celui de 1’éther, au prix de I'abandon du principe de

relativité galiléenne.
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1.1.4 Principe d’équivalence

Einstein va baser son analyse sur le fait qu’en gravitation newtonienne tous les coprs
tembent exactement de la méme facon dans un champ de gravitation extérieur, indépen-
damment de leur masse ou de leur composition chimique.

En physique galiléenne newtonienne, cette universalité de la chute libre provient de 1’éga-

lité entre la masse grave et la masse inerte.

1.1.4.1 La gravitation comme manifestation de la géométrie

Le principe d’équivalence d’Einstein est a la base de toutes les théories métriques de
la gravitation qui incluent entre autres la relativité générale. Il regroupe trois conditions:
i Le principe d’équivalence faible (universalité de la chute libre) selon lequel la trajectoire

de tout corps test neutre est indépendant de sa structure interne et de sa composi-
tion. Ce corps doit avoir une énergie de liaison gravitationnelle négligeable et étre
suffisamment petit pour que les inhomogénéités du champ de graviatation puissent
étre négligées.
ii L’invariance de position locale selon laquelle le résultat de toute expérience non gravita-
tionnelle est indépendante du point de ’espace-temps ou ’expérience est effectuée.
iii L’invariance de Lorentz locale selon laquelle le résultat de toute expérience non gravi-
tationnelle est indépendante du mouvement du laboratoire pourvu qu’il soit en chut
libre.
On peut argumenter que si le principe d’Einstein est valide alors la gravitation est la
manifestation physique d'un espace-temps courbe, c¢’est-a-dire une théorie métrique.

Une telle théorie a les trois propriétés suivantes
— La géométrie de I'espace-temps est décrite par une métrique,
— les corps libres suivent des géodisiques de cette géométrie,

— dans un référentiel local en chute libre, les lois de la physique prennent la forme

qu’elles ont dans la théorie de la relativité restreinte.
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1.2 Eléments d’analyse tensorielle

1.2.1 Composantes contravariantes et covariantes d’un vecteur

Soit une base quelconque (?Z) d’un espace vectoriel euclidien F,, de dimension n.

On appelle composantes contravariantes d’un vecteur X de E,, les quantités { A’} tel que
A=A, (1.7)
et composantes covariantes les quantités {A4;} tel que
A=A, (1.8)

ces composantes sont des projections du vecteur Z sur les axes portant les vecteurs de

base ?i.

\4

Fig. 1.1 — Coordonnées covaraintes et contravariantes d’un vecteur dans un repere bidi-

menstonnel.

1.2.2 Coordonnées curvilignes

On considere un point M d’un espace vectoriel euclidien et un systeme de coordonnées

{z;}. On associe & M un repére naturel en admettant M pour origine et { €;} pour base
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tel que
— .
OM = 2'¢; (1.9)
—
— oOM | ,
et dOM = o dx’ (1.10)
xl
— X
or dOM = di'e, (1.11)
——
J0OM
alors €; = o (1.12)
Soient {z'} et {2"'} deux systemes de coordonnées reliés par
2" = 2"(2?) 1<i<n (1.13)
et 2 = 2'(z7) 1<j<n (1.14)
On a d’une part
det = 6; da” (1.15)
de' = 6 dz'* (1.16)
d’autre part d’apres (1.13) et (1.14)
» or' .
i j
dx' = 0m'jdx (1.17)
Ox' 0x'
= —————da" 1.1
02’7 9k " (1.18)
on déduit
Ox' Ox' :
—— = 0 1.1
0z’ Ox* F (1.19)
ox'" Ol -
— Y = 0 1.20
Oxd Oz'* F (1.20)

Si on associe les reperes (M, ;) et (M, €") aux systemes de coordonnées {z'} et {2/i}

respectivement, alors

90M  9OM o

2 = -
J 0z oxt Ox'7
. 8x’ —
= €
o0z’
. oz’
de méme ¢; = )
8$7’ J

alors pour un vecteur Z

A = Ai?i:A/f?'.—A’fa—xiﬁ

/s : ~3£L’]
A = A=A, = A

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)
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on aura les relations de transformation des coordonnées contravariantes du vecteur Z lors

d’un changement de systeme de coordonnées

Al = gjjA’j (1.25)
5 ’
Al = %Zi Al (1.26)

Quant aux coordonnées covariantes, en tenant compte des relations (1.8) et (1.22), on

aura
027
A = T4, (1.27)
oI
Al = (%,Z.Aj (1.28)

1.2.3 Définition d’un tenseur

Un scalaire est un tenseur d’ordre zéro. Un vecteur est un tenseur d’ordre un. On ap-

pelle composantes p fois contravariantes et ¢ fois covariantes d’un tenseur mixte d’ordre

jlv--w.jp

i, 5. se transforment comme le produit de p composantes contra-

p + q toute quantité A
variantes et ¢ composantes covarainte d'un veceteur lors d’'un changement de coordonnées

2 — 2t = 2'1(27), autrement dit

19 /7 l l
gy 0T 0T Ozt OX kk (1.29)
11,0y ig Ak Oxkr Ox'™ Ox'ia I, .0l .
, , J1 J 1 n
Jods Ot Qalr Qa™  Oa"e ik, (1.30)
U1y ey lg afblkl ax/kp ax’h axiq li, .0l .

un tenseur d’ordre p + ¢ dans un espace a n dimension a n?*? composantes.

Notes

1. La somme de deux tenseurs contravariants a pour composantes les sommes de leurs
composantes de meémes indices, de méme pour les composantes covariantes et mixtes
des tenseurs.

2. Le produit d’un tenseur par un scalaire est un tenseur dont les composantes sont
égales au produit de ses composantes par ce scalaire, ainsi munis des lois d’addition
et de multiplication par un scalaire, les tenseurs d’un type donné forment un espace
vectoriel.

3. Le produit tensoriel d'un tenseur par un autre permet de former de nouveaux ten-

. A . .
seurs. Soit T et T;” les composantes contravariantes respectives des tenseurs 7)
1 2
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et Ty. La multiplication des composantes entre elles donne les quantités
T v oA
THAP =T T3P

qui sont les composantes contravariantes d’'un nouveau tenseur 7.

1.2.4 Contraction des indices

L’opération de contraction des indices consiste, aprés avoir choisi deux indices 1'un
convariant et I’autre contravariant, a les égaler et sommer par rapport a cet indice deux
fois répété.

Le produit scalaire est un cas particulier d’'une opération de contraction des indices. On
considere deux vecteurs X et § de composantes respectives A’ et B;.

On forme le produit tensoriel de ces deux vecteurs, on obtient le tenseur TJ’ = A" B;.
I’application de la regle de contraction des indices, en donnant les mémes valeurs aux

indices 7 et j, puis on effecte la sommation par rapport a 4, on obtient
Ti—A'B=A.B

c’est I'expression du produit scalaire des vecteurs Z et ?, qui est une grandeur invariante

par changement de base.

1.2.5 Tenseur métrique

On considére un systéme cartésien orthonormé {2} et un systéme curviligne {z'}.
Soient <A(O)i, B(O)i> les composantes contravariantes dans {z(""} de deux vecteurs Z et
§ respectivement et (Ai, Bi) leur composantes contravariantes dans {z'} respectivement.

D’apres (1.25)

AL
AL — _ A 1.31
or’ (1.31)

or
BOL — agxi B (1.32)

comme {70} est un systéme orthonormée, alors la relation d’orthonormalisation s’écrit

0 20—, (1.33)
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le produit scalaire des deux vecteurs Z et § est
2B = a0 por 20 20
= AOL Ok 5
oz O 9rOFk
= 0 — A’ — B’
" O OxJ
On introduit la quantité
ax(o)l ax(o)k
ii =0, . ‘ 1.34
Jii W oxi i (1.34)
alors
A.B = g, A B (1.35)
comme Xﬁ = AiBj?i.?j
alors gi; = €. ¢ (1.36)

gij forme les composantes d’un tenseur d’ordre deux, appelé tenseur métrique®.

Un espace est dit "a une métrique” si on possede un moyen de mesurer 'intervalle séparant

deux points infiniment voisins. On appelle le vecteur ds un segment de droite orienté

séparant deux points sinfiniment voisins

ds = da:i?l
or
d  dat al
s = ——dz' alors
ox?
0s
%
i = - =0;
€ e s

1.2.5.1 La forme quadratique fondamentale

(1.37)

(1.38)

(1.39)

L’intervalle qui sépare deux point infiniment voisins dans la base cartésienne {z(?},

noté, ds?, est tel que

ds®* =ds . ds = Gij da’ da’.

(1.40)

4. Par analogie, le tenseur métrique associé a une base orthonormée est 9;;, le symbole de Kroneker.

Le tenseur métrique est symétrique, g;; = g;i, du fait que le produit scalaire de deux vecteurs est

commutatif.
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En effet

ds® = (dx(0)1)2 + (d:p(o)2)2 +-+ (da:(O)")2

= (Slk dl’(o)l dl’(o)k
Dz Ok

= 0 — dx’ — da?
" e Y e
OrOL §pOk
= . — dz' da’
kor g

= gij da’ da’

1.2.5.2 Passage entre composantes covariantes et contravariantes

On constate, en tenant compte des relations (1.8), (1.7) et (1.103), que le passage de

composantes covaraites aux composantes contravariantes d’un vecteur est donné par

On note G la matrice a composantes les composantes du tenseur métrique, G' = (g;;). On

défini g% les éléments de la matrice inverse, G~' = (¢¥/), alors gy g = &7. De (1.41)
gki A = gki Gij Al = 5;? Al = AF
AP = g 4 (1.42)
On généralise les relations (1.41) et (1.42), on écrit

Ai1..‘z’p _ giljl .. gipjp Aj1~~jp (143)

Ailmip = Yiij1 " Gipgp Ao (1'44)

1.2.6 Tenseurs particuliers

Mis a part les scalaires, il existe trois tenseurs remarquables

1.2.6.1 Tenseur nul

Un tenseur est dit nul si toutes ses composantes sont nulles.
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1.2.6.2 Tenseur de Minkowski

Le tenseur de Minkowski, noté 7, avec 4 = 0,3, v = 0, 3, est le tenseur métrique d’'un

espace quadridiemnsionnel décrivant I’espace-temps plat. Il est donné par

-1 si p=v=0,
g;w:n;w:nwj: 1 si [L:V%O,
0 si «a#p0,

I'intervalle ds? s’écrit alors

ds® = ndrtds” = —dt* + da'dz’ (1.45)

1.2.6.3 Tenseur de Levi-civita

c’est un tenseur de rang N dans un espace a N dimensions,completement antisymé-
trique et qui change de signe pour une permutation de deux indices.
Les composantes covariantes dans un espace a quatre dimensions par exemple sont définies

par:

1 pour une permutation paire de 0.1.2.3,
€apys = €(€a €5 €4 €5) = § —1 pour une permutation impaire de 0.1.2.3,

0 autrement.

La composante covariante du tenseur de Levi-civita est de signe opposé a la composante
contravariante:

€aprys = —€P1° (1.46)

1.3 Les symbodles de Christoffel

Soient M et M’ deux points infiniment voisin qu’on associe les deux reperes naturels

(M, @) et (M, €).

On écrit
o1l — Ot 1 doni (1.47)
(M',E) = (M, € +de;) (1.48)
— OCi ko= ik
de; = dx" =0 €, da" =T, dx" € (1.49)

oxk
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de (1.103) on constate que les symboles de Christoffel® s’écrivent en fonction du tenseur

métrique comme suit

1 m

En fonction des coordonnées, ils s’écrivent

oxk  OxO!
0zl 9ridzi

k
rk = (1.51)

1.4 La dérivée covariante

Soit un tenseur défini en tout point d’un espace & N dimension muni d’'une base {€;}.
Si 'espace est plat, la direction des vecteurs de base est toujours la méme et 'opération
de dérivation n’affecte pas la direction de ces vecteurs. Par contre si I’espace est courbe,
la direction des vecteurs € change quand on passe d'un point z¢ & un point infiniment
voisin 2’ 4+ dx’, une telle dérivation dite dérivation covariante. Donc la dérivation dun
tenseur affecte la direction des vecteurs de base et fait que la dérivée d'un vecteur n’est
plus un vecteur.

La dérivée covariante d’un vecteur contravariant A’ est donnée par

DA" = D; A" da?

Ai;j da?
= (0;A" +T%, A*) da/
DA" = (A';+T%, A*) da/ (1.52)

La dérivée covariante d’un vecteur covariant A; est donnée par

1)14Z = Dj Az de’j
= (0;A; —T%; Ay) da? (1.53)

La dérivée covariante d’un tenseur cotravariant 7 est donnée par

DTV = D, TV da*

= (0pTY 4+ T4, TY 4T, T da* (1.54)

5. Les symboles de Christoffel ne sont pas des tenseurs car ils n’obéissent pas a la loi de transformation
k.
i

6. Les symboles de Christoffel sont symétriques par rapport aux indices du bas,l‘fj = I‘fz

tensorielle, mais on définit les symboles de Christoffel de 1% espece JLijm tel que I'f; = gkmFij’m.
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arivé vari vari .. est donnée par
La dérivée covariante d’un tenseur covariant 7;; est d

DT;; = Dy Ty da*

v

= (WTiy =T}y Ty — Ty Tu) da* (1.55)
La dérivée covariante d’un tenseur mixte 7/ est donnée par

DT = D, T/ dz*

= (T} + T}, T} ~ T}, T7) da® (1.56)
L’application de la dérivée covarainte au tenseur métrique g;; donne le théoreme de Ricci

Dy gij = 0 (1.57)

Dy g7 = 0 (1.58)

1.5 Opérateurs différentiels

1.5.1 Le gradiant

Le gradiant, V;, d'un scalaire S est un vecteur donné par

ViS=S5,=0,5=5, (1.59)

1.5.2 Le rotationnel
Le rotationnel d’un vecteur est un tenseur donné par
(roV)y = ViV = V3V,
= Vii—=Viy
= OV, —0o;V; (1.60)
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1.5.3 La divergence
1.5.3.1 La divergence d’un vecteur contravariant V;V*
La divergence est ’application du gradiant au vecteur, a savoir
) A oVt . .
v,V = V', =—+1I,V’
) axl J
) 1 0 A
= Vit (— \@) v
V9 Ox'
= VGV = =0 (Va V) (1.61)
= — — (Vg =—0; (Vg :
Vi o Vi
1.5.3.2 La divergence d’un vecteur covariant V; V;
De méme
Vzvz = %;i:%_rﬁv}
10
— V- (— \/§> Vi (1.62)
Vg Ox'
1.5.3.3 La divergence d’un tenseur
De facon analogue
g 0TV : ) o
ViT? = T% =25+ T + 19, T*
) :,CZ
= 9TV + (L 0 V9) T? + 19 T*
! V9 0x' ik
1 - . )
= — (/g T") +17 T* 1.63
7 (V9 K (1.63)
Du fait que les symboles de Christoffel sont symétriques, on écrit
VT = L a-(\/g TU) + Ly iy (1.64)
i \/§ i 9 kl
Pour un tenseur antisymétrique, AY = — A% le dernier terme s’annule, on écrit
v, A= L ,(va A7) (1.65)
V9
Pour un tenseur mixte T]’
i 1 i i
Vi T =— (Ve ) - T, (1.66)

V9
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1.5.4 D’alembertien

Si la composante A; d'un tenseur est la dérivée d’une fonction ¢ scalaire
A; = 00 (1.67)
L’action du tenseur métrique donne sa composante contravariante
Al = gij A = gij 0ip = 8j¢ (1.68)
On définit le D’Alembertien par
Vi Vip=V,; ¢ (1.69)
car Vigp = 0'¢

V. Vio =V, ' % (/7 g7 0;6) =0 ¢ (1.70)

Une fonction ¢ est dit harmonique si O¢ = 0.

1.6 Tenseur de courbure

1.6.1 Tenseur de Riemann-Christoffel

Il est définit par
R} A = ViV A = ViViA; (1.71)

ce qui donné l'expression suivante

R =0T}, — 0T + 10, L) =TT (1.72)

km™ pl

o . - »
On définit les composantes covaraintes Ry mi = Gpilty

Propriétés du tenseur de courbure
1. Symétrique: sz Im = le ki
2. Antisymétrique: R]m Im — _Rik Im — —R]m' ml — le ml

3. Cyclicité: Ry; m + Ryl s+ Rkt mi =0
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1.6.2 Tenseur de Ricci et courbure riemanienne scalaire

Tenseur de Ricci

C’est un tenseur symétrique donné par

Rij =R} ;=05 — 0Tl + ThT? —Th Tk (1.73)

pJ
La courbure riemanienne scalaire est

7

1.7 Les équations d’Einstein

Il existe différentes approches conduisant aux équations d’Einstein. Par exemple la mé-
thode intuitive consistant tout simplement a noter que le tenseur des contraintes décrivant

le contenu physique de 'espace-temps a une quadrivergence nulle

D, T" =0 (1.75)

et que le tenseur d’Einstein a également une quadrivergence nulle

D,G" =0 (1.76)
avec
1
G = Ry — 59 R (1.77)

ce qui peut impliquer une proportionnalité entre ces tenseurs, et en introduisant une

constante y dite contante d’Einstein

le = _XTMV (178)

La constante y est ajustée de telle sorte que les équations de Newton apparaissent comme
cas limite des équations d’Einstein.
Une autre approche est de dériver les équations d’Einstein en applicant le principe de

moindre action a 'action d’Hilbert-Einstein
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1.7.1 L’action d’Hilbert-Einstein

L’action d’Hilbert-Einstein a 4 dimensions, notée Sy ), décrit le champ gravitationnel.
Elle est donnée par un lagrangien L dépendant des composantes du tenseur métrique”

9w et ses dérivées.

1

Cette action en présence de la matiere, notée Sy, est donnée par [18]
1
5(4) = SHE + SM = —2—Iu2/d4$R\/ —qg+ /d4$\/ —ng, (180)

Avec
— Sjr est laction décrivant la matiere.
— = 871G 4y ot Gy est la constant gravitationnelle universelle a 4 dimensions.

— L, est le lagrangien décrivant la matiere.

1.7.2 Variation de 'action d’Hilbert-Einstein

Le principe de moindre action stipule que la variation de I'action est nulle. Alors la
variation de ’action d’Hilbert-Einstein est donné par

—1 1 1 6(/—9gLn)
_ a | L 1 v
05w = /d x {2/12 (R,w ng> = |09V (L)

En effet

55(4) =0Spg + 0S5y =0
_ /d4(L’ <__15(\/ _gR) + 5(\/ _ng)) 5g;w

202 Ogh og"”

o () R o

On étudie tout d’abord la variation de l'action de Hilbert-Einstein dans le vide [18]

—1
0Spn = 2 /d4x\/—gRW59“”+/d4xR5\/—g+/d4x\/—gg“”5RW
6§1 5‘572 5‘5,3

=65, + 65y + 65s. (1.83)

7. Le tenseur métrique g,,,, est un tenseur qui décrit la géométrie de I’espace-temps.
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La variation du tenseur de Ricci R, dans le 3¢ terme est
SRy = 0T, — 01y, + 000\ I0, — 68 TS, 4+ Tayors, — T'a 015, (1.84)

a savoir 0, = Ry, avec

0R,, =0R;,, = V,(0I,) — Vs(I7,) (1.85)
C’est ’identité de Palatini, donc la variation du 3™¢ terme devient

55, = / ¢ [V, (6T%,) — Vo (6T2,)] v—gd'
= / v, [0, — g"7 0T, | /—gd'z (1.86)

Comme chaque quadrivecteure vérifie V, A" = \/1__98M(\/—9A“), Alors §S3 s’annule car

les dérivées de I';, sont nulles sur la frontiere.

On passe a 055, le premier pas est d’exprimer §(/—g) en terme de dg”

1 1
5(\/—_9)_—5—7959
Avec
dg
0g = G,
g ag/_“/ gll

Le cofacteur de I'élément g,,, dans le déterminant est gg,,, on obtient
09 = —99" 09
Soit g,,g"" = 47, alors 6(g,,9"") = 6(55,) = 0, o
0(9uw9””) = 099" + 969" =0,

en multipliant cette derniere par ¢g"?, on trouve

5g,ul/ = _gu)\gauég)\a

En remplacant ce résultat dans la formule (1.89), on aura

09 = 99,,09""

Alors 'équation (1.87) devient

1 1
0(v—g) = —5\/—_—99%”59””

1 v
= _5\/__99;11169#

(1.87)

(1.88)

(1.89)

(1.90)

(1.91)

(1.92)

(1.93)
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La variation de I'action de Hilbert-Einstein dans le vide peut s’écrire comme suit

1 1
5SEH = _2_/12 (/ R,uuéglw\/ —g9— /(5 \% _gguu(SgMV)gMVRMV) d437
1 1 ,
B _2_,Lb2 (RW - §gw/R> 0g" \/__9d433 (1-94>
Les équations Einstein dans le vide s’écrit
1
G,uzz = R;w - ig,uup'« (195)

La variation de la formule (1.83) en présence de la matiere

- 4 | —1 1 1 0(v/—gLn) y
(55(4) = /d T |:2_/,L2 Ruy - ig#y + \/__g 691“’ 59” w/—g (196)

Les équations d’Einstein en présence de la matiere.

1
R, — EgWR = 8nG1T,, (1.97)

T 2 oy —9Lm) (1.98)

Avec

"VEg o dgm

L’équation d’Einstein ainsi établie peut admettre en plus I'existence d’un terme cosmolo-

gique Ag"” puisque
D, (G*" +Ag") =0 (1.99)

Les équations d’Einstein s’écrivent alors

1 817G
R — Zg" R+ Agh = 2=

. A (1.100)

1.8 Quelques notions de Cosmologie

La cosmologie est 1’étude de l'univers dans son ensemble, de son évolution dans le
temps et de ses propriétés globales. Du point de vue théorique, la cosmologie s’appuie
principalemelt sur la relativité générale® et la physique des particules®. Du point de vue
observationnel, elle repose sur plusieurs piliers importants:

— L’expansion de 'univers constaté en particulier grace au décalage vers le rouge de

la lumiere nous provenant des astres lointaines,

8. La relativité générale développée par Einstein pour étendre le champ d’application de la relativité
restreinte a tout les référentiels, elle permet de manipuler des objets plus lourds, comme des étoiles et
des trous noirs, et plus rapides, vitesses proches de celle de la lumiere, et ainsi de traiter de nombreuses

questions d’astrophysique et de cosmologie.
9. La physique des particules ou la physique subatomique est la branche de la physique qui étudie les

constituants élémentaires de la matiere et les rayonnements, ainsi leurs interactions.
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— L’abondance des noyaux légers !

— Le fond de rayonnement diffus cosmologique!?,
— La formation des grandes structures.
Le modele cosmologique standard, dit du Big-Bang, permet de rendre compte de fagon

précie de ces phénomenes, toutefois au prix de l'introduction de la matiere noire et de

I’énergie sombre, dont la nature reste encore inconnue.

1.8.1 Le principe cosmologique

Principe cosmologique: "L’univers est spatialement homogene et isotrope” a grande
échelle!?, & toute période de son histoire, excepté pour les irrégularités locales, comme les
étoiles et les galaxies. Ce modele est autant motivé par des considérations philisophiques

que physiques, mais s’est vu confirmé par les observations récentes.

1. L’univers est homogene veut dire qu’il possede les mémes propriétés dans toutes
ses régions,
2. L’univers est isotrope veut dire qu’il n’existe pas de directions particulieres de
I’espace.
Einstein y a adjoint '’hypothese d’un univers statique. Il a pour ce faire ajouté un terme
a ses équations, proportionnel au tenseur métrique g,,, appelée constante cosmologique
notée A

G

1
RMV — §Rguy - Aguu - C4 T,ul/ (1101)

1.8.2 Hubble et ’expansion de ’univers

C’est Edwin Hubble, qui fut a I'origine de la premiere mesure de distance d'une galaxie.
Ce dernier découvrit en 1929 un phénomene tout-a-fait inattendu: les galaxies semblaient
s’éloigner a une vitesse qui augmentait proportionnellement avec leur distance. Ce phé-
nomene se traduit par la loi de Hubble, v = Hy d, qui relie la vitesse d’éloignement des

galaxies v et leur distance d. La constante H, appelée constante de Hubble, 'indice 0

10. La composition de 'univers s’avere dominée par les éléments chimiques les plus légers et les plus

simples. L’hydrogene et ’hélium constituent ainsi 98 de notre Soleil.
11. Le fond diffus cosmologique est le nom donné au rayonnement électromagnétique issu de 1’époque

dense et chaude qu’a connu ’Univers par le passé.
12. En assimilant les galaxies a des points.
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précise que cette valeur correspond a l'instant présent. Elle n’est pas constante dans le

temps, elle était plus élevée dans le passé.

Cette découverte remit en cause 'univers statique d’Einstein. En effet, on peut in-
terpréter la loi de Hubble comme la conséquence d’un univers en expansion. Dans ce
cas, I'univers se dilate, ce qui implique qu’il a une origine dans le temps. L’inverse de la

constante de Hubble traduit son age: entre 13 et 15 milliard d’années.

1.9 Le modele standard cosmologique

Le modele standard cosmologique est le nom donné au modele décrivant le mieux le
contenu de 'univers, ainsi que les grandes étapes de son histoire, du moins telles qu’elles

nous sont révélées par les observations astronomique.

Il nous permet qu'une discription simplifiée de 'univers, du fait des hypotheses d’ho-
mogénéité et d’isotropie considérées au départ. Pour expliquer 'origine des différentes
structures de 'univers, il nous faut aller au dela de cette description de "fond”, en intro-

duisant des perturbations dans les équations d’Einstein.

Le modele standard de la cosmologie, dit aussi modele standard de Friedmann-Robertson-
Welker (FRW) ou modele du Big-Bang, est basé sur l'utilisation des équations d’Einstein
avec une constante cosmologique A nulle. Il décrit 1'univers comme un fluide parfait'?

constituant un univers homogene et isotrope dans un systéme de coordonnées comobiles 4.

13. Le fluide cosmique peut étre assimilié par analogie & la thermodynamique a un fluide parfait, décrit
entierement par sa densité p et sa pression p.
L’hypothese du fluide parfait sur le contenu matériel de 'univers est di pratiquement a ce que les
dimensions des particules qui le constituent (les galaxies, amas de galaxies, ...) sont négligeables devant

les distances qui séparent ces particules.
14. La matiere emplissant 'univers sert souvent en cosmologie de systeme de référence. En effet, pour

étudier la métrique spatio-temporelle isotrope, nous allons nous placer dans un systéeme de référence qui,
en chaque point de ’espace, se meut avec la matiere. Ce systeme de référence est dit comobile. Dans
ce systeme, la matiere est immobile et la distance comobile entre deux galaxies quelconques est donc

constante.
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1.9.1 La métrique de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker
Métrique

Le principe cosmologique permet d’introduire une métrique découlant de la relativité

générale, la métrique de FLRW 15

d 2
ds* = —dt* + a*(t) 1—7“]{;2 + 72(d6* + sin® 0 dyp?) (1.102)
— kr
a savoir que
ds® = g, dxtdx” (1.103)

ds? est un invariant relativiste appelé I’élement fondamental.

De maniere plus formelle, le tenseur métrique a la forme

—1 0 0 0
0 -2 0 0
1=k (1.104)
0 0 a?r? 0
0 0 0 a%r?sin’®6

L’espace est bien homogene sous cette métrique, puisque le facteur d’échelle multiplie de
maniere identique les trois coordonnées d’espace. C’est dans le terme % qu’est inclue
la courbure de 'espace, et c’est cette courbure qui affecte la distance entre deux points.
En effet, deux points!® séparés par un intervalle ds sont distants de

2
, dr

2
di" = a 1—kr?

(1.105)

e [ est un entier exprimant la courbure spatiale.
k= 41 correspond au modele isotrope fermé décrivant un espace courbe fermé de
géométrie sphérique et de volume fini.
k= 0 correspond au modele isotrope euclidien décrivant un espace plat infini.
k= -1 correspond au modele isotrope ouvert décrivant un espace courbe ouvert de

géométrie hyperbolique et de volume infini.

15. La métrique de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker permet de décrire un espace-temps de géo-
métrie homogene et isotrope. En cosmologie, cette métrique est utilisée pour la description de 1’évolution
de T'univers aux grandes échelles. Elle constitue 'outil principal amenant la construction du modele

cosmologique standard: la théorie du Big Bang.
16.dt =dp=df =0
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Pasitive Liro Negative
curviture curvature curvanise

Fig. 1.2 — Topologie de [’espace.

e a(t) est le parametre d’échelle qui décrit I'expansion de I'univers, nommée parfois rayon

de univers.
e 1 est sans dimension et varie de 0 a 1.

e t est le temps propre d’un obsrevateur au repos dans le repere comobile.

1.9.2 Equation de Friedmann-Lemaitre

L’hypothese d’homogénéité et d’isotropie de 1'univers restreint le contenu du tenseur

énergie-impulsion 7, & sa forme diagonale:

e 000
p 0 0
0 p O
0 0 p

(1.106)

o o O

¢ est la densité d’énergie!” de 'univers et p est la densité de pression associée.

1.9.2.1 Modele isotrope fermé

Les équations du champ de gravitation, les équations d'Einstein (?7) vont constituer
le point de départ.
Dans ce modele, la courbure de 'univers est positive et la forme de 1’élément ds® qui en
résulte est la suivante:
2

dr
2 _ 2 2

+ 72(d6? + sin® 0 dgpQ)] (1.107)

17. La densité d’énergie ¢ = c¢2p, ol p est la densité de matiere.
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L’équation de Friedmann-Lemaitre pour ce modele s’écrit

1
_snG 1 (1.108)

Q.o
(a) 3 a?

1.9.2.2 Modele isotrope ouvert

Dans ce cas-ci, la courbure de I'univers est négative et I’élément ds? prend la forme

dr?

1+ 72

+ 72(d6* + sin? 0 dyp?) (1.109)

ds® = —dt* + a*(t) [

L’équation de Friedmann-Lemaitre pour ce modele s’écrit

a., 8rG 1
2=y o 1.11

1.9.2.3 Modele d’Univers isotrope plat

Dans ce modele, la courbure de I'univers est nulle et I’élément ds? prend une forme

bien connue

ds® = —dt* + a*(t) |dr® + r*(d6® + sin’ 0 d<,02)] (1.111)

En effet, la partie spatiale du tenseur métrique g, est caractéristique de l'espace a géo-

métrie euclidienne
1 0 0

gi=a*l 0 2 0 (1.112)
0 0 72sin?6
Cette métrique fournit I’équation de Friedmann-Lemaitre sous la forme

a., 8@
2= 1.11

Ces trois équations peuvent étre exprimées dans une seule et méme équation a l’aide de

la variable discrete k préféfinie:

a, k 881G
- - =— 1.114
Gyt == (1114)

Cette équation reprend toute la dynamique de I'univers, reliant la matiere et 1’énergie a la

éométrie de 'espace. On retrouve bien, dans cette équation, I'idée générale de la relativité:

la matiere (membre de droit) courbe I'espace-temps (membre de gauche).
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1.9.3 Equation de conservation de 1’énergie

A partir de lois de la thermodynamique, I’équation de conservation de ’énergie de
I'univers s’écrit

£ = —3%(5—1—1)) (1.115)

1.9.4 Equation d’état

Pour résoudre les équations (1.114) et (1.115), il nous manque un parameétre qui est
la pression p. Ce parametre est fourni par I’équation d’état p = p(e) de la matiere.

Consédérons séparément trois cas:

1. L’Univers est constitué de matiere classique, pour laquelle %va < mc?. Alors
p=20 (1.116)

2. L’Univers est constitué de matiere relativiste, pour laquelle v est proche de c. Alors

1

3. L’Univers est dominé par une sorte d’énergie du vide, pour laquelle

p=—¢ (1.118)

1.9.5 Densité d’énergie

La densité d’énergie dans I'univers n’est pas diie uniquement a une des trois compo-

santes évoquées précédement, mais a une combinaison de ces trois composantes:
€ = Ematitre ¢l T Ematitre rel T Evide (1119)

Les densités d’énergie de ces trois composantes interviennent différemment dans la den-
sité d’érengie totale, avec une importance fonction du temps. Le tableau suivant reprend
les caractéristiques fondamentales de la dynamique de I’Univers plan lorsque celui-ci est

dominé par une des trois composantes d’énergie.

€ a a H = % Conclusion

Ematicre cl >0 <0|>0 Expansion avec décélération
€ maticre rel >0 <0|>0 Expansion avec décélération
Ematicre vide | >0 >01] >0 Expansion avec accélération




CHAPITRE 2

Le modele de DGP et les équations d'Einstein

modifiées

Dans la théorie de gravité modifiée! ou est utilisé le concept des dimensions supplé-
mentaires infinies, on présente le modele de DGP qui s’appuie sur le constat que ” la
gravité est la force la plus faible comparant aux autres forces”?, cette faiblesse est due a
sa capacité de se propager dans ’espace-temps.

Dans ce modele, on suppose l'existence d’un espace-temps de Minkowski?® & 5 dimensions
dans le quel est inclut notre propre univers a 4 dimensions. L’univers est une hypersurface,

nommeée Brane, contenue dans ’espace de dimension supplémentaire plus grand, nommé

Bulk.

Dans ce chapitre, on a varié ’action du modele DGP qui représente une sommation
de T'action de Hilbert-Einstein® avec un terme de matiére & 5 dimensions et une action

de Hilbert-Einstein & 4 dimensions afin de dériver les équations d’Einstein modifiées. On

1. C’est une théorie de gravité modifiée a grande échelle qui differe a la théorie de la relativité géné-
rale, la modification peut étre une modification scalaire dans laquelle un champ scalaire additionnel est
couplé non minimale & la métrique (modele de Galileons) ou bien en postulant ’existence de dimensions

supplémentaires (modele DGP)
2. Les autres forces sont les forces fondamentale ” force nucléaire forte, force électromagnétique et force

nucléaire faible”
3. c’est un espace plat présente I'espace-temps de la relativité restreinte
4. c’est l'action proposée par Albert Einstein et David Hilbert utilisée pour dériver les équations du

champ de la relativité générale.

36
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a donné la formule de la métrique utilisée pour étudier ce modele en tenant compte de la

dimension supplémentaire ainsi que le tenseur d’énergie impulsion.

Dans ce qui suit, on utilise généralement les unité naturelles, o ¢ = h = 1, la signature
de la métrique (—1,+1,+1,+1), les indices grec (i, v, ...) prennent les valeurs (0,1, 2, 3)

tandis que les indices latins en majuscule (A, B, ...) prennent les valeurs (0, 1,2, 3,4).

2.1 Modele de DGP

Soit une 3D-brane intégrée dans un bulk a 5 dimensions, on utilise y la coordonnée de
la cinquieme dimension. Pour simplifier les calculs, on suppose que la brane est située a
y = 0.

L’action dans le bulk, notée S(s), est donnée par [19]
1 ~ 1
S6) = ~5.3 d5X«/—§R+/d5X\/—§Lm - ﬁ/d“x\/_—gR, (2.1)
K T

le 1°" terme de cette action correspond a l’action de Hilbert-Einstein a 5 dimensions avec
une métrique gag a 5 dimensions et du scalaire de Ricci R, le 2™¢ terme correspond au
terme de la matiere a 5 dimensions et le dernier le terme représente la courbure de la brane
qui correspond & l'action d’Hilbert-Einstein® & 4 dimensions avec le scalaire de Ricci R et
une métrique g,,, dans la brane.

Les deux métrique g,, et gap sont liées par
Guv = a,uXAaVXBgABa (22)

ott X4 (z#) représente la coordonnée d'un événement dans la brane au point z*.
Pour rendre compte aux contributions de la matiére au niveau de la brane [20], on peut

écrire
/d4x\/—g()\bmne + 1) (2.3)

Aorane €St appelée tension de la brane (joue un role similaire & une constante cosmologique).

5. Elle est responsable pour maintenir la gravité Newtonienne a 4 dimensions dans des échelles plus

petites.
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Les coefficients d’intégration dans ’action, supposées indépendants les uns des autre,
sont liés & la constantes gravitationnelle de Newton et a la masse de Planck® de dimensions
correspondantes par

K* = 81G5) = M)

/Lz = 87TG(4) = M(Z)Z (2.4)

2.2 La métrique du bulk

Soit la métrique du bulk & 5 dimensions [19]
ds? = gapdrds® = g, datdz” + b2 dy?, (2.5)

ou y est la coordonnée de la 5™¢ dimension.
En s’intéressant aux solutions cosmologiques, on peut prendre la métrique sous la forme

suivante
ds* = —n*(7,y)dr* + a* (7, y)yyda'da? + b (7,y)dy’, (2.6)

avec 7;; est la métrique & 3 dimensions & symétrie maximale” tout comme la métrique de

FLRW qui prend la forme

dr?

2 _ 9 2 | 2
ds* = —n(7,y)dr® + a*(1,y) (1——kr2

+ r%(d6? + sin 92d¢2)) + V(7 y)dy?,  (2.7)

avec T est le temps cosmique®, (1,0, ¢) coordonnées sphériques. La caractéristique de cette
métrique est qu’elle a inclus le facteur d’échelle,a(r, y), qui est responsable de 1’expansion

isotope de I'univers.

6. La masse de Planck est une unité de masse dans le systeme d’unité de Planck, en cosmologie et en

hc
8nG "

7. La métrique a 3 dimensions dont la symétrie maximale des coordonnées spatiales reflete les propriétés

physique des particule cette masse réduite est définit par

homogenes et isotrope de 'univers.
8. En cosmologie, le temps cosmique est le temps propre d’un observateur dit “comobile” appartenant

a un univers homogene et isotrope
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2.3 Les équations d’Einstein modifiées

La variation de I'action a 5 dimensions, donnée par I’équation (2.1) est

1 — ~ 1~ B 1 — -~ -
05() = o d>X\/—g(Rap — §R9A]B>59AB + /d5X§\/ —§Tapdg*?

1

1
— 2_,1!2 d4x\/—g(RW — §Rglw)(5g“”, (2.8)

avec Typ tenseur d’énergie impulsion qui vient de la variation du terme de lagrangien de

matiere a 5 dimensions, il s’écrit ainsi

2 [5(\/—_§/Lm) B (aW——ng)) ]

Tap = (2.9)

/—o SAB ~AB
-9 59 59,01
Réécrivant cette variation en combinant les termes en une seule intégration a 5 dimensions

a partir de la métrique g"* = 9*X 0" Xgg" P et en utilisant ceci:

— 0 1 —
V=g = b_29 _ 5\/__9 (2.10)
5g" = 6(0" X 20" Xpg*P) = 0" X 00" X pog*P (2.11)

/ d'r = / d° X6 (y) (2.12)

En effet, soient g le determinant de la métrique g,, et g le determinant de la métrique

4P, on aura

det(747) = b’g = g
alors

Ve B
V==V

La variation de la métrique, 6(g"") est donnée par

09" = 0(0" X 40" Xpg"P) = 00" X 40" Xpg"" + 0" X 460" X pg"" +0" X 20" X p6g""

(4) (B)

= 9" X 40" Xpdg"",
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les termes (A) et (B) sont nuls car (0" X4) et (0 Xp) sont constantes.

L’équation (2.8) se réecrit

(55(5) - /dsX\/—g
TAB o(y)

1 - 1~
X [ Rap — §R9AB)+— -

1 .
_w( 9 m(RHV - §ng)6”XA8”XB] 5gAB. (2.13)

Du principe de moindre action , 4S5 = 0, et pour tous 8§48 arbitraires, on obtient les

équations d’Einstein modifiées

N N 1. N N N
Gip = Rap — éRgAB = K> <TAB -+ UAB) = HZSAB, (2.14)
avec
~ ) 1
UAB = _%<RMV — §ng,)6”XA8”XB, (2.15)

qui est issu de terme de courbure scalaire a 4 dimensions.

2.3.1 Tenseur d’énergie-impulsion

Pour le cas d'un fluide cosmique homogene, le tenseur d’énergie-impulsion prend la

forme suivante
T4 = diag(—p, P, P, P, P), (2.16)

Avec p est sa densité d’énergie et P est sa pression.

Dans les équations d’Einstein modifiées on a des contributions a la fois du bulk et de

la brane.
Tg - T§|bulk + T§|brane (217)

Dans le bulk, I'équation d’état® wg = pp/ps = —1, cela veut dire que pp = —pp, on

prend la contribution de la constante cosmologique seulement c’est a dire:

T4 loure = diag(—ps, —ps, —pB, —pB, —PB) (2.18)

9. Dans le cas ou la constante cosmologique est dominée, I’équation d’état prend la forme wp =

pe/pp = —1.
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Dans la brane, on considere seulement les fluides homogenes qui sont a 4 dimensions. dans

ce cas, le tenseur d’énergie-impulsion devient

- 0 )
T§|b7"ane - %dzag(_pbapbapbvpbao) (219)

Py et pp sont la densité d’énergie et la pression respectivement. Elles sont indépendantes

de la position dans la brane mais dépendantes du temps.

2.3.2 Terme U source de courbure scalaire

Le terme U est le tenseur d’Einstein & 4 dimensions. En utilisant la métrique (2.6) et la

formule (2.15) pour calculer ce terme, on trouve la métrique dans la brane a 4 dimensions
ds® = —n?dr® + a®yda'da’. (2.20)

En coordonées sphériques elle est donnée par

dr?
1 —kr?

ds? = —n2dr? + a2 ( + 1*(d6* + sin® 0d¢2)> (2:21)

On calcule le tenseur de Ricci, R, et la courbure scalaire, R, de la brane, mais on a

besoin les sumboles de Christoffel, en utilisant cette relation, on aura

1
FZZ/ = §gp>\ (gku,u + 9w, — g,uz/,)\) (222)
Lo = & T =0
L% = 2% | Ui = 37" (kg + Ymjk — Vjkm)

Tableau 1: Symboles de Christoffel calculés a partir de la métrique (2.20).

En coordonnées sphériques (r, 0, ¢), les éléments non nuls sont

I} = —1f;;~2 [y = —r(1 —kr?)
I, = —rsin®0(1 — kr?) ry =1
2, = —sinfcosf s, =1
I3, = cotd

Tableau 2: Symboles de Christoffel calculés a partir de la métrique (2.21).
Soit le tenseur de Ricci, R, [12]

R#V = qu,)\ - Ff\w\,u + Fé\z)\l_‘zz/ - Fé,u f\yl/ (223)
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Les éléments non nuls sont

Rop — 3% 4 38
a an
ad a*  aan

Par contraction du tenseur de Ricci, Rz, et la métrique, g,,,, on obtient le scalaire de Ricci

R

a a? an k
R=¢"R,, =6 — — ), 2.25
gt (an2 + an? an? + a2) ( )
d’ott Pexpression de U, . terme source de courbure scalaire est:
2 d(y) 1
ij = _W RHV — éRgMV (226)
Les termes non nuls de U, L sont:
~ 30(y) [ a* n?
Up = — —+k—
00 12b \ a2 + a2
~ d(y) [a? a? an a

2.3.3 Les équations d’Einstein modifiées

Dans ce paragraphe, on exprime les équations d’Einstein modifiées données par (2.14)
en utilisant la métrique du bulk donée par I’équation (2.6). Pour cela, on calcule d’abord

les symboles de Christoffel dans le bulk, on les récapitule dans le tableau suivant

/ j 1 .

F84:% F§4:%5§' F34:%

=0 | Tiy=0 |I%=-%,
. /

F24:% FéoZ%‘ I‘f}4:0

F64:0 Féizo Ffm:%

Tableau 3: Symboles de Christoffel dans le bulk.
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Les termes non nuls du tenseur de Ricci, RW, dans le bulk sont donnés par °

1"

Ro4—3(—,—2_7:;_%>
b= (oy -2y ).

~ n’ n'y b b,
= 2 _—— —— L — T
I ( b2n + nb3 + bn? bn3>

a an a db  dn ab a? a'? k
+6<—————+—— S +—> (2.29)

an? and  ab?  abd anb?  abn?  a?n?  a?b?  a?

Par un calcul simple on arrive finalement aux équations d’Einstein modifiées:

- a2 ab  d'n? dbn? a?n?  kn?
Goo =3 (- + — — + — + )

a? ab ab? ab? a?b? a?
_ a? (24" a2 N b +2an n n'by
" b2 a a? ab an n nb i

an an? an3 a?n? a?

~ a an  ad'b
G — 3L _ _*- 2.
04 3 ( a an ab > (2.30)

La contribution des termes a 4 dimensions de la courbure scalaire sont tous contenus dans

Uas.

2.4 Intégrale premier des équations d’Einstein modi-
fiées
On remarque que le terme Ggy dans les équations d’Einstein (2.14) est nul, car
Gos = —3 (d—, an a—b> = 2 (T04 n UO4> —0 (2.31)
a an ab

10. Le point correspond a une dérivation par rapport au temps 7 par contre le prime correspond a une

dérivation par rapport a la coordonnée supplémentaire .
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En effet, on définit une fonction F' dépend uniquement de 7 et de y, par

Fr,y) = (“22)2 - (‘:‘2)2 — ka? (2.32)

Les fonctions dérivées de F par rapport & 7 et par rapport a y, notées, F, et, F', respec-

tivement sont:

o 2(ad)(ad” +a?)b? =200 (aa’)?  2(ad)(ad +a'a)n®  2nn'(ad)?

F = i - - + o — k(2aa’)
B 2a3a’ (a2 ab a'n?® a?n® d'bn? N kn? 263a (& an’  d'b
N n? a? ab ab? a?b? ab3 a? n? a an ab
/ 2a3a’ (1 ~
F =— -G 2.33
n? (3 00) ( )
B 2(aa’)(ad' + d'a)b? — 2bb(aa’)? _ 2(ad)(ad + a*)n’ N 2nn(aa)® k(2a0)
b4 nt nt
_2d%a (d?  dn W@ b | anb® kb’ 2¢°d" (4 an’  a'd
b2 a? an n2a?  an? an3 a? b2 an ab
. 2036 ~
F= S5 G (2.34)

D’autre part, le terme G4 de Péquation d’Einstein (2.14) est:
Cas = k*(Taa + Usa) = —K2pph? (2.35)

Donc I'équation (2.34) devient

. 2
F = —§/{2da3p3 (2.36)

La densité d’énergie du bulk est supposée constante, donc on peut intégrer ’équation
(2.36), on obtient

2 1
F= /(—ngaS(ipB)dT = —652a4p3 - C (2.37)

ou C est une constante d’intégration.
Finalement on obtient 'intégrale premier des équations d’Einstein en substituant F' dans
I'équation (2.32)

(a'a)®  (aa)®

1
T e ka* + 6H2a4p3 +C=0 (2.38)

De plus, puisque Uap ne contribue pas dans les calculs ci-dessus [21]. Dans le chapitre
suivant on verra que cela change lorsque on calcul les équations de Friedmann qui prennent

les contributions de toutes les dimensions.



CHAPITRE 3

Equations de Friedmann et la cosmologie du

modele DGP

Dans le chapitre précédente, on a parlé des équations d’Einstein comme des équations
qui régissent les interactions gravitationnelles de la masse et de 1’énergie. On a besoin
maintenant de calculer les équations de Friedmann qui sont des équations les plus expli-
cites pour mieux comprendre 1’évolution de 1'univers.

Dans ce chapitre, on verra certains propriétés du modele DGP tel que la cosmologie en
présence de la dimension supplémentaire, les conditions dont les quelles on peut récupérer
la cosmologie standard et prédir la cosmologie tardive afin de connaitre 1’évolution du
modele DGP. En fin, on discute brievement la méthode qui permet la transition de la

brane au bulk.

3.1 Equation de Friedmann

A partir de la métrique FLRW , on obtient deux équations indépendantes connues

sous le nom des équations de Friedmann[1]:

N\ 2
2 (@) _8G
H—(a>_ 3 a?
a e

P —T(3P+P), (3.1)

45
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avec H est le parametre de Hubble!. Lorsque toute les densité d’énergie sont combinées
en un seul terme p, on peut obtenir I’équation de continuité a partir des équations de

Friedmann:
. a
pt3p+p). =0 (32)

Cette équation présente la conservation de I'énergie du fluide cosmique dans I'univers. Si

on suppose encore une équation d’état w = p/p, on trouve:

=-3w+1)lna+C

pox a 3@t (3.3)

L’équation d’évolution des densités d’énergie en terme de décalage vers le rouge? avec

I'équation d’état constante® est donnée par

—3(w+1)
Qg

ol pg est la valeur actuelle de la densité d’énergie.

La densité d’énergie totale d’un systeme est donnée par

p(z) =3 o) (1 + 2P, (3.5)

avec p(()i) la densité d’énergie actuelle.

On introduit des quantités sans dimensions qui sont les parametres de densité

() = £). (5:6)

avec p.(t) est la densité critique® définit par p.(t) = 3H?(t)/87G.
Avec toutes ces définitions, la premiere équation de Friedmann devient:

1=Q(t) — GQHL%) (3.7)

1. H = ¢ qui est introduit pour mesurer le taux d’expansion de I'univers.

2. Le décalage vers le rouge est un Phénomene définit par 1 4+ z = A\g/A ou par 1 + z = ag/a (avec
indice 0 désigne la valeur actuelle) qui est considéré comme la preuve de expansion de I'univers définit

comme un décalage vers les grandes longueurs d’ondes des raies spectrales.
3. ’équation d’état constante peut prendre quelques valeurs par exemple pour un univers de poussiere

(olt la pression est négligeable (w = 0),univers de radiation (matiére relativiste) lumiere (w = 1) et la

constante cosmologique (w = —1).
4. La densité critique est le totale des densités correspondantes a un univers plat.



3.2. Condition de jonction 47

Q(t) = 1 correspond & un univers plat, on peut écrire:

H2(t) _p(t) Kk

= — 3.8
H? ng) a*H?’ (38)
ou Hj est le parametre de Hubble du temps actuel.
En terme de décalage vers le rouge, on aura
H?(z) P(()i) 3(wi+1 k 2
=D (L 2 — e (L4 2) (3.9)
0 i Pc 0440
Donc
H?(2) = HZ[Q%(1 4 2)% 4+ Qur(1 + 2)° + Qx (1 + 2)30Fwx)]) (3.10)
ol

(M)
1. Qup = ’30(—0) est le parametre de densité actuel pour la matiere.
pe

(X)
2. Qx = %5 le parametre de densité actuel pour I'énergie noire avec I'équation d’état
pe

Wy
3. Q= —# est un terme artificiel qui représente la planéité de I'univers.
0°"0

Notant que lorsque 1’équation est évaluée & z = 0° , on trouve
Qe +Qu +Qx =1 (3.11)

Ceci est connu comme la condition de normalisation qui est utilisée comme une des

contraintes dans I’ajustement du parametre pour le modele ACDM.

3.2 Condition de jonction

Le but de cette section est de résoudre les équations d’Einstein autour de y = 0 pour
obtenir les équations de mouvement de la brane. Lors de cette résolution on doit d’abord
définir les conditions aux limites qui présentent dans notre cas les conditions de jonction.

Pour avoir une géométrie bien définie, on doit avoir une distribution delta® définit par

[7):

1"

a =a +[a]d(y), (3.12)

5. le cas ot z = 0 correspond au cas du temps actuel.
6. On cherche une solution de I'équation G op = x>T4 p au voisinage de y = 0 afin d’avoir une géométrie

bien définie, la métrique doit étre continue & travers la brane localisé dans y = 0 cependant ses dérivés
par rapport a y peut étre discontinue en y = 0, cela implique 'existence d’une fonction delta de Dirac
dans les deuxiemes dérivés d’une métrique par rapport a y. Les termes résultant avec une fonction delta

apparaissant dans le tenseur d’Einstein, Dans ses composantes: Ggg et G;; doivent correspondre aux
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ot & est la partie continue de a” et [a] est le saut de a'.
Si on substitue I’expression de a” (3.12) au tenseur d’Einstein (2.28), comparant au terme
T et U et en fait équivaut juste les termes qui contient d(y), puis a partir des termes de
éoo; on trouve:
_3n*[d]
ab?

oy 3K2 a* o n?
23” - ﬂ( k—) (3.13)

2/ 7 _ 2
=K (Too‘f—Uoo)—H?’L ? 22

A . ’ . . 1"
de méme fagons on peut avoir un saut dans n , ce qui nous donne l'expression de n :

n =n"+[n10) (3.14)
Encore une fois, on substitue Pexpression de ¢ et n” dans Iexpression d’Einstein et en

considérant juste les termes de 6(y), & partir de G

a? (M N %) 1 = K2 (T + )

2\ a
2 2 .2 .2.2 .
9Db 5 K [a a a‘n a
= w22 - B | (0 0T g 3.15
R b [n2( a2+ Zn2 a) }’711 (3.15)

On combine les résultats trouvés, on obtient la condition de jonction:

[a'] K> k% (a2 nd

aoboz_Spb+u2ng a_g+ka%

[n] K2 K2 az apno ao ng

LR g 20+ (—%0 %0 _ 1% 3.16
nobo 3 (3ps + 200) + w2nd a? apng * ao a? (3.16)

Ot l'indice 0 dans a ,b et n désigne les fonctions mesurées a (y = 0) respectivement.

On note que la densité d’énergie de ce fluide est toujours négative quand k£ = 0 ou

k=1

Supposant une symétrie de y < —y, avec [a] = 2a (04) lorsque y — 0. Combi-
nant 1’équation (2.38) et la condition de jonction (3.16) pour obtenir la 1™ équation de

Friedmann:

0 ag

kK2 C K2 k K>
H2 - _ = — H2 —_ —_ — 317
6\/ T2 et Y < + 2> AL (3.17)

composantes de distribution de tenseur d’énergie afin de satisfaire les équations d’Einstein, on a:

1" " ’

a =a +[a]d(y)

a: La partie non distributive de double dérivation de a.

[a]: le saut dans la 17¢ dérivation autour y = 0 définie par [a'] = a'(0") +a'(07).
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(€ = 1) est le signe de [d'].

C’est I'équation qui régit la dynamique de la cosmologie, en particulier I’évolution du
parametre de Hubble.

En remplagant la condition de jonction pour le terme (05) de 'équation d’Einstein (2.29),

on peut récupérer I’équation de continuité:
. ao

pb+3a—(p+Pb) =0 (3.18)
0

A partir de cette équation et en supposant une équation d’état constante pour ces fluides,

=3(1+w

on obtient 1’évolution des densités: p o< a ). Cette idée sera utilisée dans le modele

DGP pour exprimer le parametre de Hubble en terme de parametre de densité relative.

3.3 Cosmologie a 5 dimensions

A partir des équations de Friedmann, on peut récupérer le régime a 5 dimensions sans
avoir le terme de courbure a 4 dimensions, simplement en tenant 1 — oo dans I’équation
(3.17) et avec C' = 0 et la constante cosmologique de la brane et du bulk (A = 0) et

(pp = 0) respectivement, on obtient:

k K
H*+ = =—p; 3.19
CL(Q) 36 P ( )
C’est I’équation de Friedmann a 5 dimensions.
On peut voir maintenant que la gravité 5 dimensions est en effet différente de la gravité a

4 dimensions, il est important de montrer que ’équation de Friedmann du modele DGP

rassemblera a une observation des échelles a 4 dimensions.

3.4 Récupération de la cosmologie standard

L’exigence la plus fondamentale est que le modele doit s’appliquer avec les observations
actuelles, de sorte qu’on peut récupérer la cosmologie standard dans certaines conditions

spécifiques [19].
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L’équation (3.17) peut s’écrire comme dans la condition ou (pp =0 et C' = 0)

k K2 k K2
H = (4 ) = o
2p2 a? 6
2# 2 K p
S (HrP Dy
+ aO ( + a%) 3 Pb
k k
H2+———2“ H? 4+ (3.20)
3 a2 a?

Il est maintenant apparu dans 1’équation ci-dessus la cosmologie standard a savoir que

I’équation de Friedmann a 4 dimensions

&G k
— Wy = H (3.21)
ap

est récupérée chaque fois dans la condition suivante:

k 2
JH? + = > 2 (3.22)
ag K

Si on suppose que (k = 0), la condition ci-dessus devient:

H! <M@ (3.23)
2M,

Cela correspond a l’échelle r. qui définit le croisement entre les régimes de gravité a 4

dimensions et de gravité a 5 dimensions.

En d’autre termes, si le rayon de Hubble actuel est beaucoup plus petit que 1’échelle

croisée, toutes les mesures et observations de cette échelle ne mesureront qu’en effet la

gravité a 4 dimensions et ne pourra pas détecter une dimension supplémentaire.

3.4.1 Cosmologie tardive

Apres avoir montrer que le modele de DGP peut étre indétectable dans les observations
actuelles, on peut explorer la cosmologie tardive.
En cosmologie, il est intéressant de connaitre le future de développement de I'univers. Il

faut voir si la phase actuelle d’accélération de I’expansion est durable ou transitoire.

Si on résoud (3.20) pour /H?+ % , on obtiendra
0
k 2
m+—=%iw (3.24)

7. Le rayon de Hubble est une longueur caractéristique définit en cosmologie comme Ry = ¢/H ou

c est la vitesse de la lumiere et H est le parametre de Hubble. sa valeur varie au cours de I’expansion

cosmologique, et elle vaut aujourd’hui 4,3 x 10° pec.
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Selon le signe de €, ’équation comporte deux branches distinctes de solutions, dans le

premier scénario [19][23]

e=—1
k=0ouk=—1 (3.25)
Dans ce cas, (3.24) devient
) % ot
A S [P 3.26

C’est la solution de la brane 1.

Et supposant 1’équation d’état pour la matiere de la brane sous cette forme
(3.27)

Py = Wpp, (avecw > —1)

Lorsque ay — oo (ag diverge pour le temps tardive), alors que la densité de toutes les

matieres (w > —1) tend vers 0.
(3.28)

ay — 00, P, — 0

pe (3.29)

k 2
m+o=E s i+ 2
ay K 3/;_4

Puisque la densité de matiere tend vers 0, elle atteindra un cas ot p, > £, dans l'ap-

Notant que la 1" équation de Friedmann (3.26) prend la forme de

proximation du premier ordre, on peut étendre le terme de racine carré

1
\/1+x:1+§x+0(a:)

Donc
Pb L p» 1"y
=1+ - =1+ -— 3.30
+ 2342 * 6 u? (3:30)
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On peut alors développer 1'équation (3.29) pour obtenir

k 1
H2 + 0 — — g2 31
+a% G P (3.31)

Qui est le régime complet & 5 dimensions (équation (3.19)), on a donc une transition du

régime 4 dimensions a un régime 5 dimensions.

On voit également que la condition p, < ’;—i (qui est équivalent a dire que ,/H? + % <

r.1)® et dans un univers plat devient H~! > r,, cela s’avere étre notre condition initiale

pour la transition vers la cosmologie a 5 dimensions.

Dans notre 2™¢ scénario, on suppose:
e=1 (3.32)

Dans ce cas, ,/H? + f—Q est toujours plus grand que Hge qui est donné par
0

/ k 2 KA 21
H2+a_g:%<1+ 1+§p2b>>>ﬁ_,u25 self (333)

L’équation de Friedmann peut encore avoir 2 branches de solutions, une branche (-) dé-
signe ” solution de brane 1”7, et une branche (4) connue sous le nom de ” solution de brane
27,

Notant que H est borné ci dessous par une constante H,e ¢, dans le temps tardif on a:

ag — OO

H — Hyyy (3.34)

On aura alors une solution inflationniste avec une constante H.

e=1
pp =0
Hconstante (3.35)

8. Quand k = 1 il est possible que 1'univers tourne avant d’arriver au régime ot p, < p?/x*.
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3.4.2 Cosmologie de 'univers dominé par I’énergie fantéome

Il est possible pour le modele de DGP de présenter des propriétés similaire a celles
de I'énergie fantome? [23], c’est & dire d’avoir une équation d’état effective tres négative

(weff < —1).

Cela est généralement défavorable, car la densité constante toujours croissante viole la
conservation de ’énergie, mais dans notre modele puisque il n’y a pas de fluide physique °

cela implique qu’on a une équation d’état w < —1.

Une simple réalisation de ce cas qui est présenté par Lue et Starkman [?]. la cosmologie
a été dérivée de la solution de la brane 1 en supposant un univers plat n’ayant qu’'une
matiere sans pression et une constante cosmologique A, de la brane, dans ce cas I’équation

de Friedmann (3.26) devient:

2 4

L p L
H=-t A+
Ii2+\/3pM+ b+/<a4

2 2 4
Bl e nt
K
2 4

K2 3
. M ©woop It
H>+ % 49— =— Ay + =
g P2 = o+ A5
2 2
0 Iz
H? = Tomt (A,, — 2H§> (3.36)

Notant a la fin qu’on a mis I’équation sous une forme similaire a une équation standard
de Friedmann H? = “?2 pm + Aepp. Afin qu’on puisse interpréter le dernier terme comme
une constante cosmologique efficace Agpp = Ay — 2H Z—z, puisque H est une fonction dé-

croissante, A.sy augmente avec le temps.

Cela montre un comportement similaire a celui d’'une énergie fantome qui peut alors

donner un meilleur ajustement aux données actuelles observées.

9. Désigne une forme hypothétique d’énergie dont la densité aurait la particularité d’augmenter lors

de I'expansion de 'univers, elle est un candidat potentiel de ’énergie noire.
10. aucune densité de fluide cosmique divergent au temps tardive
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3.4.3 Brane intégrée dans ’espace-temps de Minkowski

On doit envisager dans ce paragraphe comment intégrer correctement la brane dans
le bulk.
On suppose un espace plat ou un espace de Minkowski [19][21], et pour calculer la métrique
restreinte, on considéra d’abord une surface mince de I'univers a 5 dimensions centrée
autour y = 0, dans la métrique(2.6) les termes a calculer sont a(7,y),b(7,y) et n(7,y).

Par une redéfinition de y et en supposant que b soit indépendant du temps, on peut obtenir
bo(7) = b(1,0) =1 (3.37)

Ou on a utilisé I'indice 0 pour désigner la valeur a y = 0 puis a partir de terme (05) de

I'équation d’Einstein (2.29), on trouve

! ’
G _ N

= 3.38
G0 " o (3.38)
on intégre par rapport a y, on trouve
In(ag) = In(ng) + In(a(7)) = In(nea(r))
= 9 _ o) (3.39)
no

Ou «a(7) est une fonction qui dépend seulement du temps. Par un changement de temps

approprié, on a

ng =1 (3.40)
Alors (3.39) devient

a = a (3.41)

Maintenant on a by et ng pour obtenir ay on doit regarder en arriere F' (7, y) dans I’équation
(2.30), et comme on a considérer une surface mince autour de y = 0, on peut substituer

by = ng = 1 dans I"équation (2.30), et trouver
F(r,y) = (da)? — a%a® — ka? (3.42)

D’autre part, si on met pg = 0 le tenseur énergie impulsion n’a que la contribution brane

et ’équation (2.31) devient
/ 20%a’ ~ 2a3ad’ ~ -
F = — 3n2 GOO = — 377,2 KQ(TOO + Uoo)
2a%a’ ~ A ~
=3 K*(T5' G0 + Uso)
2a%a’ 6 ~
= — 3n2 Iﬁz(%pb’n? + U()o) (343)
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En substituant Uy de équation (2.25) dans (3.43)
F = 2;;? K2 #by)pwf + 25}%; (d2 + k:n2)
= —2a3a;)26(y)pb 2ag2if£y) (a4 kn?) (3.44)

Encore, on peut substitue by = ng = 1 et a = a¢ dans 1’équation et on obtient

, 2a3 ) 2 "2
F :_%ﬂy)pﬁ%j@(au K) (3.45)

Cependant, si on différentie 1’équation (3.42) directement

F (1,y) = 2((1/6!)(@/&)/ — 202aa’ — 2kad’

(3.46)
On peut égaler ces deux équation
2a a(d'a) — 20%aa’ — 2kad _2a3a’§25(y) Py + 2aa/m25(y) (o® + k)
(da) —a® —k= —@pb + % (o + k) (3.47)

on intégre I’équation dans le bulk pour y > 0, alors les termes de d(y) disparaissent, on a

aa=(a*+ky+D

(3.48)
Pour calculer la constante d’intégration, en évaluant la fonction a (0+)
! ]_ !
D =a (0+)ag = 5[& Jao (3.49)
Et en supposant encore la symétrie y <» —y, I'équation (3.48) peut s’écrire comme
1 2 !/ 2 1 /
5(@ ) = (" +k)y+ 5[@ Jao (3.50)
En intégrant
a?=(®+k)y+d]ag+ F (3.51)
Pour y < 0, la constante d’intégration D est
/ 1.
D =a(0—-)ag = —§[a Jao (3.52)

Par conséquent 1’équation du bulk dans son ensemble est

a® = (®+k)y + [a/]a0|y| + F (3.53)
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en évaluant la fonction a y =0
ag=FE (3.54)
Finalement on obtient I'expression de a? comme une forme quadratique de y
a? = (a* + k)y® + [a|aoly| + a? (3.55)

Pour développer pleinement 'expression de a qu’on a trouvé, on peut se substituer a la

condition de jonction [a'] (3.16) avec by = ng = 1

1
K> K* , k of 0 kY12
a:a0{1+|y| |:—§pb+E(H +a—%)} +y <H +a—3)} (3.56)

Remplagant dans I’équation de Friedmann (3.17) pour C' = 0 et pp = 0, on trouve
k K\ °
a:a0{1+26|y| H2+ — +y° (H2+_2)} (3.57)
g ap

Puisque y est petit dans la surface mince de I'univers qu’on envisage, I’équation peut étre
encore simplifié, on peut aussi obtenir n en utilisant n = %

D’ott les termes de la métrique prés de la brane sont
a = ag+ €ly|(a2 + k)'/?
n=—=1+ely|(@ag + k)"’
b=1 (3.58)
Avec ¢a on a trouvé les expressions de a, n et b dans la brane.

Dans ce chapitre, les équations de Friedmann dans la deuxieme section portent des idées

sur ’évolution de 'univers.

Avec tout ces informations, on a trouvé des conditions initiales qui permettent de
passer du régime a 4 dimensions vers le régime complet a 5 dimensions, on a compris bien

les propriétés de ce modele ainsi que leur cosmologie.



CHAPITRE 4

Solutions cosmologiques

Apres avoir trouvé la premiere équation de Friedmann, on peut la résoudre pour avoir
une solution cosmologique de I'univers. A la recherche de cette solution, on sera restreint

a I’équation de la brane.

4.1 Solutions cosmologiques

On commence par réécrire ’équation de Friedmann (3.17) en utilisant I'expression de

re [22]

2 2 4.2
2 HTe _Q ko, 2 ﬁ 217 p 2 ﬁ H Py
H 3 BT +a2 T (H +a2 3 H s + (4.1)
Apres simplification, on trouve
kN° (2020 1 AN A C
2 My 1 2 K Py &
(H + a2) ( 3t )\t g) e Tyt e =0 (4.2)
On résoudre cette équation
ko oy 1 oy 1 p? C
H? + — = + — - 4.3
+ a? 3 + 2r2 3r2 + drd 3. PB a'r? (43)
On trouve les deux branches de solutions
Pour la brane 1
ko pPpy 1 Wy 1 p? C
o4t = — — - . 4.4
i a? 3 * 2r2 3r2 * 4rd 37”ch alr? (44)

57
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Pour la brane 2

3rz  4drd o 3r.

2

3 272

C

ko oy 1 \/N2Pb I c

On peut voir maintenant la récupération de la cosmologie standard en supposant H > 7!,

donc 'équation (4.3) devient

ko 1pe
2 _
H? + = = (4.6)
Rappelant qu’on a I’équation de continuité
p+3H(p+p) =0 (4.7)

a partir de cette équation on peut obtenir I’équation d’évolution des densités de fluide en

terme de décalage vers le rouge
p=po(l+z)*+) (4.8)

Si on suppose la constante d’intégration C' = 0 , on peut aussi exprimer I’équation de

Friedmann (4.3) dans la forme suivante

HQ(Z) 2 3(14w
- Q1+ 2)% + ;Qa(l + 2)30Hwa) L 90 4+ 2,/Q,. ;Qa(l + 2)304wa) 4 O+ Qp
(4.9)
Avec
k
Q J—
YT Ha}
Y
3H02ag(1+'wa)
1
Q. =
T 42
I£2pB
Op = — 4.1
B GH2 (4.10)

Les fluides cosmiques avec différentes équations d’état dans la brane sont présentés par

Les p, tandis que pp est la constante cosmologique dans le bulk.

Dans notre mémoire, on concentre sur la matiere non relativiste (baryons! et matiere

noir?) et la constante cosmologique dans la brane.

1. la matiere baryonique est la matiere composée principalement de baryons, cela inclus les atomes et

donc a peu pres la totalité de la matiere ordinaire.
2. elle présente la matiere qui n’interagit pas avec le rayonnement électromagnétique c’est a dire qui

est difficile & détecter.
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Donc H devient [23]

H?(2)
Hg

= (14 2)2 4+ Qur(1+ 2% + Qa4+ 29, £ 2/ /(1 +2)3 4+ Qp + Q.. + QB
(4.11)

C’est I'expression du parametre de Hubble dans le modele de DGP.

Comparant notre résultat avec le modele standard® dont ses équations conventionnelles

sont

HQ(Z) = Hg [Qk(l +2)2 + Qunr(1+ 2)3 +Qx(1+ 2)3(1+wx):|

Qe+ +Qx =1 (4.12)

Avec Qx est le parametre de densité de I’énergie noir.

Il est claire que pour §2,, = 0 cela correspond au cas r. — 00, on équivalent a kK — 00,
quand le terme de I'action a 5 dimensions disparait. Dans ce modele, on a une contrainte
sur les parametres qui est la condition de normalisation [22, 23] a Z = 0, I’équation (4.11)

devient

1= Qp + Qo+ Qu + 29, + 2/ /s + Q4 + Q. +Qp (4.13)

Cela met une contrainte sur le parametre et supprime un degré de liberté.

Dans un univers plat sans constante cosmologique, 2, = Q) = Qp = 0, et on a donc

1= Qur + 20, + 20, + /0 /s
1= (N/QM T, + 9)2 (4.14)

Supposant que €23, > 0, par conséquent

1=/ + Q. £/,
1:F\/Qrc = \/QM—FQ%
1729, = Qu (4.15)

Pour la brane 1

Oy — 1
V. = M2 (4.16)

3.le modele standard de la cosmologie décrit a ’heur actuelle des grandes étapes de ’histoire de

I’univers observable, ainsi son contenue actuel tels qu’ils sont révélés par les observations astronomiques.
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Pour la brane 2

1-0
\/ Qrc - TM (417)

a partir des observations {2, est tres probable juste dans 1'ordre de 0 a 1, donc la brane

1 ne peut pas étre plat sans constante cosmologique.

4.1.1 Distance de luminosité et distance angulaire

La distance de luminosité en terme de décalage vers le rouge est donné par|[1]

4
dz
dp=(1+2) [ —— (4.18)
o H(z)
12 T T T T T T T
———Brane 1 ~
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Figure 1: Distance de luminosité de différents modeles Brane 1 et Brane 2, SCDM avec
Qu =1, ACDM avec une constante cosmologique, et le dernier modele d’énergie
Fantome de w = —1.5. Dans ces modele on suppose 0 = Qp =0 et Qyy = 0.3, Q.. = 0.3
pour les Brane 1 et 2, Q4 = 0.7 pour ACDM et modele d’énergie fantome.

A partir du graphe on peut déduire que avec €2, = 0,3, la solution de la brane 1
sera réduite a un modele d’énergie fantome de densité d’état négative w < —1, la brane 2
ressemble a un modele avec —1 < w < 0, mais il se développent rapidement que le modele

SCDM qui est dominé par la matiere [23].
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Pour z grand et a partir de (4.11) on voit que
Hscpy < Hpranee < Haopm < Hpraner < Hgs (4.19)
O le dernier terme correspond a un univers de De Sitter.
dSCDM < gBranc2 < GACDM o gBranel o jds (4.20)

On remarque le modele d’énergie fantome montre un modele similaire a la brane 1 pour
z petit. C’est a dire z grand la brane 1 a une grande distance de luminosité.

D’autre part, la distance de diametre angulaire [22] qui indépendante de Hy et qui est
définit par

_ G (4.21)
1+2z  (1+2)?

Toutes les discussions pour la distance de luminosité sont applicable pour cette distance.
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Figure 2: Distance de diametre angulaire de différents modeles: Branes 1 et 2, SCDM
avec 2y = 1, ACDM avec une constante cosmologique, et le dernier modele d’énergie
Fantome de w = —1.5. Dans ces modele on suppose 0 = Qp =0 et Q) = 0.3, Q.. = 0.3
pour les Brane 1 et 2, O = 0.7 pour ACDM et modele d’énergie fantome.

4.1.2 Parametre de décélération

Il est calculé & partir du parametre de Hubble par ¢ = —i/aH?, en cosmologie il est
pratique d’utiliser le décalage vers le rouge, donc il devient [23]

q(z) = Zg))

(1+2)—1 (4.22)
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La dérivation du parametre de Hubble dans I’équation (4.11) donne sa valeur actuelle qui

est donnée par

2H2 H, BQ 1 2
M = 204(1 + 2) + 30 (1 + 2)2 £ /0, u{l+2)
Hp V(T4 23+ Q% + Q. + Q5
(4.23)
Si on évalue ’équation (4.23) dans le cas ou z = 0, on obtient
oo _ 90, 1+ 30, + /0 3 (4.24)
Hy VO 4+ Qa+ Q. + Q5

Alors gy est donné par

Q V.
qo=9k+3M<1i ‘ )—1 (4.25)

2 VO + U+ Q. +Qp

Si 2, = 0, donc qq

3 Q.
e : 1 4.26
0= ( \/QM+QA+QTC+QB) (426)

Une condition proposée pour avoir un univers plat qui est accélére actuellement est la

suivante

300 Q,
— |14 . <1 4.27
2 ( \/QM+QA+QTC+QB) (4.27)

La solution de la brane 1 montre un comportement similaire au modele d’énergie fantome
avec une accélération plus grande que le modele ACDM.

Par contre, la solution de la brane 2 montre une accélération plus petite par rapport au
ACDM. On déduit donc pour atteindre une accélération dans le temps actuel, nos mo-

deles nécessite un tel réglage

— On peut proposer que le modele de la brane 1 a besoin €23; > 0 pour freiner

Paccélération.

— Le modele de la brane 2 a besoin d'un 2,; < 0 pour améliorer 1’accélération.

4.1.3 Equation d’état effective

Pour avoir que la solution de la brane 1 ressemble a un modele d’énergie fantome, on

peut essayer de définir une équation d’état effective puis comparant le modele avec celle
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du modele standard.

Pour le modele ACDM, donc H' est donné par

2H (2)H (2) = HZ[2Q%(1 + 2) + 3 (1 + 2)2 4+ 3(1 + wx ) Qx (1 + 2)30Fex)=1 - (4.98)

08 ——=@rane 1
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Figure 3: Parametre de décécélération, ¢ de différents modeles: Branes 1 et 2, SCDM
avec 2y = 1, ACDM avec une constante cosmologique, et le dernier modele d’énergie
Fantome de w = —1.5. Dans ces modele on suppose 0 = Qp =0 et Q) = 0.3, Q.. = 0.3

pour les Brane 1 et 2, Q4 = 0.7 pour ACDM et modele d’énergie fantome.

Donc ¢(z) est donné par
(Z) o 2Qk(1 + 2)2 =+ BQM(l + 2)3 + 3(1 + wX)QX<1 4 Z)3(1+wX)
q - Qk(l—i-z)Q+QM(1+Z)3+QX(1+Z)3(1+wx)
Qi (1 + z)2 + 20 (1 4+ Z)3 + (2 + 3wy)Qx (1 + 2)3(1+wx)
Qr(1 4 2)2 + (14 2)3 + Qx (1 + 2)30+wx)

-1

(4.29)

Supposant que €, = 0, et a partir de la condition de normalisation (4.12) on obtient

Q, =1—Qu et avec z = 0, on trouve

Par réorganisation des termes, on trouve I'expression de wx en terme de densité relative

2(]0 -1
. — 4.31
XT3 - (4:31)

On a besoin maintenant d’une densité d’état relative de la matiere [23]
Hg

= (01 +2) (4.32)
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Avec Q,/(0) est le parametre actuelle de Q; qui permet de voir ’évolution de I’équation

d’état effective.

06 {Iu / e
/
s/
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~ ~ Brane 2
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k] 10

Figure 4: Q,; dépendant du temps de différents modeles: Branes 1 et 2, SCDM avec
Qu =1, ACDM avec une constante cosmologique, et le dernier modele d’énergie

Fantome de w = —1.5. Dans ces modele on suppose 2 = Qp =0et Q) =0.3, Q.. = 0.3
pour les Brane 1 et 2, Q4 = 0.7 pour ACDM et modele d’énergie fantome.

En utilisant ¢(z) et Qp/(2) qui dépendent de temps, on peut écrire une équation d’état
(4.33)

2q(z) — 1

effective pour le modele de DGP sous cette forme [23]
1—Qup(2)]

Weps(z) = 3]

O O,
Qur + Qa + Q. + Q3
(4.34)

Sa valeur actuelle
2g0 — 1

4o - 1+

1—Qup

Pour la brane 1 w.¢(0) < —1 Similaire & 1’énergie fantome.

Pour la brane 2 —1 < w < 0 qui se trouve entre le modeles ACDM et le modele?

SCDM.

4. SCDM ”"Standard Cold Dark Matter” désigne un modele cosmologique représentant un univers ho-

mogene et isotrope, dont la courbure spatiale est nulle, il contient la matiere noir et plus de la matiere

ordinaire
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La brane 1 a un comportement similaire a une énergie fantome méme pour z petit,
et notant que w(z) montre une singularité a z ~ 1 car €y, prend la valeur d'unité a
cette valeur. D’autre maniere, si on trace directement on rencontre a une singularé pour
la brane 1 a z fini.
Supposant que €2, = 0, et pour le temps tardif lorsque 2 — —1 pour la brane 1 et 2, donc

q(z) = —1 et Qp(2) — 0 donc, wesr — 0. Pour z est grand

13 [Q. B
q(z) ~ 5F5 @(1 + 2)73/2 (4.35)

Tandis que Q/(2) (4.32) devient au premier ordre

Q
Qr(z) = 1TF 24) =22 (1 4 2) 732 (4.36)
Qm

Dans le temps précoce quand z est grand on obtient w,s(z) — —0, 5 pour les deux branes.
et qui est différent de 1’énergie fantome.

En plus de la solution cosmologique, Il existe d’autres domaines du modele DGP qui mé-
rite d’étre examinés comme les généralisations prometteuses du modele proposées par les

cosmologistes. Dans cette section, on présente certains travaux qu’on a traité bréeement.

4.2 Solution de Schwarzschild

L’étude de toute théorie de gravité nécessite de considérer une solution locale, on choi-
sie un des scénarios les plus connus qui est la solution de Schwarzschild®. Dans ce contexte,
on essaye de construire une solution locale basée sur une seul masse sphérique sans autre
source d’énergie remarquable a proximité. D’autre part, on va essayer de répéter le pro-
cessus avec d’autre forme de la métrique.

Maintenant, en essaye de construire une solution avec une symétrie sphérique a 3 dimen-

sions et avec toute I’énergie concentrée au centre, on propose donc la métrique suivante

ds? = NV at? 4 A dr? 4 12 (d6? + sin® 0d¢®) + dy? (4.37)

5. Dans le cadre de la relativité générale, la métrique de Schwarzschild est une solution des équations
d’Einstein. Elle décrit la géométrie de I’espace-temps lorsqu’elle est déformée par le champ gravitationnel
d’une masse sphérique, statique (sans rotation). Cette masse peut étre une étoile, une planéte ou un trou

noire de Schwarzschild.
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Elle ressemble a la métrique pour la solution de Schwarzschild, la forme exponentielle de
la métrique assure la sensibilité du coefficients spatial et on considere une 5°™¢ dimension

simple et plate avec la coordonnée y.

On calcule les symboles de Christoffel comme dans le cas précédant, les variables sont
différents, le point correspond a une dérivée par rapport a r tandis que le prime corres-

pond a une dérivée par rapport a y.

I, =0 Iy, = 1eNAN Iy, =1eVN'
Il = 4N oy =0 Y =0
I, =iN’ Iy, =0 Iy, =0
TLo=0  Th = 37" Ymky + Ymjk — Vjkam) Tl = —3e2A’
I, =0 Iy, =3A ry. =0
rt, =0 rr, =0 Iy, =0

A partir des symboles de Christoffel, on peut calculer le tenseur de Ricci du bulk, on trouve

p oy NA AT N N2+NA+A
) 2 2 2 4 4 r
A2 [N A
RQQZI—GA—B 7’(___)
2 r r
“Ap26in20 (N A
R.. —sin?f—eAgin2g_ SN A4
od S1n e S11n 2 , ,
R B N// A// N/2 A,Q
vy 2 2 4 4
N A N
R,=——(N —A)4+—=——-"— 4.38
y=—7 ) (4.38)
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Les tenseurs d’Einstein du bulk sont donnés par

2 4 2 roor2
T2 " " N/2 N/A/ A/2 e_AT2 . N2 NA N A
(N a2 I i
G992(++2+2+2)+2<+2 = T)

r2sin?6 [, ., N? NA A2 e Ar2sin?0 (.. N2 NA N A
Gy = 5 (N+A+—+—+—>+— N+7—T+7—?

o _NA 1 (N N? NA N N A 1
v 4 r2 2 4 4 ror r2
;o AN

On va résoudre les équations en supposant un espace vide, c’est a dire Tyg = 0. la
partie source de I’équation ne se compose pas que du terme de courbure scalaire, a partir
de I'expression du tenseur d’Einstein Usp peut étre trouvé simplement en supprimant les

termes impliquant la différentiation par rapport a y et en ajoutant le coefficient 6(y):

) A 1 eV
=" (‘”‘A (7 - ;> * —)

e~ 4125 (y) N2 NA N A
- — N4 2,27 _ =
Ut 212 5 2 7
e Ar?sin?05(y) (. N> NA N A
= N+ — === 4.4
Use 2412 T > T (4.40)

On peut maintenant considerer les conditions aux limites de la brane. En supposant une

discontinuité dans A" en y = 0 et donc en §(y) des deux cotés aux équations pour obtenir

(4.41)
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Notant qu’on a également supposé une symétrie Z? et remplacant [A'] = 2A"(0+) dans
I’équation.
Combinant ces équations, on trouve

ke A (A N k2e A (. N2 AN N A
- e /e
2 r T 242

Al e .
e (N N2 AN N 3,4):0 (.4)

2142
Cela donne une premiere équation simplifiée des équation d’Einstein. On a encore besoin
d’une équation pour résoudre les deux variables A et N.

Semblable a la section précédente, on va essayer de trouver une partie intégrante de I’équa-

tion d’Einstein en définissant F'(r,y)

F(ry) =eVN'? 4 N -4AN? (4.43)

On calcule F' et F et les relie au tenseur d’Einstein

F'=eVN? £ 2eNN'N" + VANAN — A') + 2V ANN

’ 1 1" 1 ’ ° N / / N’
= 4NN (§N + N 2) +4eN AN (Z(N —A) 7) (4.44)
Grr o7

Y

F est donné par

F=eVNN? £ 2"N'N' + N ANAHN — A) + 2N 4NN

_ VNN + NN — NA) + eV NN'A + N-AN(N? + NA + 25)

AN .. N | N'A N N2 NA
—4e"N | —(N — AV + — | +4e"N | —— e[ =+ — — —— 4.45
e [4( )+2 +4e 1 +e <2+4 4) (4.45)

L’équation différentielle pour la solution de Schwarzschild est trop compliquée pour
étre résolue de maniere analytique, mais a partir des discussions on a vu que le modele
devrait se tenir dans des échelles plus petites, si l’on devait résoudre les équations numéri-

. . . . . 'z .
quement, on doit obtenir la méme conclusion que le modele ne s’écarte pas de la solution

de Schwarzschild pour le petit r.
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4.2.1 Solution de Schwarzschild encore

La tentative précédente a échoué, on doit donc essayer de trouver une solution Schwarz-

schild a nouveau en proposant une nouvelle forme de la métrique

ds* = —=N*(r,y)dt* + A*(r,y)dr® + 1*(d6” + sin® 0de”) + dy”

(4.46)

Ou on a gardé la symétrie sphérique de la solution en 6 et ¢, et utilise des termes carrés

pour assurer la positivité des coefficients. On doit calculer a nouveau les symboles de

Christoffel qui sont donnés par

Iy =0 th:% F?t:NN/
Il =% I, =0 Iy, =0
N roo__ —
Fiy—ﬁ Iy, =0 ry, =0
I, =0 F;’k - %Wim(%nkg + Ymjk = Vikm) L = —AA
_ roo__ A, o
r,=0 I, =5 . =0
Ty =0 Ly =0 Iy =0
En déduisant le tenseur de Ricci qui donné par
N NA N NA 2N
Ry = N? [ — —
" ( N " NATNa NmBT rNA2>
A" NA N NA 24
Rrr = _A2 - — —
( AT NA TN ND rA3>

1 r (N A
R%—l—ﬁ‘ﬁ(ﬁ‘z)

) sin?@  rsin®é
Ryp = sin® 6 — T <
N// A//
fw="N§ "%
24' NA N
Ry=—+———

N A
N A

On contracte les tenseur de Ricci pour obtenir le scalaire de Ricci

24" 2N'A" 2N 2NA

AN 4A 2

N A4 NA Na TN

_TNA2+TA3+’/‘_2

(4.47)

(4.48)

(4.49)
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En utilise 'expression du scalaire de Ricci, on arrive au tenseur d’Einstein

1 1 A" 24
2
Gu =N <ﬁ_m_7+@>

1 1 N” 2N
Gor= A2 5 = g — o =
<r2 r2 A2 N TNA2>

. <N A NA N NA N A)
00 =T | =+

N T AT NA T NAZ NA T oNAZ A8

. 22 N”+A”+N’A’+ N NA+ N A
=T 1n _ _ _

o9 A T NA "NA2 NA3 " pNAZ A3

1 1 N A N NA N 2A

=1

Cw="mtomtNat e Ve TNAE A
24" NA" N
Gry = T_A + m — W (450)
D’autre part, le terme de courbure scalaire U est donné par
N25(y) 1 1 24
U=~ ? 7"_2_7'2AQ+W
U A%(y) (1 1 2N
T2 r2  r2A?2  rNA?
U r26(y) [ N NA N N A
w 2 \NA2 NA3 " pNA2 A3
rsin?05(y) ([ N NA N A
Uy = — — — 4.51
00 2 NAZ NG INAZ oA (4.51)

L’étape suivante est de trouver la condition de jonction en supposant un saut en A" et (1)
en A", on équivaut les termes impliquant 8 (y) dans les deux cotés de I’équation d’Einstein,

on trouve

2N’ k2 (1 1 2N
N 2 \r2 242 rNA2
2" 2N ®2( N NA N A (4.52)
A N w2\ NA2 NA3  rNA2 rA3 '
On combine ces équation, on trouve
N NA N A 2 2

NAZ NA  oNAZ T pn
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On est donc parvenu a une équation intéressante impliquant seulement les termes de r,
mais on a encore besoin d'une deuxieme équation pour résoudre les variables N rt A.
Pour obtenir une deuxieme équation avec seulement des termes liés a r et au lieu d’essayer

de trouver une forme d’intégrale, on manipulant directement le tenseur d’Einstein, si on

considere: Gog/1* + Gy /N? — G, JA? — Gy, on trouve

NAZ N4 NE BT

TINAE T2 -

3N 34 3 3 k20(y) [ N NA N A 2 2
2 p2A2 12

(4.54)

Un c6té de I'équation est une distribution delta et l'autre c6té a la méme équation que
celle qui vient de la condition de jonction, ces termes doivent étre tous deux étre zero,

dans ce cas, on trouve

N N A N 1 1
rNA2  rA3 2 r2A2

=0 (4.55)

a pris avoir trouvé deux équations de N et A qui impliquant seulement r, il semble
opportun de trouver une solution, mais malheureusement la tentative de recherche d’une

solution de Schwarzschild & échoué de nouveau.

4.2.2 Dilatation de la constante cosmologique

De nombreux cosmologistes ont étudié et proposé diverses fagons de généraliser le mo-
dele de DGP, il existe plusieurs méthodes de généralisation qui sont donc plus prometteuse

en donnant un résultat différent du modele originale DGP.

Ces méthode [20] comprennent la généralisation direct du modele DGP avec un bulk
de dimensions plus élevé et une généralisation étape par étape dans le modele de gravité
24, 25].

Dans le document de Dvali et Gabadadze travaillent avec Shifman [20] pour proposer
un nouveau modele qui implique non seulement 1 mais plus de 2 dimensions supplémen-
taires. Dans ce contexte, on suppose qu’on vive en 3D brane qui est intégrée en un bulk
de (4 + 1)N dimensions, avec N étant le nombre de dimension supplémentaire et N > 2,

dans ce cadre, 'action est donné par
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S = M3+N/d4dep\/—§R+M(24)/d4x\/—gR—|—/d4x\/—g(e—|—Lm) (4.56)

Ou z est la coordonnée a 4 dimensions, p la coordonnée pour N dimensions supplémen-
taires.

Les termes inclinés sont comme avant les quantités en bulk tandis que les autres sont les
quantités de la brane, M, est la masse de Planck a (4+ V) dimensions tandis que My est
I’équivalent a 4 dimensions, notant que dans ce cadre, on ne suppose qu'un terme source
qui est composé de la constante cosmologique de la brane a 4 dimensions € et le lagrangien

de la matiere a 4 dimensions L,,.

Pour avoir encore plus de dimensions, on doit diluer la constante cosmologique car
le modele ACDM avec une constante cosmologique de valeur naturelle (~ (Tev)*) ne
prédisent pas la petite valeur observée du parametre Hubble. plus précisément, en accep-
tant que 'univers actuel soit dominé par la constante cosmologique, H est donnée par

I’équation de Friedmann.

1
H? ~ —¢ (4.57)
M

En remplaicant dans 1’équation la valeur de la masse de planck, cela donne un parametre
Hubble de H ~ 1073eV qui est largement incompatible avec H ~ 10733¢V observée. la
seul facon de faire fonctionner le modele standard est d’utiliser une grande quantité de
réglage fin pour annuler 'effet de la constante cosmologique.

Heureusement dans ce modele de dilatation de la constante cosmologique, le probleme de
réglage fin est évité. Le filtre a énergie protege le plus grand effet de grande constante

cosmologique et prédit un petit parametre tel qu’on observe.

H ~1073eV pour N = 4, M, ~ 107%eV, e, ~ (TeV)*

H ~10733eV pour N = 6, M, ~ 107%eV, ¢, ~ M;l

Cela résout le probleme de la constante cosmologique. en tant que travail futur pour étu-
dier la cosmologie a dimensions supérieur, il serait intéressant de tenir compte du modele

dilatant la constante cosmologique de 'observation.
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Notre objectif principale de présenter le modele DGP est de décrire 'accélération de
I’expansion de I'univers ainsi un solution du notre probleme majeur de la constante cos-
mologique.

Dans la premiere étape de ce chapitre, on a proposé de modifier la métrique en termes
exponentiels puis en termes carrés, amis cela propose des calcules compliqués analytique-

ment.

D’autre part, les cosmologistes Dvali, Gabadadze et shifman ont été réussi de résoudre

ce probleme en proposant la méthode de dilater la constante cosmologique.



Conclusion générale

Tout au longue de ce mémoire, on a bien décrit la cosmologie du modele le plus célebre
des modeles branaires comportant des dimensions supplémentaires et modifiant la gravité
a grandes distances. La phénoménologie de ce modele est tres riche, notamment du point

de vue cosmologique.

Dans le deuxieme chapitre, on a construit notre modele en basant sur divers concepts.
De l'action de Hilbert-Einstein a 5 dimensions on a repris les équations d’Einstein mo-
difiées, qui portent des informations sur les interactions gravitationnelles, ainsi que les
équations de Friedmann a 5 dimensions dans le troisieme chapitre.
On a vue que la cosmologie habituelle a 4 dimensions est récupérée pour les rayons de
Hubble plus petits que 1’échelle de croisement entre les deux régimes a 4 et a 5 dimensions
et on a obtenue les équations de mouvement de la brane grace aux conditions de jonction.
D’autre part, dans le quatrieme chapitre on a vue que le modele DGP contient deux
branches de solutions avec des propriétés différentes. En particulier, la solution de la
brane 1 ressemble bien au modele d’énergie fantome dont les équations d’état sont tres
négative (< —1) et sans causer un probleme de la conservation de 'énergie. Ces modeles
d’énergie fantome présentent une idée intéressante dans le but de résoudre le probleme
de la constante cosmologique, ils ne sont pas impossible a réaliser, cela ouvre beaucoup
d’intéret a la communauté cosmologistes. Tandis que, la solution de la brane 2 ressemble

& une solution auto-accélérée.

Le modele DGP a encore certains problemes non résolus de son propre. Le degrés de
liberté supplémentaire pour le propagateur crée un graviton sans masse a 5 dimensions
ou un graviton massif a 4 dimensions [2]. Cela peut provoquer des problemes car il est

incompatible avec les observations.

74
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Cela suggere qu’il a encore une possibilité d’améliorer ce modele en proposant des
méthodes de généralisation tel que la méthode de dilatation de constante cosmologique
discutée dans le dernier chapitre afin qu’on peut révéler une meilleur solution au probleme

de la constante cosmologique.



ANNEXE A

Calculs intermédiaires du chapitre 2

A.1 Symboles de Christoffel dans la brane

Soit la métrique de la brane en coordonnées sphérique avec un temps cosmique

d 2
dS? = —n2dr? + o2 1—7}{2 + 72 (d92 + sin? 9dg02) = gudx’dz” (A1)
— kr
or
dSQ = —n2d7'2 + GQ”}/Z]dZEZdIJ, (AZ)
avec
1—2’7‘2 0 0
Yij = 0 7 0
0 0 r2sin®@

En utilisant I'expression des symoles de Christoffel donnés par la relation suivante

1
FZV = §gp>\ (gku,u + v — guu,/\) (Ag)

On obtient les symboles de Christoffel:

Symbole de Christoffel | leur valeur | Symbole de Christoffel leur valeur
T i Lo 2%
TG 0 Iy o3V
FéO 0 F;k %7“71 [’ykm,j + Tmgk — ’ij:,m]

76



Annexe A 77
Tableau 1: Symboles de Christoffel calculés a partir de la métrique (A.2).
En effet:
1.
T2 = 2% (Bog0, + Fogo0 — Dyg00)
00 — 29 090p 0900 900
1 1
= 5900 (Gogoo + Jogoo — Aogoo) = 5900 (Qogoo)
@) o
n
2.
1 1
ng = 5900 (30910 + 0igoo — 3090z‘) = 5900 (@‘900)
-1
0o _ _
Lo = ﬁ(aigoo) =0. (A.5)
3.
i L
Lo = 29 (Gog0i + Gogio — Oigoo) = 0. (A.6)
4.
% 1 1)
L5 = 59" (9ogsp + 939p0 = Fpoj)
1 .
= §gm (Oogjk + 0;9r0 — Okgoj)
1 . 1/1 _ .
= 59”“ (Oogjr) = 3 (ﬁ) (vie) " (2ady;r)
11,
= 5(@)7 *(2ady;i)
i a
To; =295 (A7)
5.
1
F?j - Egop (0:950 + 0j9pi — 0,p9:5)
1
= 5900 (0ig50 + 0590i — ogij)
1 00 —1 9 2aa
= 59 (_aogij) = w (—80(a %‘j)) = W%‘j
aa
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. 1 .
Uik = 597 (939kp + 019 — OpGjk)

2

- 2_a2(%m)_1 (8j(a2’}/km) + ak(QQ'ymj) — am(QQ,ij))
. 1 .
F;’k = §7m (Yem.g + Ymjk — Wk,m) . (A.9)

1 im
=39 (ajgkm + akgm] - amgjk)
1

Utilisant maintenant la métrique en coordonnées sphériques (A.3):

Symbole de Christoffel Leur valeur
F%l (l—kl:r2)
ri, —r(1 — kr?)
ri, —rsin? §(1 — kr?)
I, :
rz, —cosfsind
Iy .
I3, cot 0

Tableau 2: symboles de Christoffel calculés a partir de la métrique (A.3).
En effet:

1.
1 1 1p
Iy = 59 (0191p + 01951 — Opg1)
1 1
= 5911 (01911 + 01911 — Ovg1) = 5911 (Orgn1)
1 1 — kr? o a? 1) = 1 — kr? 2ka’r
2\ @ “1—kr2’) U 2a? (1 — kr2)2
kr
1 _
Fll - (1 . kTZ) (A]_O)
2.

1
F%z = §glp (anQp + Oagp2 — 3;;922)

1 —1
= 5911 (02921 + 02912 — 01922) = 7911 (01922)
—1 /1 — kr? —1 /1 — kr?
T2 < a? > (6:('r) = 2 ( a? ) (2a)

Ty, =—r(1—kr?) (A.11)
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3.
1
Fézz = 591’) (0393 + 039p3 — 0pG33)
1 —1
= 5911 (03931 + 03913 — O1g33) = 7911 (01933)
—1/1—Fkr? —1/1—Fkr?
=5 ( p r ) ((’9r(a27"2 sin? 9)) =5 ( s r ) (2&27’ sin? 9)
[y = —rsin®6 (1 — kr?) (A.12)
4.
2 1 2p
Iy = 59 (0g2p + 0291 — Opg12)
1 1
= 5922 (01922 + Oago1 — Oagra) = 5922 (01922)
1 1 1 1
9 (GQTQ) (8 (a27‘2)) ) (a27ﬂ2) (QGQT)
1
I}, = " (A.13)
5.
rz,— 1 20 (D393, + D393 — O
33 = 29 393p 3903 pg33)
1 —1
= 5922 (03932 + 03923 — O2933) = 7922 (02933)
-1 1 —1 1
=5 (W) (Op(a®r?sin®0)) = 5 <@> (a*r*(2cosOsin b))
[, = —cosfsinf (A.14)
6.
1
less = 593p (0193p + 039p1 — Op0h3)
1
= 5 33 (01933 + 05931 — O3013) = 5 (31933)
1 1 1 1 .
= 5 (m) ( Cl 7" sm 9 ) <m) (2@27” Sln2 6)
1
7.
3 1 3p
[ = 39 (02935 + O39p2 — 0p23)
1 1
= 5933 (Oag33 + 03932 — O3923) = 5933 (02933)
1 1 ) 1 1 )
=3 (—a2r2 o 9) (89((127“2 sin? 9)) =3 (—a2r2 2 9) (2a2r2 sin 0 cos 6)
3 cos 6

F23 = —0 = COte (A16)

S
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A.2 Tenseur de Ricci dans la brane
Le tenseur de Ricci est donné par
R/W = F;AJ,V,A - F}AL>\7V + Fg)\r;oju - Fguriu (A17)

De cette relation et la relation des symboles de Christoffel (A.3), on aura

Dérivé de Symbole de Christoffel leur valeur
0.0 n
1 a [12
o190 T @
2 a [12
20 T @
3 a d2
T30 T @
0 a’tia aan
Lijo T 208
Tableau 3: Dérivés des Symboles de Christoffel.

En effet
A A A a A o
Roo =TG50 — Lono T Taal'oo — Faol ™o

= 1ﬂgo,o - F80,0 - F(1)1,0 - F(2)2,0 - F33,0 + T80F80 + 11(1)1F80 + F(2)2F80 + F%SI‘BO

0 10 1 1 2 72 3 13
- FO(JFOO - 1—‘1OFIO - F20]'120 - 1_‘30F30

S (32 (3) 0 () = (%) o (3) )

Roo = —3 (9 + @) (A.18)
a an
Rij =T}, =T, + oLy = TaTs, (A.19)

= F?j,o + FSOF%’ + F(l)lrgj + F82F?j + Fg?)rgj - ngrlgj - ngrgj
aa n aa a aa a aa
= (Gt () () w2 ) () -2 (5) (5 )
ai aan a\’
= o 2 Yij + e Vij + o
a2 +da  _aann aan’ a\’
n n Y n

= <2(@)2 + ad. _ Cf_;‘) Yii (A.20)

a n?

On a cette formule: g;; = a®(t)~;;, avec
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%'j:<0 51 i;éj)

Yrr = (1 - krz)_l
Yij = Yoo = T2 Jk=-1,0,1.
Yoo = 12 8in% 0

On peut écrire

~ a aa  aan
Rij = Rij -+ (2(—)2 + — — F) ’7@']' (A21)

a n?

avec R~ij est le tenseur de Ricci spatial calculé a partir de la métrique 7;; est qui est égale

a
Rij = 02Tk, — 92"k + TTL — TET, (A.22)
on aura
ai a’>  aan
Rgo = —3 (ﬂ + %>
a an
ad a’  aan

A.3 Scalaire de Ricci dans la brane

Par contraction du tenseur de Ricci, 1R, avec la métrique ,g,,,, on aura le scalaire de

Ricci R, avec g;; = a*y;;.

R=g¢g"R,,
= gOORoo + ginij (A.25)
34  3an ad 262 an 2k
R=-2_°2""1,3 il
n2a n?an (a2n2 + a*n?  an®  a? )
3a  3an ad a? an k
= — 3 6 -3 6
an?  an3 + a?n? + a?n? an3 + a?
a an a2 k
R=6(— — — + —— + —) (A.26)
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Récapitulation du tenseur de Ricci et de courbure scalaire:

Tenseur de Ricci leur valeur

Roo =35+ &)

Ry (% 428 — a8h 4 ok,
Ry (—+2——““"+2k’)(1 )
Ry (% +2% — 4 4 2k)(r?)
Rs3 (% + 2— — 4% 4 2k)(r?sin*0)
R 6(hy — 40 4 ) 4 k)

Tableau 4: Valeurs des tenseurs de Ricci, R, et de la courbure scalaire R dans la brane.

12b a a?
U, = _52(2” B—Z (—Z—z n 2% - 2%) - k} i (A.27)
En effet:
Uoo = _32%) (Roo - %Rgoo)
T () = (G ) O
_ —iigw (_ i ’*’i) (A.28)
U, = _52(2” (Rw . %Rgzj>

(B}, (B e 2 B,
_ _52(2” (—2% - Z—Z 2?—? - k) Yis
_ _52(3) [Z_Z <—Z—z n 2% - 22) - k} is (A.29)

A.4 Symboles de Christoffel dans le bulk

En plus de ceux calculés dans la brane, on aura d’autres symboles dans le bulk. En

utilisant cette relation

1
FZZ/ = §gp>\ (g)\,u,l/ =+ vy — guy,)\) . (ABO)
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Symbole de Christoffel du bulk | leur valeur
I'04 n
W 0
Iy 0
I %
i, 0
I'%o nn
T4 b
F;lj %%g’
I 0
T4 b
Tableau 5: Symboles de Christoffel dans le bulk.
En effet
1.
1
F84 = §gop(80gp4 + 849;70 - ap904>
1 1
= 5900(50904 + 01900 — Oogoa) = 5(84900)
1 /-1 s 1/1 ,
L o) = (L) (o)
s () o ) = 5 () o
rg, =~ A31
=2 (A31)
2.
i L
Loy = 59 P (00gpa + O0uGpo — Opgoa)
. 1 .
Loy = 59”6 (Oogka + Oagro — Okgos) = 0. (A.32)
3.
Y = L oo 0 19) 19)
4 59 ( 19 p4 + 49pi — pgi4)
1
F?4 = —900 (05904 + O190i — Oogia) = 0. (A.33)

2
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4.
) 1 ik 1 ik
Iy = 29 (0;gka + O1grj — Orgja) = 59 (O19kj)
1 /1 ik 2 I ’
=9 (@) v (Daa*yig) = 2a2 ) <2aa %‘j)
i a i
Iy = 553'- (A.34)
5.
1
FZ4 = 590’) (0s9ap + 01Gps — 0pgus)
1 1
= 5900 (01940 + 01904 — Opgaa) = 5900 (—00Ga4)
1/ 1 R B
=3 (n—) (@0?) = 5,3 (200)
bb
r, = pot (A.35)
6.
i L
Iy = 59 (0595 + O59k5 — Okgss) = 0.
(A.36)
7.
1
Féo = 5944 (Gog0a + Qogao — O1900)
1/1
-3 () o)
nn'
Iy, = R (A.37)
8.
1
ng = 5944 (OoGia + 03ga0 — Osg0i) = 0. (A.38)
9.
1 1
Ty, = 5944(80944 + 04940 — Os904) = 5944(30944)
L1, 1, .
= _§(b_2)(80b ) = @( bb)
b
Th=7. (A.39)
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10.
4 1 44 1 44
Fij = 59 (6Z-gj4 + 094i — a49ij) = 59 (—8491‘]‘)
1/1 1 /
(8
aa’
Ly = —7 i (A.40)
11.
4 L 44
Iy = 59 (05944 + 0194i — 049i4) = 0.
(A.41)
12.
1 1
Ffm = 5944(34944 + 01944 — OsGaa) = 5944(34944)
1/1 ) 1 :
= (6—2) (3:09) = 35 (2bb)
b/
Ty =7 (A.42)

A.5 Tenseur de Ricci dans le bulk

En utilisant les symboles de Christoffel et la relation (A.17), pour calculer le tenseur

de Ricci dans le bulk. En tenant compte des résultats donnés dans le tableau suivant:

Dérivé de Symbole de Christoffel du bulk leur valeur

0 b h2

Th04 PR

0 bb+b? bbi
Tiao T T 2

1 1" /2
a a

F41,4 @ a2

2 12 /2
a a

Tioa i

3 1" /2
a a

Tisa i
F4 n /n+n/2 2nn/ b/
00,4 b2 T 4Tp3
1" !

4 b b2

Ujas T T
4 b h2

Loa0 32
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Tableau 6: Dérivés des symboles de Christoffel dans le bulk.

~ nn nn b 3a b 3c'm n b . 3nn a
00 g2 b3 a b bn ab?
~ ad a aan  ad a ad'  aad'n’  aab
Ri=|—=+2(-)?%-——— —2(=) - — + 2k | vi;
J <n2 + (n) n3 b2 (b) + b3 nb? + bn? + ) i
s o bb bba n" jd” Jbab bt ab
Y n3 a 2 bn ab

En effet

Roo = Fgo,o + PgoA - F80,0 - F(1)1,0 - ngo - Fg:s,o - F34,0
+ T0oT00 + T6:T00 + ol 00 + Tosl00 4+ Toal o
+ T T0 + T30 + Dislao + Tiuloo — Toel o

= Tool'to = Tiolio — Tiol'o — T30 — Il (A.44)

Rop = 54@—2) - 300(3) - 80(%)) + 3(%) + 2—2 + 3(%)(72_2)
(DG - (G5 - (2= 3Cp

Donc

(A.45)
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Ry = F914,o + F?14,4 - le1175 - F22,5 - F23,5 - F114,4 - F20,4
+ Dol + TT4y + Doy Ty + D5l + ToT%

+ DDy + Tl + Taslay 4+ Tyl — T0,0

— Tl — Tl — T35 — F34Fi4 (A.46)
_ bb n da n\ [ bb
re-a(4) 2(2) () () (4
n n a n n
’ ’ ’ ’ I\ 2 I\ 2 .
b b ' bb
AV AN TAYTA NN AN A NNNIAN L,
n b a b n a a n?
- b>  bb bbn, nn n'? a’ a'’?
Fas = (‘2 w2 F) T T A T
Wi, gab n? ga?  gabb  wb
3 b 2 a? an? nb
. o b n" d" _bab  bn _d'V
= - — - — —3— — 4 — — A4
Fa 2 ns3 n a + ch2 + bn +3 ab (A47)

Roy = T0s0 — T000 — Tora — Lo — Dosa + T 04 + Don 04 + T80, + TosL0,

+ F4111F34 + FZQFéZL + FiSFgél - I_‘201—‘61:4 - Fi()ri4 - F%OF34 - F§0F§4

a a.n a b a. a
= —335(5) + 3(5)(g) + 3(5)(5) - 3(5)(5)
da da an a'b aa
Bz ) P33 =3 (A.48)
donc
Ros — —3 d_l_a_nl_ﬁ (A.49)
04— a an ab '

Rij = F?j,o + F?j,4 + Fgorgj + F(l)lrgj + F%QF%’
+ D3Iy 4+ Dol + Do,y + DIy
+ leur?j + F32F?j + Pi?,rfj - F?ir%j

— Ty, IY —T4Th, — T} (A.50)

0it ij 4it ij
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- ad a aan aa’ + a'2
Ry = (— +2(=) - — —I—Qk) Vi — (

~ ad a aan  aa a aa'b  aa'n’
Fiy = (— r2Cp - LR 0 oGy BT -

ad a aan

a n
o (_4_2(5)2——4—2/6)%]4-85( 12 )%j""(n

F O %)+ ) + 3Ny, -

/ /

—aa

) ()

/ /

—aa a

Q(b—g%j)(;)

b2

n? n ns

adn'  aab  ad'b a a
— T 3= 2(— y
<nb2 T G (b)>%j

b3 nb?

’

n’ n'by a b N an L b b n n'a
nb?  nbd an?  bn? an® | bn3 ab?n

. . .. " ’ /47 .7 7
)(aa a2 aan  aa a? aab aab aa'n

aa't’
—2 b3 )%‘j

aab

bn?

)

d+2( > an  d Q(a’>2+a’b’ a’n’+ab L2k
an? a*n?  and®  ab? ab abd  anb?  abn?  a?

b b n i v b
bn?  bn3  nb? ab2 abn? = bn ab3
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En utilisant §;; = a*(7,y)v; et Péquation (A.49), on trouve
~ n" 't b bn
R—ofl_ 2 ,*° ° o
( bn * nb3 * bn? bn3>
22 2

+6<i_ﬁ_a_ ﬁ an’ + di) + a_ _a _f_ﬁ) (A'52)

+ _
an? an® ab®>  ab® anb® abn?  a?n?  a?b®  a?
En utilisant le tenseur de Ricci R;jet le scalaire R, on calcule le tenseur d’Einstein, ou son

expression est donnée par

_ _ 1.
Gap = Rap — 2948 (A.53)
&3 a2 ab B a'n?  a'bn? B a?n?  kn?
00— a?  ab ab? ab3 a2b? a?
- a? (24" a2 a'b an n" b
Gy= |5+ 25 4222 4 2 2,
! {bz < a a? ab * an n nb)] i
a’® ( _a  a? an ab b bn
B R (LT T Sk ;
[2(a+a2 an ab+b b) ]'y]
G s a? an ab®>  anb®  b%a®  kb?
- a? an an? an3 an? a?

Cor 3 (& in a_b> (A54)

- - 1. -
Goo = Roo — 59003

b? b3 a b an bn ab?
1 9 n" b b bn

1( 2) 6 i an d" +a/b/ a'n N ab N >  a? Lk
— — _n S — B — — E—
2 an? an3 ab?  ab® anb?  abn? a?n?  a?b? a2

(A.56)

Donc

b2 B3




Annexe A 90
- a2 ab  d'n? dbn? a?n?  kn?
Goo =3 <_2 ab  ab? abd  a2b? a? ) (A.57)
_ -1 -
Gij = Rij — 59@‘3
ad a aann  ad’ a ad'  ad'n  aab
S e (e N Tl T P
(n2 P T A 2 Tz T )7”]
1, ., [ n" b b bbi
“p () |2 (‘% e m)]
1 () '6 i ' db W ab @ a? K
2 i an? and  ab?  ab® anb?  abn?  a?n?  a?b?  a?
a/2 a/// a/2 a// b/ a/ n/ n// n/ b/ a/// a/ b/ a/n/ a/2
S R Y P S LR L L AT K Y SR S D
[2( a a2+ab an n nb+ a abjL an+ aQ)}VJ
a2 (da a2 an ab b bn  _da _an  _ab _a?
i T 22 32 13- — 32 3% ) — k| 4y
* n? <a * a2 an ab b bn a an ab a2> i
_ 0/2 2a// a/2 a/ b/ a/ nl n// n/b/
Coy= g+ 5 25 +25— + = — ") |
! {62 ( a a? ab * an n  nb )] i
a2 @ e _an _ab b bn
S (28 2 2T T ) k| A58
[n2 ( a + a? an ab b bn) ] i ( )
De méme maniere maniere, on aura
_ . 1. -
Gay = Ry — 594413&
- o b n" d" _bba  bn _dl
Gu=[—=-— -2 3% 4322 2% 13270
4 <n2 n3 n a an? bn ab )
1 [ n’ n'b b b
|2 = — == 4 - _ "
2 ( ) < b2n  nb3>  bn? bn3>]
lpyle( B _ah & a¥ aw @b @ a?
2 an an3 ab?  abd  anb?  abn?  a?n?  a?b?  a?
o b n" d" _bba  bn _dl
- -—-—-3—4+3— 4+ —+3—
<n2 n3 a an? + bn + ab)
Tt bbb _ab®  _anb®  _ad" _d'b
—_——— 4+ —-3—+3 3— —3—
+ ( n nb n? n3 an? an3 + a ab )
an’ _abb _a?b*  _d?  _kb?
+ (3 an " an? 3a2n2 + 3? B 3?)
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Donc, on aura

! / I .. .« . .
- a? an ab®>  anb®> b*a®? kP
Cu=3\ Gt o " wE T a e @
a an  an an an a

Maintenant pour

- - 1 -
Gos = Ros — 59043

On a gos = 0 donc @04 = Rog,

~ a an’ a'b
Gums(E- ) .
A.6 La fonction F

(ad’)* _ (aa)*

F(r,y) = 2 e ka® (A.60)
F' = 05F(r,y) = 05 ((“Z;)Q - (‘fz)z - ka2> (A.61)

, o 2(ad)(ad” +a?)b? =200 (aa’)?  2(ad)(ad +a'a)n®  2nn'(ad)?

F = o - - i — k(2aa)
2 ’ " /2 2bb/ / 2 2 . .7 ! . 2 !/ -\ 2 ,
_ 2aa (aa” +a* (aa)?  2(ad)(ad +aa) 420 (ad)® ok
b2 b3 n3 n3
- _2a3a/ ('z_2 B a’'n? B a'?n? N a'b'n? N kn? B 2a3a a_’ B c'L_n/ (A.62)
n? a? ab? a?b? ab3 a? n? a an

On ajoute ce terme dans I'égalité ci dessus
20> (d'ab 2a® (d'ab
— | — — | — A.63
{ n2<ab)+n2<ab>} ( )
On trouve

/ 2a3a’ [ a? n ab  d'n?  d*n? n a'b'n? N kn? 2630 (& an’  d'b
a? ab ab? a?b? ab3 a? an ab

2a3a (1 - 2a3a (1 -
L (L) 2 (1) Ao
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On a 6'04 = 0, en effet

éo4 = O
Donc il reste
p 203’/ -~
P ) i
On calcule F
F - 80F(T7 y)
_ 2(aa’)(ad + a'a)b? — 2bb(aa)? ~ 2(ad)(ad + a*)n’ . 2nn(ad)? — k(2a4)
b n4 nt
2Nda)datda) 20(da)?  2aa)liata)  2nlaa)?
_ (da)(@'a+d'a) 2b(da)® 2(aa)(da+a®) N n(aa)  okai
12 b3 n2 n3
2% (a? a2 Wi anb? K\ | 2% (@ d'b
_ a? B R a_ab A.66
b2 (a2 n2a?  an? + an®  a? ) i b (a ab) ( )

De méme fagon on rajoute ce terme
2a° (da an' 243 [a'an'
= i A.67
{ b2<an)+b2(an)} ( )

2a%a (a/Q an' b b2&+anb2_kb2) 24’ <a’ an' a'b)

F=

a? an n2a? an? an? a? an ab

2\ a? - -

2034 -
_ e Gss (A.68)




ANNEXE B

Calculs intermédiaires du chapitre 3

B.1 Les équations de Friedmann dans la brane

Les équations de Friedmann s’écrivent comme suit

En effet:

B.1.1 Calcul des symbodles de Christoffel

Soit la métrique

dr?
(1 —kr?)

ds® = —dt* + a*(t) ( +1%(df* + sin® 9d¢2) : (B2)

Les symboles de Christoffel dans ce cas sont

1.

1
I = 590/) (Dogop + 9ogpo — Fpgoo)
1

= 26" (Ghgoo) = 5(~1)(E(~1)) = 0. (B.3)

93
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2.
i 1 ip
Lo = 59 (D09jp + 95900 — Dpgo;)
L L
=59 k(a()gjk + 0jgro — Okgo;) = 59 k(aogjk)
11 Q.
= 5(@7 ") (2aay;x) = 205 (B.4)
3.
0 1 Op
Fij = 59 (aigjp + ajgpi - apgz'j)
1 1
= 5900(@%0 + 0;90i — 0ogij) = 5(—1)(3092‘3’)
.. )
= —5(2%%) = aavij. (B.5)
Les tenseurs de Ricci, R, avec le scalaire de Ricci, R, sont
Rop = =3 (ﬁ)
a
. . 2 k
R:6(9+a—+—2) (B.6)
a a a
En effet
Roo = F80,0 - F80,0 - Fél,o - FgQ,o - ng,o + I'8oL'00 + T oo
+ 15100 + L6500 — ool — T1ol'1o — Tl — T30l
a a\’ ai — a2 a\’
()5 (2) ()
a a a a
a
R;; = F?j,)\ - Fz/'\)\,j + FQAF% - ngrf\yj
= F?j,o + 3(F§krgj) - Q(ngrgj)
) a . . )
= 0o (adi;) + (5) (ad) yij = (ad + %) vij + ™y
Ri; = (ad + 2a° + 2k) (B.8)
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Le scalaire de Ricci, R, est

R= QOOROO + guRu + 922R22 + 933333

a?

a 1—1{77"2 .. .9 1 1 . 2 2

_|_

1
(m) (CLCL + 2&2 + 2k’)(7‘2 SiIl2 9)

. .2
R:6(9+a—+%)
a a a

Les tenseurs d’Einstein sont donnés par

]_ _
En effet
1
Goo = Roo — égoR
i a2 k a2
_—3(—) +3<5+;+¥) (a2
On a:

Tuu - ngAV

Avec, T" = diag(—p,p,p,p), on aura

Too = T649A0 = T(?Qoo =(—p)(=1)=p

La premiere équation de Friedmann est

Goo = 87TGTO[)
at ok
3(? + ;) = 87TGp

(B.9)

(B.10)

(B.11)

—) (B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)
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La deuxieme équation de Friedmann est

1
G =Ry — 59113 = 8rGTh

. 1 a(t) \ (i & k
= 262 + 2k 3 —Z )|+ 4=
(aa+ @t )(1—1437"2) 3(1—kr2) (a+a2+a2)

() a1 n

Donc
G = 8nGTy
Lt
—2% - Z—z — % = 8nGp (B.18)

On utilise la premiere equation de Friedmann on trouve

a 8nGp
—2— — =8

-
i p
- =4n@G = B.19
o =AnGp+3) (B.19)

On aura finalement la 2™¢ équation de Friedmann.
a —4nG

B.2 Equation de continuité

Considérant un univers de matiere non relativiste (p=0) et son constante cosmologique
(A = 0)[14]. Soit une surface sphérique comobile de rayon ra(t) dans un fluide cosmique,
la vitesse est V' = ra(t), I'énergie cinétique vaut %7‘2&2(15) et 'énergie gravitationnelle est

—%ﬁag(t)ﬁ(é la présence de la masse a 'intérieure de la coquille sphérique), on obtient

cette expression par analogie avec(=%M)ou ici le terme (37(ra(t))®p) joue le role de M

et ra(t) joue le role de R. I’énergie total étant conservé, posant cette constante égale a
2k
(=55)

2
%TQC'LQ(t) - Z—L7TGpa2(15)r2 __rk (B.21)

EORNED

= 87Gp (B.22)
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C’est la premiere équation de Friedmann, multipliant cette derniére équation par a(t) et

dérivant la par rapport au temps cosmique, on obtient:
3a*(t)a(t) + 3ka(t) = 87Gpa®(t) (B.23)
La dérivation de (B.23) donne:

6a(t)i(t)a + 3a*(t) + 3ka(t) = %(SwGpa?’(t))

a*(t) koo d
o0 T a2n T T @

8rGpa’(t)) (B.24)

Pour un univers sans constante cosmologique et composé de poussiere(p=0), la seconde

équation de Friedmann a le membre gauche nul, donc:
4
g?TGp =0 (B.25)

On multiplie par a3(t) et dérivant par rapport au temps:

d 4
dt(gﬂGpa (t)) =0 (B.26)

La masse (%Wpa?’) dans le volume comobile ne change pas, a la limite classique, les équa-
tions de Friedmann traduisent la continuité et la conservation de I'énergie.

Avant de rechercher quelques solutions cosmologiques, il faut réécrire les équations de
Friedmann sous une autre forme.

En dérivant la premiere équation de Friedmann et en réduisant au méme dénominateur,

a2 3
aQ(t) T R
6a(t)a®(t)a(t) — 6a’a(t) (t)a(t ko ey
ai(t) ay o ones
6a(t)a(t)a(t) — 6a°(t) — 6a(t)k e
a’(t)
6a(t)a(t)a(t) — 6a°(t) — 6a(t)k .
8rGa’(t) -7 (B.27)
La deuxieme équation de friedmann est:
C2a(t)  a*(t) ko -
) @ @@ T
—2a(t)a(t) — a*(t) — k _ 8xGp (B.28)

a?(t)
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On multiplie par (sj)g—(;()t)) dans la seconde équation de Friedmann on obtient:
_ . . _ . 3 _ . .
6a(t)a(t)a(t) — 3a*(t) — 3ka(t) _ 3a(t)p (B.29)
8rGa’(t) a(t)
En fait 'addition entre (B.27)et (B.29), on trouve:
. 3a(t)p 3a(t) ([ 3a*(t) + 3k
= — B.
p¥ a(t) 8nGalt) a’(t) (B:30)

En remplacant la 17 équation de Friedmann dans le deuxieéme membre de 1’équation
précédente, on aura:
)+ 3H 3 H(87Gp) (B.31)
= —— s :
P p G P

Avec H = g

on obtient donc I’équation de continuité:

p+3H(p+p) =0 (B.32)

B.3 Condition de jonction

La condition de jonction est donnée par:

[a] K2 N k* (a2 N kn%

PN 2\ 2 2

aobo 3 wng \ ag ag

[n] K2 K2 az apno ao ng

B B gy 2m) + (=% g %0 _ Mo B.33
nobo 3 (3ps + 200) + w2n2 a? aono + ao a? ( )

En effet, en utilisant:

2 ab ab? ab3 a2b? a?
= /€2 (Too + Uoo) (B34)
Avec
~ 36(y) (a*>  n?

En fait équivaut juste les termes qui contient d(y):

_i_g[a']é(y) = K (—pb@(—rf) _30W) (a2 + k’nj)) (B-36)
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On trouve alors:

3n? [a]

ab? 0(y) = &*(Too + Uno) = £°n° 2 — = (55 + k—;) (B.37)

. . . " " . . . “ 17 .
Si on substitue 'expression de a et n dans ’expression d’Einstein et en considérant juste

les termes de §(y), & partir de Gy, on trouve:

~ a (2 . / 1, .. / a?  2d'n an ab  bn
— = (Z(a ~(h - ) SR be
G = [z (2@ + W)+ 16"+ W) + 5+ 2 -2t ot B,
a2 a b 4 an  _ab bn
- —=|2-4+-4+—=—-2—+2——— | =k B.
[n2 <2a + b + a? an + ab bn) ] m (B.38)

On s’intéresse juste au terme de d(y), on obtient:

a? a n - .
5] (2u + u) = KT+ Un)
a n

2 2 a2 .o . ..
2Pb o k? [a a an  _d
2P AT aT A jan an B.39
K 0T 7 {”2 ( 2 + n a) 1 T ( )

Maintenant on multiplie les deux cotés de I'équation (B.37) par ce terme (5% ), on trouve:

[a'] K> k? (a* n?
wl o~ N R S B.40
ab 3 + u2n? \ a? + a? ( )
Et multipliant(B.39) par (%):
@] [n] ) K2 >  _an _d
(25 + E Y11 = K Py Y11 — W —E + 2% — 25 —k Y11 (B.41)
[n] @] K> a>  _an _d k
Bl ol - ST LR ) B.42
nb ab LR 2n? a? + an a a? ( )

!
Rem lacant M ar son expression:
s ab

[n] K2 kK2 [a? n? 9 K> a*  _an  _d k
Ulo o Tk - ST LG Y
nb 3/ * u>n? \ a? * a? D u>n? a? * an a a?

On combine les résultats trouvés, on obtient les conditions de jonction:
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Calculs intermédiaires du chapitre 4

Symboles de Christoffel
La métrique utilisée est donnée par:

ds® = =N 4 AW dr? 4 ? (d6* + sin? 0de?) + dy?. (C.1)

Et utilisant la formule suivante:

1
FZV = §gp>\ (ghu,u + vy — guu,)\) . (02)
On trouve:
T, =0 Iy, = 1eN-AN IV, = 1NN
I, = 3N Iy, =0 It =0
_1ar ro__ _
SO 0 (e
I, =0 U = 37" (Ymk,j + Ymgk — Vikm)  Thp = —3 4A
I, =0 Iy, =3A ry. =0
ng:() Iy =0 Iy, =0

100
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En effet:
1.
1
Fit = QQtA(gAt,t + gine — Gur))
1 1
= igtt(gtt,t + Gier — gtt,t) = §9tt(gtt,t)
1 _
= (e M) @~Y))
I, = 0. (C.4)
2.
1
Fir = §gt)\ (g)\r,t + gt)\,r - gtr,)\)
_ l tt . _ 1 it
= 29 (Gt + Girt — Girt) = 29 (Get.r)
1 _
= e M@, (~eV))
1 . 1 .
= §€_N(N)€N = Q(N)
N
It — = C.5
tr 2 ( )
3.
1
Fiy - égt)\(g)\y,t + Gty — gty,)\)
1 1
= §9tt(gtt,y + Gyt — Guyt) = §gtt(gtt,y)
1 _
= S(=e)B.(=¢"))
1 ; 1
= §€_N<N )€N = §(N)
Nl
4.
Pt _1 t)\( + o )
re 29 Gxr,r Grar Grr
1 1
= _gtt<gtr,r + Gtrpr — grr,t) = _gtt<_grr,t)
2 2
Tt —o0. (C.7)
5.

1
Fiy = Egt)\(g)\r,y + Gy — gry,)\)

1
= §gtt(gtr,y + Gtyr — gry,t>

I =0. (C.8)
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6.
t L4
Fyy = 59 (gky,y + Jyy — gyy)\)
1 1
= égtt<gty,y + Gty — gyy,t) = Egtt(_gyy,t)
t
I =0 (C.9)
7.
r 1 rA
I = 59 (Gxtt + Gerne — Geen)
1 rr 1 rr
= §g (Grtt + Gtrt — Grr) = 59 (—Grer)
1, _ _
= M@ (e )
= 1e AN)eN = 1(N)(BN_A
2' 2
N
Iy, = —V 4 (C.10)
8.
r 1 rA
Ftr = 59 (g)\r,t + gt)\,r - gtr,)\)
1 rr 1 rr
- 59 (grr,t + grt,r gtr,r) - 59 (grr,t)
Iy, =0. (C.11)
9.
r 1 rA
Fty = 59 (g/\y,t + .gt/\,y - gty,)\)
1 rr
= 59 (gry,t + Giry — gtyn“)
F;y = 0. (C.12)
10.
% 1 0
I = 29 039k + Okgpj — Dpijn)
1 .
= 59“” [0 Gkm + Okgmj — OmGji]
1/1 im
=3 (g) Y [0;(0*Ykm) + Ok (0 Ymg) — Om(a;1)]
Ui = 57" Dk + Yk = V] - (C.13)
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11.
T 1 rr rr
Fry = 59 (gry,r + Grry — gry,r) = 59 (grr,y)
1 1 /
— §e’A(8yeA) = 56"414 et
T A,
I, = o (C.14)
12.
e 1 rr 1 rr
L, = 59 (Gryy T Gryy — Gyyr) = 59 (—Gyy.r)
F;y =0. (C.15)
13.
Yy 1 vy 1 vy
I'y, = 59 (gyt,t + Gtyt — gtt,y) = 59 (_gtt,y)
1 1
= (-0 (~eM) = S (N'eY)
N/
14.
v — 1 vy
tr = 59 (Gyrt + Gyt — Gtry)
Y =o0. (C.17)
15.
v — 1 vy
ty = 59 (Gyy,t + Gytt — Gey.y)
Iy =0, (C.18)
16.
y 1 vy 1 vy
Frr - 59 (gyr,’r + Gryr — grny) = 59 (_grr,y)
1
= 5(_ay€A)
1 .,
Iy, = —5A e (C.19)
17.

1
FZT = §gyy(9yy,r + Gyry — gry,y)

Iy =0 (C.20)
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18.
) 1 Yy 1 vy
Fyy = 59 Gy + Gyyy — Gyyw) = 59 (Gyyy)
Y, =0. (C.21)
Les tenseurs de Ricci
A partir de cette relation:
Ry =T, =T, + o0, —To.I%, (C.22)
R eN N+N2+NA N N+N2 NA+N
= — —_—t — eV _— )
" 2 2 2 4 4 oy
Ry NA+A2 N N2+NA+A
T2 2 2 2 4 4 r’
N A
R99:1—€_A—e (———)
2 T T
—A,.2 .: 29 A N
R:'QQ_—A’Qg_ﬂ 4.
b S1n e “sin 5 . + .
R B N// AII N/2 A/2
vy 2 2 4 4
N, . "N
En effet:
Ry =T}, + T4, + LTy + 15 T, + D007, + T9, Iy, — Tj,T, — T4TY,
1 N A /1 : A (N
— 8 N— AN o - NN i NfAN < (- N
(2 )+y(26 +3 2(6 ) 55
r\ 2 2 2 2 2
1 1 p , AN A'N'
=5 [ 2 AN N 2o (N7 N2 ) o et S
N N2 N2
+ 7€N_A TeN 4 1 e (C.24)
eN/ , N2 NA N N2 NA N
=— (N _— — N-A _— 2
B 2( 2 2 )+€ (2 14 7") (C-25)
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Rey =14, = Th, =T, = oy, + Ty, + Ty L% 4+ TT,
19,17, —T4TY, — 0%, — T T, —T%,T%, — T4,
=0, (—%A’6A> — 0, (%N) — 20, (%) + EAN - iN'A’eA
- ;lA/QeA + é - }lNQ + iAlzeA + i%ée‘q — ;
+§—NT2+AT/26A+AT/26A—%. (C.26)
RTT:§<—A”—¥+A;>—§—¥+¥+§. (C.27)
Rgg = Fge,r - Fg)qs,e + FitFEO + 17,9 — Fierie
= &(—%) — Op(cot ) + %(—%) + %(—%) — cot? 0
_ (—eA + 2A6A7’> B (— sin? § — cos? 0)
e2A sin? 6
+ g(—e%) + %(—(}A) — cot? 0. (C.28)
Rop=1—e*— GSTQ (g - é) . (C.29)
Ryp =T0, + T, g+ 010, + 7T, + 000, — T, 1%, — T4, Tq,
= ?T(—TZTO) + Op(— cosfsin0) + g(_rs:f 9)
é(_rs(jaf 9) N si:j@ 4 cos20
_ <rsin2 914:;— sin29> + (sin26 — cos? 6) — g(rs:f@)
Ryp = sin® 6 — e sin?f — L;inzﬁ (—é + g) . (C.31)
Ry =T, +T7 —TLT, —T" T,

= OGN = 9,(34) — GNP = AP (©32)
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Ryy=—— - - 2 (C.33)

RTy = F:y,r - Ffﬂt,y - F:T,y + F?‘OF:y + qubr:y + FirF:y - Ff“triy
1, 1. A N A 1.1, A
=0.(=A)—39,(=N) — 9,(—= —) (=) = (=N)(=N — .34
N, ., . A N
= ——(N — A _——— )
R,, 1 ( )+ . 5 (C.35)
Le scalaire de Ricci
Le scalaire de Ricci, R, est donné par:
R = Rug" + Ryrg"" + Rppg”™ + Rypg®® + Ryyg". (C.36)

. N? N A 2
—A . o - =
+e (N 5 2<T r) r2>. (C.37)
En effet:

1 |eYN/ . N? NA N N* NA N
R=—— [e—(N +—+—>+eNA<—+———+—>]

eN |2 2 2 2 4 4 r
+ 1 €A A// N,Al A/2 N N2+NA+A
ed | 2 2 2 2 4 4 T
1 e A2 (N A
B =
+r2 € 2 (T 7’)
1 9 a o e Arsin? (N A
S nZd sin“f — e " sin Q_T P

(C.38)

Donc:

. N? N A) 2
SELll (S ) (A B .
te ( 2 (7" 7“) r2> (C.39)
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Les tenseurs d’Einstein

En utilisant la formule suivante:

1
G =R, — §9WR (C.40)

Les tenseurs d’Einstein, G, sont donnés par:

A" A? 1 A 1
_ N(42 a1 N-a |4 L
Gtt—e (2 1 +T‘2)+€ (T’ T2>.

N' N? 1\ N 1
G’I‘T‘: Al — - T 5 - 5
‘ ( 2 * 4 r2) * r +7“2

1”2 " " ]\[/2 N/A/ AIQ B_AT’Q . N2 NA N A
—— (N + A + — 4+ —— 4 N4+ — = .
G992(++2+2+2)+2( 5 2+T T)
r2sin?6 [ . , N? NA A e Ar2sin?0 (.. N2 NA N A
= N+ A +— 4 — - N+ — )
G ( ATt >+ 2 2 2 " 7
G N4 1 (N  N? NA+N A 1
Wy r2 € 2 4 4 r roor2 ]’
N ., ., A N
G, =——(N —A)+— - —. C.41
y= gV = A)+ = = (C.41)
En effet:
N/ o, N? O NA N N2 NA N
- N o o N—-A A o
Gu =73 < > T )+€ (2 14 r)
1 p ., N? A2 NA 2
+-eM|(-N"-A" - — - =
2 2 2 2 r2
Lyl _af o N? N A 2
— -N—— 2 === =-=]]. 42
+26 [e ( 5 . . 2 (C )
A" A% 1 A 1
_ N N—A
Gtt—e (7—T+ﬁ>+e (7—ﬁ> (C43)
eA 7" N/A, Al2 N N2 NA A
Gp,=—|-A - — ) - 4
2 ( 2 2) 2 4 + 4 +r

12 /2 / ’
_%eA K_N”_A”_N__A___NA +3)}

1 - . N2 N A 2
_§€A[6A(_N_7_2<?_?>_ﬁ)], (C.44)
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N N2 1 N 1
A
_ [ T A
G,=ce ( 5 1 r2> i (C.45)
e A2 ([N A
—1—e4_ o=
G ¢ 2 ( T T)
/2 /2 ’ !
Loy NT AT NA 2
2 2 2 72
1,| 4 N2 N A 2
— = -N-—-—"—-"2—==]-—= C.46
" [6 ( 2 T r r? ( )
T2 " " Nl2 N,Al A/Q
(N A
Gog 5 ( + + 5 + 2 5 )
e Ar2 N2 NA N A
- 4 — — — C.47
+ 2 < 2 2 T 7‘) ( )
“Ar?sin?0 (N A
Y _A.20_e r4sin N A
Ggp = sin e~ “sin — |7 "
1 s . N? A2 NA 2
— —r?sin?|([-N - A — — - 4~
2 2 2 2 72
1y ool uf « N? N A 2
5" sin 0 [e ( N 5 2 e = (C.48)
7,2 Sin2 0 " " le N/A/ Al2
— N A 2 a2
Gs < + A+ S
e Ar2sin?0 (.. N2 NA N A
— 4+ — — = C.49
2 ( + 2 2 T 7’) ( )
G B _N// B Al/ B N/2 B A/2
vy 2 2 4 4
1 1 1" /2 l2 ' '
Iy N° AT NA 2
2 2 2 2 r2
1| _, N2 N A 2
——le* | -N——-2|———| ——= )
2 [6 2 (r r> 7’2>] (C.50)
N'A 1 A(N N> NA N A 1
= — = T ) 51
Gy 4 2 E ( 2 4 4 roor r2> (C51)
N, ., . A N
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Symboles de Christoffel

On prend maintenant 'autre formule de la métrique qui est donné par:

ds® = —=N*(r,y)dt* + A*(r,y)dr® + r*(d6* + sin® 0d¢®) + dy

On fait les mémes étapes précédentes:

I, =0
L =%
Fiy - NW/
It =0
rt, =0
re,=0
En effet:

1.

2.

3.

I, = %]2\7 I}, = NN
I, =0 Ih. =0
=0 Y =0
T = 57" (Ymkj + Ymjk — Viem) LY = —AA
I, =4 Iy, =0
Ty =0 Iy =0

1 1
Fit = —gtt<gtt,t + Gt — Gut) = —gtt(gtt,t)

2 2
1 1
— 3 O=N)
Fit =0
. 1, Ly
I, = 59 (Getr + Gert — Gert) = 59 (Gee.r)
1 1
— SN
1 1 -
= 5(—m)(—QNN)
N
Fir = N
. 1, Ly
Fty = 59 (gtt,y + Gyt — gty,t) = 59 (gtt:y)
1 1
= 5(—m)(3y(—N2))
1 1 /
= 5(—m)(—QN N)

=
|
=|=

&
<

(C.53)

(C.54)

(C.55)

(C.56)

(C.57)
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4.
t L 4 L 4
Frr - 59 (gtr,r + Gtror — grr,t) - 59 <_g7‘r,t)
It =0. (C.58)
5.
It _1 tt( + . )
ry 29 gtr,y gtyyr gry,t
t
Fry =0. (0.59)
6.
t Ly 1 4
L, = 59 (g + Gyy — Gyyt) = 59 (=9yy.t)
t
Fyy = 0. (C.GO)
7.
'S 1 rr 1 rr
Iy, = 59 (Gret + Girt — Gutr) = 59 (—Gt.r)
1 1
— (= (—=O.(—N?
) (~0h(~?)
1 1 .
= —(—=)(2NN
, NN
8.
T 1 rr 1 rr
Ftr ==g (grr‘,t + Grtr — gtr,r) ==g (grr,t)
2 2
F:T =0. (C.62)
9.
‘s 1 rr
Fty = 59 (gryﬂf + Giry — gtym)
F;y =0. (0.63)
10.
% 1 ip
Ul = 59 090 + OcGpi — OpGi]
1 .
= ngm [0 Gkm + OkGmj — Om3ijx]
1/1 .
=5 (@7%) [aj(CLQVkm) + ak(CL?'ij) - 3m(a2%‘k)]
Uik = 57" (g + Yk = YVjteam) - (C.64)
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11.
‘s 1 rr 1 rr
Fry = 59 (gry,r + Grry — gry,r) = 59 (grr,y)
11 : 1 1 /
= 5(@)@//‘1 )= 5(@)(21‘1 A)
'S A/
A (C.65)
12.
'S 1 rr 1
IS 59 (Gryy + Gryy — Gyyr) = 5(_9?;3/,7“)
rro=0. (C.66)
13.
Y 1 vy 1 vy
Iy = 59 (gyt,t + Gyt — gtt,y> = 59 (_gtt,y)
1 1 )
= S(=0,(~N?) = 32N'N)
2 2
'Y, = N'N. (C.67)
14.
Y 1 vy
Ftr = 59 (gyr,t + Qutr — gtr,y)
v =0 (C.68)
15.
Yy 1 vy
Fty = 59 (gyy,t + Gytt — gty,y)
) (C.69)
16.
Yy 1 vy 1 vy
Frr = 59 (gyr,r + Gryr — grny) = 59 (_grr,y)
1
= 5(=0,(4)
v =—AA (C.70)
17.
Y 1 vy
Iy, = 59 (Gyy.r + Gyry — Gry)
FZ?‘ =0. (C.71)
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18.

y pum

2
Iy, =0.

Le Tenseur de Ricci

Les tenseurs de Ricci sont donnés par:

"

N A N

1
9% (Gyyy + Gywy — Gyyy) = §gyy(gyy,y)

N
Ry = N? <—+

N T NA TNa T

A" NA N
= A% =—
oo (A

1 r (N A
Ree_l_ﬁ‘ﬁ(ﬁ—z)-

. sin?0  rsin®6
Ryp = sin? 6 — T
N/l A//
fw="N "%
R 24" NA N
W rA  NA N

En effet:

R F;t r + Ftt Y + F:r]‘—‘;t —|— F;TF _|_ FQ@F + Fd) FT

() a4 (5

2 NN N NN N
- - ~ NN

( N2 + NN A2 — 244 (NN)
A
Z

A4

2 NN N2
) A2 | A2

NAZ

N’ NA N
Ry =N?| —
& (N T NA TN

(C.72)
NA N 2N
NA3  rNA?2
NA 24
NA3 rA3 |-
N _A
N A
(C.73)
F:trit - FftFZt
A,
) + 5 (N N)
1 /2 A .
+ (N N+ N >+F <NN>
(C.74)
NA 2N
“Nm T rNA2> (C75)
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_ t 0 @ t 0 @
R,, = Fffr,y — Frt,r - FTW — FTW + FTtF:T, + FTGF:TI‘MF:T
0 10 ¢ 1o
— nyF:y — F@rrgr — Fr¢Fr¢>

=0, (‘.AA) —.@ (%) - 2? (1) N (%)
)0

(W) (NN_N2 _2(_1> AN N (44)

N2 r AN N
’ 2 A N2 ’ 2
A®+ . (A) 2 +2A ot (C.76)
A" NA N NA 2A
— A2 _ _
B =4 (A TNa TNa T Na rA3>' (©77)

Rog =T, — Fg)qb,@ + 5T + 17, Ty — Fiarﬁa

(= e 5 () + 5 (-3) - o0
_A2+2AA7“> B (—sin29—<30329) +E (_1)

I
S8

- ( Al sin? N\ A
A
+ 1 (—%) — cot? 0. (C.78)
1 r (N A

T 6 t T r T 9 1o
R¢¢ — Fd)d)’r + Fd)d):e + Ftrr¢¢ + FWFM) - F¢¢F9¢

rsin’6 . N rsin’6
= 8,, (_T> =+ 8@ (— COSQSIH@) + N (—T)

A [ rsin?6 ,
+ 1 (—T) — (—cos@sin @) (cot 0)
—A?sin? 0 4 2AArsin® 6 o 5 N, rsin?6
= < 1 + (Sln 6 — cos 9) + N(—T)
A, rsin?6 9
+ Z(_ Ve ) + cos” 6. (C.80)

. sin2f  rsin20 (N A
R¢¢ = Sln2 9 — A2 — A2 (N — Z) . (081)
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Le scalaire de Ricci

Le scalaire de Ricci est donné par:

" "

R 2NT 24 _2N'A" 2N +2NA_ 4N N 4A
N A NA NA2  NA3 rNA2  rA3
2 )
R PEL (C.86)
En effet:
1 N NA N NA 2N
= |N?| — _
f=—3z (N TNA TN vt rNA2>
+i e A_”+N'A'+N_NA_2A
A2 A NA ' NA2 NA3 rA3
RN PO S B\
r2 A2 A2\ N A
1 9 sin?f  rsin? (N A
—5— |sin” 0 — — — - —
r2sin“ 60 A2 A2 N A
NII A”
+ {_W - 7] . (C.87)
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Les tenseurs d’Einstein

Les tenseurs d’Einstein sont donnés par:

1 1 A" 24
_ N2 - _ _ - = il
Gu=N <r2 r2A2 A +rA3>'

T N_"+A_"+N’A’+ N _NA+ N A
00— A " NA " NAZ NA3 ' pNAZ A3 ]

O 2y _+A_+N'A’+ N _NA+ N A

o N " A NA " NA2 NA3 T rNA2 pA3 ]

—1+ 1 +N’A’+N_NA+2N_2A

r2 = r2A2 NA NA2 NA3  rNA2 rA3

24 NA N

AT NACN (C.89)

Gy =

En effet:
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e (4—A L2 2 ) : (C.92)

1 1 N ON
G,y = —A? <_ S A —> . (C.93)
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