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Introduction générale

La théorie des files d’attente est une théorie mathématique relevant du domaine des pro-
babilités, né en 1917, des travaux de I’ingénieur danois Erlang sur la gestion des réseaux
téléphoniques de Copenhague. Entre 1909 et 1920, elle a étudié notamment les systemes d’ar-
rivée dans une queue, les différentes priorités de chaque nouvel arrivant, ainsi que la modélisation
statistique des temps d’exécution. C’est grace aux apports des mathématiciens Khintchine, Palm,
Kendall, Pollaczek et Kolmogorov que la théorie s’est vraiment développée. La théorie de files
d’attente est aujourd’hui largement utilisée et ses applications sont multiples.

Vue I’apparition d’autre systemes réels de plus en plus complexes, tel que les systemes
téléphoniques ou les abonnés répétaient leurs appels en recomposant le numéro plusieurs fois
jusqu’a I’obtention de la communication, des chercheurs tels que Kosten [?] et Wilkinson ont
mis en évidence les limites de la théorie classique des files d’attente qui ne permettait pas d’ex-
pliquer le comportement stochastique de ce type de systeme.

Ce phénomene de répétition de demandes du service a poussé certains chercheurs a étendre le
modele d’attente classique a celui dit avec rappels [?]. Ce type de systemes de files d’attente avec
rappels peut étre appliqué pour résoudre les problemes pratiques, tels que I’analyse du comporte-
ment des abonnés dans les réseaux téléphoniques, 1’analyse du temps d’attente pour accéder a la
mémoire sur les disques magnétiques [?, ?]. Ce type de modeles se rencontre également dans
la modélisation de protocoles spécifiques de communication, tels que C'SM A (Carrier Sens
Multiple Access) ou encore les disciplines Auto-Repeat, Ring-Back-When-Free, Repeat-Last-
Number [?, ?, ?]. Les progres récents dans ce domaine sont résumés dans les articles de synthese
de Falin (1990) [?], Aissani (1994) [?], Kulkarni et Liang (1997) [?], Templeton (1999) [?] et
dans les monographies de Falin et Templeton (1997) [?] et Artalejo et Gomez (2008) [?].

Les files d’attente avec rappels ont été largement utilisés pour modéliser de nombreux
problemes dans les systemes de commutation téléphoniques, informatiques, des réseaux locaux
et des situations de la vie quotidienne. Dans la plupart des publications sur les files d’attente

avec rappels, le serveur ne fournit que le service aux arrivées entrantes effectuées par les clients

2
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réguliers. Cependant, il existe des situations réelles par exemple : les centres d’appels ou un
opérateur non seulement sert les appels entrants, mais il effectue aussi des appels sortants vers
I’extérieur lorsque le serveur est libre. Cette fonction est connue sous le nom de files d’attente
avec rappels a communication bidirectionnelle [2].

L’étude des modeles de files d’attente avec rappels a communication bidirectionnelle
remonte aux travaux de Falin (1979) [?]. Ce qui a ouvert les portes a diverses publications de
plusieurs auteurs, a savoir Artalejo et Resing (2010) [?], Artalejo et Phung-Duc (2011) [1],
Artalejo et Phung-Duc (2013) [2].

La théorie analytique des modeles d’attente avec rappels s’avere d’une portée limitée en
raison de la complexité des résultats connus. En effet, dans la majorité des cas, on se retrouve
confronté a des systemes d’équations dont la résolution est complexe ou possédant des solutions
qui ne sont pas facilement interpretable afin que le praticien puisse en bénéficier. Par ailleurs,
on peut citer le degré de difficulté pour I’obtention de certaines caractéristiques dans quelques
modeles tels que les modeles de files d’attente avec rappels et vacances, avec rappels et priorité,
avec rappels a communication bidirectionnelle, avec rappels de distribution générale ayant
deux types de clients. Cette difficulté réside essentiellement dans 1’utilisation des inverses
des transformées de Laplace-Stieljes et des distributions marginales. Pour pallier a toutes ces
difficultés, les chercheurs ont recouru aux méthodes d’approximation telle que les méthodes de
comparaison stochastique [?], qui permettent d’avoir des estimations qualitatives pour certaines
mesures de performance. L’idée générale de cette méthode est de borner un systeme complexe
par un autre systeme, plus simple a résoudre et fournissant des bornes qualitatives pour ces

mesures de performance [?, ?, ?].

Le but de notre travail est d’appliquer les méthodes de comparaison stochastique, pour
étudier les propriétés de monotonie du modele M, My /G4, G5 /1 avec rappels a communication
bidirectionnelle relativement a 1’ordre stochastique, 1’ordre convexe et 1’ordre en transformée
de Laplace afin d’obtenir des bornes simples pour la distribution stationnaire de la chaine de

Markov induite liée a ce modele [5, ?, ?, 6].

Ce mémoire est constitué d’une introduction générale, de quatre chapitres, d’'une conclusion
générale et d’une bibliographie.

Le premier chapitre comprend les concepts et techniques de base de la théorie de files d’at-
tente classiques.

Dans le second chapitre, on donne une synthese sur les systemes de files d’attente avec rap-
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pels et priorité.

Le troisieme chapitre est consacré a 1’etude des ordres partiels usuels (ordre stochastique,
convexe et de Laplace), ainsi que des éléments sur la théorie de comparabilité des processus sto-
chastiques. En particulier, on définit la monotonie interne et externe d’un processus stochastique.
On présente aussi les classes de distributions d’age issues de la théorie de la fiabilité.

Dans le quatrieme chapitre, nous obtenons des inégalités stochastiques pour le modele
My, My/G1, G5 /1 avec rappels a communication bidirectionnelle. Nous donnons les conditions
pour lesquelles 1’ opérateur de transition de la chaine de Markov incluse est monotone par rapport
aux ordres stochastique et convexe. On étudie la comparabilité des opérateurs de transition pour
les chaines de Markov incluses de deux systemes My, My /Gy, G2/1 avec rappels a communi-
cation bidirectionnelle, ainsi que la comparabilité des distributions stationnaires respectives de
nombre de clients dans les deux systémes. En dernier lieu, on montre que la distribution station-
naire du nombre de clients dans un systeme M7, My /G4, Go/1 avec rappels & communication
bidirectionnelle est majorée (respectivement minorée) par la distribution stationnaire du nombre
de clients dans un systeme My, Ms/M;, M /1 avec rappels a communication bidirectionnelle
si la distribution de service est N BU E (New Better than Used in Expectation) (respectivement
NWU E-New Worse than Used in Expectation).



Systemes de files d’attente

Introduction

La théorie des files d’attente, ou queues, et des réseaux de files d’attente sont des outils
analytiques les plus puissants pour la modélisation de systémes logistiques et de communica-
tion. En quelques mots, cette théorie a pour objet 1’étude des systemes ou des entités, appelées
clients, cherchant a accéder a des ressources, généralement limitées, afin d’obtenir un service.
La demande concurrente d’'une méme ressource par plusieurs clients engendre des délais dans
la réalisation des services et la formation de files de clients désirant accéder a une ressource in-
disponible. L’ analyse théorique de tels systemes permet d’établir a 1’avance les performances de
I’ensemble, d’identifier les éléments critiques ou, encore, d’appréhender les effets d’une modifi-
cation des conditions de fonctionnement.

Les systemes de files d’attente sont tres étudiés et une abondante littérature couvre ce sujet

(voir [2, 2, 7).



Chapitre 1. Systemes de files d’attente

1.1 Description du modele d’attente classique

Une file d’attente ou queue est un systeme stochastique composé d’un certain nombre (fini
ou non) de places d’attente d’un ou plusieurs serveurs et bien slr de clients qui arrivent, at-
tendent, se font servir selon des regles de priorité données et quittent le systeme. La description
précédente d’une file d’attente, dont une représentation schématique est donnée en figure (1.1),
ne saurait capturer toutes les caractéristiques des différents modeles que comptent la littérature,
mais elle identifie les éléments principaux permettant la classification de la grande majorité des

files d’attente simples.

Fle (places d'attente) Serveur(s)

Processus d'arrivée

Processus de départ

FIGURE 1.1 — Un systeme de files d’attente

1.2 Analyse mathématique d’un systeme de files d’attente

L’ étude mathématique d’un systeme de files d’attente se fait généralement par I’introduction
d’un processus stochastique, défini de fagon appropriée. On s’intéresse principalement au

nombre de clients X (¢) se trouvant dans le systeéme a I’instant ¢ (¢ > 0).

En fonction des quantités qui définissent le systeme, on cherche a déterminer :

e Les probabilités d’état P,(t) = P(X(t) = n), qui définissent le régime transitoire du
processus stochastique { X (¢),¢ > 0}. Il est évident que les fonctions P,(t) dépendent de
I’état initial ou de la distribution initiale du processus.

e | e régime stationnaire du processus stochastique est défini par :

T, = lim P,(t) = P(X(+00) =n) =P(X =n), (n=0,1,2,...),

t—o00

oll, {m,, }n>0 est appelée distribution stationnaire du processus { X (¢),t > 0}.
Le calcul explicite du régime transitoire s’avere généralement pénible, voire impossible, pour

la plupart des modeles donnés. On se contente donc de déterminer le régime stationnaire.
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1.3 Classification des systemes d’attente

Pour identifier un systeme d’attente, on a besoin des spécifications suivantes :

— La nature stochastique du processus des arrivées, qui est défini par la distribution des in-
tervalles séparant deux arrivées consécutives ;

— La distribution du temps aléatoire de service ;

— Le nombre m de serveurs (stations de service) qui sont montées en parallele. On admet
généralement que les temps de service correspondants suivent la méme distribution et que
les clients qui arrivent forment une seule file d’attente ;

— La capacité N du systeme. Si N < oo, la file d’attente ne peut dépasser une longueur de
N-m unités. Dans ce cas, certains clients arrivant vers le systeme n’ont pas la possibilité

d’y entrer.

1.4 Notation de Kendall [?]

Un modele de file d’attente est totalement décrit selon la notation de Kendall. Dans sa version

étendue, un modele est spécifié par une suite de six symboles :

A/B/s/N/M/D

La signification de chacun de ces symboles est :

e A : nature du processus des arrivées ;

e [3 : nature du processus de service ;

e s :nombre de serveurs;

e NN : capacité d’accueil de la file d’attente ;

e M : taille de la population ;

e [ : discipline de la file.

Dans la description des processus d’arrivée et de service, les symboles les plus courants sont :
e M :loi Exponentielle (memoryless) ;

e F:loi d’Erlang;

e [':loi Gamma;

e D :loi Déterministe (temps d’inter-arrivées ou de service constant) ;
e (5 :loi Générale (quelconque).

La forme abrégé : A/B/s signifie que N et M sont infinies.
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1.5

Les différentes disciplines de service

La discipline de service décrit I’ordre avec lequel les arrivées dans le systeme vont accéder

au service. Ces disciplines peuvent étre :

1.6

FIFO (First In First Out) : Le premier arrivé est le premier servi ;

LIFO (Last In First Out) : Le dernier arrivé sera le premier servi ;

Random (aléatoire) : Les clients accédent au serveur de maniére aléatoire,
indépendamment de I’ordre des arrivées ;

Priorité relative : Un client accéde au service selon sa priorité. La file est gérée par ordre
de priorité de la plus forte a la plus faible ;

Priorité absolue : Le service d’un client est interrompu lorsqu’un client de priorité
supérieure se présente devant la file d’attente. Le client dont ce service est interrompu

est remis en téte de la file.

Mesures de performance d’une file d’attente

L’étude d’une file d’attente ou d’un réseau de files d’attente a pour but de calculer ou

d’estimer les performances d’un systeme dans des conditions de fonctionnement données. Ce

calcul se fait le plus souvent pour le régime stationnaire uniquement, et les mesures les plus

fréquemment utilisées sont :

N= E(X) : nombre moyen de clients dans le systéme ;
@ : nombre moyen de clients dans la file d’attente ;

T : temps moyen de séjour d’un client dans le systeme ;
W : temps moyen d’attente d’un client dans la file ;

U : taux d’utilisation de chaque serveur ;

: le temps moyen de service ;

| @l

: le temps moyen entre deux arrivées.

Ces valeurs ne sont pas indépendantes les unes des autres, mais sont li€es par les relations

suivante :

N = AT (Formule de Little), ot )\ représente le taux d’arrivées ;

Q=\W;
T=W+ i ou u représente le taux de service ;
N=Q+p;
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De maniere générale, une file est stable si et seulement si le nombre moyen d’arrivées de
clients par unité de temps, noté \, est inférieur au nombre moyen de clients pouvant étre servis
par unité de temps. Si chaque serveur peut traiter y clients par unité de temps et si le nombre de

serveurs est m, une file est stable si et seulement si

A< mpu<=p=XAmu<1,

ou, p est appelé I'intensité du trafic.

1.7 Les files d’attente markoviennes

IIs caractérisent les systemes dans lesquels les deux quantités stochastiques principales qui
sont le temps des inter-arrivées et la durée de service sont des variables aléatoires indépendantes
exponentiellement distribuées (modele M /M /1). La propriété d’absence de mémoire de la loi
exponentielle facilite 1’étude de ces modeles. L’étude mathématique de tels systemes se fait
par I’introduction d’un processus stochastique approprié€. Ce processus est souvent le processus
{X(t),t > 0} défini comme étant le nombre de clients dans le systéme a I’instant ¢. L’évolution
temporelle du processus markovien { X (¢),¢ > 0} est complétement définie grice a la propriété

d’absence de mémoire.

1.7.1 Systeme d’attente M/ /M /1

Le systeme de files d’attente M /M /1 est le systeme le plus élémentaire de la théorie des
files d’attente. Le flot des arrivées est poissonnien de parametre A et la durée de service est

exponentielle de parametre .

Régime transitoire

Soit X (t) le nombre de clients présents dans le systéme a I'instant ¢ (t > 0). Grace
aux propriétés fondamentales du processus de Poisson et de la loi exponentielle, X () est un

processus markovien homogene.

Les probabilités d’état P,(t) = P[X(t) = n] peuvent étre calculées par les équations
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différentielles de Kolmogorov ci-dessous, connaissant les conditions initiales du processus.

F(t) = =(A + ) Pa(t) + ABya () + Py (1),
et

Po(t) = —APy(t) + uPi(t).

Régime stationnaire
Sous la condition d’ergodicité du systeme p = ﬁ < 1, pour laquelle le régime stationnaire

existe, il est aisé d’obtenir les probabilités stationnaires

T, = lim P,(t) = (1 —p)p", VneN. (1.1)

t—00

7 = {m, }n>0 est appelé distribution stationnaire, elle suit une loi géométrique.

Caractéristiques du systeme

e [e nombre moyen de clients dans le systeme est :
N=E(X)= Y nm, = (1-p) ¥ np"

n>0 n>0
D’ou :
N=_"_ (1.2)
1—p
e [e nombre moyen de clients dans la file :
-3 -
Q=) (n—1)m = : (1.3)
n>1 L=p

Le temps moyen de séjour dans le systéme 7 et le temps moyen d’attente dans la file W/
sont obtenus a partir des formules de Little, ou des distributions du systeme :

e Le temps moyen de séjour dans le systeme :

p

T:AO—M'

(1.4)
e [ e temps moyen d’attente dans la file :

(1.5)

1.7.2 La file d’attente M/M/m

Dans ce modele, m serveurs identiques et indépendants partagent les mémes places d’attente.

Les arrivées suivent un processus de Poisson de parametre A et la durée de chaque service est

10
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une variable exponentielle de parametre p. caractéristiques de ce systeme sont données par les

relations suivantes :

— La probabilité qu’il y ait n clients dans le systeéme a I’instant d’entrée est

(/\/H) —1 Po, sin < m,
Pn =

YDk

mlmn— 7np 05 S1 > m?

= (3

— T nlim — /)
¢ = P(attente) = P(X > m) = ﬁi
—p
— Le taux d’utilisation de chaque serveur est :
A
U=p=—.
mp
— Le nombre moyen de clients présents et en attente sont
PS¢ = pS
mp+ ——, Q=-——
PT +p ¢ 1—p
— Le temps moyen de réponse et d’attente sont
_ 1 -
T=—-(1+ ¢ ), W= S
po m(l=p) mu(1 = p)

1.7.3 La file d’attente M/M/m/K

La file M/M/m/K est une file markovienne composée de m serveurs et disposant de K places
au total. Le nombre maximal de clients en attente est donc K-m. Si un client arrive alors que le
systeme est plein, il ne peut y entrer et doit repartir. Elle est donc toujours stable quel que soit

Iintensité du trafic p = A\/mpu < 1.

Le taux de service de cette file est :
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Comme tout client arrivant alors que le systeme est plein doit repartir, le taux effectif d’ar-
K—1
rivées dans le systeéme n’est pas A mais X = > A\pr = A1 — pk).
k=0
Ou, py, est la probabilité qu’il y k clients dans le systeme.

Ayant calculé

K
N=> kp,

k=1
et

M)~

k=m-+1

c’est ce taux effectif \' qu’il faut utiliser pour calculer 7" et W a 1’aide de la formule de Little.

1.7.4 La file d’attente M/M/oc [?]

Cette file est composée d’une infinité de stations de service identiques. Il est évident
qu’aucune file d’attente ne se forme ; chaque client est servi des son entrée. Ce systeme possede
non seulement un intérét théorique, mais il permet des €tudes approximatives de phénomene

d’attente de type M/M/s ou M/M/s/s comprenant un grand nombre de stations en parallele.

La distribution stationnaire de ce systeme d’attente est :

A\ e Mu
Dn = (—) ‘ (n=0,1,2,...)
,u n!

En ce qui concerne les caractéristiques du systeme, on a

N~

N = et

9

= >

1
1
tandis que

=W

Ql
I
o

1.7.5 Le modele d’attente M/ X! /M /1 (2, ?]

La plupart des travaux sur les modeles d’attente classiques traitent des systémes dans les-
quels les clients arrivent un par un. Cependant, dans plusieurs situations pratiques, on rencontre
souvent des cas ou les clients arrivent par groupes et non pas séparément. Ces situations d’attente

peuvent &tre représentées par des modeles appelés modeles avec arrivées par groupe.

Ce modele est caractérisé par les éléments suivants :

12
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Les groupes arrivent selon un processus de Poisson de taux A ;

Les clients sont servis individuellement, les durées des services étant indépendantes et

identiquements distribuées suivant une loi exponentielle de moyenne — ;

La politique de service est F'/FO ;

Le nombre de clients par groupe est une variable aléatoire X strictement positive. On pose :
P(X =2x) =c,.

Les arrivées des clients ne forment pas un processus de Naissance et de Mort. Cependant, le
systeme est Markovien, puisque le comportement future du systeme dépend uniquement de la

situation présente.

1.8 Les files d’attente non markoviennes

En I’absence de I’exponentialité ou plutot lorsque 1’on s’écarte de 1’hypothese d’exponentia-
lité de I'une des deux quantités stochastiques : le temps des inter-arrivées et la durée de service,
ou en prenant en compte certaines spécificités des problemes par introduction de parametres
supplémentaires, on aboutit a un modele non markovien. La combinaison de tous ces facteurs
rend I’étude mathématique du modele tres délicate. On essaye alors de se ramener a un processus
de Markov judicieusement choisi a I’aide de 1’'une des méthodes d’analyse suivantes [?, ?] :
Méthode des étapes d’Erlang : Son principe est d’approximer toute loi de probabilité ayant
une transformée de Laplace rationnelle par une loi de Cox (mélange de lois exponentielles),
cette derniere possede la propriété d’absence de mémoire par étapes.

Méthode de la chaine de Markov induite : Cette méthode, élaborée par Kendall [?], est
souvent utilisée. Elle consiste a choisir une séquence d’instants 1,2, 3, ...n (déterministes ou
aléatoires) telle que la chaine induite {X,,n > 0}, ou X,, = X(n), soit markovienne et
homogene.

Méthode des variables auxiliaires : Elle consiste a compléter I’information sur le processus
{X(t),t > 0} de telle maniere a lui donner le caractére markovien. Ainsi, on se rameéne a
I’étude du processus { X (t), A(t1), A(ta),...A(t,)}. Les variables A(tx),k € {1,2,...,n} sont
dites auxiliaires.

Méthode des événements fictifs : Le principe de cette méthode est d’introduire des événements
fictifs qui permettent de donner une interprétation probabiliste aux transformées de Laplace et
aux variables aléatoires décrivant le systeme étudié.

Simulation : C’est un procédé d’imitation artificielle d’un processus réel donné sur ordinateur.

13
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Elle nous permet d’étudier les systemes les plus complexes, de prévoir leurs comportements et
de calculer leurs caractéristiques. Les résultats obtenus ne sont qu’approximatifs, mais peuvent
étre utilisés avec une bonne précision. Cette technique se base sur la génération de variables

aléatoires [?] suivant les lois gouvernant le systeme.

1.8.1 Systeme d’attente M/ /G/1

Le flot des arrivées dans le systeme M /G/1 est poissonnien de parametre \ et la durée de
service est distribuée selon une loi générale G de moyenne 1/p. La particularité de ce systeme

est que, contrairement au cas M /M /1, le processus X (¢) n’est pas markovien.

Chaine de Markov induite et probabilités de transition

Soit X,, : le nombre de clients dans le systtme M/G/1 a la fin de service du n**™ client.

Notons par G(s) la distribution de la durée de service et par \ le parametre de la distribution

exponentielle régissant la durée entre deux arrivées consécutives.

Le processus { X, n > 0} est une chaine de Markov, d’opérateur de transition P = [p;;]; j>o,

N

ou :
Dis si 1 =0;
p=% " . (1.6)
Pj—it1, St 1>1;

avec

—As /\ k
Dy = /%dG(s), k=0,1,2,..

En effet, si A,, est le nombre de clients qui entrent dans le systéme pendant le n'*™ service, on
a:
1, st X, >0;
Xps1=Xn — 0+ Api, avec 0, = (1.7)
0, siX,=0.

Ceci montre que X,,; ne dépend que de X,, et de A, et non pas de X,,_1, X,,_2, ... Ce qui
signifie que la suite {X (¢),t > 0} est markovienne, ou X () est le nombre de clients dans le

systeéme a I’instant £.

— At k
Par ailleurs, P(A, = %) _ e k(!/\t) , car le nombre de clients A,, qui entrent dans le systéme, est

distribué suivant une loi de Poisson de parameétre (At). Et d’apres le théoreme des probabilités

totales, P(A, = k) = P, = [ <=04G(1), ob P >0, (k=1,2,...).

14
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Régime stationnaire

Le régime stationnaire du systeme existe et est identique a 1’état stationnaire de la chaine de
Markov induite X,,, si p = A/ < 1. Il ne sera généralement pas possible de trouver la distri-
bution stationnaire m = (7, 71, ...). Cependant, nous pouvons calculer la fonction génératrice
correspondante I1(z) (voir [?]) :

(L-p)(1-2)

[(z) = G* (A — )\Z)G*()\_ )2

(1.8)

ou G* représente la transformée de Laplace de la densité de probabilité du temps de service, et
z est un nombre complexe vérifiant |z| < 1. La formule (1.8) est appelée formule de Pollaczek-
Khintchine.

Caractéristiques du systeme

On note A le taux d’arrivée des clients. Cela signifie que 1’espérance de la durée séparant
deux arrivées successives est F/(X) = 1/A.
On note u le taux de service des clients. Cela signifie que I’espérance de la durée de service est
EY)=1/p.

L’intensité du trafic s’exprime de la maniere suivante :

_ A EY)
u EX)
ou X est la loi des inter-arrivées et Y est la loi de service.
e Le nombre moyen de clients dans le systeme :
Cette quantité peut étre déterminée, en régime stationnaire, en utilisant la relation :

E(X) = lim IT'(2).

z—1

Néanmoins, ce calcul s’avere compliqué.

Par contre, elle peut étre obtenue aisément en utilisant la relation (1.7).

2 | )2
- p*+ NV(Y)
N=E(X,) =p+—-—"" (1.9)
(Xa) 2(1-p)
Ou V(Y) est la variance de la variable aléatoire Y.
e Le nombre moyen de clients dans la file est :
2 | )2
— PP AV(Y)
Q=———". (1.10)
2(1-p)

En utilisant la formule de Little, on obtient :

15
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e [e temps moyen de séjour dans le systeme :

2
T:l_,_)\(w). (1.11)
p 2(1—-p)
e Le temps moyen d’attente dans la file :
— 1 Y)+1/p
W:T__:/\<u) (1.12)
1 2(1—p)

1.8.2 Systeme d’attente G /M /1

Le systeme de files d’attente G /M /1 constitue le “dual” du systeme M /G/1. Dans ce cas,
les temps des inter-arrivées des clients est une suite de variables aléatoires distribuées selon
une loi générale commune F', de moyenne 1/, et les temps de service sont indépendants et

identiquement distribués selon une loi exponentielle de parametre p.

Chaine de Markov induite

On peut montrer que le processus bidimensionnel {X (¢),0(¢)}, ot d(¢) représente le temps
écoulé depuis la derniere arrivée avant ¢, est un processus markovien. Comme dans le cas
M/G/1, ce processus peut étre simplifié a un processus unidimensionnel en le considérant a
des instants particuliers. En effet, en choisissant les instants ¢,, de I’arrivée du n'®™e client, il est
clair que les variables aléatoires §(t,,) sont nulles. On aura donc a étudier la chaine de Markov a
temps discret X,, = X (t,,) = “nombre de clients dans le systéme juste avant 1’arrivée du n'®™®
client”.

Soit 7, = t&noo P(X(t) = k), etp, = nli_r)rloo P(X,, = k) la probabilité stationnaire de la
chaine X,. Contrairement au cas du systeme M/ /G /1, dans le systeme de files d’attente G /M /1,
I’égalité entre 7, et pi, k € N, n’est généralement pas réalisée. Par ailleurs, la condition d’ergo-

dicité de la chaine de Markov induite X, est la méme que du systeme M/G/1 (p = A/ < 1).

Probabilités de transition

Soient P;; = P[X,+1 = j/X, = i], les probabilités de transition de la chaine de Markov
induite X,. Il est aisé de vérifier que la matrice de transition P = [P;;]; jen, a la forme suivante :
B ap 0 0 O
By a1 ag 0 O
P=1 3 az a1 ag 0

54 a3 Qg Q1 Qg

16



Chapitre 1. Systemes de files d’attente

co k
Bit1 = / Z f’”%d}?(x),i > 0,
0 .

k=i+1
et

oo k
ap = / e‘“deF(x),k > 0.
0 k!

Régime stationnaire

Nous sommes a présent en mesure de trouver les probabilités ergodiques, p, (k € N), de la
chaine de Markov induite X,,. La condition d’ergodicité étant p < 1. On peut facilement vérifier
que :

pe=(0—-0)" k=012, ..

ou o est I'unique solution de 1’équation :

o= Flp=po)= [ e 0rorip ()
0
F étant la transformée de Laplace de la densité de probabilité des temps entre les arrivées des

clients. On peut montrer que 0 < o < 1. Ainsi, le nombre de clients dans le systeme G/M /1 a

I’instant d’occurrence d’une arrivée, est distribué selon une loi géométrique.

Simy = 1tlim P(X(t) = k), alors on peut aisément vérifier les relations suivantes :
—>00
T = pPpe—1, k=1,2,... et my=1—p.

Ces relations confirment 1’efficacité de la méthode de la chaine de Markov induite. On constate
que toutes les caractéristiques stationnaires du systéme de files d’attente G /M /1, peuvent étre
déduites a partir des caractéristiques stationnaires de la chaine de Markov X,, (bien que les

probabilités stationnaires des deux processus X () et X, soient différentes).

Caractéristiques du systeme

On remarque que I’étude du systeme de files d’attente G/M/1 est plus simple que celle
du systtme M/G/1. Dans ce cas, il suffit de trouver la valeur de o pour déduire toutes les
caractéristiques de ce systeme. En effet :

e Le nombre moyen de clients dans le systeéme s’obtient facilement par la formule :

L=EX)=) km = ) kpper =) plk+1)py

k>0 k>0 k>0
B P
= pzkm +02pk =15
k>0 k>0
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e [e nombre moyen de clients dans la file est donné par :

L, = . (1.13)

e L e temps moyen de séjour dans le systeme est donné, en utilisant la formule de Little par :

L 1

e Le nombre moyen de clients dans le systeme a I’arrivée d’un client :

On peut obtenir également le nombre moyen de clients dans le systéme que trouve un client

a son arrivée (L, ). Cette quantité, contrairement au cas M /G/1, est différente de L.

o
L, = kp,. = , 1.15
D ko= (1.15)
k>1
On remarque que L,/L = o/p. Donc, on ne peut pas a priori donner aucune comparaison

entre ces deux valeurs (vuque p < leto < 1).

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé et présenté les concepts et techniques de base de la
théorie de files d’attente classiques. Plus précisément, on a exposé quelques modeles d’attente
particuliers et on a donné leurs principales caractéristiques, tout en abordant les files marko-
viennes et les files non markoviennes.

Les modeles d’attente développés ces dernieres décennies tentent de prendre en considération
des phénomenes de répétition de demandes de service et de priorité a la fois. Ces phénomenes
affectent les caractéristiques de performance des systemes réels. Ces systemes d’attente avec

rappels et priorité feront I’objet du chapitre suivant.
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Introduction

Beaucoup de situations de files d’attente ont la particularité que les clients qui arrivent et
trouvent la zone de service occupé quittent le systeme temporairement et se joignent a un groupe
de clients insatisfaits, mais ils répetent leur demande apres un certain temps aléatoire. Entre
les essais du client est dit étre en orbite. Ces modeles de files d’attente apparaissent dans la
modélisation stochastique de nombreux protocoles de communication, des réseaux locaux et des
situations de la vie quotidienne. L’ exemple le plus simple et évident est fourni par une personne
qui effectue un appel té€léphonique, si la ligne est occupée, alors il n’est pas en mesure de faire la
queue, mais il tente a nouveau sa chance apres un certain temps.

Pour des raisons de commodité, nous classons les files d’attente avec rappels en deux
catégories selon le nombre d’appels différents, modele avec un type unique d’appels et modeles

dans lequel il y’a deux flux d’arrivée [2].
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2.1 Systemes d’attente avec rappels

La modélisation des tentatives répétées a €té 1’objet de nombreuses recherches portant sur
I’influence du phénomene de rappel sur la qualité du service et I’analyse de la performance des
systemes avec rappels [?, ?].

Une classification bibliographique sur les systemes avec rappels est donnée par Artalejo [?,
?, ?]. Pour illustrer le role actif des files d’attente avec rappels au cours des dernieres années,

nous mentionnons certains articles récents [7, 2, 8, 2, 2, ?].

2.1.1 Description du modele d’attente avec rappels

Un systeme d’attente avec rappels (Retrial Queue) est un systeme composé de s (s > 1)
serveurs identiques et indépendants, d’un buffer de capacité N — s (N > s) et d’une orbite de
capacité M. A I'arrivée d’un client, s’il y a un ou plusieurs serveurs libres et en bon état, le
client sera servi immédiatement et quittera le systeéme a la fin de son service. Sinon, s’il y a des
positions d’attente libres dans le buffer, le client le rejoindra. Par ailleurs, si un client arrive et
trouve tous les serveurs et toutes les positions d’attente du buffer occupés, il quittera le systeme
définitivement avec la probabilité 1 — H, ou bien entre en orbite avec la probabilité H et devient
une source d’appels répétés et tentera sa chance apres une durée de temps aléatoire.

Les clients qui reviendront et rappelleront pour le service sont dits en “orbite”. Cette derniere
peut étre finie ou infinie. Dans le cas d’une orbite a capacité finie, si elle est pleine, un client
qui trouve tous les serveurs et les positions d’attente du buffer occupés, sera obligé de quitter le
systeme définitivement sans €tre servi.

Chaque client en orbite appelé aussi <client secondaire>, est suppos€ rappeler pour le service
a des intervalles de temps suivant une loi de probabilité et une intensité de rappels bien définie
(rappels constants, rappels classiques, ou bien rappels linéaires, ...). Chacun de ces clients secon-
daires est traité comme un client primaire ¢’ est-a-dire un nouveau client qui arrive de I’extérieur
du systeme. S’il trouve un serveur libre, il sera servi immédiatement puis quittera le systeme.
Sinon, s’il y a des positions d’attente disponibles dans le buffer, il le rejoindra. Par contre, si
tous les serveurs et les positions d’attente sont encore occupés, le client quittera le systeme pour
toujours avec la probabilité 1 — Hy, (si c’est le j.eme rappel sans succes) ou bien entre en orbite
avec la probabilité Hy, si I’orbite n’est pas pleine.

Le schéma général d’un systeme d’attente avec rappels est donné par la figure 2.1.

Remarque 2.1. 1. Le modele d’attente avec rappels décrit ci-dessus est un modele général.
Plusieurs systemes de files d’attente avec rappels peuvent étre considérés comme des cas

particuliers tels que : les systeémes sans buffer, les systemes a un seul serveur, ...
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()
Buffer (N- |
Appel primaire er (N-s) ! Appﬂ
- | aboutissant
[T = | .
()
SEMVEUrS
l—Hk Appel perdu
Hy
________________

Lppel secondare
Orbite (capacite: WL

FIGURE 2.1 — Systeme d’attente avec rappels

2. Ladescription d’un systeme de files d’attente ordinaire (classique) se fait avec ses éléments
principaux : le processus d’arrivées, le mécanisme de service (disponibilité et nombre de
serveurs) et la discipline d’attente. Pour un systeme avec rappels, on doit ajouter un élément
décrivant la loi des répétitions d’appels. En fonction du modele considéré, on pourra intro-

duire d’autres éléments décrivant la fiabilité du serveur, les types de priorité, ...

3. Les clients primaires ou secondaires qui arrivent durant un temps de service, entrent en

orbite sans aucune influence sur le processus de service.

Notation : [?]
En utilisant la notation de Kendall, un modele de files d’attente avec rappels est noté comme
suit: A/B/s/N/M/H, ou

e A : décrit la distribution des temps des inter-arrivées des clients,

e [3: décrit la distribution du temps de service de chaque client,

e s5:le nombre de serveurs dans le systeme,

e N :la capacité du systeme,

M : la taille de la population (source) de clients,

e [ : la fonction de persévérance qui permet de définir le comportement du client devant
une situation de blocage (serveurs occupés),

H peut étre décrite par un vecteur H = (Hy, Hy, Hs, ..., Hy, ...), ou Hj, est la probabilité

quaprés que la kM€ tentative échoue, un abonné rappelle pour la (k + 1)°M€ fois,
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e Quand H; = 1 pour £ > 0, le systeme devient un systeme sans perte. Ainsi, chaque
client recoit éventuellement le service si M est infinie. Dans ce cas, H = NL (sans
perte),

e Quand H; = o < 1 pour k£ > 0, le systeme est dit un systeme a perte géométrique et
H = GL (Geometric Loss).

2.1.2 Politiques d’acces au serveur a partir de I’orbite

La définition du protocole de rappels est en effet un sujet de controverse (voir Falin (1990)
[?]) et concerne 1’aspect modélisation du systeéme sous étude. Le protocole le plus décrit dans
la théorie classique des files d’attente avec rappels est la politique de rappels classiques dans
laquelle chaque source dans I’orbite rappelle aprés un temps exponentiellement distribué avec
un parametre «. Donc, il y a une probabilité nadt + o(dt) d’un nouveau rappel dans le prochain
intervalle (¢, ¢ 4 dt) sachant que n clients sont en orbite a I’instant ¢. Une telle politique a été
motivée par des applications dans la modélisation du comportement des abonnés dans les réseaux
téléphoniques depuis les années 1940.

Dans les années précédentes, la technologie a considérablement évoluée. La littérature de
files d’attente avec rappels décrit différents protocoles de rappels spécifiques a certains réseaux
informatiques et de communication modernes dans lesquels le temps inter-rappels est controlé
par un dispositif électronique et par conséquent, est indépendant du nombre d’unités demandant
le service. Dans ce cas, la probabilité d’un rappel durant (¢, ¢ + dt), sachant que I’orbite est non
vide, est v dt + o(dt). Ce type de discipline de rappels est appelé politique de rappels constants.
Le premier travail dans cette direction est celui de Fayolle [?] qui considere une file d’attente
M /M /1, ot uniquement le client en téte de la file en orbite peut demander un service apreés un
temps de rappels exponentiellement distribué avec un taux constant. Cette sorte de politique de
contrdle de rappels est bien connue pour le protocole ALOHA dans les systemes de communica-
tion. Certains autres travaux décrivent des applications aux réseaux locaux, protocole de commu-
nication, systemes mobiles et autres (Choi (1992) [?], Dudin et al. (2004) [?], Li et Zhao (2005)
[?], Shikata (1999) [?]). Artalejo et Gomez-Corral (1997) [?] traitent les deux cas d’une maniere
unifiée en définissant une politique de rappels linéaires pour laquelle la probabilité d’un rappel
durant (¢, t+dt) sachant que n client sont en orbite a I’instant ¢ est (v (1—dy,) + n ) dt+ o(dt).

On mentionne aussi I’existence d’une autre politique dite politique de rappels quadratiques [?].
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2.2  Quelques cas modélisés par des systemes de files d’attente

avec rappels

Il existe aujourd’hui des centaines de publications sur les systemes avec rappels ou des
exemples concrets ont été cités (Yang et Templeton (1987) [?], Aissani (1994) [?], Falin et
Templeton (1997) [?], Artalejo et Gomez (2008) [?], Amador et Artalejo (2009) [?]) en rap-
port avec les nouveaux développements technologiques dont I’intérét porté s’accroit de jour en
jour. Nous présentons quelques exemples de problemes (extraits de [?]) pouvant étre modélisés
par ces systemes. Ceux-ci vont du cas le plus simple de réservation a d’autres cas plus complexes

comme les réseaux locaux C'SM A.

2.2.1 Probleme de réservation

C’est I’exemple le plus simple d’un client qui sollicite une réservation par téléphone dans un
restaurant. Il y a une ligne unique qui est consacrée a répondre aux requétes des réservations.
Ainsi, si un client appelle et trouve la ligne occupée, il renouvellera sa tentative apres une cer-
taine période de temps aléatoire avec la probabilité [}, qui, en pratique, est strictement inférieure
a 1 car le client ne peut rappeler indéfiniment.

Cet exemple peut étre modélisé par une file d’attente M /G/1 avec rappels et avec perte en
considérant que le processus d’arrivée des appels est poissonnien. L’étude de ce genre de
problemes permet de prédire le temps d’attente du client, le nombre de clients perdus di a ce

blocage, ...

2.2.2 Systeme informatique a temps réel

Dans un systéme informatique a temps réel, on trouve M terminaux et S canaux de
transmission tels que M > S. Pour qu’un terminal soit connecté a I’ordinateur, il suffit d’un
canal de transmission libre. L’illustration de ce genre de systeme est le centre de calcul ou
arrive un étudiant pour utiliser I’ordinateur pendant une période de temps aléatoire. Celui-ci
doit d’abord trouver un terminal libre pour se connecter. S’il n’y a aucun terminal disponible,
il retentera sa chance aprés un temps aléatoire. Sinon, il envoie sa demande au commutateur
central pour se connecter a I’ordinateur. Le terminal est alors connecté selon que le canal serait
disponible ou pas. Dans ce dernier cas, la demande est mise dans la file par le commutateur en

attente de libération d’un canal.
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Ce systeme peut étre modilisé par une file G/G/S avec rappels, avec un tampon (espace d’at-
tente) de capacité M et une orbite de taille infinie, ou les canaux de transmission correspondent

aux serveurs et les terminaux au tampon.

2.2.3 Réseaux locaux CSM A

Dans les réseaux locaux se partageant un bus unique, I’un des protocoles de communication
le plus généralement utilisé est appelé protocole non-persistant C'S M A (Carrier Sense Multiple
Access), ¢’est une méthode d’acces a un réseau local.
Un réseau local simple est composé de stations ou de terminaux interconnectés par un bus unique,
qui est le canal de communication. Ainsi, les stations communiquent les unes avec les autres via
le bus qui peut étre utilisé par une seule station a la fois. Une telle architecture de réseau d’ordi-
nateurs local est appelée architecture en bus.
Des messages de longueurs variables arrivent aux stations du monde extérieur. En recevant
le message, la station le découpe en un nombre fini de paquets de longueur fixe, et consulte
immédiatement le bus pour voir s’il est occupé ou bien libre. Si le bus est libre, I’un de ces pa-
quets est transmis via ce bus a la station de destination et les autres paquets sont stockés dans
le tampon pour une transmission ultérieure. Par contre, si le bus n’est pas libre, tous les paquets
sont stockés dans le tampon (positions d’attente) et la station peut reconsulter le bus apres une
certaine période aléatoire.
Ce probleme peut étre modélis€ comme un systeme d’attente avec rappels a un seul serveur, qui
est le bus, et les tampons des stations représentent 1’ orbite.
Ce systeme est décrit dans la Figure 2.2.

Les caractéristiques du systeme M /G /1 avec rappels sont données dans I’article de Yang et

Templeton [?].

2.3 Files d’attentes avec rappels et priorité

Dans ce type de systeme, il est assez naturel d’envisager une file d’attente avec rappels a deux
types d’appels ou, une fois bloqué, les appels de type I sont en attente et vont étre servis des que
le serveur soit libre, et les appels de type II entrent en orbite pour retenter leur chance, de sorte
que les appels de type I ont la priorité sur les appels de type II. Les files d’attente avec rappels
avec deux types d’appels sont essentiellement plus difficiles que les files d’attente avec rappels a

un seul type d’appels.
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FIGURE 2.2 — Schéma d’un réseau local
Notes bibliographiques

Les files d’attente avec rappels a un seul serveur avec appels prioritaires ont été étudiés par
plusieurs auteurs [?, 2, ?, ?].

Choi et Park (1990) [?] optent pour la méthode de la variable supplémentaire pour étudier une
file d’attente M;, M>/G /1 avec rappels a deux types d’appels, avec une file d’attente prioritaire
infinie pour le type d’appels I et une orbite infinie de type d’appels II, et ont obtenu la fonction
génératrice commune des longueurs de la file d’attente, alors que le temps d’attente virtuelle de
type d’appel II dans ce modele a été obtenu par Choi et al (1993) [?]. Ce modele s’est avéré étre
essentiellement identique a la file d’attente avec rappels a communication bidirectionnelle et une
source d’appels sortants infinie étudiés par Falin (1990) [?]. Ces méme mesures de performance
ont été obtenues par Moutzoukis et Langaris (1995) [?] pour un modele avec deux types d’appels
et priorité pré-emptive. Et en (1996) ils ont étendu le modele du Choi et Park au modele dans
lequel il existe plusieurs types d’appels, arrivées par lots et vacances du serveur et ont obtenu
la fonction génératrice des longueurs de la file d’attente, alors que Falin et al. (1993) [9] ont
étendu les résultats du Choi et Park [?] du cas ou deux types d’appels peuvent avoir différentes

distributions du temps de service.
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En utilisant 1la méthode de la matrice analytique, Choi et al. (1995) [?] ont étudié une file
d’attente My, My/G/1/K + 1 avec rappels et obtiennent la fonction génératrice commune des
longueurs de la file d’attente. Différentes mesures de performance du systeme de file d’attente
M, My /G1,Go/1/1 avec rappels constant tel que, les distributions du nombre d’appels de type
I perdu, le nombre de tentatives de rappels bloqués, la période d’occupation du serveur, le temps
d’attente virtuelle, et la fonction génératrice commune des longueurs de la file d’attente ont été
obtenues par Martin et Artalejo (1995) [?]. Han et Lee (1996) [?] ont traité une file d’attente
M /G /1 avec rappels et politique de contrdle des taux de rappels ot les temps de rappel sont
distribués exponentiellement avec un taux v/n, quand il y’a n clients en orbite. Ils obtiennent
explicitement la fonction génératrice commune des longueurs de la file d’attente. Choi et Kim
(1997) [?] ont analysé une file d’attente Geoy, Geoy/G/1 avec rappels, ce qui est une contrepartie
du M1, M5/G/1 avec rappels. Ils ont obtenu la fonction génératrice commune de la taille de la
file d’attente et de leurs moments.

Pour les files d’attente avec rappels a deux types d’appels et aucune priorité, Kulkarni (1986)
[?] a étudié une file d’attente M:*, M5X /G, G5/1 ol les temps de service et les taux de rappels
sont différents pour chaque type et a obtenu la longueur moyenne de la file d’attente dans le
systeme, le temps moyen d’attente, le nombre moyen de rappels pour chaque type d’appel. Ces
résultats ont été étendu par Falin (1988) [?] au cas de plus de deux types d’appels. Grishechkin
(1992) [?] a utilisé la théorie des processus de branchement pour analyser la file d’attente avec
rappels a plusieurs types d’arrivées par lots. Il a obtenu la fonction génératrice de la taille de
la file d’attente, le temps d’attente virtuelle, et le nombre moyen de rappels. Shin et Pearce
ont considéré la file My, M,/G1,G5/1 avec rappels avec deux types d’appels ou la capacité de
I’ orbite est infinie et 1’autre orbite a une capacité finie, ils ont obtenu la matrice de transition et
ont présenté un algorithme d’approximation de la distribution stationnaire du nombre de clients
dans la file.

Dans la littérature ancienne, Falin (1979) [?] formula les dérivées intégrales pour les fonc-
tions génératrices partielles et 1’expression explicite de la valeur attendue de certaines ca-
ractéristiques de performance de la file d’attente M/ /G/1 avec rappels a communication bidi-
rectionnelle en supposant que les appels entrants et sortants ont la méme distribution du temps
de service. Cependant, cette hypothese est restrictive dans la pratique, car les différents types
de clients présentent généralement des comportements différents et, par conséquent, ils doivent
avoir des durées de services différentes. Artalejo et Resing (2010) [?] optent pour I’analyse de la
valeur moyenne technique pour obtenir des valeurs attendues relatives au temps d’attente dans
une file d’attente M /G /1 avec rappels a communication bidirectionnelle et les différentes distri-

butions du temps de service des appels entrants et sortants.
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Récemment, Artalejo et Phung-Duc (2011) [1] ont effectué une étude détaillée de la file
d’attente M /M /1 avec rappels a communication bidirectionnelle. Ils ont obtenu des expressions
explicites pour la distribution stationnaire du nombre de clients en orbite, ainsi que les moments
partiels.

La plupart des formules explicites dans [1] sont exprimées en termes de séries hy-
pergéométrique, en accord avec le role particulier joué par ces fonctions spéciales dans le calcul
de solutions analytiques pour beaucoup d’autres files d’attente avec rappels. En (2013) [2] ils ont
étudié le comportement d’un état d’équilibre d’une file M /G/1 avec rappels dans laquelle il y’a
deux flux d’arrivée entrants a savoir les appels effectués par des clients réguliers et les appels
sortants effectués par le serveur lorsqu’il est inactif. Ils ont effectué une analyse stationnaire du
systeme, y compris la condition de stabilité, la chaine de Markov induite, la distribution station-
naire de 1’état du serveur, le nombre de clients en orbite et le calcul des premiers moments. Ils

ont aussi obtenu les résultats asymptotiques pour le nombre de clients en orbite.

2.4 Quelques cas modélisés par des systemes de files d’attente

avec rappels et priorité [?]

Exemple 2.1. Téléphone au restautrant : Considérons un téléphone dans un restaurant qui
est utilisé a la fois pour accepter une commande a I’avance pour les réservations des clients a
I’extérieur et d’effectuer un appel par les clients dans le restaurant. Les clients du restaurant at-
tendaient devant le téléphone dans une ligne pour effectuer un appel et utiliser le téléphone des
que il est libre.

Ce systeme peut étre modélisé comme une file d’attente M, M, /G /1 avec rappels dont les
clients de I’extérieur sont considérés comme des appels de type II et les clients a 1’intérieur

comme des appels de type 1.

Exemple 2.2. Modules de ligne d’abonné : Dans les échanges téléphoniques modernes, des
lignes d’abonnés sont généralement connectés a ce qu’on appelle des modules de ligne d’abonné
qui servent a la fois les appels entrants et sortants. Une différence importante entre ces deux types
d’appels réside dans le cas de blocage dii a I’ensemble des canaux occupés, les appels sortants
peuvent étre en file d’attente dans le tampon infini, alors que les appels entrants sont rejetés et
doivent s’engager pour rétablir la connexion. Des que I'un des canaux est libre, le cas échéant
dans le tampon, un appel sortant I’occupe immédiatement. Ainsi, les appels entrants ne peuvent
pas établir la connexion aussi longtemps qu’il y’a des appels sortants dans le tampon. Cette regle

implique que les appels sortants sont prioritaires par rapport au appels entrants.
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Ce systeme peut étre modélisé comme une file d’attente avec rappels et priorité a deux types

d’appels ou le type I sont les appels sortants et le type Il sont les appels entrants.

Exemple 2.3. Reseaux locaux CSMA : Dans les réseaux locaux se partageant un bus unique
(LAN), I’un des protocoles de communication communément utilisés est le protocole CSMA.

Il existe plusieurs versions de CSMA dont on pourra citer CSMA non persistant et CSMA
persistant. En CSMA non persistant, si I’utilisateur a un paquet a transmettre et trouve le canal
occupé, alors il réessaie la transmission apres une période du temps aléatoire. En CSMA persis-
tant, I’utilisateur qui détecte le canal et estime qu’il est occupé, continu d’attendre et transmet son
paquet des que le canal est inactif, de sorte que le canal est toujours utilisé s’il y’a un utilisateur
avec un paquet.

Supposons qu’un réseau dispose de deux types d’utilisateurs (utilisateurs non persistants et
utilisateurs persistants) reliés par un bus unique (ou canal).

La communication entre les utilisateurs est réalisé par le bus. Les utilisateurs persistants sont
controlés par le systeme central de sorte que, dés que le canal est inactif, le systeme central
permet a un utilisateur persistant d’occuper le canal de commande, pour envoyer un message
s’il n’y a aucun utilisateur persistant avec un paquet. L’utilisateur non persistant avec un paquet
réessaye la transmission indépendamment apres un certain temps aléatoire.

Ce systeme peut &tre modélisé comme une file d’attente My, M, /G /1 avec rappels et priorité,
le serveur correspond au canal, les utilisateurs persistants dans le systeme central sont considérés
comme des appels de type I et les utilisateurs non persistants dans le systéeme non central sont

considérés comme des appels de type II.

2.5 Quelques modeles d’attente avec rappels et priorité

2.5.1 File d’attente )M, M>/G /1 avec rappels et priorité [?]

Dans la plupart des files d’attente avec rappels a un seul type d’appel, il est supposé que
les caractéristiques des appels arrivant au systeme, comme, le temps d’inter-arrivées, le temps
de service et le temps d’inter-rappels sont homogenes. Cependant, dans la pratique, il existe

plusieurs types d’appels ayant généralement des caractéristiques différentes.

Ergodicité

Choi et park [?] ont montré que : p = p; + p2 < 1 est la condition de stabilité d’une file
My, M5/G /1 avec rappels.
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La condition d’ergodicité d’une M;, M,/G1, Go/1 a été obtenue dans [9].

Distribution du nombre de clients dans les deux files

Choi et Park [?] ont obtenu la distribution commune des longueurs des deux files en utilisant

la méthode de la variable supplémentaire ou la variable aléatoire supplémentaire est le temps de

service restant d’un appel en service.

Soient :

— Ni(t) : estle nombre d’appels de Type I en file d’attente prioritaire (sauf 1’appel en service)

a I’instant ¢,

— Ny(t) : est le nombre d’appels de Type II dans I’orbite a I’instant ¢,

0, sile serveur est libre a I’instant ¢ ;
£(t) = {4 1, sileserveur est occupé par un appel de type I a I’instant ¢ ;

2, st le serveur est occupé par un appel de type II a I'instant ¢.

Le nombre moyen de clients dans la file d’attente prioritaire et en orbite sont donnés par :

)\1)\6(2)
2(1 = p1)’

A
E[N%f:()} = %7

BNy, € = 1] = /\gp((Ab)2+ Ab? )7

E[Nhg:l] =

1-— v 2(1—p1)
()
EV,] = A AD ’
2(1—p)
)\2)\b(2) /\2 P

e )\, :taux d’arrivée d’appel du type I ;
e )\, :taux d’arrivée d’appel du type II ;

e v : taux de rappel ;

Cas Particuliers :

2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

2.5)

1. Lorsque A; = 0, ce modele devient la file d’attente M /G /1 avec rappels a un seul type

d’appels.

2. Lorsque Ay = 0, ce modele devient alors la file d’attente ordinaire M /G /1.
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2.5.2 File d’attente )M, M>/G /1 avec rappels et perte géométrique :

Dans la pratique, un appel répété au bout de quelques tentatives de rappels infructueuses ne
peut plus répéter son appel et décide d’abandonner le systeme. Soit /1; la probabilité qu’un appel
fera la (j + 1)®™ tentative apres les 5™ échecs. En particulier, nous considérons le systéme
de tirage au sort géométrique p = Hpetq = H; (i > 1). Le cas ¢ < 1 et ¢ = 1 donnent des
solutions fondamentalement différentes du probleme.

Choi et Chang [?] ont étudié une file My, M, /M /c avec rappels, ot le temps de service a une
distribution exponentielle et 1’orbite de capacité finie K, et ont obtenu les résultats suivants : le
nombre moyen de client dans le systeme, temps d’attente, la période d’occupation et le nombre
de rappels par clients.

On a une file d’attente M7, My /G /1 avec rappels et perte géométrique,

Sous la condition d’érgodicité p; +pp2 < 1, le nombre moyen de clients dans la file prioritaire

et en orbite sont donnés par :

BN E=11=50— p1>A<11Aj(22<1 ) 20

B[Ny, € = 0] = %#ﬁ_p), 2.7)

R TS (e =y ((Aﬁy * o Ii)m) oG9
ENI =50 m)A(llAfjm ) 29

BIN] = % (g T pl)(fi) p2(1 —p))) ' (10

2.5.3 File My, M>/G/1/K+1 avec rappels et file prioritaire a capacité finie

Choi et al. [?] ont analysé la une file d’attente M, M,/G/1/K + 1 avec rappels et une file
d’attente prioritaire d’une capacité finie /. En général, I’analyse de la file d’attente avec une
capacité finie est plus complexe qu’un modele correspondant a une capacité infinie. Falin [?] a
étudié le cas particulier (/{ = 0) et a obtenu la condition de stabilité et la fonction génératrice du
nombre de clients dans la file d’attente. Lorsque K > 1, Choi et al. [?] ont obtenue la fonction
génératrice du nombre de clients dans la file d’attente en utilisant la méthode de la variable

supplémentaire est le temps de service restant de 1’appel en service (résiduels).
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2.5.4 Lafile d’attente My, M,/G1,G5/1 avec rappels

Falin et al. [9] ont étendu le modele de Choi et Park au modele ou les deux types d’appels
ont des temps de service différents. Ils ont utilisé la méthode de la variable supplémentaire ou
complémentaire ou la variable supplémentaire est le temps de service écoulé. Ils ont obtenu les

mesures de performance suivantes pour ce systéme :
(1) Probabilité que le serveur est occupé par un type d’appel I (resp. type II) est p; (resp. p2).

(2) Le nombre moyen d’appels de type I dans la file d’attente prioritaire est :

A (A0 + Aob)
20-pm)

(3) Le nombre moyen d’appels de type Il en orbite :

B[V = (2.11)

@y @
B[Ny = 22l ey ) | dapn (2.12)
20— p1)(1=pa) V(L —p2)

2.5.5 Lafile d’attente My, M,/G1, G5/1 avec rappels et feedback

Choi et Lee ont étudié la file d’attente avec rappels et feedback a deux types d’appels ou,
apres que le type d’appels I (resp. Type II) soit servi il rejoint la file prioritaire (resp. 1’orbite) ou
quitte le systeéme définitivement.

Le phénomene de feedback dans le systeme de files d’attente avec rappels peut se produire
dans beaucoup de situations pratiques, par exemple les systemes de telecommunication, ou un
message d’erreur s’est avéré a destination et est a nouveau envoyé. En file d’attente avec rappels
et feedback le type d’appels I recu quitte le systeéme avec une probabilité 1 — §; ou retourne a la
file d’attente prioritaire pour étre servi a nouveau avec une probabilité d,. Le type d’appels II qui
a recu le service quitte le systeme avec probabilité 1 — J, ou rejoint 1’orbite avec probabilité ds.

Ils ont dérivé la fonction génératrice de la taille de la file d’attente en utilisant la méthode de

la variable supplémentaire.

2.5.6 La file d’attente My, M>/G1, G5/1 avec rappels a communication bi-
directionnelle

Artalejo et Phung-Duc [2] ont étudié le comportement d’un état d’équilibre d’une M /G /1 —
type avec rappels dans laquelle il y’a deux flux d’arrivée entrants a savoir les appels effectués par
des clients réguliers et les appels sortants effectués par le serveur lorsqu’il est inactif. Ils ont ef-

fectué une analyse stationnaire vaste du systeme considéré, y compris la condition de stabilité, la
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chaine de Markov induite, la distribution stationnaire de 1I’état du serveur et le nombre de clients
dans I’orbite et le calcul des premiers moments. Ils ont aussi obtenu les résultats asymptotiques

pour le nombre de clients en orbite.

2.6 Conclusion

Les modeles d’attente développés ces dernieres décennies tentent de prendre en considération
des phénomenes de répétition de demandes de service et de priorité a la fois. Dans ce chapitre,

nous avons montré 1’intérét et les applications des modeles d’attente avec rappels et priorité.
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Généralités sur la théorie des inégalités

stochastiques

Introduction

Beaucoup d’efforts ont été consacrés a 1’obtention de mesures de performance, tels que la
longueur de la file d’attente, le temps d’attente, la distribution de la période d’occupation, ...

Toutefois, ces caractéristiques de performances ont €té obtenues par des méthodes d’approxi-
mation qui ont donné des expressions tres complexes et les résultats obtenus ne peuvent pas étre
utilisés en pratique.

Lors de la derniere décennie, il y a eu une tendance a la recherche d’approximations et les
limites, et les propriétés qualitatives des modeles stochastiques constituent une importante base
théorique des méthodes d’approximation.

La monotonie et la comparabilité sont les plus importantes propriétés qualitatives et méthodes

d’approximation qui peuvent étre étudié a I’aide de la théorie générale des ordres stochastiques,
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voir [2, 2,2, ?].

Ordonnancement stochastique est utile pour étudier les changements internes de la perfor-
mance en raison de variations de parametres, a comparer des systemes distincts, afin de se rap-
procher d’un systeme complexe a un autre systeéme simple, et pour obtenir des bornes supérieures

et inférieures pour les principales mesures de performance d’un systeme.

3.1 Propriétés générales des ordres partiels

On appelle un ordre partiel, noté ” < 7, une relation binaire définie sur un ensemble D

d’éléments a, b, c, ..., satisfaisant les trois axiomes :
(i) a < a (réflexivité),

(ii) sia < betb < calors a < ¢ (transitivité),

(iii) sia < betb < aalorsa = b (antisymétrie).

Notons que a < b est équivalent a dire que b > a.
Cette section est consacrée a quelques propriétés de 1’ordre partiel défini sur 1I’ensemble
D de toutes les fonctions de répartition de variables aléatoires réelles (ou bien ’'un de ses

sous-ensembles).

Pour les deux variables aléatoires X et Y de fonctions de répartition F' et GG (respectivement)
on a par convention :
F<Ge XY

On suppose que deux variables aléatoires X et Y sont définies sur le méme espace de pro-
babilité, alors leurs fonctions de répartition respectives F' et G peuvent satisfaire la propriété

d’antisymétrie (iii) sans pour autant avoir X =Y.

Lorsque les variables aléatoires sont dégénérées, certaines propriétés des ordres partiels
définies sur D découlent directement des propriétés de 1’ordre des nombres réels. Pour cela,
on utilisera la distribution de Dirac, notée par ©.(.), définie pour tous les nombres réels comme

suit :
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Définition 3.1. Soit un ordre partiel donné ” < 7 défini sur (un sous ensemble de) I’espace D
des fonctions de répartition.
On dit que cet ordre possede la propriété :

- (R):siVa,b € R telsque a < b, alors ©, < O,.

— (E):si ' < G, alors mp < mg lorsque les moyennes existent.

- M):si FF <G, alors F* < G°, V>0, ou F(x ) (x/c)

—(C):si Fy < Fy alors Fy xG < Fyx G, ou (F;xG)( f Fy(z —y)dG(y), i =1,2.

— (W) :si F), et G, convergent faiblement vers F' et ¢ (respectlvement) alors :
Vn, F, <G,=F <G.

Remarque 3.1. Pour les deux variables aléatoires X et Y :

La propriété (M) assure que :
X <Y & ¢X < ¢Y pourtout ¢ €]0,+00].
La propriété (C') assure que :
X1 <Xo=Xi+Y <Xy +Y,

ou Y est une variable aléatoire indépendante de X; et Xs.
La propriété (E) assure que :
X <Y =EX)<EY).

On remarque que la propriété (F) découle des autres propriétés

Proposition 3.1. Un ordre partiel < sur un ensemble (ou bien sur un sous ensemble de) D qui

vérifie les propriétés (R), (M), (C) et (W), vérifie aussi la propriété (E).

Définition 3.2. Pour une classe de fonctions réelles 3., 1’ordre partiel < défini sur I’ensemble

(ou sur le sous ensemble de) D est dit généré par S si :

F<G<:>/f )dF (x /f )dG(x

pour toute fonction f dans 3, telle que les intégrales existent.

3.1.1 Ordre stochastique

Définition 3.3. On dit que la variable aléatoire X de fonction de répartition F', est stochasti-
quement inférieure (ou bien inférieure en distribution) a la variable aléatoire Y de fonction de

répartition GG, et on note F' <; G, lorsque

F(z) > G(x), Vz e R.
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On €crit aussi X < Y (<4 noté aussi par ’ordre <,).

Dans le cas ou X et Y sont des variables aléatoires discretes prenant des valeurs sur 1’en-
semble des entiers relatifs Z, et en notant par Pi(l) = P{X =i} et PZ@ = P{Y = i} pour
1 € 7, alors

Xeuve Y ANz Y R ien
j=—o0 j=—c0

ce qui est équivalent a :
+o0o +o00
(1) @
SRSy P iz
j=i j=i
Remarquons que I’ordre stochastique <j; satisfait les axiomes de I’ordre partiel <.

Proposition 3.2. Si F} <, F5, alors il existe deux variables aléatoires X; et X, définies sur le

méme espace de probabilité (€2, A, P) pour lesquelles
Xi(w) < Xs(w), Yw e Q,

et
P(w: Xi(w) < z) = Fj(x) pour k=1,2.

Notons par $;(R) la classe des fonctions réelles non décroissantes, alors la classe R<_, des

fonctions < -monotones est confondue avec la classe R (R), c’est-a-dire R, = R (R).

Théoreme 3.1. L’inégalité

+o00 +o0o
/ FOAR () < / FO (D), 3.1)

est vérifiée pour toute fonction f appartenant a Ry (R) pour laquelle I'intégrale existe, si et
seulement si F; <, F5. Pour une fonction f donnée, I’inégalité (3.1) est vérifiée pour tout F} et

F; telles que I < F5 uniquement si f est non décroissante.

3.1.2 Ordre convexe
On note par : z; = max(0, x).

Définition 3.4. On dit que la variable aléatoire X, de fonction de répartition F’, est inférieure

en moyenne de vie résiduelle a la variable aléatoire Y, de fonction de répartition G, et on écrit
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X <, Y,oubien F <, GG si et seulement si :

zwx—muz/ﬁ—mﬂwwa/a—mmﬁ

< [ (- Gyd = B - a).),

T

lorsque les espérances (ou bien les intégrales) sont bien définies.

Dans le cas discret,on a :

oo o o o0
1 (2)
Yeye Y YA ey Y r
i=k j=i i=k j=i
Une conséquence immédiate de cette définition :

si F<4G et E(Y,)<oo alors F' <, G.

Théoreme 3.2. 1. L’inégalité

+00 400
/ﬂwﬂ@S/}mwwx

(3.2)

(3.3)

est vérifiée pour toute fonction f appartenant a ¢, (R) pour laquelle les intégrales sont bien

définies, si et seulement si F} <, F5.

2. Pour une fonction donnée f, I’'inégalité (3.3) a lieu pour toutes les fonctions F} et F} telles

que F7 <, F, uniquement si f est une fonction convexe et non décroissante.

3. Si 7 <, F; et leurs moyennes existent et sont égales, alors 1’inégalité (3.3) est vérifiée

pour toute fonction convexe f donnée.

Corollaire 3.1. Pour deux variables aléatoires X et Y non négatives telles que X <, Y ona

E(X") <EYT), (r=1),

lorsque les espérances existent.

En général, pour des variables aléatoires X et Y telles que
EX)=EY), et X<, Y,

alors,

E(X") < BE(Y"), (r=2,4,6,..).
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Il est intéressant de remarquer que pour deux variables aléatoires telles que X et Y sont

non négatives et X <, Y, alors I’égalité¢ £(X") = E(Y") pour tout » > 1 implique I’égalité

X=4Y.
En effet
+oo +oo +oo
E(X") = / ra” N1 — F(z))dr = / r(r —1)a"?dx /(1 — F(y))dy.
0 0 z

Cette propriété est I’analogue de la propriété suivante pour I’ordre stochastique
X<qYet E(X)=EY)=X=4Y.

Proposition 3.3. Supposons que les suites de variables aléatoires X, et Y,, convergent faiblement
vers X et Y (respectivement).
Si

E(X,) et E(Yy) sont finis,

E((X,)+) — E(X,) quand n — 400,
E(Y,)+) — E(Y:) quand n — 400,

etsi X, <,Y,, alors
X <, Y.

3.1.3 Ordre en transformée de Laplace

Transformée de Laplace

Lorsque la variable aléatoire X est du type continu, sa distribution peut étre caractérisée par

la transformée de Laplace de la densité f(x) :

f(z)=E(e*%) = /000 f(x)e **dux,

ou s est une variable complexe. Cette intégrale est définie au moins pour Re(s) > 0. La trans-

formée de Laplace est notée aussi L[f(x)].

Propriétés

e Si X et Y sont indépendantes, la transformée de Laplace de X + Y est le produit des

transformées de Laplace de X etde Y,

o L[f'(z)] = sf(s) — f(0),
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o L[f"(2)] = s*f(s) —sf(0) — f'(0),
o [ fo u)du] = (s )
e Si F(z)estla fonctlon de répartition de X et si R(xz) =1 — F(z) alors

lim R(s) = /Ooo R(z)dz.

s—0

Définition 3.5. Pour deux variables aléatoires non négatives X et Y de fonctions de répartition
F et G (respectivement), F' est dite inférieure par rapport a 1’ordre laplacien a (G, et on note

F <, G, sipour tout s positif on a I’inégalité suivante

Blexp(—sX)) = / exp(—sX)dF(z) > / exp(—sX)dG(z) = B(exp(—sY)).

Il est clair que I’ordre en transformée de Laplace est réflexif, transitif et antisymétrique.

Théoreme 3.3. Soit une fonction f strictement monotone, alors ' <; G implique

/de /fdG

Corollaire 3.2. 1. Pour deux variables aléatoires X et Y non négatives, de fonctions de

répartition F' et GG respectivement, telles que £’ <, G alors, on a I’'inégalité suivante :

L= Blexp(=sX)) _ L= Elexp(=sY)) oy

2. Lorsqu’on fait tendre s vers 0, on obtient le résultat suivant :
F<,G=EX)<EY),
lorsque les espérances existent.
Le résultat qui suit donne une caractérisation de 1’ordre en transformée de Laplace.

Théoreme 3.4. Soient X et Y deux variables aléatoires quelconques de fonctions de répartition

F et G respectivement, alors :
F<pGe E(f(r) < E(f(y),

pour toute fonction f strictement monotone, telle que les espérances existent.
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3.1.4 Ordre en fonctions génératrices

Soient X et Y deux variables aléatoires non négatives discretes de fonctions de répartition
F et G respectivement. On dit que X est inférieure a Y par rapport a I’ordre en fonctions

génératrices, et on note F' <, G, si et seulement si :

E(z%) > E(ZY),

ou,
400 400
E(zX)=> P(X =n)z" et BE(z") =) _P(Y =n)z", |2|<1.
n=0 n=0
Cet ordre peut-étre déduit de 1’ordre laplacien en posant s = — In z.

3.1.5 Relations entre les ordres partiels
Soient X et Y deux variables aléatoires de fonctions de répartition F' et GG respectivement.
Alors, on a les relations suivantes :
e Si F<4G et EY,))<xx=F<,QG.
e Si FE(X)=FE(max(0, —z)) <oco=F <., G.
e Si E(X)=E((Y), alors F<,G&G<, F.
o '<,(G = F<G = F<,G.
o F<,G = F<,G = F<,G.
e Si E(X)=E(Y) e F<,G==G<, F = G<,F.
o <G = F<,G.

3.1.6 Propriétés de monotonie

Etudier mathématiquement les modeles stochastiques, c’est d’obtenir des estimations des
quantités qui, pour un modele > donné, avec une structure spécifique et des distributions F; des
X, ..., décrivent son comportement.

Soit ¢y, une caractéristique dans X et soit C'y; I’ensemble des valeurs possibles de cy.

Pour une structure donnée et une distribution initiale U, csy; dépend uniquement des F;, et on écrit
Cy, = Cg(Fl, Fy, ) € (Cy.

Pour des modeles simples, on peut déduire une expression explicite de cy. Cependant, dans

plusieurs situations, cela n’est pas possible et les calculs mathématiques peuvent mener a des
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formules compliquées qui ne peuvent pas étre exploitées en pratique.

De telles circonstances nous suggerent de rechercher les propriétés qualitatives de cy, par rapport
aux F;, i.e, la maniere avec laquelle cy, est affectée par les changements en F;. Parmi les pro-
priétés qualitatives importantes des modeles stochastiques on trouve la monotonie (i.e, si les F;

croissent dans un certain sens, alors cs; croit aussi).

Monotonie interne :

Soit ¥ un modele stochastique constitué de distributions paramétriques (U, Fy, Fy,...) =
(U, F), ou U est la distribution initiale.
On note par cy, les indices de performance du systeme ..
Par exemple, pour un systeme de files d’attente >, cy;, peut-Etre le temps moyen d’attente virtuel a
I’instant ¢, ou la distribution de probabilité du nombre de clients dans le systéme a I’instant ¢, ou
bien ses mesures de performance seront calculées a une suite d’instants (t,),en+ (déterministe
ou aléatoire).

D’une maniere plus précise, on peut exprimer cy; comme suit :

cx(t) = cx(t,U,{F;}), oubien
cs(t,) = cs(n) =cx(n, U {F}).

On note par < I’ordre partiel défini sur Cf.

Définition 3.6. L’indice de performance cx(.) est non décroissant (resp. non croissant) par rap-

port a la distribution initiale U si pour tout? < u, on a:
t <u=cx(t) <cs(u) (resp. cx(t) = cu(u)), (3.4)
ou bien pour les entiers m < n :
m <n = cg(m) < cs(n) (resp. cx(m) = ex(n)).

Cette propriété est appelée monotonie interne. D’autres appellations sont utilisées telles que,
monotonie temporelle ou intrinseéque. Celles-ci découlent du fait que cette monotonie ne dépend
en aucun cas des distributions paramétriques { F;}, mais seulement peut-étre de la distribution

initiale.

Monotonie externe :

On note par D;, I’ensemble des distributions F}, partiellement ordonnées par ’ordre 7 <j ”

(qui est I’ordre de la £°™ distribution paramétrique), et soit ” <, ” I’ordre partiel défini sur C..
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Définition 3.7. L’indice de performance cx est non décroissant sur Dy, par rapport a I’ordre <y,

si pour tout £ et G dans Dy, et toute autre distribution paramétrique constante, on a :
F < G = CE(Fl, ceey Fk:—h F, Fk+1, ) < (Fl, ey Fk—la G, Fk+1...).
Cette propriété est appelée monotonie externe.

Lorsque un systeme possede la propriété de monotonie externe, les indices de performance
des modeles stochastiques, possédant la méme structure avec des distributions paramétriques

comparables mais différentes, sont comparables.

On peut interpréter la monotonie externe comme suit :
Soient X; et Xy deux modeles stochastiques ayant la méme structure et la méme distribution
initiale. On dira que ces modeles possedent la propriété de monotonie externe lorsque pour deux

distributions paramétriques F' et G dans >3, et 3, respectivement, on a :
F<G= CE(F) <ec CE(G),

pour I’indice de performance cy..
La monotonie externe est un outil d’une grande importance dans la construction des bornes pour
les mesures de performance d’un systeme donné. Ainsi, la distribution paramétrique Fj, peut étre

bornée par les distributions (G; et G5 appartenant a I’ensemble Dy, pour lesquelles :
Gi <p Fi <i Go,
alors pour les mesures de performance correspondantes, on obtient :
cs(Gr) <k cs(F) <k cs(Ga),

lorsque les systemes ont la propriété de la monotonie externe.

3.2 Comparabilité et monotonie des processus markoviens

homogenes

3.2.1 Opérateurs monotones et comparables

Soient (E, M) un espace probabilisable et Py I’ensemble de toutes les mesures de probabilité
définies sur ML. Soient aussi les opérateurs 7T, TW et TP définis de Py dans Py et I’ordre partiel

7 défini sur Py.
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Définition 3.8. Un opérateur 7 est dit <-monotone si pour toutes mesures de probabilités p(!),

p® appartenant & Py telles que p™") < p®, on a
T < Tp®.
L opérateur 7 est inférieur 2 7 si TWp < T@)p pour tout p € Py et on écrit,
TW < 7@,

Pour des applications aux processus de Markov homogenes, on s’intéresse a la comparabilité

des distributions p" et p'? définies par

k) = (T®pE)) k=1,2 et n €N

pour deux distributions initiales p*) et les opérateurs 7 ), pour k = 1, 2.

Théoréme 3.5. Soient 7, 72 deux opérateurs définis sur Py et p™), p® deux mesures de

probabilité définies sur M, alors

2 implique pY < p?. Vn e N,

1
pM < pl { (:
s’il existe un opérateur 7 <-monotone défini sur Py tel que

TO<T <7,

Remarquons que ce théoreme reste vrai, en général, pour les opérateurs définis dans un

espace partiellement ordonné.

A présent, on considére les opérateurs de transition d’une chaine de Markov homogéne
(X )n>1 d’espace d’état (E,M). Les opérateurs de transition sont décrits par leurs fonctions

de transition p(z, B),
p(z,B) = P(X,11 € B/X,,=12), xz€kE et BeM,
ou bien, dans le cas ou les processus sont a valeurs réelles, par leurs distributions de transition
p(x,y) = P(Xp1 <y/X,=1z), z,yc€ECR.

Maintenant, on donne des conditions sur les fonctions de transition, qui assurent la monotonie

ou la comparabilité des opérateurs de transition.

Théoréme 3.6. Les opérateurs de transition 7™ et 7 satisfont I'inégalité 7 < T si et

seulement si leurs fonctions p(!) et p(?) satisfont

pY(z,.) <p?P(z,.), Vzck.
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3.2.2 Conditions de monotonie et de comparabilité

Pour I’étude de la monotonie et de la comparabilité des chaines de Markov homogenes, on
peut énoncer les deux théoremes suivants qui constituent un outil important pour prouver la

monotonie interne et/ou externe de ces modeles stochastiques.

Théoreme 3.7. Une chaine de Markov homogene (X,,),>1, de fonction de transition p, est non

7

décroissante (resp. non croissante) par rapport a 1’ordre partiel 7 < 7 si :
X1 <X, (resp. Xy < X7),
et si p est <-monotone.

Théoreme 3.8. Deux chaines de Markov homogenes (X,,),>1 et (Y},),>1, de fonctions de tran-

sition p™) et p?) respectivement, satisfont 1’inégalité :
X, <Y, VneN-
si Xj < Xs et s’il existe une fonction de transition p <-monotone telle que :

pD(x, ) <p(x,.)<pP(z,), Vzek

3.3 Distributions non-paramétriques

Les notions de vieillissement et de relations d’ordre entre variables aléatoires sont
étroitement liées. Nous présentons les principaux ordres permettant de comparer des variables
aléatoires puis les notions de vieillissement. Cette présentation sera cependant partielle car
I’activité scientifique sur ces sujets est importante. Il est donc difficile de prétendre faire un
exposé exhaustif. L’un des états de 1’art les plus récents sur ce sujet est [?, ?], mais on peut citer
aussi [?, 2, ?].

En théorie de fiabilité, les classes de distributions nous renseignent sur la notion de jeunesse
ou de vieillesse du systeme du point de vue de sa durée de vie résiduelle connaissant son age
(propriété qualitative). La connaissance de la classe (d’age) de la loi de fiabilité d’un équipement
permet une aide a la décision.

Dans cette section, sont présentées aussi les principales classes de distributions de survie

recensées dans la littérature de fiabilité ces dernieres années.

Les distributions non-paramétriques ont été introduites pour 1’étude de certains problemes

en relation avec la théorie de fiabilité. Elles permettent ainsi de modéliser et caractériser des

44



Chapitre 3. Généralités sur la théorie des inégalités stochastiques

propriétés qualitatives telles que le vieillissement et le rajeunissement du systeme.

Ces distributions sont utilisées actuellement dans divers domaines de la modélisation sto-
chastique : analyse de survie (médecine), files d’attente, ordonnancement, théorie de décision,

économie, gestion des stocks [?].

Définition 3.9. Soient X et X des variables aléatoires représentant respectivement la durée de
vie et la durée de vie résiduelle d’un élément, et soient F' et F. leurs distributions respectives.
On dit que F'est :

¢ NBU (New Better than Used), si F, <y F, (0 <7 < 00).

¢ NWU (New Worse than Used), si F <4 F,, (0<7 < 00).

¢ NBUE (New Better than Used in Expectation), si E(X,;) < E(X), (0<7 < 00).

¢ NWUE (New Worse than Used in Expectation), si F(X) < E(X;), (0<7 < 0).

¢ [FR (Increasing Failure Rate), si F, <y F,, (0<z <y < o0).

¢ [FRA (Increasing Failure Rate in Average), si (—1/t)log(l — F(t)) croissante, t > 0.
¢ DFR (Decreasing Failure Rate), si F, <, F,, (0<z <y < o0).

¢ DFRA (Decreasing Failure Rate in Average), si (—1/t)log(1—F(t)) décroissante, ¢ > 0.
¢ /MRL (Increasing Mean Residual Life), si

+oo

/(1 — F(u))du, croissante (0 < 7 < 00).
¢ DMRL (Decreasing Mean Residual Life), si

+oo

/(1 — F(u))du, décroissante (0 < 7 < 00).

T

1

E(X;) = 1——F(:zc)

1

B(X;) = T—Flo)

Proposition 3.4. Soit la variable aléatoire X de fonction de répartition F' ayant une moyenne

finie m.

1. Si Flest NBU (resp. NWU), alors :
F <gexp()\), (resp. F' >4 exp(N)),

pour un certain A < m~! (resp. A > m™1), avec la possibilité d’avoir une égalité

seulement si F' = exp(m™!).

2. Si Fest NBUE (resp. NWUE), alors

F <, exp(m™), (resp. F >, exp(m™)).
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3.3.1 Relation avec les distributions paramétriques

La loi d’Erlang Ej est [ F'R.

La loi de Weibull W (a), pour a > 1 (parametre de la forme), est I F'R.
La loi de Weibull W (a), pour a < 1, est DF'R.

Laloi Gamma I'(a), avec 0 < a < 1, est DF'R.

La loi exponentielle est a la fois /'R et DF'R.

La distribution Hyper-exponentielle /1 est DF'R.

3.3.2 Relation entre les classes de distributions non-paramétriques

La figure 3.1 illustre les relations d’implication existantes entre certaines classes de distribu-

tions non-paramétriques.

Exp (pas d'5ge)

;

[FE —> IFR& ——> NEU

J J

DMEL, ————— HWETE

DFR —> DFR4 ——> INWI

y ;

MRl ———————— MNWUE

FIGURE 3.1 — Relations entre les classes de distributions d’age

Conclusion

On a présenté quelques concepts de base de la théorie des ordres stochastiques et la monoto-
nie des processus stochastiques. On a donné aussi les classes de distributions d’age issues de la
théorie de la fiabilité. La méthode de comparaison stochastique sera appliquée, dans le chapitre

suivant, au modele d’attente My, M, /G4, Go/1 avec rappels a communication bidirectionnelle.
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Inégalités stochastiques pour le systeme
d’attente M7, Mo/G1, G9/1 avec rappels a

communication bidirectionnelle

Introduction

Vu la complexité des réseaux et des services d’aujourd’hui (en terme de nombre de noeuds,
d’événements : pannes/réparation, arrivée/services), il devient difficile d’effectuer une analyse
quantitative de ces systemes. Il est ainsi indispensable de faire appel a des méthodes efficaces
d’évaluation des performances permettant de faire face a la complexité de ces systemes. C’est
pourquoi une partie importante de ce chapitre est focalisée sur I’application des méthodes de
comparaison stochastiques pour étudier les propriétés de monotonie du modele d’attente avec
rappels a communication bidirectionnelle en s’inspirant des résultats obtenus par Boualem et al.
[6, 7] Stoyan [?], Schantikumar [?], Khalil et Falin [?], Liang [?] et Liang et Kulkarni [?].
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Khalil et Falin (1994) [?] ont dérivé certaines propriétés de monotonie d’une file d’attente
M /G /1 avec rappels avec des temps de rappels exponentiels et politique de rappels classique
par rapport aux ordres stochastique, convexe et en transformée de Laplace. Ils ont montré que
le nombre de clients diminue stochastiquement lorsque le taux d’arrivée décroit avec I’augmen-
tation du taux de rappels et de diminuer stochastiquement ou par rapport a I’ordre convexe le
temps de service. Les inégalités sont établies pour les caractéristiques moyennes de la période
d’occupation et le nombre de clients servis durant cette période.

Liang et Kulkarni (1993) [?] ont étudié les propriétés de monotonie des files d’attente avec
rappels, afin d’étudier comment la répartition des temps de rappels affecte le comportement du
systeme. Ils supposent que les temps de rappels ont une distributions de type phase et montrent
que les systemes avec un temps de rappels plus grand, par rapport a la K-dominance, crée plus
de clients dans le systeme et dans I’orbite. A partir de ces résultats, ils ont tiré des propriétés de
monotonie de plusieurs mesures du performance.

Shin et Kim (2000) [?] considerent les files d’attente Markovienne avec rappels en montrant
la relation par rapport a I’ordre stochastique entre deux processus a deux variables représentant
le nombre de clients dans le service et en orbite par la construction des processus équivalents sur
un espace de probabilité commun.

Shin (2006) [?] considere plusieurs modeles de files d’attente multi-serveurs avec rappels
exponentiels comme A~ /G /c/K avec rappels, la file d’attente a deux neeuds A~ /G/c; /Ky —
JG/eaf Koy MAPy, MAP,/M/c avec rappels et M /M /c/c avec rappels et arrivées négatives.
Il a montré que I’opérateur de transition est monotone si le taux de rappels dans un systeme
est borné par le taux de rappels dans le second. Les résultats de monotonie sont appliqués pour
montrer la convergence des systemes tronqués généralisées a I’origine.

Boualem et al. (2009) [5] ont étudié les conditions de comparabilité pour certaines mesures
de performance d’un systeme de files d’attente M /(G/1 avec rappels et vacance du serveur, en
utilisant la théorie générale des ordres stochastiques.

Taleb et Aissani (2010) [?] ont étudié la propriété de monotonie pour une file d’attente non
fiable M /G /1 avec une distribution générale du temps inter-rappels, perte géométrique et de
discipline de I’ orbite FIFO. Ils ont montré la monotonie de I’opérateur de transition de la chaine
de Markov induite par rapport aux ordres stochastique et convexe. De plus, ils ont obtenus des
conditions de comparabilité des deux opérateurs de transition et des conditions de comparabi-
lit¢ de nombre de clients dans le systeme. Les inégalités sont établies pour les caractéristiques
moyennes de la période d’occupation, le nombre de clients servis au cours d’une période d’oc-

cupation, le nombre de clients en orbite. Les inégalités sont également obtenues pour les proba-
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bilités stationnaires.

Boualem et al. (2012) [7] ont utilisé la méthode de comparaison stochastique de chaines de
Markov pour obtenir quelques approximations qualitatives pour le systeme M /G/1 avec rappels
et Bernoulli feedback. L’ objectif principal est d’employer les techniques d’ordres stochastiques
pour établir différents résultats de monotonie par rapport aux taux d’arrivée, distributions du

temps de service et le parametre de rappel.

4.1 Analyse du systeme M, M,/G1, G2/1 avec rappels a com-

munication bidirectionnelle [2]

Nous classons les files d’attente avec rappels en deux catégories selon le nombre d’appels
différents, modele avec un type unique d’appels et le modele dans lequel il y’a deux flux d’ar-
rivées entrants a savoir les appels effectués par des clients réguliers et les appels sortants effectués
par le serveur lorsqu’il est inactif.

L’exemple le plus simple et évident est fourni par un centre d’appels ou les serveurs ont une
chance d’effectuer des appels téléphoniques sortants alors qu’ils ne sont pas engagés dans une
conversation. Cette fonction est connue sous le nom de files d’attente a commutation couplé ou

des modeles de deux communications a sens unique ou a communication bidirectionnelle.

4.1.1 Description du modele

Dans notre travail, nous considérons le modeéle M, My /G4, Go/1 avec rappels & communi-
cation bidirectionnelle [2]. Le choix de ce modele est motivé par des applications réelles, par
exemple : les centres d’appels ol un opérateur non seulement sert les appels entrants, mais il
effectue aussi des appels sortants vers I’extérieur lorsque le serveur est libre.

Nous considérons un systeme de files d’attente a un seul serveur auquel les clients primaires
entrants arrivent selon un processus de Poisson de taux A. En outre, si le serveur est libre, alors
il génére un appel sortant dans un temps exponentiellement distribué avec un taux «. Nous sup-
posons que les appels entrants et les appels sortants recoivent des temps de service différents.
By (x) (B1(0) = 0) représente la distribution du temps de service d’un appel entrant, alors que
By(x) (B2(0) = 0) désigne la distribution du temps de service d’un appel sortant . Un appel
entrant qui trouve le serveur occupé rejoint 1’orbite et retente d’entrer dans la zone de service
selon une distribution exponentielle avec un taux p. Si le nombre de clients en orbite a I’instant ¢

(N(t) = j), alors le taux de rappels est ju (rappels classique). Egalement désigner la transformée
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de Laplace-Stieltjes et le £1°M€ moment de B;(z) comme 5;(s) et BF (resp.), pour I = 1,2 et
ke€Z,,ouZ;=1{0,1,2..} . Larrivée de flux d’appels entrants et sortants, temps de service et
les inter-rappels mutuellement indépendants.

L’état du systeme a ’instant ¢ peut &tre décrit par le processus Y (t) = (C(t), N(t),£(t)),
t>0,0u:

0, sile serveur est inactif a I’instant £ ;

C(t) =< 1, sile serveur est occupé par un appel entrant a I’instant ¢ ;

2, sile serveur lance un appel vers I’exterieur a I’instant .

Si C(t) € {1,2}, alors £(t) représente le temps écoulé du service de 1’appel (entrant ou
sortant) en cours. Dans ce qui suit, nous négligeons £(¢) et ne considérons que la paire X (t) =
(C(t), N(t)) dont I’espace est S = {0,1,2} x Z,.

Depart
Appels entrants{;’\] cerveur :

Appels sortants (cx) J
Rappels( gt)
1

Orbite

FIGURE 4.1 — File d’attente avec rappels a communication bidirectionnlle.

Les transitions du modele considéré, sont représentées dans la Figure 4.2. Nous décrivons la

dynamique du modele en détail dans le Tableau 4.1.
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N(E)
L2 v
2
AL A
L’ ¥
1 -
A Y
L2 cv
0
2 ()
FIGURE 4.2 — Les transitions entre les états du modele.
Evénements Transitions Taux
Appels entrants non bloqués 0,7) = (1,7) A
Appels entrants bloqués (4,§) = (4, j+1),i=1,2] A
Appels sortants 0,7) = (2,7) e
Service d’un appel entrant (1,7) — (0,7) 21
Service d’un appel sortant (2,7) — (0,7) 2
Rappels 0,§) > (1,7 —1),7>0 | ju

TABLE 4.1 — Les taux de transition de la file d’attente avec rappels a communication bidirection-

nelle

4.1.2 Chaine de Markov induite [2] :

Nous considérons d’abord les époques auxquelles le temps de service demandé par un appel
arbitraire est expiré.

Soit 7, 'instant de fin de service du n*™ client.

La suite Z,, = N(n,") forme une chaine de Markov qui est le processus de renouvellement
du processus de Markov a temps continu Y'(¢). On remarque que {Z,}>°, vérifie I’équation

fondamentale suivante :
Zn == anl - Wn + Vna

ol V,, est le nombre d’arrivées entrantes pendant le n'*™ temps de service , et
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1, sile ni™ client en service provient de I’orbite,
W, =
0, sinon.
Il est clair que {Z,}>°, est une chaine de Markov a temps discret qui est irréductible et
apériodique (CMTD).

p = A3} < 1 est la condition nécessaire et suffisante d’érgodicité.

La matrice de transition P = (p;;) a une structure de la matrice d’une file A//G/1, voir la

Figure 4.3, avec les éléments :

g — ] TroTlD Sii>1,j=i—1,
v A 1 o 2 i 1 . . .
/\+a+iukj—i + Matip kj—i )\+a+iukj—i+17 si0<u< .
r )
k:; — /e—Az( .|) dB(z), l1=1,2, jeZ.,
J!

0
ol k:é représente la probabilité qu’il y ait j arrivées entrantes pendant un temps de service avec
la fonction de distribution B;(z), [ = 1,2. La dérivation des expressions ci-dessus pour les
probabilités de transition en une seule étape p;; est fondée sur un argument de la premiére étape

dans lequel on conditionne sur ’identité du n*™ client en service.

FIGURE 4.3 — Les transitions entre les états ¢ > 0.

Maintenant, nous supposons que p < 1 pour garantir que les états sont récurrents non nuls.

Ainsi, les probabilités limites :
;= li_)rn {Z, =7}, JjE Ly

existent et sont positives.
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oo
Théoreme 4.1. La fonction génératrice partielle [1(z) = > 2/7; est donnée par :

j=0
Moo =P AL=9BA=A) + (B0 = 1) 2B - 1))
AM1+o0)+a(l—p) Pr(A—Az) —z
1
— du p . 4.1
e / Bi(A = Xu) —u ' D
Preuve. De la matrice de transition P = (p;;); j>0, hous avons
o+ ak? = mi
T m—————Fkp i1, 1=>0. 4.2
Z )\+oz+mu +mZ::17T AN+ a+my " nz0 (4.2)
I’équation (4.2) peut étre transformée a 1’aide des fonctions génératrices auxiliaires suivantes :
=2 et
s A+« + Ju’
Ki(z) =Y K, 1=1,2,
j=0

ou K;(z) = f1(A—Az), pour I = 1, 2. En introduisant les fonctions génératrices, I’équation (4.2)
devient :

(2) = (AB1 (A — A2) + afa(A — A2))P(2) + ubr(A — A2)P'(2). 4.3)
D’autre part, nous avons aussi la relation :

(z) = (A4 @)®(z) + pzd'(2). 4.4

En combinant (4.3) et (4.4), on obtient I’équation différentielle suivante pour la fonction

génératrice ®(2) :

p(Br(A = Az) = 2)@(2) = (A1 = fi(A = A2)) + a1 = Bo(A = A2)))@(2),  (45)

et
M(z) = A1 =2)B1 (A — )\Zgl—i(_)\aiﬁ)l\g : i\z)) — 2fs(A — )\Z)@(z). .6)
Comme [I(1) = 1, I’équation (4.6) nous donne :
O
Ml+o)+a(l—p)
La résolution de I’équation différentielle (4.5) donne :
1
1-— -1 A1 =01 (A=) 4+ a(l = Ba(A— Au
) = STt o T A e
) 4.7)
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Apres quelques manipulations algébriques, on obtient le résultat donné dans le corollaire

suivant :

Corollaire 4.1. Le nombre moyen de clients en orbite aux instants de fin de service est :

NS N8 20 (pt o) + N8 = BY) | Mp+o)
““)‘EQW‘éu—p> 201 +0)+a(l—p)  (I—pu

Il convient de souligner que les probabilités limites {7;}32, peuvent étre calculées a partir de

I’équation récursive (4.2).

4.1.3 Approche par les processus régénératifs

Plusieurs processus stochastiques survenant, par exemple, dans les systémes de files d’attente
et les systemes de gestion de stock possedent la propriété de “régénération” en certains instants.
Alors, le comportement futur du processus apres ces instants devient une réplique, c’est-a-dire,
le comportement futur du processus apres ces instants possede exactement la loi de probabilité
qu’il aurait eu s’il avait commencé a I’instant zéro. De tels processus sont appelés “processus

régénératifs” [?, ?, ?].

Distributions limites

Ona:
Py = lim P{C().NW®) = (.0)}, G.j)€S.

Théoreme 4.2. Sous la condition de stabilité p < 1,
(1) Les probabilités limites sont données par :
— Lorsque le serveur est inactif :

a(l—p)
14+o0

T

P': )\+ )
b = A+a+ju

) jEZ,. (4.8)

— Lorsque le serveur est occupé par un appel entrant :

: +1
b l+o Ata+nu 7T nzl)\—I—a—l—nu"]_”“ ’ *

n=0

4.9)
— Lorsque le serveur est occupé par un appel sortant :
P — )\+M iLWP’ jeZ (4.10)
2,7 1+0_ A—I'_a—f—nlj/ n]—n7 +- M
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ou les quantités ké sont données par :

o1 4 .
k§zx<1—2k5>, 1=1,2, jeZ,, (4.11)
i=0
(ii) Les fonctions génératrices partielles des probabilités limites :
P(z) =Y 2Py, pour i€ {0,1,2},
j=0
sont données par
a(l—p)
P = (A +———2 | 4.12
) = (32 e @.12)
1—61(A— Az) a(l — (A — A2))
P, = 1 P 4.13
1(2) B )=\ T ad—2) ol2), @15
Py(z) = a(l—=PF(A=A2))A(1 —2))Py(2). (4.14)

4.2 Inégalités stochastiques pour le systeme My, M, /G, Go/1
avec rappels a communication bidirectionnelle

Dans cette section, on utilise la théorie générale des ordres partiels pour 1’étude des
propriétés de monotonie du systeme d’attente M, Ms/G1, G5/ 1 avec rappels & communication
bidirectionnelle relativement aux ordres : stochastique ”<,;”, laplacien "< et convexe "<,”.
On introduit les notations suivantes :

Soient >; et 3, deux modeles d’attente M, M,/Gq,Go/1 avec rappels & communication
bidirectionnelle de parametres, pour ¢ = 1,2 :

A : taux d’arrivées entrantes dans ¥;.

1 : taux de rappels dans ¥;.

o :taux d’appels sortants dans 3,

BY) (x) : distribution du temps de service d’un appel entrant dans %,.

Béi) (x) : distribution du temps de service d’un appel sortant dans ¥;.

k:q(f ) le nombre de nouvelles arrivées durant le service du n®™ client dans >

7+ 1a distribution stationnaire du nombre de clients dans le systeme ;.

4.2.1 Inégalités préliminaires

Les lemmes suivants donnent les conditions, sur les parametres des deux systémes, sous

lesquelles les probabilités du nombre de clients arrivant durant le service d’un appel entrant ou
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sortant de deux systemes d’attente M;, Ms/G1,Gy/1 avec rappels & communication bidirec-
tionnelle {kﬁf ), i =1,2 et n € N} sont comparables suivant les ordres partiels : stochastique,

convexe et en transformée de Laplace.

Lemme 4.1. Soient ¥; et Y, deux systemes d’attente My, M>/G,, G2/1 avec rappels a com-

munication bidirectionnelle,

sio A0 <A@ et BM <, B alors {kV} <, {kP1,

: PO LN e
k(l):P(X:n):/ue_)\()tdBl()(t% i=1,2, 1 =12.

n!
Preuve. Supposons que A1) < \?) et Bl(l) <4 BZ(Z), l=1,2.

Par définition de I’ordre stochastique <, on a pour une loi discrete, les équivalences sui-

vantes :

+00 +00
() <. (2} & K= 5000 < 57 hD = 5
+o00 (1)
Z/ (AT )™ exp{—)\(l)x}dBl(l)(x),
m:no
+oo )\
/ Z O cxp (A} B (o),

+°O+oo (2)1-
/Z exp{— )\(Q)x}dB (x),l=1,2. (4.15)

=N

]

Pour prouver I’inégalité numérique (4.15), on doit prouver que la fonction

V-3

m=n

exp{ Az},

est non décroissante.
Ona:
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2t = T epian 20 ey

+0o0
= Z )\()\:C) exp{—Azr} — Z )\ exp{ Az}
mn(m )
= Z )\ pex (Az )”—1 —
= p{—A\z} — Z )\ exp{ Ar}+ )\( ) exp{—Az}
m=n-+1 )
n—1
= ,\((293_) ol exp{—Az} >0, V> 0.
Donc f,(x, A\) est une fonction croissante en z.
La dérivée par rapport a A s’écrit comme suit :
0
afn(:p, A) = Zmaz exp{ Ar} — Z x exp{ Az}
+oo
= ()\x) exp{ Ar} + Z x()\ 2" exp{ Ar} — Z x exp{ Az}
- ) memyr (M= 1!
Az
= ((n " 0 exp{—Az} > 0.

On remarque que la dérivée est positive pour toutes les valeurs positives que peut prendre le
paramétre \. Alors, la fonction f,,(z, \) est croissante par rapport aux valeurs du paramétre \.

En effet, )
0 B (Ax)"~
5]071(1’7 )‘) - a:'exp{—)\ac} (Tl _ 1)'

Comme f,(z, A) est une fonction croissante en x et Bl(l) <4 Bl@), alors d’apres le Théoreme

> 0.

3.1 énoncé dans le chapitre 3, I’inégalité suivante est vérifiée :
/fn z, AD)dB!! /fn z, AD)dBP (2),1=1,2. (4.16)
D’autre part, puisque la fonction f,,(z, A) est monotone par rapport a X et que AV < A\ ona

/fnx ADYaB® /fnx ANaBP (2),1=1,2. (4.17)

Par conséquent, des inégalités (4.16) et (4.17), I’'inégalité (4.15) est vérifiée par transitivité.
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distribution ki“

FIGURE 4.4 — Comparaison des distributions {k,(f )}, 1 = 1, 2, par rapport a I’ordre stochastique,

pour A\ = 0.25, \® = 0.5, 01 = 0.7,0? = 0.6

0.7 T T T T T T T T T
: : - : : . : : |
ki
—a [
l{i
==
= e
=
=
=
T 1 T T 1
=
18 20

FIGURE 4.5 — Comparaison des distributions {l-{:,&z )}, 1 = 1, 2, par rapport a I’ordre stochastique,

pour A\ = X\® = 0.5et 61 = g2 = 0.6

Selon les deux Figures ci-dessus, on remarque que les probabilités du nombre de clients
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arrivant durant le service du n'®™ client, diminue stochastiquement lorsque le taux d’arrivée

décroit et en diminuant stochastiquement le temps de service.

Lemme 4.2. Soient ¥; et Y, deux systemes d’attente M7, My /G4, Go/1 avec rappels a com-

munication bidirectionnelle,
sio A <A@ et Bl(l) <y Bz(2) A=1,2 alors {kV} <, {k@}.

Preuve. Par définition de 1’ordre convexe <, on a:

+oo +oo
DY <, (K2 & KD =R < YR =k

n

@/ZMWMM%%/meWWWW
0 m=n O m=n
avec,
0y _ N~ (ADz) (i
fm(xy )\ )_ Z l' eXp{_)\ x}
l=m

Les fonctions f,,(z, \) sont croissantes par rapport a A, alors la fonction définie par :
_ Too
fulz, N) = > fu(z, \) Pest aussi. D’autre part, on a
2 (/\x)n—2
Ox? (n—2)!

Par conséquent, f,(x, \) est croissante et convexe par rapport a la variable z.

f@,n—A ~faea(a, ):V( )mM—M}>O

D’apres le théoreme 3.2, on obtient I'inégalité suivante :

/thtw /ﬁzk )dB® (z). (4.19)

Et on obtient, grace & la monotonie de la fonction f,,(z, A) par rapport a A, 1’inégalité :

/th(w /th )dB® (x). (4.20)

Finalement, I’inégalité (4.18) est vérifiée par transitivité des inégalités (4.19) et (4.20).
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FIGURE 4.6 — Comparaison des distributions {IICS)}, 1 = 1, 2, par rapport a I’ordre convexe, pour

AL =025 12 =05,00 =0.7et 6@ = 0.6.
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FIGURE 4.7 — Comparaison des distributions {l?ﬁf)}, 1 = 1, 2, par rapport a I’ordre convexe, pour

AN =A@ =056t 0 = @ = 0.6.
Les deux Figures ci-dessus, montrent que les probabilités du nombre de clients arrivant durant
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le service du ni®™ client, diminue par rapport a 1’ordre convexe lorsque le taux d’arrivée décroit

et en diminuant par rapport a I’ordre convexe le temps de service.

Lemme 4.3. Soient ¥; et Y, deux systemes d’attente My, My /G4, G/1 avec rappels a com-

munication bidirectionnelle,
si AW <A@ ot BY <, BP alors {kD} <, {EP

Preuve. Pour prouver que 1’inégalité {kf«})} <z {k’g)} a lieu, il suffit d’établir I’inégalité sui-

vante, pour les fonctions génératrices correspondantes

kW (2) > kP (2),

ce qui est équivalent a montrer que
B (- 2) 2 BP0 - 2)),
c’est-a-dire montrer 1’équivalence suivante :
(KDY <, {5} & BY OO - 2)) > BP (AP (1 - 2)). 4.21)

Par définition, on a :

k:(z):Zk‘nz” = Z/ ()\ngc')”

n>0 n>0 0

= /Z—()\fj)n exp{—A\z}dB(z)

exp{—Az}z"dB(z)

n>0
—+o00

= / exp{—Az(1 — 2)}dB(x) = é()\(l —2)).

0
De plus,
BY <, B® = BY(s) > BP(s), Vs >0, [=1,2.

En particulier, pour s = A(Y)(1 — z), ona:
BP0 - 2) > BP0 - 2)). (4.22)

Puisque toute transformée de Laplace est une fonction décroissante, ’inégalité AV < A im-
plique I'inégalité suivante :

BP(\W(1-2)>BP0\¥1-2), 1=1,2 (4.23)

Par conséquent, I'inégalité (4.21) découle des inégalités (4.22) et (4.23).
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4.2.2 Monotonie de la chaine de Markov incluse

Les probabilités de transition en un pas de la chaine de Markov incluse pour le systeme
My, M5 /G1,G5/1 avec rappels a communication bidirectionnelle sont données par la formule

suivante :

bl sim=n—1etn>1
Prm = Kt 1 ) 1 . (429
/\+a+wkm n+A+a+wk —|—A+a+wkm net, S10<n <m.
Soit I’opérateur de transition 7 de la chaine de Markov incluse. Pour chaque distribution
P = (Pn)n>0, 00 associe une distribution 7, = ¢ = (¢ )m>0 telle que
n>0
Les deux théoremes suivants donnent la condition sous laquelle 1’opérateur de transition 7

est monotone par rapport aux ordres stochastique et convexe.

Théoreme 4.3. Si 'inégalité By <, B; a lieu, alors I’opérateur de transition 7 est monotone,
par rapport a ’ordre stochastique. C’est-a-dire, pour deux distributions quelconques p(") et p(?),

I’inégalité p(V) <., p® implique la suivante : 7p™") <., 7p?.

Preuve. Un opérateur est monotone par rapport a 1’ordre stochastique si et seulement si on a
I’inégalité suivante :
Dn—1m < Dnm, V1, M, (4.25)

avec,

= A Q np
= ke = S A— e S N al—
b Zp’k Z[A+a+nu k_”+A+a—|—nu k_”+A+a—|—nu hontl

A —1 « —2 nu —1
= ——k —k —k
)\+a+nu mfn—i_)\_'_Oé_i_nlu mfn—i_/\_'_a_'_nu m—n+1
= At s _7171711 + - Efnfn - s k}nfn
At a+nu A a+nu At a+nu
A+np 1 a —2 A 1
At a+nu At a+nu A a+nu
et,
_ A+ (m—Dp N a 72  (n=Dp |
pn—l,m - /\+a+ (n_ 1),u m—n+1 /\—|—C¥+ (n_ 1)'“ m—n+1 )\+a+(n_ 1)“ m—n+1*
D’ou:
5 = ap —1 -2
n,m — Pn—1m — km—n - km—n
Pran =Pt = (et at (0= Dy et o)
A (n—1p
— k! k!
+)\—|—oa+nu N+ a+(n—1)p mont1 ¥

« 2 >0

—k
Ada+nu ™"
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Par conséquent, puisqu’on a I’'inégalité By < ; B, alors I’inégalité (4.25) est vérifiée.

En conclusion, I’opérateur 7 est monotone par rapport a 1’ordre stochastique.

0.5

0.45

0.4

0.35

o
t

0.25

distribution * P

0.2

FIGURE 4.8 — Comparaison des probabilités de transition p;, ,,, €t Pp—1,m, V12, M.

Remarque 4.1. En particulier, si les deux distributions B; et By possedent la méme loi de pro-

babilité, c’est-a-dire, By =, B, alors I’opérateur de transition est aussi monotone.

Théoreme 4.4. Si I’inégalité B; =, B a lieu, alors 1’opérateur de transition 7 est monotone,

par rapport a I’ordre convexe. C’est-a-dire, pour deux distributions quelconques p(») et p(?),

I’inégalité p(V) <, p implique la suivante : 7pM) <, 7p?.

Preuve. L’opérateur 7 est monotone par rapport a 1I’ordre convexe si et seulement si :

N

ou,

—+00
ﬁn,m: E ﬁn,k
k=m

25n,m S ﬁnfl,m + ﬁnJrl,ma v n, m, (426)
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— k! e — k!
A+ a+np m_”+)\—|—a+nu m_”+)\—|—a+nu mentl
Atnp 7 - 7.2 ny 7.1
m-n T m—n km—n
A+ a+np A4 a+np A+ a+np
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En conclusion, si on a un systéme de file d’attente M;, My/G4, Gy /1 avec rappels a commu-
nication bidirectionnelle et I'inégalité B, =, B, alors I’opérateur de transition 7 est monotone,

par rapport a 1’ordre convexe.
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Maintenant, on considére >; et s deux modeles d’attente My, My /G4, Go/1 avec rappels a
communication bidirectionnelle ayant les paramétres suivants : AV, (), (1), Bg)(x), Bél) (x)
et \?, 1, o), B§2) (x), Béz) (z) respectivement. Notons par 7(Y), 7(2) les opérateurs de

transition associés aux chaines de Markov incluses de chaque systeme.
Les deux théoremes suivants donnent les conditions de comparabilité de ces opérateurs par
rapport aux ordres partiels : stochastique et convexe.

Théoreme 4.5. Soient 3J; et 3, deux systémes d’attente My, M, /G, Go/1 avec rappels a com-

munication bidirectionnelle,
si A < @ M > @ (0 < () Bfl) < B§2) et Bél) <u B§2) alors 7 <, 7@,
c’est-a-dire que pour une distribution quelconque p ona 7Wp <, 7.

Preuve. D’apres le théoreme 3.6, nous devons vérifier les inégalités suivantes pour I’ordre sto-

chastique,

Pn < Pk v0<n<m,
Ce qui revient a montrer :
)\(1) + nu(l) _1(1) a(l) p(l) B nlu(l) kl(l) <
)\(1) —+ a(l) + nyj(l) m—n+1 )\(1) -+ a(l) + nu(l) m—n /\(1) + a(l) + nlu(l) m=n —
2 2 2 2
N em® e o 2 @) 09)

N 1 a® +np@ " ot @ a0 @ T 3D+ @+ np®
D’apres le lemme 4.1 on a :
{6} <o R, (4.28)
Ona \D < A® oM < a® et ™ > 13 implique que :
AD L@ 2@ 4 o®
PO R CI R

et puisque la fonction : —*— est décroissante alors :

T+m

e e

2D + a®) + pp® = A + @ 4 pu@’ (4.29)

o A(2)
on a aussi o) < el
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T

est croissante alors :
T+m

et du fait que la fonction

A A2
)\(1) —+ n#(l) S )\(2) —+ nlu(2)7

par conséquent :
oM < a® et AV 4+ np™ > A 4+ 7,3 nous donnent :

a(l) - 04(2) ’

T

est croissante, alors :
x+m

et comme, la fonction

)\(1) + 05(1) —+ nu(l) - )\(2) + a(2) + nu(2) '

(4.30)

Des inégalités (4.28), (4.29) et (4.30) on obtient :

AV 4np o npt o AP e
A -+ a + nlu(l) m—n A + a® -+ nlu(l) m=n A2 -+ a®) + n#@) m=n
N np® @ o A4 e np® e
)\(2) —+ a(2) + nN(Q) m-n — )\(1) —+ a(l) —+ 'n,’u(l) m-—n )\(2) —+ a(Q) —+ H/L(Z) m—n
W ™ (1) e 2
—WM LN mklfnln = 0. De plus, ona:
Aratmp | Atmp @
At a+nu At a+nu At+a+nu
donc
)\(1) + a(l) =+ nu(l) - /\(2) —+ a(Q) + nlu,(z)7
devient :

oD o@

2D+ o) 4+ nﬂ(l) = 1= 22 + (@) 4 nlu(2)7

1—

ceci implique que : " o
o Q@

)\(1) —+ a(l) —+ n#(l) S )\(2) —+ a(2) —+ nlu(z) ’

4.31)

par conséquent, si Bgl) <4 B§2) et Bél) <4 Béz), alors I’inégalité (4.27) est vérifiée.
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FIGURE 4.9 — Comparaison des probabilités de transition {pﬁfr)n}, 1 = 1,2, par rapport a ’ordre

stochastique.

Théoreme 4.6. Soient 3, et X5 deux systemes d’attente My, My /G4, Go/1 avec rappels a com-

munication bidirectionnelle,
si A < \@ M > @ (0 < (@) Bfl) <. B%Q) et BS) <, B§2) alors 7 <, 7@,
c’est-a-dire que pour une distribution quelconque p ona 7Mp <, 73 p.

Preuve. D’apres le Théoreme 3.6, nous devons vérifier les inégalités suivantes pour 1’ordre

convexe,
=(1 =(2
< 2 V0<n<m.
C’est a dire :
AL 4+ nu(l) :1(1) N a® ﬁ(l) B nu(l) F(l) -
A1) + a@®) + nlu,(l) m—n+1 A1) + a®) + nu(l) m—n A 4+ a® 4+ nM(l) m-n —
(2) (2 =2 (2) —(2) (2) _
AT+ g T a K2, e 432
AD §a® 1@ M T XD 0@ 4@ ™ T @+ a® 4@ ™
En effet : D’apres le lemme (4.2) on a :
1 (1) 1(2)
{k, '} <, {k, "} pour [ =1,2. (4.33)
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et d’apres les inégalité, (4.29), (4.30) et (4.31)on a:

AD 4 =) ) ) e S0
A + a@®) + nu(l) m—n+1 + A1) + a®) + nu(l) m—n A + a® + nu(l) m-—n —
>\(2) =+ TL,LL(2) :1(2) 04(2) :(2) nu(z) 71(2)

2 —
A2 -+ a2 -+ nlu(Q) m—n+l + A(2) + a2 + n‘u(Q) k m-n A 2) + a® + nu(2) m-n*

o5 S IRREEEERE SRR ........ PREREEERE S ERREEEEE SRR

; i i i ; i
1 2 3 4 5 B 7 8 5
Arrivée de clients

FIGURE 4.10 — Comparaison des probabilités de transition {p%}, 1 = 1,2, par rapport a I’ordre

convexe

4.2.3 Inégalités stochastiques des distributions stationnaires du nombre de
clients dans le systeme

Les deux théoremes suivants donnent les conditions de comparabilité des distributions sta-
tionnaires du nombre de clients, pour deux systemes de files d’attente M, My /Gy, G5/1 avec
rappels a communication bidirectionnelle, par rapport aux ordres partiels : stochastiques et

convexe.

Théoreme 4.7. On considere Y1, Y» deux systémes de files d’attente My, M, /G, Go/1 avec
rappels & communication bidirectionnelle ayant les parametres AV, 1, oD, B (), B{ (2) et

A @) B%Z) (x), B§2) (x) respectivement, et soient W,(LI), 722) les distributions stationnaires
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du nombre de clients dans chaque systeme, alors si les inégalités suivantes ont lieu :
A <A@ 0 > @) o) < o) Bfl) < Bf), B;l) <. BéQ)et B§2) <. B§2) (resp. B§2) <, B£2))7
on a aussi les inégalités suivantes sur les distributions stationnaires

{z < {xP}, ol so= st (ou v).

Preuve. D’apres le théoreme 4.6, les inégalités AV <A@ (1) > 1,2 o) < ) Bf) <,
B§2) et Bél) <u BéQ), impliquent 7 <, 7(?), ¢’est-a-dire, pour une distribution quelconque p
on a I’'inégalité suivante :

7Wp <o 7. (4.35)

Par hypothese, on a B§2) <t B%Z) (resp. B%Q) <s BéQ)), alors d’apres le théoreme 4.4 (resp. le

théoreme 4.6), I’opérateur 7(2) associé a la chaine de Markov incluse, du deuxiéme systéme, est

monotone. C’est-a-dire, pour deux distributions quelconques p?), pg) telles que p§2) <s0 pg),

on a
’7‘(2)]952) Sso 7(2)]9%2)' (436)

Cependant, de I’inégalité (4.35), on obtient

rOp® < 7@ pM), (4.37)
Il existe une probabilité pf) telle qu’on ait I’inégalité suivante

r@pM < ¢(2>p§2). (4.38)
En combinant les inégalités (4.36)-(4.38), on obtient le résultat suivant

T <o 7@, (4.39)

pour deux distributions quelconques p("), p().

L’inégalité (4.39) peut étre réécrite de la maniere suivante

Ol = Pz =n) =Pz =n)

Quand k —> oo, ona {7} <,, {7V}

Théoreme 4.8. Si pour le modele M;, M5 /G, G5 /1 avec rappels a communication bidirection-
nelle, la distribution de temps de service est NBUE (New Better than Used in Expectation)
(respectivement NW U E- New Worse than Used in Expectation), et si de plus Bél) <, Bf),
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B} = BEZ) <u B§2), alors la distribution stationnaire du nombre de clients dans ce systéme est
inférieure (respectivement supérieure), par rapport a 1’ordre convexe, a la distribution station-
naire du nombre de clients dans le systeme My, My/M;, Ms/1 avec rappels & communication

bidirectionnelle.

Preuve. Considérons un systeme de files d’attente My, M; /M, Ms/1 avec rappels a commu-
nication bidirectionnelle avec les mémes parametres : taux d’appels entrants ), taux de rappels
u, taux d’appels sortants o temps moyen de service 3} et 33, que le systtme M, My /Gy, Go/1

avec rappels a communication bidirectionnelle, mais avec des temps de service exponentielle-

L

ment distribués avec des taux 6; = 5% etd, = 3I-
1 2

=
l—e ?1, sixz>0,

0, si x < 0.

l—e %, siz>0,
0, si x < 0.

D’apres la proposition (3.4), Si By (z) est NBUE (respectivement NW U E), alors
By(z) <, Bj(x), (respectivement B;(z) >, Bi(z)).

Et comme Bél) <, B§2) et B <, Bf), alors d’apres le théoreme 4.7, on déduit que la dis-
tribution stationnaire du nombre de clients dans le systeme M;, Ms/G1,Gy/1 avec rappels a
communication bidirectionnelle est inférieure (respectivement supérieure) a la distribution sta-
tionnaire du nombre de clients dans le systeme M, M; /My, M, /1 avec rappels a communication

bidirectionnelle.

4.3 Application numérique

Apres avoir €élaboré un simulateur, sous environnement Matlab, décrivant le comportement
du modele M;, My /G4, Gy /1 avec rappels a communication bidirectionnelle, nous avons estimé
les probabilités stationnaires d’un tel systeme lorsque la distribution des temps de service est
NBUE ( resp. NWUE). Ensuite, les comparer a celles du systeme M, My /My, My /1 avec
rappels a communication bidirectionnelle afin de valider le résultat obtenu dans le Théoreme
4.8. Pour ce faire, on a choisi deux lois de probabilités de type NBUE (une distribution de
Weibull (Wbl (a,b), avec a > 1) et deux autres lois de type NW U E (une distribution de Weibull
(Whbl(a,b), avec a < 1) et une distribution Gamma (I'(a, b), avec 0 < a < 1) pour les temps
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de service. Ainsi que nous avons fixé le taux d’arrivées entrantes A = 0.3, le taux d’arrivées
sortantes o = 0.2, le taux de rappels © = 1, le temps de simulation T'maz = 1000 unités de
temps et n = 100 (le nombre de replications) et prenant en considération les différentes lois

citées dans le tableau suivant :

By (z)
lot NBUE loi exp lot NWUE
Wol(2,4) | exp(2.00) | WHI(0.5,0.3699) | T(0.6,4)
Bs(x)
lot NBUE loi exp lot NWUE
WbI(3.3098,4) | exp(3.00) | Whl(0.5,0.3333) | T(0.5,6.0)

TABLE 4.2 — Différentes situations prises en considération lors de simulation

P T S T T T

All)

.........................................................................

....................................................................

0.4 . :
O0ab g g —— Vb2 41 Whi(3.3098 4
: (| (Exp(2) Exp3))

R 40 | —=—(wbi(0.5,0.3699) WhifD.5 0.3333)

0.1 W U . 0.6 4), T(0.5 0.6)
10 20 30 40 2l
(i) nombre de clienfs dans le systeme

FIGURE 4.11 — Comparaison des probabilités stationnaires des systemes

D’apres cette Figure, on constate que :
La distribution stationnaire du nombre de clients dans le systeme My, My /G4, G2/ 1 avec rappels

a communication bidirectionnelle est inférieur a la distribution stationnaire du nombre de clients
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dans le systeme My, My/M;, Ms/1 avec rappels & communication bidirectionnelle, lorsque la
distribution des temps de service des appels entrants (resp. appels sortants) est NBUE c’est a
dire Wbl(2,4) (resp. Wbl(3.3098,4)).

La distribution stationnaire du nombre de clients dans le systeme M, M, /G1, G3/1 avec rap-
pels a communication bidirectionnelle est supérieure a la distribution stationnaire du nombre de
clients dans le systeme M, Ms/M;, M /1 avec rappels a communication bidirectionnelle avec
distribution exponentielle des temps de service des appels entrants exp(2.00) (resp. appels sor-
tants (exp(3.00))), lorsque la distribution des temps de service des appels entrants (resp. appels
sortants) est NWUE (Wbl(0.5,0.3699) ou I'(0.6, 4)) (resp. (Wbl(0.5,0.3333) ou I'(0.5,6.0)).

Cette Figure nous montre que les résultats théoriques obtenus dans le Théoreme 4.8 sont
confirmés par les résultats de simulation (une bonne concordance entre les résultats analytiques
et ceux issus de la simulation). alors les bornes stochastiques en question sont une bonne approxi-
mation pour les probabilités stationnaires du modele considéré dans notre étude et ce quelque soit
la distribution des temps de service G (NBUE ou NWUE). Par conséquent, les performances d’un
tel systeme (nombre moyen de clients dans le systeme, le temps d’attente moyen,...) peuvent étre

estimés par celles du systeme M, My /M, M, /1 avec rappels a communication bidirectionnelle.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié les propriétés de monotonie d’une file M, My /Gy, Go/1
avec rappels a communication bidirectionnelle [?] en utilisant la théorie générale des ordres sto-
chastiques. Nous avons montré la monotonie de I’opérateur de transition de la chaine de Markov
incluse par rapport a 1’ordre stochastique et convexe. De plus, nous avons obtenu des conditions
de comparabilité des deux opérateurs de transition. Ainsi qu’on a montré que la distribution
stationnaire du nombre de clients dans un systeme M7, M, /Gy, G/1 avec rappels a communi-
cation bidirectionnelle, est majorée (respectivement minorée) par la distribution stationnaire du
nombre de clients dans un systeme M, M, /M, Ms/1 avec rappels 2 communication bidirec-
tionnelle, si la distribution des temps de service est N BU E (respectivement NW U E). Et enfin,

on a confirmé les résultats théoriques obtenus par une application numérique.
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Dans ce mémoire, nous avons montré, dans un premier temps, I’intérét et les applications
des systemes d’attente (classiques, avec rappels et priorité). Les modeles classiques ne prennent
pas en considération le phénomene de répétition de demandes de service qui exerce une
influence non négligeable sur les caractéristiques de performance de certains systemes réels,
tels que les systemes de télécommunication. Ce phénomene de répétition de demandes du
service est étudié par la théorie de files d’attente avec rappels dont nous avons actualisé une
synthese des résultats connus. Nous nous sommes ensuite intéressés aux modeles avec rappels et

a communication bidirectionnelle (cas particulier des systemes d’attente avec rappels et priorité).

Nous avons ensuite étudié quelques problemes de comparabilité pour I’analyse du systeme
M, My/G1,G5/1 avec rappels a communication bidirectionnelle en utilisant la méthode de
comparaison stochastique. L’avantage de ce type de méthodes d’approximation réside dans le
fait que des résultats explicites puissent étre obtenus pour des situations relativement complexes
ou les méthodes numériques et les expériences de simulation constituaient souvent la seule alter-
native.

Certaines caractéristiques de ce modele sont en fait connues, mais ici, on considere deux

problemes :
1. La monotonie de la chaine de Markov induite.
2. La comparabilité des modeles de ce type, mais ayant des parametres différents.

Pour cela, on a établi des conditions de comparabilité et de monotonie sur les parametres d’un
systeme de files d’attente M, M, /G4, Go/1 avec rappels a communication bidirectionnelle, qui
assurent la monotonie de 1’opérateur de transition associé a la chaine de Markov incluse. On
a aussi €tabli les conditions pour lesquelles les opérateurs de transition ainsi que les distri-
butions stationnaires du nombre de clients, de deux chaines de Markov incluses associées a

deux systemes M, My /G, G5 /1 avec rappels a communication bidirectionnelle ayant la méme
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structure mais avec des parametres différents, sont comparables au sens des ordres stochastique
et convexe. On a montré aussi que la distribution stationnaire du nombre de clients dans un
systeme My, My/G1,G2/1 avec rappels a communication bidirectionnelle, est majorée (res-
pectivement minorée) par la distribution stationnaire du nombre de clients dans un systeéme
My, My /My, My/1 avec rappels & communication bidirectionnelle, si la distribution des temps
de service est NBUE (respectivement NWUE). De plus, on a con¢u un simulateur pour illustrer
les résultats théoriques obtenues (une bonne concordance entre les résultats analytiques et ceux
issus de la simulation).

Parmi les perspectives de recherche, citons :

e Extension de ce travail en ajoutant une file d’attente prioritaire .

e Analyse mathématique du modele d’attente M, M /G4, G2 /1 avec rappels a communication

bidirectionnelle et distribution générale des temps inter-rappels.

e Etude de la V-stabilité du systeme M, My /M, Ms/1 avec rappels & communication bidi-
rectionnelle apres perturbation de service afin d’obtenir les bornes de stabilité et de les

comparer a ceux obtenues dans ce mémoire
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Résumé

Dans ce travail, nous avons présenté une syntheése sur les systeémes avec rappels et priorité. Le
systeme étudié en est un cas particulier. Il s’agit du modele d’attente avec rappels a communication bi-
directionnelle. Ce type de systemes differe des systemes classiques par 1’existence de deux parametres
supplémentaires : rappels et nombre d’appels différent.

Nous avons étudié les propriétés de monotonie d’une file M, My/G1,Ga/1 avec rappels a
communication bidirectionnelle en utilisant la théorie générale des ordres stochastiques. Nous avons
d’abord montré la monotonie de 1’opérateur de transition de la chaine de Markov incluse par rapport
a ’ordre stochastique et convexe. Par la suite, nous avons obtenu des conditions de comparabilité des
deux opérateurs de transition. Nous avons ensuite montré que la distribution stationnaire du nombre
de clients dans un systeme M, Ma/G1,G2/1 avec rappels a communication bidirectionnelle est
majorée (respectivement minorée) par la distribution stationnaire du nombre de clients dans un systeme
My, My /My, Ms/1 avec rappels a communication bidirectionnelle, si la distribution des temps de service
est NBUE (respectivement NW U E). Enfin, nous avons confirmé les résultats théoriques obtenus par
une application numérique.

Mots-clés : Files d’attente avec rappels ; Communication bidirectionnelle ; Chaine de Markov induite ;
Distribution stationnaire ; Ordre stochastique ; Bornes stochastiques ; Monotonie.
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