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Introduction Générale

Introduction Générale

Le monde industriel connait actuellement un énod@&ecloppement technologique,
sous l'effet de la concurrence et des besoinswdeqn plus exigeants du point de vue qualité
et performances. Ce progrés technologique et indusist di pour beaucoup au grand saut
gualitatif qu'a connu l'outil informatique logiciet matériel, notamment depuis I'apparition
des microprocesseurs, ce qui a permis de rendrabbmd'application de méthodes et de
techniques considérées jusqu’a présent comme paotetinéoriques. Cela est d( aussi au
développement qu'a connu la recherche fondameddaie divers domaines tels que ceux de
l'analyse numérique et de la théorie des systenmeg.ceci a permis de mettre en ceuvre des

méthodes et des approches trées complexes pountifidation et la commande des systémes.

L'une des techniques de commande qui a connu umaedgr notoriété, est la
commande adaptative, qui comme son nom l'indiqaesiste a adapter le régulateur en ligne
aux variations du procede régulé pour assurer wiadit@ constante de performances. Les
processus commandés sont totalement inconnus rfsstboites noires) ou partiellement

inconnus, ou des systémes dont les paramétrenvdans le temps.

Un travail de recherche considérable sur la commaadptative a été effectué depuis le
début des années 1950. La premiére motivation gutdmmande des avions de haute
performance. Durant les vingt années suivant@sypdrtance contribution théorique ont vu
le jour [11].

Il existe deux types de techniques adaptatives tireanen ceuvre qui sont largement utilisées
en pratique. L’'une s’appelle la commande adaptatirecte a modele de référence (MRAC),

la seconde concerne la commande adaptative ingliseic identification du modele (MIAC).

Dans ce mémoire, nous allons appliquer la commaaatbptative directe a modele de
référence (CAMR) d'ordre entier et d'ordre fractiaire sur quelgues systemes connus
(premier et deuxieme ordre) ainsi que le moteuroarant continu. La stratégie CAMR

spécifie la forme désirée de la réponse du prosesswn signal de commande par

lintermédiaire d’'un modele de référence définissate maniere paramétrique les
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Introduction Générale

performances souhaitées en boucle fermée. Ensmtejécanisme d’adaptation élabore, a
partir de la sortie du processus et de la sortienddele, un jeu de parametres congu de telle

sorte que la différence entre ces deux sortieseteas zéro.

Ce mémoire est organisé en trois chapitres :

- Le premier chapitre présente une base théoriquealcul fractionnaire ainsi que les

meéthodes d’approximation des systémes d’ordreifnacéire.
- Le deuxieme chapitre est dédié a la commandetaiilagpa modele de référence.

- Le chapitre 3 présente des exemples de simulat®mta commande Adaptative a Modéle de
Référence d’ordre fractionnaire sur les systemegmmier et deuxieme ordre ainsi que

I'application de cette derniére approche sur leemoé courant continu.

- Enfin, une conclusion générale vient récapitldsr résultats obtenus dans ce mémoire et

donner un apercu sur les perspectives projetéadgoantinuation de ce travail.

Page 2
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Chapitre | y&eme d ordte Fractionnaire

Chapitre |

Les Systemes d’ordre Fractionnaire

[.1 Introduction :

Les systemes d'ordre fractionnaire ont recu uegrébtconsidérable dans de nombreux
domaines des sciences appliquées et de l'ingén@egesystémes sont généralement décrits par des
équations différentielles d’ordre fractionnaire.n®de domaine fréquentiel, ils sont représentés par
des fonctions de transfert irrationnelles. A cadseces fonctions irrationnelles, les systemes
d’ordre fractionnaire ont été marginalement étudi@smme ils n'ont pas de solutions analytiques
exactes, les techniques numériqgues et d’approdmatont largement utilisées pour leur

résolution, analyse et implémentation.

Dans ce chapitre, nous allons donner des défisitidm calcul fractionnaire et des opérateurs
d’ordre fractionnaires, quelque propriétés prindpaet aussi la transformée de Laplace des
dérivées et intégrales d'ordre fractionnaire. Nallens en particulier présenter quelques méthodes

d’approximation des opérateurs et transferts d@fdactionnaire
[.1.1 Historique :

Le calcul d’ordre fractionnaire est le domine degthm@matiques qui traite I'étude et I'application
des intégrales et dérivées d'ordre arbitrairestliicensidéré comme un ancien concept. Les graines
du calcul d’ordre fractionnaire ont été plantéey & 300 années. De nombreux mathématiciens
comme, N.H. Abel, M. Caputo, L. Euler, J. Fouri&grk. Grinwald, J. Hadamard, G.H. Hardy, O.
Heaviside, H. J. Holmgren, P.S. Laplace, G.W. LiipA.V. Letnikov, J. Liouville, B. Riemann,

M. Riesz et H. Weyl ont contribué a ce développanmesqu'a la moitié du siécle pasg®].
Cependant, on peut considérer le calcul d’ordretisanaire comme un nouvel axe de recherche,
puisque ce n'est que depuis un peu plus d'uneainentd'années qu'il fait I'objet de beaucoup de
travaux. Le premier livre dédié au calcul d'ordiaecfionnaire a été publié en 1974, il revient a.K.B
Oldham et J. Spanier [4], aprés un travail de bollation entamé en 1968. Sur le plan

mathématique, il faut citer I'ouvrage russe de Sarkkbas et Marichey42] paru en 1993, qui
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Chapitre | y&eme d ordte Fractionnaire

regroupe un ensemble de définitions et de théamesrtantes sur le calcul d'ordre fractionnaire.
Aujourd’hui, I'intérét du calcul d’ordre fractionita et ces applications ne cesse de grandir, dans
plusieurs domaines. A partir de 2004, un workslypp,se déroule tous les deux ans, spécialement

déedié au calcul d’ordre fractionnaire et ses apgibhnis, a été crée.
1.1.2. La modélisation d’ordre fractionnaire :

La représentation mathématique des systemesofraaires dans le domaine fréquentiel donne
des fonctions irrationnelles qui, dans le domaieenporel, correspondent a des équations
différentielles difficiles a exploiter. Vu l'absemcde méthodes mathématiques, les systemes
dynamiques d'ordre fractionnaire étaient jusquetu@liés de facon marginale seulement, que ce soit
en théorie ou en application. Pour des raisonsatiar, de synthese, et de simulation de tels
systemes, l'utilisation des fonctions rationnellpsur I'approximation s’avere d’'une grande
importance. Alors pour analyser et concevoir lestespes de commande d’ordre fractionnaire il

faut les approximer par des fonctions rationnelles.

La modélisation d’ordre fractionnaire cgtes a décrire les phénomeénes physiques @&ssoci
a des dispositifs dont le comportement peut égepar des équations aux deérivées partielles. Le
calcul infinitésimal (difféerentiel et intégral)d’ordre fractionnaire marque son début au
XVlleme siécle, aprés quelques travaux de tfeed Wilhelm Leibniz (1697) et Leonhard
Euler (1730). Cent ans plus tard il recommencetra étudié par un grand nombre de
mathématiciens célebres comme P. S. Laplace (1818, J. Fourier (1822), N. H. Abel (1823-
1826), J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (I®4H. Holmgren (1865-67), A. K. Grunwald
(1867-1872) ou A.V. Letnikov (1868-187217]. Bien qu’il ne soit pas nouveau, le calcul
infinitésimal d’ordre fractionnaire est redeuemn sujet d'étude dans la deuxiéme moitié du
XXéme siecle. Le formalisme mathématique de lavdBon non entiére associé au développement
des outils informatiques a permis d’envisager @gglications dans le domaine des sciences de
I'ingénieur du FOD (Fractional Order Differential).
Aujourd’hui, I'approche fractionnaire est ainsi dppée pour la modélisation des dispositifs
électriques T, 8, 9,33, 4R pour la modélisation des conséquences desiiésanatureld9 ou
pour la synthése de la command®,[36, 38 La modélisation d’ordre fractionnaire est aussi
présente dans le domaine des sciences biologitpeembdeles des parties du corps humaity] [
ou méme des sciences humaines et sociaesnddélisation des comportements des marchés)

[25].
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Chapitre | y&eme d ordte Fractionnaire

[.1.3.Commande d’ordre fractionnaire :

En automatique, ce n'est qu'au début des ann®8sqlL@ le régulateur CRONE (Commande
Robuste d'Ordre Non Entier) était proposé par Qugba[37]. En profitant des propriétés
avantageuses des systemes d'ordre fractionnairégatateur permettait d'assurer la robustesse de
la commande dans une bande de fréquences donnaeétd# remarqué qu’un tel phénomeéne
physique est robuste au sens de l'automaticierefte, une observation attentive de la relaxation
montre que son amortissement est indépendant datlee de la digue, fluvial ou cétiére, donc
d’un certain nombre de parametres, entre autrealssend’eau en mouvement. Ce résultat est aussi
remarquable que paradoxale dans I'approche erd&®ta mécanique ou toute relaxation présente

un amortissement lié a la masse transportée.

Depuis cette initiative, La commande d'ordre framiaire captiva l'intérét de beaucoup de
chercheurs. En 1993, Podlubrg0] a proposé le régulateur “Bf comprenant une intégration
fractionnaire d'ordreo. et une dérivation fractionnaire d’ordfg élargissant ainsi le champ
d'application du calcul fractionnaire a la théateela commande. La commande adaptative d’ordre
fractionnaire a connu ses premiéres publicationsi&wut des années 2000, avec les travaux de
Ladaci et CharefZ48-27. Depuis, plusieurs dizaines de travaux sur lgg@hes de commande

adaptative d’ordre fractionnaire sont publiés afieoeent R9].

L’objectif de ce chapitre est de présenter legdaiséoriques des opérateurs d’ordre fractionnaire
nécessaires pour le développement des chapitresiyeint, tout en rappelant les définitions et les

principales propriétés des opérateurs d’ordreifrangaire.

|.2.Domaines d’application des systemes fractionniass:

Les applications de la théorie du calcul fractioreaaussi bien dans les sciences

fondamentales qu'en ingénierie sont tres divef48s 2Q.

Les systemes d'ordre fractionnaires sont tout i@dierement intéressants pour représenter
finement et avec un ordre réduit les dispositifatde fonctionnement repose sur la diffusion d’une
grandeur (champ, température, etc.).lls apparaiskeplus en plus fréquemment dans les déférents
domaines de recherches tel que: Electronique, tritechnique, Chimie, Automatique,

Mécanique.....etc.
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Chapitre | y&eme d ordte Fractionnaire

1.3. Opérateurs d'ordre fractionnaire :

Le calcul d'ordre fractionnaire (intégration etféi€ntiation d'ordre fractionnaire) est un vieux
concept qui date de I'époque de Cauchy, Riemanuvilie et Leitnikov au 19éme siécle. Il a été
utilisé en mécanique depuis les années 1930 deeinaehimie depuis les

années 1960. Dans le domaine de la commande,adesixrintéressants ont été réalisés par

ILA. Brin [8], et plus tard plusieurs mathématiciens et physicient étudié les opérateurs
différentiels et les systemes d'ordre fractionndigg.

L'opérateur intégro-différentielD/™ oum et t sont les limites de l'opération est définsain

dm

D ={ 1. R(@) =0, (1.1)
[dD)™™ e R(@) <O,

Oumet l'ordre l'opération. généralemeent m € R
|.4.1 Définitions fondamentales
Il existe plusieurs définitions mathématiques pontégration et la dérivation d'ordre fractionreair
Ces définitions ne menent pas toujours a des a#sutientiques mais sont équivalentes pour un
large panel de fonctiorj40].

1.4.1.1 Définition de Riemann-Liouville:
L'intégrale dite de Riemann-Liouville est définias :

Définition 1 Soient C etk les anneaux des nombres complexes et réels respaetit,
R (.) Symbolise la partie réelle d'un nombre complexe

Soientd eC avecR(4) > 0,t, € R et f une fonction localement intégrable définie sur

[tOl +oo[
L'intégrale d'ordra. def de borne inférieure, est définie par :

) = o5 J, € = O F(O)AE) (12)

Avec t2 toet[’(.) la fonction gamma d'Euler définie pdf(x) = ftto y*leVdy,x > 0.

Définition 2 Soient u € C avec (1) > 0,nun entier positif, t, € R etf une fonction
Localement intégrable définie $ty, +oo[ . La dérivée d'ordrg def de borne inférieurent

Est définie par:
DEF(E) = ——

[(n—-w)acn

Jo (& =D" " f(o)de (1.3)
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Chapitre | y&eme d ordte Fractionnaire

Ou le nombre entiam est tel qugn -1) < u <n.

Cette dérivée d'ordre fractionnaire peut aussidgfimie a partir de I'équation (1.2) comme
Suit:
_ 4" ({(n-w
D f() = {10 Wr ()} (1.4)
Remarque: pour simplifier I'‘écriture, on noterasiensuit/* pourlt’}) et D¥ pour Dég :

1.4.1.2 Définition de Griindwald-Leitnikov :

La dérivée d'ordre fractionnaire d'ordre> O de G-L est donnée par:

DEF(®) = 5z £(8) = limy o ™ Boo(=1)7 () ek — i) (1.5)

Ou h est la période d’échantillonnage et les coieffits

@ = (M) _ [(w+1)
g J7TG+Dl(—-j+1)
Avec wé") = (g) = 1, sont les coefficients du bindbme suivant :

1-2)* = Zfzo(—l)i (lj) 7i = 20 wj(u)zj

La définition de Griinewald-Leitnikov de l'intégralmrdre fractionnaire est formulée

Comme suit ;

I () = DO = limyo b E20(~1) (1) £k = jh) (1.6)

OU h est la période d'échantillonnage et les cdeﬂiitswj(”l) avecwj(”l) (-1/1) =1, sont les
Coefficients du binbme suivant :

(-2 =350(-1) () 7 = Eo(-1w P 2 (1.7)
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[.4.1.3 Définition de Caputo :
A la fin des années 60, dans le cadre de sedtrata la dissipation dans un matériau viscoélastiq

linéaire, Caputo a introduit une autre définitianld dérivation d’ordre fractionnaire.

=D fO(@de

1
[r-a)

L'expression mathématique de cette définition estDf f (t) =

Avecr est un entier positif vérifiant I'inégalité — 1) < a < r.
f@ (1), étantia dérivéed’ordre entierr, par rapporta t, de la fonctioif (7). ;D f (t), désignda dérivée

d’ordrefractionnairex dela fonction f (t)entret, ett selonla définitionde Caputo
1.4.2.Propriétésdesopérateursd’ordre fractionnaire :

Les principales propriétés des dérivéastégrales d’ordre fractionnaire sont les suivantes

1. sif(z) est une fonction analytique de z, alors sa dém\@elre fractionnair®®f(z) est
Une fonction analytique de z et
2. pour a = n, ounest un entier, l'opératiad®f (z) donne le méme résultat que la

Différentiation classique d'ordre entiar.
3. pour a = 0 l'opérationD f () est l'opérateur identitB?f (z) = f(z).

4. la différentiation et l'intégration d'ordre ftemnaire sont des opérations linéaires
D%*af(z) + D*bg(z) = aD*f(z) + bD%*g(z)

5. la loi additive (propriété du semi-groupe)

D*DFf(z) = DPD*f(2) = D**Ff(2)

Est valable sous certaines contraintes sur laifmme(z).
1.5 Transformée de Laplace des opérateurs d'ordre fracbnnaire:

[.5.1 Eléments de base de la Transformée de Laplace :

La fonction F(s) de la variable complexe ik par,
F(s) = L{f(0); s} = [ et f (Ddt (1.8)

Appelée la transformée de Laplace de la foncfi@n, qui s'appellera l'originale. Pour I'existence
de l'intégrale (1.8) la fonctiofi(t) doit étre d'ordre exponentie| ce qui veut dire qu'il existe deux

constantes positives M et T telles que :
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e | f(t)| <M pour toust >T.

La fonction originale f(t) peut étre retrouvée atpale la transformée de Laplace F(s) avec la

transformée inverse de Laplace :

ctjoo

f@) =L7HF(s)t} = |

o joo eStF(s)ds, ¢ =R(s) > c,, (1.9)
Ouc, se trouve dans le demi-plan droit de la convergetsolue de l'intégrale de Laplace (1.8).

L'évaluation directe de la transformée de Laplaerise en utilisant la formule (1.8) est souvent
compliquée ; mais elle peut fournir des informagiantiles sur le comportement de l'originale
inconnuef (t) qu'on veut trouver.

La transformée de Laplace de la convolution

fO *h(©®) = [ f(t = DREdT = [ f@(t - T)dz (1.10)

des deux fonctiong(t) eth(t), qui sont nulles pour< 0, est égale au produit de la transformée

de Laplace des deux fonctions :
L{F (&) * h(t); s} = F(s)H(s) )1

Sous I'hypothese gHés) et H(s) existent. On utilisera la propriété (1.11) poéwréluation de la
transformée de Laplace de l'intégrale d'ordre ifsacaire de Riemann-Liouville.
Une autre propriété tres utile dont nous auronsibesst la formule de la transformée de Laplace

de la dérivée d'un ordre entier n de la foncfi¢t) :
LU (t); s} = s"F(s) — Xz sk k=Y (0) (1.12)
Dans la partie suivante nous considérons la limférieurea = 0.
[.5.2 Transformée de Laplace de l'intégrale d'ordrerfactionnaire :
Nous commencerons par la transformée deateple l'intégrale d'ordre fractionnaire
De Riemann-Liouville d'ordré > 0 défini par (1.2), qu'on peut écrire comme une cdutvon

Des fonctiong (t) = t*~ et f(t):

IF©) = D) = 5 [t =D f(@dr = e+« f (1.13)

La transformée de Laplace de la fonctidn! est :
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G(s) = L{t* s} =T(W)s™ (1.14)

En utilisant la formule de la transformée de Laglde la convolution (1.14) on obtient

La transformée de Laplace de l'intégrale de Rientaouville et celle de Grinewald-Leitnikov

L{I*f ()} = sT*F (s) (1.15)
|.5.3Transformée de Laplace de la dérivée d'ordre fractinnaire :
Nous citons dans ce gsliit la transformée de Laplace des différentes défimstide leDérivée.

- Dérivée de Riemann-Liouville:

LIDHf(6)} = sHF(s) — Xi=o s* [D* ¥ fF (D] e=0 (1.16)
Avecn — 1 < u < n. Cette transformée de Laplace de la dérivée de &iarhiouville

Mais son applicabilité en pratique est limitéeaase de

L’absence d'interprétation physique des valeurgdsdes dérivées d'ordre fractionngicair
t=0.

- Dérivée de Caputa
LIDHF(D)} = sHF(s) — TiZp s 1f*(0) (1.17)
Avecn—1<u<n.

Il faut mentionner ici que d'un point de vue mathégque pur, il y a différentes maniéeres
d’interpoler entre les intégrales et dérivées mlds d'ordre entier. La plus connue et la plus
étudiée est la définition de Riemann-Liouville deéérivées d'ordre fractionnaire. L'avantage
principal de la définition de Caputo par rappodefie de Riemann-Liouville est qu'elle permet de
considérer des conditions initiales conventionselleaciles a interpréter telles qug0) =
vo,7(0) = y,,etc. De plus, la dérivée de Capdtone constante est bornée (égale a 0), alorfaque
dérivée de Riemann-Liouville d'une constante npastbornée a t = 0. La seule exception est quand
on prendt = —oo comme point de départ (limite inférieure) dansdifinition de Riemann-
Liouville. Cependant, qguand on s'intéresse a desegsus transitoires, on ne peut pas accepter de
placer le point de départ-aco; dans ce cas la définition de Caputo semble éatmdus appropriée

guand on la compare aux autres.
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- Dérivée de Griindwald-Leitnikov :

L{D"f ()} = s*F(s) (1.18)
Remarque :
La résolution des équations différentielles d'offdzetionnaire avec la transformée de

Laplace se fait de la méme maniére qu'avec legiégsalifférentielles d'ordre entier.
1.6 Approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire :

Dans la suite nous allons présenter quelque méshddgproximation de I'opérateur d’ordre
fractionnaire qui peuvent étre divisées en deuggmates (fréquentielles et numériquekJ][ avec
un intérét particulier a la méthode de la foncsamguliere 2] qui sera entierement détaillée dans
ce chapitre.

1.6.1 Méthodes Fréquentielles :
[.6.1.1 Approximations utilisant |'expansion des fractions continues et les
techniques d'interpolation :
L'expansion des fractions continugs,[33 est une méthode d'évaluation des fonctions qui
converge souvent beaucoup plus rapidement que delappement en série de puissances, et
converge dans un domaine plus large du plan coraplexrésultat de cette approximation pour une

fonction irrationnelle5(s), peut étre exprimé sous la forme

~ b1(S)
G(s) = ag(S) + () 20 (1.19)

aﬂsﬂ%

_ b1(S) ba(S) b3(S)
G(5) = a(S) + s meyr s (120

Ou a;(S) et b;(S) sont des fonctions rationnelles de la variaSleou des constantes.
L'application de cette méthode résulte en une fomattionnellel (S), qui est une approximation
de la fonction irrationnell& (S).

D'autre part, pour linterpolation, lesnétions rationnelles sont parfois supérieures aux

polyndmes, car elles permettent de modéliser lestifans par des pdles. Ces techniques sont
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basées sur I'approximation d'une fonction irrat@le: (S) par une fonction rationnelle définie par

le quotient de deux polynémes de la variable

Pu(S) _ potpist+pust (1.21)

G(S) = Rl(l+1)(l+m) = Q‘U(S) - q0+q15+...quv

qui passe par les poifts, G(s))); - (Sisxm» G(Sitm))-
Dans la suite nous présenterons guelques uneséthedas les plus connues de ce type.

[.6.1.1.1 Méthode Geénérale d'approximatio des opérateurs intégro-différentiels

d'ordre fractionnaire :

En général, une approximation rationné#ida fonctionG (s) = s# tel qued < u < 1
(Intégration d'ordre fractionnaire dans le domade Laplace) peut étre obtenue en utilisant
I'expansion des fractions continues des fonctiga8]:

Gu(s) = —

(1+s.T)H

(1.22)
Gi(s) = (1 +)H (1.23)

Ou G, (s) est l'approximation pour les hautes fréquefags> 1), €t G,(s) I'approximation

pour les basses fréquenges « 1).
1.6.1.1.2 Méthode de Carlson :

La méthode proposée par Carlson tirée hcessus régulier de Newton utilisé pour
I'approximation itérative de la racine d’ordre peut étre considérée comme appartenant a ce

groupe . Cette méthode se base sur I'hypothesantaiv

(H()YH - G(s) =0 (1.24)
H(s) = (G(s)H* (1.25)
En définissang =% . m =% a chaque itération, partant de la valeur inifigies) = 1, une

fonction rationnelle approximée peut étre donnée pa

(q—-m)(Hi-1(5))*+(q+m)G(s)
H:(s) =H;_+(s
i(8) = Hia( )(q+m)(Hi_1(s>)2+(q—m)G(s>

Le modele d'approximation est obtenu ensuite, emptacant chaque opérateur d’ordre

(1.26)

fractionnaire de la fonction de transfert irratieli@ par son approximation rationnelle.
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.6.1.1.3 Méthode de Matsuda :

La méthode proposée p&@4] est basée sur 'approximation de I'opérateurdte fractionnaire
G(s) = s%par une fonction rationnellé(s) en identifiant le modéle d’approximation a padé

son gain. Le gain est calculé en utilisant M @&uces reparties dans une bande de fréquence
[wg, wy] dans laquelle se fait I'approximation. Pour usemble de points sélectionngs, i =

0,1,2 ..M , 'approximation prend la forme :

~ . S—wo S—w1 S—wy _ s—wi_q M
G(s)=ap+ at ot ot T [ao; a ]i=1 (1.27)
Oou
S—w;
a; = f(w), folw) = G(s),fi41(s) = o (1.28)

Le modeéle d’approximation est obtenu en remplachatjue opérateur d’ordre fractionnaire de la
fonction de transfert irrationnelle explicite pansapproximation.

1.6.1.2 Approximations utilisant I'ajustement de courles ou les techniques
d'identification :

En général toutes les méthodes d'ideatiba dans le domaine fréquentiel peuvent étre
appliguées pour obtenir une fonction rationneltmtda réponse fréquentielle se rapproche de celle
de la fonction irrationnelle originale. Par exempdéda peut étre la minimisation de la fonction codt
suivante :

J = [WES|6w) - Gw)|* dw (1.29)
OuW(s) est une fonction de pondératigh(w)la réponse fréquentielle originale, 6tw) est la
réponse fréquentielle de la fonction rationnelleragimée. Les deux approches les plus connues
sont celles proposées par Oustaloup et Charef.

[.6.1.2.1 La méthode d’Oustaloup :
L’approximation d’Oustaloup d’'un dérivateur géné&@l dont I'action différentielle couvre tout I'espe des
fréquences, repose sur une distribution récurdivae infinité de zéros et de pdles réels négdéfm
d’assurer un comportement a phase minim&e). [Dans le cadre d’'une synthese réaliste (pralitpredée
sur un nombre fini de zéros et de poles, il camwvie réduire le comportement différentiel génééatiur un

intervalle fréquentiel borné, choisi selon les liesade I'application37].

Ainsi, 'approximation de I'opératew”, « € R*, dans une bande de fréqueheg w,,]est donnée

par une fonction rationnelle :

N 1+s/
G(5) = C Mkemn gt (130)
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En utilisant 'ensemble des formules delss¢ suivantes :

!/
w w
wh = a® wy wy = a®w,; K =KL — g p > 1 (1.31)
Wit1 _ 1 Wi _ log(wn/wo) _ _loga
— = —=a s N =—————=;u= ; 1.32
W n> "W > 0; log(an) ’ log(a.n)’ (1.32)

w,, étant le gain fréquentiel unité et la fréquencetredsd d'une bande de fréquences distribuées
géomeétriqguement autour. Soity, = \/w,.w, wypet w, sont la haute et basse fréquence

respectivement.
1.6.1.2.2 Méthode de Charef : Fonction démgjularité

Dans le but d'implémenter des modelesidboiractionnaire dans les schémas de commande
présentés dans ce travail, nous utiliserons la odéthappelée "Méthode de la fonction de
singularité" développée par Charef et &R [1(, qui est présentée dans cette section. La méthode
d'approximation sera différente selon que le temigd'ordre fractionnaire a approximer soit du

premier ou du second ordre.
e Systéme du premier ordre fractionnaire :

Pour un systeme d'ordre fractionnaire du premiereor
1

G(s)=—— (1.33)
(14+57)
On peut réécrire la fonction (1.33) comme suif][:
Mo (12
G(s) = ;ﬁ = limy_, NO(—Z:‘) (1.34)
(15) Mito(1+7)

ou (N + 1) est le nombre total des singularités qui @ déterminé par la bande de fréquences du

systeme. L'équation (1.34) peut étre tronquée aambre finiN, et I'approximation devient :

N-1 S
LS

G(s) = ~ (1.35)

B N s
() )

Les poles et les zéros de la fonction de singékmpeuvent étre obtenus comme suit :

p; = (ab)'poi = 1,2,3,...,N (1.36)

z; = (ab)lazyi = 1,2,3,..,N — 1 (1.37)

avec,
i

po = Pr10206 (1.38a)
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€p

a = 10100-8) (1.38b)
i

b = 10108 (1.38c)
_ log(a)

p= log(ab) (1.38d)

ep est I'erreur tolérée edB .

Avec une pente de 208 dB/dec et son approximation par des lignes droites erzygavec des
pentes individuelles de20 dB/dec et 0 dB/dec .

* Systéme du second ordre fractionnaire :

Pour un systeme de second ordre décrit par |'@quétB9):
1

G(s) = ERR (1.39)
(W—%+25W—n+1)
avecf un nombre réel positif tel qe< g < 1, on peut distinguer deux cas :
-Casou 0 < < 0.5
On peut exprimer la fonction (1.39) comme suit :
S 1) (=2-)"
6.(s) = (WS,é )(WSnH) 140
(W—2+2(Xw—n+1)
aveca = &Petn = 1 — 2, ce qui peut aussi étre approximé par la fongtion
(ptt) M (1+7)
Ge(S) = 71— — " (1.41)
(W—2+2aw—n+1) Hi=0<1+P_i)
Les singularités (pole’ et zéro«Z; ) sont données par les formules suivantes :
p; = (ab)'zi =1,2,3,...,N (1.42)
z; = (ab)""1zi=23,..,N—1 (1.43)
avec
Z, = wVb (1.444a)
€p
a = 1010G-m (1.44b)
i

b = 1010n (1.44c)

_ log(a)

= Tog(ab) (1.44d)
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ep est l'erreur tolérée edB
L'ordre d'approximatiotVest calculé en fixant la bande de fréquences dailyapécifiée paw,,,,

telle que Py_; < wpax < Py, Ce qui méne a la valeur suivante :

(Wmax

L log(*7%)
N = Partie entiere de [m + 1] +1 (1.45)

G.(s) peut alors étre écrite sous la forme d'une fongiemamétrique d'ordrd + 2 :

bmoSN+bm, sV 4+ 4bpyy,

Ge(s) = “ierar o (1.46)
Les coefficients,, etby, sont calculés a partir des singularigs Z; ainsi quex etw,, .
-Pour05 < <1
La fonction d'approximation est donnée comme suit :
5+

Go(s) = (sz — Sn} 1)( — (1.47)

e AU
Ou a =¢&Petn=1-28 , qui développée comme précédemment avec les rsaknguliéres
suivantes :
P, = (ab) 'p;i=1,23,..,N (1.48)
Z; = (ab)" tap;i=23,..,N—1 (1.49)
avecZ; = w,\b (1.50a)
a= 10% (1.50b)
b = 10101 (1.50¢)
n= % (1.50d)

ep est l'erreur tolérée en dB.

Ge(S) peut alors étre écrite sous la forme de latfongaramétrique (1.32).
1.6.2 Méthodes Numériques :

Le principe de ces méthodes consiste a approxiemenddéle d’ordre fractionnaire par un
modele rationnel discret en substituant I'opératiutaplace dans le modeéle fractionnaire par son
équivalent en temps discret. La discrétisation ws étape nécessaire lorsqu’on utilise des
machines fonctionnant en discret pour commandesimuler des modeles continus. Dans le cas
des opérateurs d’ordre fractionnaire analogiquegxiste deux méthodes permettant d’obtenir
I'équivalent discret de ces opérateurs analogifles
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1.6.2.1 Méthode directe de discrétisation :

La premiere méthode est appelée méthode directhsdestisation, car elle permet d’approximer
directement l'intégrateur et le dérivateur d’ordiractionnaire dans le domaine discret. Parmi les
techniques de discrétisation existantes on péett ks plus utilisées, la technique de I'expansion

en série entiere et la technique de I'expansioimaarion continue 16].
1.6.2.1.1 Discrétisation utilisant la techniquele I'expansion de série entiére :
La combinaison de la fonction génératrice d’Eulenmte par la regle de discrétisation de

-1
I'opérateur dérivateurs=1% et la technique de I'expansion de série entierSEjPpour

1-z71

m
I'opérateur dérivateur d’ordre fractionnag® = ( ) , méne a I'expression suivant&l]:

[oe)

sma Ty (-1 () 27k

k=0

Cette équation est I'expression du dérivateur di®fractionnaire de Grundwald-Leitnikov d’ordre

m. Alors, la drivée d’ordre fractionnaire m d’'ur@ttion causale f(t) comme suit :

d™f(t=nT)

=1 () -
k=0

ou T est la période d’échantillonnage. L'exécutdmla PSE pour I'opérateur intégrateur d’ordre

1-z71
T

-m
) meéne aussi a la formule donnée par Lubich comuite s

sTm=Tm kZ(:)(—l)k (_lin) z 7K

Donc, l'intégration d’ordre fractionnaire m d’'uneniction causale f(t) est :

fractionnaire s™™ = (

IMf(t = nT) = T™ i(—nk (_lin) f((n—K)T)
k=0

OulI™ dénote I'opération d’intégration d’ordre fractiaire m.

Une autre possibilité pour la discrétisation de€rafeurs d'ordre fractionnaire analogiques avec la

21-z71

technique de I'expansion de série entiere (PSH)juttiisation de la regle de Tustin (bilinéaire)= T

comme une fonction génératrice.
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1.6.2.1.2 Approximation discréte en utilisant lintégration numérique et I'expansion de

fraction continue :

La technique de I'expansion en fraction continG&K) qui approxime une fonction irrationnelle
par une fonction rationnelle a été aussi utilipdeir la discrétisation des opérateurs d’ordre
fractionnaire. Cette technique d’approximation @ &ppliqué pour le dérivateur et l'intégrateur

d’ordre fractionnairea™ets~™ respectivement, lorsque la fonction génératric& wstin donnée par

-1

. . o L 21-7 I , .
la régle de discrétisation de l'opérateur dérivasewr 71+z‘1eSt utilisé. Alors, I'expression

suivante a été obtenue :

SET = <El ; Z_1>im = T*m CFE <2 = Z_1>im _pim B
T1+2Z71 1+7Z71 Qq(Z‘l)

ou T est la période d’échantillonnage, p et q sbrdres de I'approximation des polynémes
PetQ.
1.6.2.2 Méthode indirecte de discrétisation :
La deuxieme méthode, appelée la méthode indirsetegroule en deux étapes. Dans la premiere
étape on calcule le modele rationnel continu gpr@axime I'opérateur d’ordre fractionnaire comme
suit :
N(s)
D(s)

Puis dans une seconde étape, en utilisant les dexhde discrétisation usuelles pour obtenir le

st = G(s) =

modéle rationnel discret qui approxime le modéetfonnaire analogiqgue comme suit :
$TM = G(5)|s=r(z)

ou F(z) est la fonction génératrice de discrétsationnée par :

- Euler B9 s=F(z)= 1_;
1
- TustinB9: s =F(z) = %Li-l
, o 8 1-z71
- Al-Alaoui [40]: S—F(Z)--77—1+Z_1/7

ou T est la période d’échantillonnage.

Dans ce qui suit, on présente le modéle rationisglret obtenu en utilisant les trois méthodes
classiques de discrétisation appliquées au modienrel analogiqgue obtenu par la méthode de
Charef [L1].
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[.6.2.2.1 Discrétisation de lintégrateur d'ordre fractionnaire par la transformation
Bilinéaire, Backward et Al-Alaoui :

Dans notre cas, I'implémentation numérique de érageur intégrateur d’ordre fractionnaire est la
discrétisation de la fonction rationnelle Gl(s)l@guation (1.41) approximant I'intégrateur d’oedr
fractionnaires™™(avec 0 < m < 1) par les trois méthodes d’Eulerstifuet Al-Alaoui. Par
conséquent, les filtres a Réponse Impulsionnefiain(RIl) obtenus sont donnés par les fonctions

de transfert suivantes :

} ¢ =M ~ VN hi _ VN hiyz
Euler6,19 :s™ = Yo 7= = T —
1+—L

Py

- i - o—m ~ YN h; _ N hiz
Tustin B, 19]: s™™ = .5, —— (z+ 1YL, =
141 ]
. i hi, l
- Al-Alaoui [6,19: s™™ = 2?/:0/# —yN i’(Z+7.)

Avec :
al=1+i,/11 i—l' 5l:1+i
Tp; Tp; Tp;
N E O T B
Tp; '’ ' 7Tp:” " 7Tp; 7

1.6.2.2.2 Discrétisation du dérivateur d’odre fractionnaire par la transformation
Bilinéaire, Backward et Al-Alaoui :

De la méme maniere, l'implémentation numérique deérateur dérivateur d’ordre
fractionnaire est la discrétisation de la fonctrationnelle GD(s) de I'équation (1.23) approximant
le dérivateur d’ordre fractionnaig&® (avec 0 < m < 1) par les trois méthodes d’Eulestih et Al-
Alaoui. Donc, les filtres a Réponse Impulsionndiidinie (RIl) obtenus sont donnés par les

fonctions de transfert suivantes :

1-z~1

oM~ N 9i7 _ N _gi(z-1)
1+ ;
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-1
21-Z
. L — o
- Tustinp, 19: s™ =K, +Z§V=0¢ =Ky + YV 2 gi(z-1)

21-7"1 =0T (ay,z-4y)
T, -1
1otz !
)
8 1-7~

- Al-Alaoui [6,19: s™ = K, + YN %—2_1/7_ K, + ¥V 8 gi(z-1)
) . = RKp z=0/ %\ = fAp =077 (Lo7-00)
Tzl

k1
pi

2
AveC:ai=1+—,/1i=——1, 5l:1+_ Xi:_rli:]--l__' O =———=
Tp; Tp; Tp; Tp; 7Tp; 7Tp; 7

1

|.7 Conclusion :

Ce chapitre est une introduction aux élémentsase lnu calcul fractionnaire. Nous avons
présenté quelques définitions mathématiques destepés fractionnaires avec leurs propriétés et
leur transformées de Laplace. Nous avons présesg @eux classes de méthodes d’approximation

de la dérivée et I'intégrale d’ordre fractionnadrsavoir les méthodes fréquentielles et les méthode
numeriques.
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Chapitre |l

Commande Adaptative a Modele de Référence

I1.1 Introduction :

La commande adaptative joue un réleitrg®rtant dans les applications industrielles, qui
comme son nom l'indique, consiste & adapter lelatgu en ligne aux variations du processus
régulé pour assurer une qualité constante desrpaafwes. Elle peut étre classée en deux types
[32 ,21].i). Commande adaptative indirecte, i.e. le calcul des parameétres du régulateur paase
I'estimation en temps réel des paramétres du poses commandeii). Commande adaptative
directe, i.e. le processus a commander n'est pas idergifiees parameétres du régulateur sont

estimés directement selon une structure imposéke gancepteur.

La commande adaptative a modele de réféereBeeMR) se présente comme l'une des
principales méthodes de la commande adaptatiteures maniere pratigue d'imposer des

spécifications au systeme de commande.

Dans ce chapitre, nous présentons la commestaigative & modele de référence avec ses lois

de commande et sa structure de régulation.

II.2 Régulateurs adaptatifs déterministes : [32, 2B1] ;

Dans cette partie on présentera une odeétralgébrique simple de conception de la
commande adaptative. L'idée est de déterminerdalateur qui impose les pbles désirés en
boucle fermée. De plus, on veut que le systemeesl@vsignal de référence d'une maniere
spécifiée.

Cette méthode permet en plus d’avoir une meilleorapréhension de la commande adaptative.
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[1.2.1 Modéle du processus :

On considére un processus décrit parygtéme a une entrée et une sortie (SISO).
Méme si on traitera essentiellement des systenssets, on peut étudier simultanément les

systemes continus en écrivant:

Ay(t) = B(u(®) + v(1)) (1.1)
Ou A et B représentent des polyndmes fonctions.

On suppose que A et B sont comprimes (premierg eutx), i.e. ils n‘ont aucun facteur commun.
De plus A est supposé normalisé (monique), i.ecolefficient du plus haut degré dans A est
l'unité.
Un régulateur linéaire général peut étre décrit par

Ru = Tu, — Sy [.2)
ou R, S etT sont des polyndmes. Cette loi de commande repes@aetcontre réaction (ou

feedback) négative avec l'opérateur de transf%rét une action directe (ou feedforward) avec

un opérateur de transfeg{tll posséde donc deux degrés de liberté. Un scisotadu systéme

en boucle fermée est montré dans la figure (11.1)

\
Régulateur Processus
4 u B y
| Ru=Ty - 2 » A >

Figure (1.1) : Un régulateur linéaire général a deux degréshaeté.

Le systéme en boucle fermée :

BT
YO = e Ot s’ D
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AT BS

u(t) = AR+BS ur(6) + AR+BSV(T) (1.3)
Le polynéme caractéristique de la boucle fermée@st,
AR +BS = A, (1.4)

L'idée clé de la méthode de conception est de fggete polyndme caractéristique désiré en
boucle ferméel,

Les polyndmes S et R peuvent étre détermangartir de I'équation (11.4). Noter que dans
cette procédure de conception on considere le polga,. comme parametre de conception, qui
est choisi pour donner les propriétés désiréeystéme en boucle fermée.

L'équation (I1.4), qui joue un rble fondartenen Algebre, est appelée I'équation
Diophantine, on I'appelle aussi identité de Bexauéquation de Aryabhatta.

Cette équation posséde toujours une solution siptdgndmes A et B n'ont aucun facteur
commun. La solution peut étre cependant mal cantite si les polynébmes ont des facteurs trop
proches. Elle peut étre obtenue en introduisanipdgsdmes avec des coefficients inconnus et

en résolvant les équations linéaires obtenues.

11.2.2 Poursuite du modeéle :

L'équation Diophantine (11.4) ne déterenque les polyndbmes S et R. D'autres conditions
doivent étre introduites pour déterminer le polyeémdans le régulateur (I.2) également. Pour
ce faire, il est requis que la réponse de la satiesignal de référencg.soit décrite par les

dynamiques :
ApYm () = Bpu,(t) (11.5)
Il vient alors de I'équation (I.4) que la conditisuivante doit étre vérifiée

== (11.6)

AR+BS Ay  Am

Cette condition de poursuite de modeleliomp que la réponse du systeme en boucle
fermée aux signaux de référence soit spécifiédeparodéle (11.5). La réalisation de la poursuite
de modele dépend du modele, du processus et deaiside référence. S'il est possible d'annuler
l'erreur pour tous les signaux de référence, dlbngoursuite parfaite du modele est réalisée.
Maintenant, on discute des conséquences de la tmondde la poursuite du modele.

L'équation(ll.6) implique qu'il existe des simpdiditions des facteurs communsRie etA,
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On factorise le polynébme B comme sulit :

B =B*B~ (1.7)
OuB™* est un polyndme monique dont les racines sontestad si bien amorties qu'on peut les
compenser par le régulateurBest correspond aux facteurs instables ou faiblemenotrtien
Il s'en suit queB~ doit étre un facteur dB,,soit

B,, = B™B), (11.8)
PuisqueB*est compensé, il doit étre un facteurAde De plus, il vient de I'équation (I1.7) que

A, doit aussi étre un facteur de.Le polyndme caractéristique de la boucle ferméagbdonc la

forme :

A, = AyA Bt (1.9)
PuisqueB*est un facteur de B dt. , il vient de I'équation (I1.5) gqu'il divise R aissoit

R =R'B* (1.10)
Et I'equation Diophantine (11.4) est réduite a :

AR' + B~S = AyA,, = A! (1.12)
En introduisant les équations (11.7), (11.8) €tg) dans I'équation (11.6) on obtient :

T = AyB, (1.12)

[1.2.3 Conditions de causalité :

Pour obtenir un régulateur causal damsi$ediscret ou propre dans le cas continu, on doit
imposer les conditions suivantes :
degS < degR (1.13)
degT < degR (1.14)
L'équation Diophantine (I1.4) posséde plusieursisohs, car sk°etS° sont solutions, alors de
méme, les polyndbmes R et S sont solutions, teds qu
R=R°+ QB
S=5°+QA (I.1p
Ou Q est un polyndme arbitraire. Puisqu’il exislgsieurs solutions, on peut choisir la solution
qui donne le régulateur de plus petit degré. Qapé#e la solution du degré minimal.

PuisqueadegA = degB, le terme du plus haut degré sur le coté gauchiégigation (11.4) est AR.
Soit :

degR = degA, — degA

A cause de I'équation (11.14) il y a toujours wodution telle quelegS < degA, — degA.
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On peut donc toujours trouver une solution dangdle le degré de S est au plus égaeaA —

1. Ceci est appelé la solution du degré minimal &pulation Diophantine.

La conditiondegS < degR implique alors que

degA, =2degA — 1.

Il vient de I'équation (I1.12) que la conditialegT < degR implique que

degA,, —degB,, =degA — degB*

En ajoutantleg B~ aux deux cotés, on trouve que c'est équivaled¢ @A, — degB,, = d,

Oud, est le degré relatif du processus.

Cela veut dire dans le cas discret que le tempetded du modéle doit étre au mois égal au
temps de retard du processus, ce qui est une mmt#s naturelle.

En résumé, les conditions de causalité (11.13) patu@tre réécrites ainsi

degA, =2degA — 1.

degA,, —degB,, = degA —degB = d, (l.16)

Il est naturel de choisir une solution dans laguédl régulateur a le plus petit degré possible.
Dans le cas discret il est aussi raisonnable dexjg'il n'y ait pas de retard supplémentaire dans

le régulateur. Ceci n'implique que les polyndrSeR et T doivent avoir le méme degré.

[1.3 Commande adaptative a modéle de référence :$34 ,3]
11.3.1 Principe :

La commande adaptative a modele de référamté proposée par Whitaker et ses collegues
en 1958. Le développement de cette technique reposene hypothése fondamentale, ou pour
toutes valeurs possibles des parametres du prooédsuppose qu’il existe un contréleur de
structure donnée qui peut assurer la réalisatiesnpeéeformances désirées. Le rble de la boucle
d’adaptation se limite uniguement a trouver lesnasnvaleurs des parametres de ce contrdleur.

Dans ce mémoire, on s'intéresse a la commaamhptative directe, un schéma bloc
représente le principe de cette approche est diermela figure (l1.2).

Le schéma posséde une boucle de réactiedh@ek) ordinaire composée du processus et du
régulateur et une autre boucle de réaction (feédbfd permet de changer les parametres du

régulateur. Les parameétres sont variés en foncl@berreur, qui est la déférence entre la sortie

Page 25



Chapitre I Commande Adaptative & ModeteREférence

du processus et celle du modéle de référence. Leldde réaction ordinaire est appelée boucle
interne, celle de I'ajustement des Paramétreppsiée boucle externe.

Le mécanisme d'ajustement des parametres peublitau de deux manieres : en utilisant la
méthode du gradient ou en appliquant la théoria déabilité.

La CAMR ont été développés a l'origine pour ledé&ayes continus déterministes, puis étendus
aux systémes discrets et aux systemes avec peitumdatochastiques.

Modele de
R Yn(t)
Référence
A 4
Mécanisme d’ajustemen
u, (t) 7y
—>
A\ 4
u(t t
»| Régulateur ® yo
| Processus|
R R.S.T
Figure (11.2) :Commande adaptative directe a modele de référence
[1.3.2 Loi de M.I.T :

La loi de M.L.T. est l'approche origmgpour la commande adaptative a modele de
référence (CAMR). Le nom est dérivé du fait qu'elle été développée au laboratoire
d'instrumentation (Maintenant Laboratoire de Draged'université de M.L.T. (Massachusetts
Institute of Technology).

Pour représenter la loi M.1.T., on considére urt&ye en boucle fermée dans lequel le régulateur
posséde un vectedrde parametres ajustables. La réponse désirée efelfermeée est spécifiee

par la sortiey,, du modele de référence.

Soit e I'erreur entre la sortie y de la boucle ferméeedie du modéle de référengg .

L'ajustement des paramétres est fait de manieraieniser une fonction codt J définie par :
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J(6) = Se? (1.17)
Pour minimiser J, il faut changer les parametress dia direction du gradient négatif de J, soit :
ao _ 8 _ e

— = V3= TYes; (11.18)

L'équation (11-18) est la fameuse loi de M.I.T. dérivée partiell% , appelée dérivée de la

sensibilité du systeme, exprime l'influence desupatres ajustables sur I'erreur.

En supposant que la variation des parametres estiphte que celle des autres variables du

systeme, la dérivég- peut étre évaluée en considérant guest constant, voir figure(11.3)

Modéle Yo

G,

G

v

Figure (11.3) : schéma classique d'Adaptation.

Il existe plusieurs alternatives a la fonction détadonnée par I'équation (11.17). Si on choisit :

J(0) = le| (1.19)
La méthode du gradient donne
dae de .
- = —yESLgn(e) (11.20)

Le premier SAMR qui fat implémenté était basé sitecformule. Cependant il existe beaucoup
d'autres possibilités, par exemple

dae . Se .

— = ~Vsign (F) sign(e) 11.41)

qui est appelée l'algorithme du sign-sign. Uneiwvarsliscrete de cet algorithme est utilisée en

télécommunications, dans laquelle une implémentaimple et des calculs rapides sont requis.
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On peut décrire le probleme de la comoleaa modéle de référence comme suit :
Soit G,,(s) la fonction de transfert du modele de référen&ifipnt les performances désirées.
Soit Gzr(s,0) la fonction de transfert du processus en bouaimée ouf est le vecteur des
parametres ajustables. r est le signal de référence
Le CAMR essaie de varier les parametres du réguléeéque l'erreur :
e(t) = (Gpr(,0) = Gu())r(t) =y — ym
est tende vers zéro.

La loi de M.I.T. donnée par :
e
— = Yope (1.22)

ou ¢ = —g—; ety le gain d'adaptation, peut étre interprété comneeréthode du gradient
pour minimiser I'erreur.
L'algorithme normalisé :

do . pe
PP Y atoTo (”23)
Remarque :

- Le but des CAMR est de faire converger l'erngur y,, vers zéro. Cela n'implique pas
nécessairement que les parametres du réegulatevergemt vers leurs valeurs correctes.

- Le choix du gain d'adaptation est crucial et dépdesl niveaux des signaux, est moins
sensible aux niveaux des signaux.

- Le systeme obtenu avec la loi de M.L.T fonctionmenme prévu pour de petits gains

d'adaptation. Des comportements plus complexesgpé@pparaitre pour de grands gains
d'adaptation.

11.3.3.1 Structure du Régulateur :

On suppose que le processus est décrit par le smodstinu,
Ay(t) = byBu(t) (11.24)
ou les polynédmes A et B sont supposés ne pas dgdacteurs communs et le polynéme
B est monique et a tous ses zéros dans le demgplache. La variableolst dite gain instantané
ou gain a hautes fréquences.

Le régulateur peut étre écrit sous la forme (11.2)

R@)u(®) = T@ur(8) — S@)y(8)
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ou est le signal de référence. Puisque le polyrBrest stable, les pbles correspondant peuvent
étre compensés par le régulateur. Cela correspé@nd &, B.

Le systéme en boucle fermée obtenu quand le régulast appliqué au processus (11.21) est

décrit par :

(ARy + byS)y = byTu, (11.25)

Si le polyndme T est choisi tel que, ou est un pdige monique stable B et S satisfont:
AR, + byS = ApAp, (11.26)

Il est possible de réaliser une poursuite de neop@ifaite avec le modele :
A ym (t) = botou,(£) (1.27)
11.3.3.2 L'erreur de modele :
A partir des équations (11.21) et (I.2Ryient que :
ApApy = ARyy + bySy = RibyBu + bySy

Introduisons l'erreue = y — y,,,, il vient a partir des équations (11.23) et (Il)2yue :

ApAne = AgAy (Y — Vi) = bo(Ru + Sy — Tu,.) (11.28)
Ou bien
b
= Aojm (RU. + Sy - TU.-,-) ”Zg)

Soient k, | et m les degrés des polyndmes R, Sresfectivement. Introduisons le vecteur des
vrais parametres du régulateur :
0° = (1) ... T Sg - Sytg e ) (11.30)
et introduisons le vecteur de régression (ou daures¥p :
r de e be be be de de de de
Y T o 81, Bn 85,05, " B, 0to0t, " Oty

bo

=——I[p

" AoAm

lyou ply .y —p™uy . — Uy (11.31)

L'erreur pourra s'écrire
e=¢T0° (11.32)
Les polyndmes R, S et T doivent vérifier les cands,

R(p) = p* +1p" ™" +1p" 2 4 ot e

S®) =sop' + 519+ 5p'E A+ sy
T(p) = top™ + t1p™ 1+ tp™ 2 + - + by (11.33)
Avec,
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degA,, —degB,, = degA — degB

degA, = 2degA — degA,, —degB* — 1 (1.34)
Ces deux conditions sont toujours vérifiees, méaresde cas od, = 1 (I'observateur est
négligé) car on utilise un modele tel qley A, > degA
k =degR = degR, + degB = degA,, + degB — degA

| = degS < degR (11.35)
donc on prendra,
degS = degR
Ou bien
degS = degR — 1
Et

m = degT = degB,,
Généralement on prentegS = degR — 1 pour que le filtreS/R soit causal.

[I.4 Exemples de simulation :
I.4.1 Résultats pour un systéme du®. ordre :

Le processus est un systeme du premier ordrepagdiequation suivantgl0] :

G(s) =22 (11.36)

s+1

et le modeéle de référence d'ordre entier choisiroem

0.5
s2+1.8s+1

G (s) =

Les résultats de simulation sont donnés par ladigll.4).

(11.37)

11.4.2 Résultats pour un systéme du™ ordre :
Le processus est un systéme 8l @rdre, régi par I'équation suivante :

0.5
sZ2+2s+1

G(s) =

(11.38)

et le modele de référence choisi :

100
$24+95+100

Gn(s) = (11.39)
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Les résultats de simulation sont donnés par ladigil.5).

1.4

1.2

1
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0.4
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réponse du systeme et du modele
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| |
! |
i e
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| |
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/ | |
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|
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| |
l |

o4l
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| |
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) 10 20 30

temps (s)

Figure (I11.4) : Réponse du CAMR pour un systéme derre

réeéponse du systeme et du modele
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| |
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| |
| |
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| |
/ | |
,,,,,, 7,,,‘,,,,,,,,,,‘,,,,,,,,,,,
| |
// | |
,,,,, e —_—_—_—,—,———__,- S G
/ | |
| |
I Lo [
/ | |
[ ‘
A o ym [7]
/ | b4
| 1 I
(o] 10 20 30

temps (s)

la commande U

temps (s)

Figure (11.5) : Réponse du CAMR pour un systéme &ogdre

D’apres les résultats de simulation des figureg)(Bt (11.5), on remarque que la sortie du

systeme suit le signal du modele de référence, @mnmande est bornée.
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[1.5 Conclusion:

Dans ce chapitre, on a présenté lacamde adaptative & modele de référence avec ses
lois de commande et sa structure de régulation.afgerithme de (CAMR) est une commande
directe, I'identification du processus a commarndest pas nécessaire, la synthése du commande
consiste a chercher la structure d’'un contrdleuis pjuster ses paramétres de facon a réaliser
une poursuite parfaite du modeéle, I'ajustementpigrameétres est fait par la méthode MIT qu’est

plus facile a implanter.

Des exemples de simulation (systemes du preshisecond ordre) sont faits sur le schéma de

CAMR que réalisent le suivi du modéle et montrantdlidité de cette commande.

Dans le chapitre suivant, on va étudier leésta du CAMR plus loin, par l'utilisation les
systemes d’ordre fractionnaire comme modele deregé@& pour I'objectif d’améliorer les

performances des systémes.
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Chapitre Il :

Simulations et Application a un MCC
l1I.1 Introduction :

Dans ce chapitre nous allons implémenter les ilgoes présentés dans la partie
théorique concernant la commande adaptative a maldetéférence d’'ordre entier et d’ordre
fractionnaire. Nous allons présenter des exempkessithulation liés au développement

théorique et nous allons appliquer cette technijl@ commande en vitesse d’'un moteur a
courant continu MCC.

[11.2 Exemples de simulation
l11.2.1 Cas entier

[11.2.1.1 Exemple de premier ordre

Soit le processus de premier ordre d’écrit paotefion de transfert suivante :

0.5
G(s) =— (I11.1)
avec le modéle donner par :
2
e —
Gm(s) = — (111.2)

L’équation récurrente de systeme avec une pédaatdantillonnagd” = 0.2 s est :
y(k + 1) = y(k) + 0.8187y(k — 1) + 0.09063u(k) (11.3)
L’équation récurrente de systeme avec une péri@hantillonnagd’ = 0.2 s est:
Ym(k + 1) = y (k) + 0.670y,,,(k — 1) + 0.3297u.(k) (1.4)
Implémentation sous Matlab :
Les parametres de réglage sont :
Le gain d’adaptatiory = 0.0000099
Le vecteur de paramétfe= [—1.0000201 1.0009998]

Les résultats obtenus aprés I'application de lmmande adaptative d’ordre entier sont
donnés par les figures suivantes :
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ym.y

temps (s)

Figure. Ill.1 : Sortie de modéle de référengg, et Sortie du systémed’ordre entier

1.5

-1.5
0 50 100 150 200

temps (s)

Figure. 111.2 {'erreur d’ordre entier
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----------------------------------------------------------------

temps (s)

Figure. 111.3 : signal de commande d’'ordre entier

Commentaires :
D’apreés les figures obtenues, on constate :
- la stabilité du systéme est assurée.
- le systéme suite le modéle de référence.
- dépassement nulle dans le régime transitoire
- 'erreur statique quasi nulle.

- temps de réponse rapide.

[11.2.1.2 Exemple de second ordre :

On prendra le systeme d’écrit par la fonction degfert suivant :

S+2

G(S) = m (1.5)
et le modele de référence aussi définit par saifmmde transfert :
Ge(s) = — 1116
m T S2428wps+w2 (111.6)

Avec :w, =2, =038
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L’équation récurrente de systeme avec une pédaatdantillonnagd” = 0.5 s est :
y(k + 1) = 1.096y(k) — 0.2019y(k — 1) + 0.4064u(k) — 0.1526u(k — 1) (n.7)
L’équation récurrente de systeme avec une pédastdhantillonnagd” = 0.5 s est:
(111.8)

Y (k + 1) = 07417y, (k) + 0.2019y,, (k — 1) + 0.1454u. (k) + 0.08466u.(k — 1)

Implémentation sous Matlab :
Les parametres de réglage sont les suivants :
Le gain d’adaptationy = 0.000001
Le vecteur de paramétfe= [—0.2494 0.005]
Les résultats obtenus aprés l'application de |lamande adaptative d’ordre entier sont

donnés par les figures suivantes :

ym.y

_1_5 1 1 1
0 50 100 150 200
temps (s)

Figure. lll.4 : Sortie de modéle de référengg, et Sortie du systemyed’ordre entier
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__________________________________

________________________

_________________________

___________________________________________________________________

100

200
temps (s}
Figure. lll.5 : I'erreur d’ordre entier
0.5
I R e RS LR LR LR LR 1
la commande|u
1 e e e R GSEEEEEEE s
0.2 frmmmmmmmme el e e .
I R e R e EE R LR LR LR 1
[] _________________________________________________________________ -
0 e T D e -
S -
e -
e e -
05
0 50 100 150 200

Figure. 111.6 :signal de commande d’ordre entier

Page 37



Chapitre 1l Simulations et Appli@an a un MCC

Commentaires :
D’apreés les figures obtenues, on constate :
- la stabilité du systéme est vérifiée.
- le systeme suite le modele de référence.
- dépassement nulle dans le régime transitoire
- 'erreur statique quasi nulle.

- temps de réponseceptable.

I11.2.2 Cas fractionnaire :
[11.2.2.1 Exemple de Simuliamn :

Soit le processus du deuxieme ordre d’écrit péoriation de transfert suivante :
s+2

G(s) = Srat (11.9)
Avec modele de référence faautaire donné par :
f wh
G, (s) = PETET— (11.10)
Avec w, =2, =08, £=0.8 cequidonne
G () = ——

(s2+3.45+4)08
L’approximation du modele obtenu par la méthodgdarité avec une discrétisation de 0.1 s
est donnée par :

0.0241z7-0.019352°40.00374925-6.036 107°062%4—-1.109 107909 z3 45,07 107026 22—
z8-0.3727+1.974 z6-0.537125+0.000956z%+3.837 107020 z3-3,084 10703722+

G(s) =

9.303 107943 z42.837 107060
1.766 107953z+1.151 107059

(11.11)

Implémentation sous Matlab :
Les parametres de réglage sont les suivants :
Le gain d’adaptationy = 0.000000001
Le vecteur de paramétfie= [—0.000001 0.0048745 0.0000001 0.0000000001]
Les résultats obtenus apres I'application de lamante adaptative d’ordre fractionnaire

sont donnés par les figures suivantes :
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ym.y

15 | | ] |
0 20 40 B0 al 100

Figure. lll.7 : Sortie de modéle de référengg et Sortie du systemed’ordre fractionnaire

' erreur

temps (s)

Figu 111.8 : I'erreur d’ordre fractionnaire
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08 | i i
0 20 40 B0 80 100
temps (s)

Figure. II1.9 : Entrée de commande d’ordre fractionnaire

Commentaires :
D’apreés les figures obtenues, on constate :
- la stabilité du systéme est assurée.
- le systeme suite le modele de référence.
- dépassement nulle dans le régime transitoire
- 'erreur statique quasi nulle.

- temps de réponsgeés petite.

[11.3 Application a un MCC :

[11.3.1 Introduction :
Les équipements industriels utilisent de plus ems des entrainements a vitesse

variable, et les moteurs a courant continu demédeemplus utilisé car on peut varier sa

vitesse de rotation par une simple action surrssida induit.
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Figure. I11.10 : Différents types de moteurs MCC

[11.3.2 Description du moteur a courant continu :

111.3.2.1 Définition :

Un moteur a courant continu esdigpositif qui permet de transformer I'énergie
électrigue en énergie mécanique. Il comporte umiindobiné (le rotor) et un inducteur
bobiné ou a aimant permanent (stator). Le rotomtaut confére une inertie propre (J) et son
implantation sur paliers implique des frottement&cemiques (fr) .Le schéma fonctionnel
pour un moteur a courant continu est donné péguiae. 111.14.

Induit i(t)

u(t)

Inducteu J

fr

lina (1)

Figure. Il1.11 : Schéma de principe du moteur a courant continu.
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[11.3.2.2. Le principe de fonctionnement :

La machine a courant contifut la premiére a étre inventée. Elle utilise comme
source d’énergie une source continue. Son fonotioremt est basé sur un phénomeéne
simple : la force de LAPLACE.

Un conducteur (une barre) de longuduplkacé dans un champ magnétique (B) et
parcouru par un courant (I), est soumis a une féleetromagnétique de Laplace. La force de

Laplace (IE) est toujours perpendiculaire au courant éleoeriqﬂu) et au vecteur d’'induction

magnétique.

T
11
—_1
|
0.

l. longeur
La loi de Laplace constitue le princide fonctionnement du moteur a courant

continu. Cette force engendre un couple pour erdrdé moteur en rotation.

111.3.2.3 Modélisation du moteur a courantcontinu :

La modélisation représente Fapegnsable étape préliminaire a la conduite de
processus industriels. Cette étape fondamentaledestsaire soit pour I'élaboration d’une loi
de commande ou pour le développement d’'une proeéderdiagnostic.modélisation d’'un
processus vise a établir les relations qui liest \&&riables caractéristiques entre elles et a
représenter d’'une maniére rigoureuse le comportegeme processus dans un domaine de
fonctionnement donnée.

Nous considérons un moteur a courant continu aliéng@ar un hacheur [21]. L'ensemble
(convertisseur + moteur) est régi par les équatiifférentielles suivantes :

(t) u(t)

.12
dﬁ(f) "el(t> Iy+56® (142

dl(t)

oui(t) représente le courant d'induf(t)la vitesse angulaire du motew(t) la tension de
commande ef, (t) le couple résistant (perturbation).
Ce moteur est a faible puissance, ses caraajéastsont :
- Moment d'inertig/ = 0.018 kg.m?
- Coefficient d'amortissemenf = 0.0055 Nm/rad.s ,
- Constante du couple motekiy = 1
- Résistance du moteuR = 6.25 Q
- Inductance du moteur = 0.024 H
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- Constante d'amplificatiokh = 35

En introduisant I'opérateur de différentiationsystéme (l11.12) devient :

i(t) = Kextku (1184)

Ls+R

_ kel (®)=Cr(®)
y(t) = == (I1.18b

En substituant I'équation (111.13a) dans 1Bb),

bo
sZ+aq;s+a,

u(s) — 202 o (g (I11.14)

s2+aq s+a,

y(s) =

Et le systéme devient aprés remplacement des satemmériques des parametres,

81018 55.555+14460

Y(S) - sZ+260.7s+2394u(t) " 52+260.75+2394 Cr(s) (III.15)
On supposant que le couple de perturbation esimabtient
81018
Le modele est un systéme de second ordre dond@gaation (111.6)
Avec :w, =10, £ = 0.95 ce quidonne
100

La fonction de transfert du moteur décret avec pgrgode d’échantillonnage T=0.04 s est

donnée comme suit ;

9.816 z+0.9112

G(Z) = 72-0.683 z+2.959 10—905 (IH'18)
La fonction de transfert du modéle est :
Gm(Z) — 0.06227 z+0.04832 (|||19)

z2-1.357 z+0.4677
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[11.3.3 Simulations réalisées sous Matlab :
[11.3.3.1 Cas du modéle d’ordre entre
En prenant le moteur MCC et le modeéle de référehgez) et en appliquant la commande
d’ordre entier on obtient les résultats suivaniecdes parametres de réglage :
Le gain d’adaptationy = 0.000001
Le vecteur de paramétée= [—0.2494 0.005]

Les figures obtenus sont les suivantes :

12 ! ! ! ! !

ym.y

s i i i i i
0

Figure. l11.12 : Sortie de modele de référengg et Sortie du systémed’ordre entier
d’'un MCC
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0.8 ! ! ! ! !

L]
05 | | | | |
0 1 2 3 4 ) 6
temps (s)
Figure. I11.13 : I'erreur d’ordre entier
0.06 = :
S T R AR
' ' mande u-~- '
T B s S
=0 U """"" ':' """"" ': """"" e e ==T---====- ;‘ """"" =
¥ 1] E— S L - L — A S R .
0.04 fooeeneeee eneenns R e e o -
0.06 | | |
0 1 2 3 4 ] 6
temps (s)

Figure. ll1l.14 : signal de commande d’ordre entier
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Commentaires :
D’apreés les figures obtenues, on constate :
- la stabilité du systéme est assuree.
- le systéme suite le modéle de référence.
- dépassement nulle dans le régime transitoire
- 'erreur statique quasi nulle.

- temps de réponsapide est petit.

[11.3.3.2 Cas du modeéle d’'ordre fragbnnaire :

On garde le méme systéme d’écrit par I'équatioh5{ll et un modele de référence d’ordre
fractionnaire

Le modele fractionnaire est :
100

f —
G (s) = (s2+195+100)06 (11-20)
Apres l'application de la commande on obtiteg résultats présents par les figures
suivantes :
s : : : : !
=
E
=y

15 i i | i i
0

Figure. llI1.15 : Sortie de modele de référengg et Sortie du systémed’ordre fractionnaire
d’'un MCC
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1 : : ' : :

. I'erreur
1 ........... T o R loccmcaaeaa- EEEEEPEE T -
R e e S
] SO SRR S SUSO: S SRS SO |
e e E T EE e T P PR E TR b LT e PP -

as | | | |
0 1 2 3 ] 6

temps (s)
Figure. Ill6 : L'erreur dans le cas d’ordre entier
0.06

0.04

0.02

-0.02

-0.04

-0.06
0

temps (s)

Figure. ll1.17 : Signal de commande d’ordre fractionnaire
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Commentaires :

D’apreés les figures obtenues, on constate :
- la stabilité du systéme est assuree.
- le systéme suit le modéle de référence.
- dépassement nulle dans le régime transitoire
- 'erreur statique quasi nulle.
- Temps de réponges petite.
D’aprés les figures (I11.12) jusqu’a (Ill.17), omremarque que nous avons joué sur les trois

performances suivant : la précision, la rapiditi@aetabilité.

- la précision : en remarque que la sortie du syst§ suit la réféerencgm et les petites

oscillations sont dues au changement brusque dgndl sle références.

-la rapidité : la commande adaptative a modeledfirence d’ordre fractionnaire nous donne

un meilleur temps de réponse par rapport au césrent
-la stabilité : Dans les deux cas (entier et foastaire) le systéme est stable.

[11.4 Conclusion :

Le travail présenté dans ce chapitre expose untgilmatiion a la commande adaptative
avec modele de référence. Notre objectif a étéralever une commande qui conduit le

systéme a un objectif désiré (le signal de réfé@knc

Les résultats de simulation ont montré que la camie adaptative d’ordre
fractionnaire est meilleure par rapport a la commead’ordre entier surtout concernant la

rapidité et la précision.
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Conclusion Générale

Le concept de la dérivation et de [lintégration rdie fractionnaire est un
prolongement de la dérivation et de l'intégratidardre entier. Récemment, les opérateurs
d’ordre fractionnaire ont trouvés beaucoup d’agians dans le domaine de I'électronique.

Mais ces opérateurs sont en général mathématiquerasifficiles a manipuler.

Le travail présenté dans ce mémoire expose la conenadaptative avec modele de
référence. Notre objectif a été d’avoir une comdeaqui conduit le systeme a un objectif
désiré (le signal de référence).

Les résultats de simulation ont montré que la camie adaptative d’ordre
fractionnaire est meilleure par rapport a la comeead’ordre entier surtout concernant la
rapidité et la précision.

Ce travail pourrait donner lieu a des études comefdaires dans les directions

suivantes :

- Jusqu'a présent, nous avons considéré des sydbénasodélisés, mais on sait qu’en
pratique, les modeéles sur lesquels on s’appuie isopttains. La prise en charge de
modeles incertains est un challenge important fgsufuturs travaux.

- Geénéraliser les résultats obtenus au cas des sstaniti-variables (MIMO).

- Etudier l'application des algorithmes de commantissoque et moderne a des
processus régis par des équations différentieltedré fractionnaire.

- Développer de nouveaux schémas de commande adaptatbuste d’ordre

fractionnaire.
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Annexe A

Proprietés de la fonction Gamma

La fonction gamma compléfg x) joue un rdle important dans la théorie de difé&gmnation.
Il est donc convenable de présenter ici certaioaalles liées a cette fonction.

Une définition générale dé&(x) est celle donnée par la limite d'Euler,

r'(x) = limy o [x(x+1)(:4!-1\;;...(x+N)] (A.1)
Mais la définition intégrale,

r'x) = foooyx‘le‘ydy, x>0 (A.2)
est ultilisée plus souvent, méme si elle est regg@ux valeurs positives de Xx.

Une intégration par partie de (A.2) mene a la iafatle récurence suivante,

I'x+1) =xI'(x) (A.3)

qui est la propriété la plus importante de la famctgamma. Le méme résultat est une
conséquence simple de la définition de la limikutér. Puisque,
ra=1

Cette récurence montre que pour tout entier positif
rm+1)=nl'n)=nn—-1r'n—-1)=--=n[n—-1]..2.1.r(1) = n! (A.4)
gu'on peut réecrire comme,

r
I'(x—1) = —[ffl] ,

cette formule récursive sert aussi comme une asatiion analytique, qui étend la définition
de la fonction gamma aux arguments négatifs posgulels la définition (A.2) n'est pas
applicable. L'extension montre qli€0) etI'(—1) sont infinis, comme sont les valeurs de la
fonction gamma pour tous les arguments entierstiigg@ependant le rapport des fonctions
gamma d’entiers négatifs est fini. En effet, st Nesont des entiers négatifs,




Propriétés de la fonction Gamma

(=n) —nN!
o= CNEN+ D (=2 (-n =2 (-n -1 = [-1]" " (A.5)

Vu l'alternation de signe pour les arguments négati la convergence asymptotique vers
zéro pour les grandes valeurs de X, on peut appeyda fonction gamma par,

1x
1 x2 %

o~ e”, X — o (A.6

N

La fonction gammd Z+n) etr' (2 =n) donne des multiples ¢ ; en effet,
2 2

1
r(z)=va
1 _ (en)Wm
rG+n) =5 (A7)
et,
1 _ [-4"nWWm
r (E - n) ~ T e (A.8)
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