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Introduction générale
La modélisation est l�outil le mieux adapté à l�étude des phénomènes naturels en

général et ceux liés aux processus physiques en particulier. Elle consiste à traduire ces

di¤érends processus en des équations mathématiques dont la résolution permet de dé-

crire l�évolution du système. Cette résolution fait appel à des techniques et méthodes

du calcul et d�estimation souvent complexes et qui nous conduisent dans la plupart des

cas à l�évaluation d�une intégrale.Ces intégrales apparaissent par exemple dans l�étude

du mouvement d�une particule dont la position au temps initial t est q et la position au

temps �nal t0 est q0. Ainsi si on considère l�opérateur d�évolution e�i(t
0�t)H dans lequel

l�Hamiltonien H ne dépend pas du temps et en posant ~ = 1 par commodité alors la

valeur moyenne de cet opérateur d�évolution pris entre l�état initial j q; t > et l�état �nal

j q0; t0 > est < q0; t0 j e�i(t0�t)H j q; t > et sera noté de façon abrégée < q0; t0 j q; t > tel

que

< q0; t0 j q; t >=
Z
dqn:::dq1 < q0; t0 j qn; tn > � < qn; tn j qn�1; tn�1 > ::: < q1; t1 j q; t >

en considérant bien sur la discrétisation du temps en [n+ 1] intervalles élémentaires

pour j = 0; 1; :::; n+ 1 et t = t0 < t1 < t2 < ::: < tn < tn+1 = t0 .

Ce propagateur est souvent di¢ cile à évaluer par les méthodes du calcul classiques

basées sur les primitives. Ces méthodes sont inappropriées dans la plupart des cas. C�est

un problème crucial qui a plus retenu l�attention des chercheurs dans la plupart des

domaines liés aux mathématiques appliquées. Les technique d�estimation s�avèrent, dans

ce contexte, la principale alternative. Plusieurs approches ont été ainsi développer dans

la littérature dont la méthode du col, Monté-Carlo...etc.

Le principal objectif de ce travail est d�introduire la méthode du col pour l�estimation

d�une intégrale. Une attention particulière à été accordée dans ce contexte à la notion des

intégrales de chemins qui conduisent généralement à l�évaluation d�une intégrale gaus-
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sienne. Pour cela nous avons structuré notre travail en trois parties principales. Le premier

chapitre est une introduction aux intégrales de chemins dans lequel nous avons �xé le

cadre général de cette approche. Le deuxième chapitre est consacré à la présentation de

la méthode du col. Les fondements théoriques et l�algorithme d�application de cette tech-

nique ont été ainsi exposés. En�n, dans le troisième chapitre et a�n d�étayer les di¤érents

aspects théoriques abordés dans les précédents chapitres, deux applications pratiques ont

été étudiées.

Ce mémoire se termine par une conclusion générale et quelques propositions d�axes de

recherches sur le problème d�estimation d�une intégrale notamment en physique théorique.
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Chapitre 1

Intégrales de chemins et les

intégrales gaussiennes

1.1 Introduction

L�objectif principal de ce chapitre est de se familiariser avec l�approche des intégrales

de chemin qui o¤re un point de vue alternatif aux méthodes standard de Schrödinger

et d�Heisenberg. C�est une approche qui est devenue essentielle à une compréhension

profonde de la théorie quantique des champs et de ses applications qui vont de la phy-

sique des interactions fondamentales à la mécanique statistique des transitions de phase

ou aux propriétés des gaz quantiques. L�intégrale de chemin est un outil très puissant

pour l�étude des problèmes de la mécanique quantique. Elle établit un lien très explicite

entre la mécanique classique et la mécanique quantique. La formulation de la mécanique

quantique basée sur l�intégrale de chemin peut paraître plus compliquée du point de vue

mathématique, mais elle est bien adaptée à l�étude des systèmes à un grand nombre

de degrés de liberté où un formalisme du type équation de Schrödinger est beaucoup

moins utile. Dans ce qui suit nous allons donner un rappel succint de quelques notions

mathématiques relatives aux intégrales.
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1.2 Quelques préliminaires mathématiques

1.2.1 Intégrales gaussiennes

La valeur gaussienne joue un rôle essentiel dans des domaines variés : la théorie des

probabilités à cause du théorème de la limite centrale, la mécanique quantique comme

nous allons le montrer, et donc la théorie quantique des champs et la mecanique statistique

des transitions de phase [1] .

Considérons maintenant une intégrale gaussienne générale

f (A) =

Z
dnx exp

 
�

nX
i;j=1

1

2
xi Aij xj

!
(1.1)

Nous partons de l�intégrale simple (a > 0)

+1Z
�1

dx exp
�
�ax2 + bx

�
=

r
�

a
e
b2

4a (1.2)

Pour calculer f(A; b), on cherche le minimum de la forme quadratique

@

@xk

 
nX

i;j=1

1

2
xiAijxj �

nX
i=1

bixi

!
=

nX
j=1

bkjxj � bk = 0 (1.3)

En terme de la matrice inverse de A

� = A�1 (1.4)

la solution peut s�ecrire

xi =
nX
j=1

�ijbj (1.5)

Aprés le changement de variables xi ! yi
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xi =
nX
j=1

�ijbj + yi

1�integrale devient

f (A; b) = exp

"
nX

i;j=1

1

2
bi 4i j bj

#Z
dny exp�

"
nX

i;j=1

1

2
yi Aij yj

#
(1.6)

Ce changement de variables réduit le calcul a 1�intégrale (1:1). On en déduit

f (A; b) = (2�)
n
2 (detA)�

1
2 exp

"
nX

i;j=1

1

2
bi 4i j bj

#
(1.7)

Remarque : L�integrale gaussienne a une propriété remarquable : si 1�on integre l�ex-

ponentielle d�une forme quadratique sur un sous ensemble de variables, le résultat est

encore l�exponentielle d�une forme quadratique.

1.3 Intégrale de chemin

En 1933, Dirac a observé que l�action joue un rôle central dans la mécanique clas-

sique (il considère que la formulation lagrangienne de la mécanique classique est plus

fondamentale que la formulation hamiltonienne), mais qu�il ne semblait avoir aucun rôle

important dans la mécanique quantique. Il a ensuite avancé que cette situation pourrait

être corrigée si le propagateur de la mécanique quantique �correspondait à �exp
�
i
~S
�
où

S est l�action classique évaluées le long du chemin classique.

En 1948, Feynman a développé la suggestion de Dirac, et a réussi à dériver une

troisiéme formulation de la mécanique quantique, basée sur le fait que le propagateur

peut être écrit comme une somme sur tous les chemins possibles (pas seulement les

classiques) reliant le point initial et le point �nal du mouvement d�une particule. Ainsi,

alors que Dirac n�a considèré que le chemin classique, Feynman a montré que tous les

chemins contribuent [2] .
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1.3.1 Le propagateur :

Dé�nition :

Considérons une particule, à une dimension, en mouvement sous l�action d�un poten-

tiel V (x; t) allant du point A(xA; tA) au point B(xB; tB): Le chemin de la particule est

représenté par une fonction du temps x(t) avec x(tA) = xA et x(tB) = xB:

Le mouvement de la particule est régi par le Lagrangien

L = T � V =
1

2
m _x2 � V (x; t) (1.8)

Avec T : énergie cinétique et V (x) : énergie potentielle.

Le chemin classique noté par ~x(t) est celui pour lequel l�action de la particule donnée

par

S =

tBZ
tA

L (x; _x; t) dt (1.9)

Au lieu de considérer seulement la trajectoire classique, nous allons maintenant consi-

dérer tous les chemins possibles que peut prendre la particule pour aller du pointA (A = x0)

au point B (B = xf ) :

FIG:1:1�L0amplitude comme somme sur tous les chemins N�segment�es:
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On associe à chacun de ces chemins une amplitude de probabilité partielle  [x (t)]

donnée par

 [x (t)] = N exp

�
i

~
S [x (t)]

�
(1.10)

où N est une constante de normalisation et S est l�action associée au chemin x (t) :Par

dé�nition la probabilité de transition du point xA à tA au point xB à tB est

P (B;A) = jK(B;A)j2 (1.11)

où K(b; a) est l�amplitude de transition ou propagateur [3, 4, 5] d�aller de A à B.

Cette amplitude est la somme des contributions  [x(t)] de chaque chemin

K(B;A) =
X
x(t)

 [x(t)]: (1.12)

Comme les chemins sont très proches les uns des autres, la somme peut être remplacée

par une intégrale. Ainsi, nous obtenons l�expression du propagateur

K(B;A) =
x(tB)R
x(tA)

Dx(t) [x(t)]

=

x(tB)Z
x(tA)

Dx(t) exp

�
i

~
S[x(t)]

�
(1.13)

où Dx(t) est un mesure.

Forme discrète du propagateur

Le propagateur qui gouverne l�évolution d�une particule de masse m du point xA à

l�instant tA au point xB au temps tB a été dé�ni par Feynman [6, 7] de la façon suivante

K (xB; tB;xA; tA) =

Z
Dx(t) exp

24 i
~

TZ
0

L (x; _x; t) dt

35 (1.14)
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Avec T = tA�tB:En subdivisant l�intervalle de temps T en N intervalles de longueure

" = tn� tn�1 = T
N
et �(xn) = xn�xn�1 l�expression du propagateur (1:2) prend la forme

suivante :

K (xB; tB;xA; tA) = lim
N!1

NY
n=1

h m

2�i~"

i 1
2 �

N�1Y
n=1

�Z
dxn

�
exp

�
i

~
S

�
(1.15)

Avec l�action totale

S =
NX
n=1

hm
2"
�(xn)

2 � "V (xn)
i
=

TZ
0

hm
2
_x2 � V (x)

i
dt (1.16)

Intégrale de chemin dans l�espace des phases

Peut être décrite en dé�nissant le propagateur [2] comme étant l�amplitude de proba-

bilité de transition dé�nie à l�aide de l�opérateur d�évolution par :

K (xB; tB;xA; tA) = hxB jU (tB � tA)jxAi (1.17)

En divisant l�intervalle de temps T = (tB � tA) en N intervalles de langueur " tels

que :

" = tn � tn�1 et T = N"

En insérant (N � 1) relations de fermeture de la forme

+1Z
�1

dxn jxnihxnj = 1; n = 1; 2; 3:::::::::::N (1.18)

Entre les opérateurs d�évolution , le propagateur peut se mettre sous la forme :

K (xB; tB;xA; tA) = lim
N!1

"
N�1Y
n=1

Z
dxn

#
NY
n=1

�
xn j exp

�
� i
~
" (T + V )

�
j xn�1

�
(1.19)
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avec xA = x0 et xB = xn .

Pour " très petit, on peut appliquer la formule de Baker-Hausdor¤ [8] :

e(�
i
~ "(T̂+V̂ )) = e(�

i
~ "T̂)e(�

i
~ "V̂ )e(�

i
~ "

2X̂) (1.20)

T̂ (p; t) est l�opérateur énergie cinétique et V̂ (x; t) l�opérateur énergie potentielle.où

l�opérateur X̂ représente le développement

X̂ =
1

2

h
V̂ ; T̂

i
� "

~

�
1

6

h
V̂ ;
h
V̂ ; T̂

ii
� 1
3

�h
V̂ ; T̂

i
; T̂
��

+ ::::: (1.21)

Si nous négligeons tous les termes d�ordre supérieur ou égal à "2 puisque l�action

élémentaire est par dé�nition d�ordre " ,le propagateur devient alors :

K (xB; tB;xA; tA) = lim
N!1

"
N�1Y
n=1

Z
dxn

#
NY
n=1

�
xn j exp

�
� i
~
"T̂

�
j xihx j exp

�
� i
~
"V̂

�
j xn�1

�
(1.22)

Si nous insérons N relations de fermeture suivantes :

+1Z
�1

dxn jxnihxnj = 1 et
+1Z
�1

dpn jpnihpnj = 1 (1.23)

Dans l�expression (1:13), nous obtenons

K (B;A) = lim
N!1

"
N�1Y
n=1

Z
dxn

#"
NY
n=1

Z
dpn
2�~

#

� exp
�
� i
~

h
pn (xn � xn�1)� "

�
T̂ (pn; tn) + V̂ (xn; tn)

�i�
(1.24)

où
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hpn j xni =
1p
2�~

exp

�
i

~
pn xn

�
et hpn j xn�1i =

1p
2�~

exp

�
� i
~
pn xn�1

�
(1.25)

K (B;A) = lim
N!1

"
N�1Y
n=1

Z
dxn

#"
NY
n=1

Z
dpn
2�~

#
�

8<: exp
h
� i
~

�
pn (xn � xn�1)� " P

2
n

2m

�i
� exp

h
� i
~"V̂ (xn�1)

i
9=;

(1.26)

On intègre sur les Pn .En utilisant (1; 2) on obtient

a =
i"

~2m
; b =

i

~
(xn � xn�1)

L�intégrale sur les Pn le propagateur devient :

K (B;A) = lim
N!1

"
N�1Y
n=1

Z
dxn

#"
NY
n=1

r
m

2i"�~

#
�exp

�
i

~

hm
2"
(xn � xn�1)

2 � "V (xn�1)
i�

(1.27)

Proprietés du propagateur

Dans la représentation de Schrodinger [8], l� évolution dans le temps des etats est

gouvernée par l�équation :

i~
d

dt
j  (t)i = Ĥ j  (t)i (1.28)

Le propagateur est la solution de l�équation de Schrodinger
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i~
d

dtB
k (B;A) =

�
� ~

2

2m
4B +V (x)

�
K (B;A) (1.29)

4B =
@2

@x2B

- Considérons les états properes du Hamiltonien : Ĥ j ni = En j ni

On peut injectér la relation de fermeteures
P
n

jnihnj = 1 sur ces états

K (xB; tB;xA; tA) =
P
n

hxB j nihn j exp
h
� i
~Ĥ (tB � tA)

i
j xAi

=
X
n

 n (xB) 
�
n (xA)� exp

�
� i
~
En (tB � tA)

�
(1.30)

Ce qui permet de trover les fonctions d�onde et les états d�energies correspendants.

1.4 Exemple

Considérons le problème d�une particule de masse m et d�énergie E soumise en po-

tentiel de l�oscillateur harmonique

L = T � V =
1

2
m _x2 � 1

2
m!2x2 (1.31)

On a montré que le propagateur de l�oscillateur harmonique libre [2] est de la forme

hb; tb j a; tai =
r

!

2i� sin (!t)
e
i
~Scl (1.32)

En se souvenant qu�on dé�nisse y(t) comme les variations quelconques autour de la

solution classique, on obtient l�action quadratique en y(t).
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I =

Z
Dy exp

0@ i

~

TZ
0

�
1

2
_y2 � 1

2
!2y2

�
dt

1A ; (1.33)

avec les conditions limites y(0) = 0 et y(T ) = 0

On sait qu�il faut trouver le déterminant de la forme quadratique associée à y(t).

Pour obtenir une diagonalisation directe il faut prendre les modes propres de cette forme

quadratique. On développe y(t) sur les modes propres

y (t) =

1X
n=1

yn sin

�
n�t

T

�
(1.34)

On sait que les modes sont orthogonaux entre eux, ce qui implique que les indices de

yn(t) seront égaux entre eux, lorsque que l�on injecte (1; 34) dans
�
1
2
_y2 � 1

2
!2y2

�

Squad =
1X
n=1

1

2

TZ
0

�
y2n

�n�
T

�2
cos2

�
n�t

T

�
� y2n!

2 sin2
�
n�t

T

��
dt =

T

4

1X
n=1

��n�
T

�2
� !2

�
y2n

(1.35)

On a évidement linéarisé le carré des fonctions cosinus et sinus pour faire apparaitre

le facteur T
2
. On constate que dans (1:35) les yn sont découplées du coe¢ cient, il s�agit

donc bien d�une diagonalisation.

I =

Z
dyn exp

"
i

~
T

4

1X
n=1

��n�
T

�2
� !2

�
y2n

#

=

Z
dyn

1Y
exp

�
i

~
T

4

��n�
T

�2
� !2

�
y2n

�
(1.36)

L�équation (1; 36) sous forme intégrale gaussienne e�ax
2
et

� =
i

~
T

4

��n�
T

�2
� !2

�

On peut utilisé la métohode du col pour calculé l�intégrale (1:36) .
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Chapitre 2

Méthode du Col

2.1 Introduction

Souvent, nous devons déterminer les quantités physiques et souvent exprimé une in-

tégrale nous allons o¤rir une méthode générale appelée la méthode du col qui permet

d�estimer ces intégrales dans certaines limites asymptotiques leur point commun est l�ap-

parition d�un maximum très marqué de l�intégrant de manière schématique, la méthode

du col consiste alors à remplacer l�intégrant par sa forme asymptotique au voisinage de

son maximum. L�intégrale prend ainsi une forme gaussienne qui incorpore la contribution

dominante ainsi que celle de la région proche du col .

La méthode du col fournit ainsi un cadre uni�cateur, qui met en rapport des méca-

nismes physiques a priori très di¤érents. Un autre atout majeur de cette méthode est la

prise en compte systématique des contributions de la région proche du col, qui ne sont

pas toujours aisément accessibles par d�autres approches.

les contextes d�application de la méthode du col mettent en jeu tout type d�intégrale

[1, 4, 9, 10] .
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2.2 Intégrale simple

nous considérons l�intégrale simple

I(�) =

Z
D

dxe�f(x;�) (2.1)

sur un domaine D � R, avec une fonction f(x;�) à valeurs réelles. Nous précisons

d�abord les hypothèses préalables à l�application de la méthode du col lorsque le para-

mètre de contrôle � !1.

Celle-ci est ensuite mise en �uvre à travers l�établissement de la formule dite du col.

Nous discutons ensuite le caractère asympotique de la forme approchée ainsi obtenue.

Nous terminons cette section par l�extension de la méthode au cas où la fonction f(x;�)

est à valeurs imaginaires pures.

2.3 Contexte d�application et essence de la méthode

Supposons que la fonction f(x;�) admette un minimum dans le domaine d�intégration

D en x = xc(�), et qu�elle devienne de plus en plus étroite autour de celui-ci, quand

� ! 1. En conséquence, pour � su¢ samment grand, l�intégrant e�f(x;�) présente un

pic très prononcé en x = xc(�) et de faible largeur. Cette situation est illustrée dans la

�gure (2:1), où sont dessinées plusieurs courbes représentant l�intégrant e�f(x;�) avec des

valeurs croissantes de �, pour un exemple typique de fonction f(x;�). Elle sera précisée

quantitativement par la suite.A�n d�estimer I(�) dans la limite � ! 1, remarquons

simplement que les contributions dominantes devraient provenir de la région où x reste

proche de xc(�). En suivant cette idée, il semble alors légitime de remplacer f(x;�) par

son développement de Taylor au second ordre en (x� xc(�)). Ceci constitue l�essence de

la méthode du col.
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2.4 Formule du col

Comme xc(�) est un minimum de f(x;�), nous avons nécessairement

@f
@x
(xc(�);�) = 0 et @2f

@x2
(xc(�);�) � 0

Posons alors :

Fc(�) = f(xc(�);�) et C(�) =

�
@2f

@x2
(xc(�);�)

�

Le développement de Taylor de f(x;�) au voisinage du minimum xc(�) s�écrit

f(x;�) = Fc(�) +
C(�)

2
(x� xc(�))

2 +O((x� xc(�))
3) (2.2)

avec les hypothèses de di¤érentiabilité habituelles. En reportant ce développement

tronqué au second ordre dans l�intégrant e�f(x;�), nous obtenons une expression approchée

de I(�) qui s�écrit

e�Fc(�)
Z
D

dx exp

�
�C(�)

2
(x� xc(�))

2

�
(2.3)

Souvent,le domaine D � R Comme l�intégrant s�annule autour de xc(�) sur une

échelle �(�) = 1=
p
C(�), on peut étendre le domaine d�intégration à tout R, pourvu

que le pic tout entier soit inclus dans D. Dans le cas typique D = [L1; L2], ceci ne

sera justi�é qu�à la condition nécessaire que les distances jLi � xc(�)j du minimum aux

bords, soient très grandes devant la largeur �(�) du pic. La valeur approchée (2:1) est

alors remplacée par
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e�Fc(�)
+1Z
�1

dx exp

�
�(x� xc(�))

2

2(�(�))2

�
Un calcul élémentaire de l�intégrale gaussienne complète sur R conduit �nalement à la

formule dite du col :

Icol (�) =
p
2�� (�) e�Fc(�) (2.4)

Fc(�) = f(xc(�);�) et �(�) =

�
@2f

@x2
(xc(�);�)

�� 1
2

(2.5)

FIG.2.1-Cette �gure illustre le caractère de plus en plus piqué de l�intégrant

e�f(x;�) lorsque �!1.

Les courbes 1 , 2 et 3 , correspondent respectivement à �1 < �2 < �3.
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2.5 Caractère asymptotique de la formule du col

L�expression (2.4) ne constitue la forme asymptotique de I(�) quand � ! 1 que

si les contributions négligées a priori sont e¤ectivement petites par rapport à Icol(�).

Les corrections correspondantes proviennent du caractère non-strictement gaussien de

l�intégrant au voisinage de xc(�), de l�existence éventuelle d�autres pics, et en�n des

e¤ets de bord.

2.5.1 Contribution des termes non-quadratiques au voisinage

du pic.

Estimons la contribution des termes d�ordre n � 2 dans le développement de Taylor

de f au voisinage de xc(�). Pour cela, nous posons

f(x;�) = Fc (�) +
C (�)

2
(x� xc(�))

2 +R(x; �) (2.6)

où le reste R(x;�) est donné par la série

R(x; �) =
X @pf

@xp
(xc(�); �)

(x� xc(�) )
p

p !
(2.7)

Nous obtenons ainsi la représentation perturbative de la contribution totale du pic,

p
2�� (�) e�Fc(�)

"
1 +

1X
p=2

cp (�) (� (�))
2p

#
(2.8)

Pour que la forme approchée (2:4) soit exacte asymptotiquement, il est nécessaire

que chaque correction d�ordre p dans la série perturbative (2:8) tende vers zéro quand

�!1. Vu la structure des coe¢ cients cp(�), ces conditions impliquent
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8q � 3 ; [�(�)]q @
qf

@xq
(xc(�); �)! 0 quand �!1 (2.9)

2.5.2 Contribution de pics secondaires

La fonction f(x;�) peut admettre d�autres mimima locaux en des points xi(�) appar-

tenant au domaine D, avec f(xi(�);�) > Fc(�) . Alors l�intégrant e�f(x;�) présente, en

plus du pic principal en xc(�), des pics secondaires en xi(�), qu�on supposera également

très étroits. Si les pics sont bien séparés et présentent un faible recouvrement, alors la

contribution de chaque pic peut être déterminée indépendamment des autres. Admettons

que, pour chacun d�entre eux, la forme col correspondante

p
2� �i(�) e

�Fi(�) (2.10)

Soit asymptotiquement valable �!1;Alors , la contribution dominante à l�intégrale

I(�) est la plus grande des expressions (2.4) et (2.10).

2.5.3 Contribution des bords et formule asymptotique

Considérons le cas se réduit à un segment [L1; L2] et supposons un seul pice en xc (�)

et que sa contribution soit bien donnée asymptotiquement par la forme col (2.4) alors la

contribution de chaque bord L1 et L2 donné par (L2 � L1)e
�f(L1;�) et (L2 � L1)e

�f(L2;�)

2.5.4 Cas d�un paramètre de contrôle multiplicatif.

Souvent que le paramètre de contrôle � intervienne de manière multiplicative dans

la fonction f ,alors f(x;�) = �g(x).et x0 � D et la position xc(�) du pic principal est

indépendante de �,alors
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I(�) =

Z
D

dx e��g(x) et Icol(�) =

s
2�

�g00 (x0)
e��g(x0) (2.11)

xo : Minimum absolu de g(x):

2.5.5 Extension au cas d�une pure phase

Considérons une fonction f(x;�) qui soit une pure phase f(x;�) = i'(x;�) avec '

réelle. L�intégrale I(�) est maintenant du type

I(�) =

Z
D

dxe�i'(x;�) (2.12)

Interférences destructives au voisinage d�un point arbitraire.

Considérons un point arbitraire xa strictement à l�intérieur du domaine D. Dévelop-

pons la phase '(x ; �) au voisinage du point xa en série de Taylor,

'(x;�) = '(xa;�) + ka(�)(x� xa) +
1

2

@2'

@x2
(xa;�)(x� xa)

2 + ::::::::: (2.13)

avec ka(�) =
@'
@x
(xa; �): Le nombre d�onde local ka contrôle la longueurd�onde des

oscillations au voisinage de xa.

Supposons que ka diverge quand �!1.À mesure que � augmente, e�i'(x;�) oscille de

plus en plus rapidement au voisinage de xa:Dans l�intégration de ce facteur de phase sur

un tel voisinage, il apparaît des interférences destructives, dont il résulte une contribution

qui tend vers zéro dans la limite �!1. Ainsi, le voisinage considéré devrait peu apporter

à l�intégrale I(�):
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Contribution du voisinage d�un extremum de la phase.

xa = xc(�) ,ka s�annule.La phase ' est alors stationnaire dans un voisinage de xc(�).

Pour estimer la contribution correspondante du voisinage de xc(�), nous remplaçons

'(x;�) par sa forme quadratique locale

'(xc (�) ; �) +
1

2

@2'

@x2
(xc (�) ; �)(x� xc (�))

2 (2.14)

Ceci conduit à la formule dite de la phase stationnaire pour la contribution du voisi-

nage de l�extremum considéré à I(�) :

Ista =
p
2�

�
i
@2'

@x2
(xc(�); �)

�� 1
2

e�i'(xc(�);�) (2.15)

xc(�) tel que :
@'

@x
(xc(�); �) = 0

Dans ce cadre uni�é, on retrouve la formule de la phase stationnaire (2.15). Elle

donne bien le comportement asymptotique de I(�) aux grands �, sous des conditions

d�application �nalement analogues à celles de la formule du col (2.4).

2.6 Intégrale sur un chemin du plan complexe

Les méthodes du col réel et de la phase stationnaire sont des cas particuliers d�une

méthode plus générale pour des intégrales dans le plan complexe, de la forme

I(�) =

Z


dz e�f(z;�) (2.16)

 : est un chemin de comlexe reliant deux points.
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f(z;�) : est analytique par rapport à la variable complexe z dans une région incluant

le contour d�intégration

2.6.1 Démonstration de la formule du col

Déformation du chemin  originel.

Imaginons que la fonction f à intégrer ait un tel point col zc mais que zc ne soit

pas sur le chemin d�intégration . Supposons alors que le domaine d�analyticité de f

soit su¢ samment vaste, de sorte à inclure non seulement le chemin , mais également le

point zc. Alors, l�application du théorème de Cauchy permet de réécrire exactement I(�)

comme

I(�) =

Z
c

dz e�f(z;�) (2.17)

où c est un chemin,déformé à partir de  et passant par le point zc considéré

Point selle

appelons P (x; y;�) et Q(x; y;�) les parties réelle et imaginaire respectives de f(z;�),

i.e. :

f(z;�) = P (x; y;�) + iQ(x; y;�) avec z = x+ iy: (2.18)

il semblerait naturel de dire que l�analogue de xcest un point zc = xc + iyc où P

est minimale tandis que Q est extrémale. Cela nécessite en particulier que les dérivées

premières partielles de ces fonctions soient nulles, et donc que
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@f

@z
(zc; �) = 0

la fonction P n�a pas de minimum local, comme le montre la nullité de son Laplacien

@2P

@x2
+
@2P

@y2
= 0 (2.19)

Chemin de descente la plus raide

À ce niveau du raisonnement, une idée naturelle est alors de faire en sorte que le

chemin déformé c corresponde, au voisinage de zc, au chemin de descente la plus raide

sur la selle de cheval correspondant à e�P

Le chemin de descente la plus raide correspond en fait à un des deux chemins où la

partie imaginaire Q varie le moins au voisinage de zc!

Pour se convaincre de cette propriété, prenons pour le chemin c au voisinage de zc

la droite d�équation

z � zc = ��ei� (2.20)

� :est l�angle de cette droite avec l�axe des x et où les deux signes correspondent aux

deux parties du chemin de part et d�autre de zc. écrivons aussi

@2f

@z2
(zc;�) =

����@2f@z2 (zc;�)
���� ei� (2.21)

Comme la dérivée première de f s�annule en zc, nous avons, au voisinage de zc :

f(z;�)� f(zc;�) w
1

2

@2f

@z2
(zc;�)(z; zc)

2 (2.22)

dans la limite � ! 1, @2f
@z2

(zc;�) est supposée être grand ,Le développement (2.22)

de f et la paramétrisation (2.20) donnent pour P et Q :
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P (x; y;�)� P (xc; yc;�) w
1

2
�2
����@2f@z2 (zc;�)

���� cos (� + 2�) (2.23)

Q(x; y;�)�Q(xc; yc;�) w
1

2
�2
����@2f@z2 (zc;�)

���� sin (� + 2�) (2.24)

Le chemin de descente la plus raide correspond à prendre

cos (� + 2�) � 0 soit � + 2� = 2�n , n : entier

Mais dans ce cas ,sin (� + 2�) s�annule, et l�équation (2.24) montre alors que les va-

riations de la partie imaginaire Q de f autour de zc sont très faibles, de l�ordre de O(�3).

En résumé, le chemin de descente la plus raide correspond à

� = ��
2
+ n� (2.25)

ou encore à ei� = �e�i �2 :
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FiG.2.2-Représentation de la fonction exp[�P (x; y : �)] en fonction de x et y.

Au voisinage de zc, le chemin c correspond au chemin de descente la plus raide.
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Formule du col complexe.

comme

dz = d�ei� = �d�e�i �2 (2.26)

on obtient

Icol(�) =
p
2�

�
@2f

@x2
(zc(�); �)

�� 1
2

e�f(zc(�);�) (2.27)

zc(�) tel que :
@f

@x
(zc(�); �) = 0

Validité de la formule asymptotique.

L�estimation des corrections à la formule du col (2:27) peut être menée en étendant

l�analyse introduite dans la section précédente pour l�intégrale réelle (2:1)

8p � 3 ; @pf

@zp
(zc(�); �)

�
@pf

@zp
(zc(�); �)

�� p
2

! 0 quand �!1 (2.28)

Utilisation pratique et extension

Dans la pratique, la formule du col complexe s�utilise en quelque sorte de manière

analogue au théorème des résidus avec la di¤érence suivante. Pour le théorème des résidus,

le chemin originel  est déformé pour contourner un pôle simple. Dans le cas de la formule

du col complexe, le chemin  est déformé pour passer par le point selle en évitant toute

singularité ! Concrètement, il su¢ t donc de s�assurer que cette déformation du chemin 

est bien possible, puis d�appliquer simplement la formule

La formule du point selle s�étend aux intégrales de la forme

27



I (�) =

Z


dz` (z) e�f(z;�) (2.29)

où `(z) est une fonction variant lentement. Dans ce cas, sous les hypothèses, nous

avons

Icol(�) w `(zc)
p
2�

�
@2f

@z2
(zc(�); �)

�� 1
2

e�f(zc(�)�) (2.30)

2.7 Cas d�une intégrale multiple

Dans cette section, nous considérons d�abord une intégrale sur d variables réelles,

le domaine d�intégration D étant inclus dans Rd. Nous passons ensuite au cas d�une

intégrale fonctionnelle portant sur un nombre in�ni de variables d�intégration. Pour ces

deux situations, nous montrons que la formule du col, établie pour une intégrale simple,

est aisément généralisable, tout du moins sur un plan formel. En e¤et, sa mise en �uvre

devient plus di¢ cile que dans la cas unidimensionnel, car elle requiert des diagonalisations

de matrice d � d en dimension �nie, ou la détermination du spectre d�un opérateur

pour une intégrale fonctionnelle. Similairement, l�examen de son caractère asymptotique

devient beaucoup plus di¢ cile encore et nous n�entrerons pas dans une discussion générale

de cette problématique.

2.7.1 Nombre �ni de variables

Soit d variables réelles, notées collectivement x = (x1; ::; xd), et f(x;�) une fonction

réelle de ces variables et d�un paramètre de contrôle �. Nous considérons l�intégrale

I(�) =

Z
D

dxe�f(x;�) (2.31)
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avec la notation dx =
dQ
i=1

dxi. Supposons que f(x;�) ait un minimum absolu au

point col x = xc(�) situé à l�intérieur du domaine D. Si ce minimum devient de plus

en plus étroit et marqué quand �!1, alors il est raisonnable de remplacer l�intégrant

e�f(x;�) par sa forme gaussienne locale au voisinage du point col xc(�), tout en étendant

le domaine d�intégration à tout l�espace Rd. Cette approximation est l�extension évidente,

à d dimensions, de la méthode du col pour une intégrale simple. Sa forme spéci�que est

établie ci-dessous.

Approximation gaussienne locale.

Procédons au développement de Taylor de f(x;�) au voisinage de xc(�). Il vient

f(x;�) = f(xc(�);�) +
1

2
(x� xc(�))

T �C(�)�(x� xc(�)) + :::: (2.32)

où C(�) est la matrice symétrique d�d ayant pour éléments Cij(�) = @2f
@xi@xj

(xc(�);�):

Dans l�expression(2; 32) , nous avons utilisé la notation générique

uT :M:v =
X
ij

uiMijvj (2.33)

pour deux vecteurs u et v de Rd, M étant une matrice d � d et AT désignant la

transposée de la matrice A. En ne conservant que les termes quadratiques dans la série

de Taylor et en remplaçant D par Rd, nous obtenons, pour l�intégrale I(�), la forme

gaussienne

Icol(�) = e�Fc(�)
Z
Rd

dx exp

�
�1
2
(x� xc(�))

T :C(�):(x� xc(�))

�
(2.34)

Avec Fc(�) = f (xc (�) ; �)

Notons que DetC(�) > 0. En e¤et, ces d valeurs propres �1(�); ::::; �d(�) sont néces-

sairement réelles, et strictement positives car C(�) est une matrice symétrique réelle et

xc(�) est un minimum de f . Nous avons donc le résultat :
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Icol(�) = e�Fc(�)

s
(2�)d

Det(C(�))
(2.35)

Fc(�) = f (xc (�) ; �) , Cij(�) =
@2f

@xi@xj
(xc(�); �):

Commentaire :

1. Indiquons cependant brièvement ici que l�apparition du déterminant de C(�) se

comprend bien dans le cas où la matrice C(�) est diagonale,

C(�) =

0BBB@
�1(�)

�2(�)

�d(�)

1CCCA (2.36)

Dans ce cas, l�intégrale multiple se factorise. L�intégrale sur la composante xi de x

donne
p
2���i(�).

2. En ce qui concerne le caractère asymptotique de la formule (2:35), il faut véri�er

que les termes d�ordre supérieur à deux dans la série de Taylor (2.32) donnent une

contribution qui tend vers 0 pour � ! 1. Similairement au cas d�une seule variable

réelle, cette condition est réalisée si

8q � 3 avec q =

pX
i=1

qi;

1q
�q1i1 (�) :::�

qp
ip (�)

@qf

xq1i1 (�) :::x
qp
ip (�)

(xc(�);�)! 0 (2.37)

Dans cette condition, �i1(�); :::; �ip(�) correspond à une sélection arbitraire de p va-

leurs propres de la matrice C(�). Elle est analogue à la condition (2:9), Comme dans le

cas d�une intégrale simple, la condition (2:37) est automatiquement véri�ée pour f de la

forme f(x;�) = �g(x).
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2.7.2 Nombre in�ni de variables et passage à l�intégrale fonc-

tionnelle

Dans certaines conditions, lorsque le nombre de variables d�intégration devient in�ni,

l�intégrale multiple devient une intégrale fonctionnelle. Dans un premier temps, nous

décrivons, succinctement, comment cette intégrale est construite à partir d�un processus

de limite adéquat. Puis, nous établissons la formule du col correspondante.

Construction de l�intégrale fonctionnelle.

Le processus de limite en jeu prend la forme générique suivante. Partons d�une inté-

grale multiple de la forme (2:32), dans un espace à d = N dimensions. Notons dorénavant

'i la ième variable avec i = 1; ::::; N ,'i étant supposée réelle pour �xer les idées. Géné-

ralement, dans la plupart des situations physiques rencontrées, à l�indice i est associé un

paramètre noté �(i; N) qui dépend aussi du nombre total de variables N .

À ce niveau, la variable 'i peut être vue comme un champ '(�) dépendant du para-

mètre � qui prend des valeurs discrètes pour N �ni.

Si l�ensemble des valeurs �(i; N) devient dense dans un certain domaine 
 quand

N ! 1, alors une con�guration f'i; i = 1; :::; Ng engendre un champ continu noté

'(:) = '(�) où � parcourt 
. Le volume élémentaire dans l�espace d�intégration initial à

N �ni, dé�nit alors la mesure d['(:)] d�une intégrale fonctionnelle sur l�espace des champs

'(:), i.e

lim
N!1

NY
i=1

d'i = d['(:)] (2.38)

Dans cette limite N !1, la fonction des N variables f('1; '2; :::; 'N ;�) dé�nit elle

une fonctionnelle, souvent notée S�['(:)]. Ce processus de limite à partir de l�intégrale

multiple initiale, conduit donc à introduire l�intégrale fonctionnelle

I(�) =

Z
d['(:)]exp [�S�'(:)] (2.39)
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Dans la présentation ci-dessus, nous avons délibérément omis toutes les di¢ cultés

mathématiques qui apparaissent dans le processus de limite N !1. Dans certains cas,

comme celui de la représentation de Feyman-Kac de la matrice densité en mécanique

statistique, ce processus peut être contrôlé de manière rigoureuse . Dans la suite nous

admettons que l�intégrale fonctionnelle (2:39) est bien dé�nie

Formule du col fonctionnelle

Comme dans le cas discret, il peut apparaître un pic très étroit dans l�intégrant de

(2:39) quand �!1. Ce pic est obtenu pour un champ 'c(:) qui extrémalise S�['(:)], ce

qui signi�e que la dérivée fonctionnelle de S�['(:)] évaluée en 'c(:) est nulle, c�est-à-dire

�S�['(:)]

�'(�)
['c(:)] = 0 8� 2 
 (2.40)

Il est alors légitime de développer S�['(:)] au second ordre en ('� 'c), ce qui donne

l�expression gaussienne approchée

Icol(�) = e�S�['c(:)]
Z
d['(:)]

� exp

8<:�12
Z

2

d�1d�2 ['(�1)� 'c(�1)]� C�(�1; �2) ['(�1)� 'c(�2)]

9=;
(2.41)

Dans l�intégrale fonctionnelle gaussienne (2:41), la covariance C�(�1; �2) est dé�nie

par

C�(�1; �2) =
�2S�

�'(�1)�'(�2)
['c(:)] (2.42)

cette intégrale gaussienne s�exprime en termes des valeurs propres ��(�) de l�opérateur

C� où � est un paramètre spectralm qui caractérise la valeur propre considérée. Ces
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valeurs propres sont réelles par suite du caractère hermitien de C�. De plus, la condition

de minimum de S au col implique qu�elles sont aussi toutes positives. En introduisant la

densité de fonctions propres g�(�),

pour une intégrale gaussienne multiple, la forme col de I(�) se réduitalors à :

Icol(�) = e�S�['c(:)]exp

�
1

2

Z
d�g�(�) ln [2�=��(�)]

�
(2.43)

Commentaires :

1. Le paramètre spectral � permet d�indexer les valeurs propres dans la partie continue

du spectre d�un opérateur donné. En quelque sorte, il est l�équivalent de l�indice i pour

les valeurs propres discrètes �i de la matrice C(�) en dimension �nie d. Par exemple, les

valeurs propres de l�opérateur ��� dans un segment de longueur L avec des conditions

de Dirichlet homogènes, sont de la forme ��(k) = �k2, avec k = p�=L et p > 0. Dans la

limite L!1, le nombre d�onde k peut être vu comme un paramètre spectral prenant des

valeurs continues réelles et positives. En posant ici � = k, la densité de fonctions propres

correspondante devient g�(�) = (L=�), et le domaine d�intégration sur � est [0;+1]

2.Similairement au cas d�une intégrale simple ou multiple, dans la forme col (2:43),

la contribution du col lui-même exp(�S�['c(:)]) est multipliée par la contribution de la

région proche de celui-ci. Dans la pratique, la détermination des valeurs propres �� (�)

est naturellement un problème très di¢ cile en général, de sorte que l�expression (2:43)

reste souvent d�exploitation peu aisée. Dans certains cas, les valeurs propres sont calcu-

lables simplement, ou bien leur produit s�exprime, de manière compacte et tractable , en

termes de quantités spéci�ques au champ col 'c. L�analyse des corrections à l�approxi-

mation du col est tout aussi complexe. Dans cet esprit, notons que l�immense étendue

du domaine d�intégration, typiquement l�ensemble de toutes les fonctions continues '(�),

induit bien sûr une grande richesse dans le paysage représentant exp(�S�['(:)]). En par-

ticulier, de nombreux autres minima locaux peuvent exister, et il faut aussi contrôler

leurs contributions quand � tend vers l�in�ni.
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2.8 Conclusion :

Ce chapitre est consacré à l�introduction de la méthode du col. Nous avons présenté

son contexte d�application ainsi que sa formule pour une intégrale simple et une intégrale

de chemin. Ses propriétés asymptotiques ont été aussi étudiées. Des résultats élémentaires

trouvées dans la littérature ont été aussi exposés.
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Chapitre 3

Applications :

3.1 Introduction :

Nous présentons dans ce chapitre les applications réelles réalisées pour étayer les di¤é-

rents aspects théoriques abordés dans les chapitres précédents et évaluer ainsi l�e¢ cacité

et les performances de la métode du col pour l�estimation d�une intégrale gaussienne.

3.2 Application 1 :

Nous traitons d�abord le cas d�une intégrale simple de la forme

I (�) =

+1Z
�1

dxe��x
2

3.2.1 Par la méthode de Gauss

On montrera que le calcul des intégrales gaussiennes qui apparaissent souvent en

physique conduit au résultat suivant [10]

+1Z
�1

dxe��x
2

=

r
�

�
: (3.1)
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Transformée de Fourier d�une gaussienne réelle :

L�exemple correspond à la transformée de Fourier d�une fonction gaussienne réelle.

Ce type d�intégrale apparaît, par exemple, dans le calcul des fonctions de Green pour

l�équation de di¤usion. Pour calculer des intégrales du type

I� (x) =

1Z
�1

dk exp
�
ik x� �k2

�

Nous commençons par la réécrire comme :

I� (x) = exp

�
�x2
(4�)

� 1Z
�1

dk exp
�
�� [k � (ix� (2�))]2

	
Remarquons ensuite que l�intégrale :

I
cR

dz exp
�
�� [z � (ix� (2�))]2

�
(3.2)

Dé�nie sur le contour CR du plan complexe donné par l�équation(3.1) est nulle du

fait que l�intégrant est analytique à l�intérieur du contour.

Prenons la limite : R !1
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FIG.3.1 -contour CR utilisé pour le calcul de l�intégrale (3:2)

-On peut montrer très facilement que la contribution des segments verticaux du

contour tend vers zéro

- Celle de l�axe réel nous donne l�intégrale I�(x) que nous voulons calculer

- Finalement celle du segment horizontal avec Imz =
p
{� (2�)est tout simplement

l�intégrale d�une gaussienne qui vaut �
p
(���)

Le résultat �nal est donc :

+1Z
�1

dk exp
�
ik x� �k2

�
=

r
�

�
exp

�
�x2� (4�)

�
(3.3)

3.2.2 Par la méthode du Col

Suite à (3; 1) on obteint f (x; �) = �x2

xc (�) : est un minimum de f (x; �) et
@2f

@x2
(xc(�);�) � 0
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ou la fonction f(x) est une fonction reelle, analytique dans un voisinage du segment

(a; b), et � un parametre positif.

Fc(�) = f(xc(�);�) et �(�) =

�
@2f

@x2
(xc(�);�)

�� 1
2

Le minimum de f(x) correspond a un bord du domaine d�integration. On developpe

alors f (x) au voisinage du minimum et on integre. Ce n�est pas le cas qui nous interesse

ici.

La fonction f (x) a un ou plusieurs minima sur 1�intervalle (a; b). Les minima corres-

pondent a des points xc caracterises par

@f

@x
(xc(�);�) = 0

ou generiquement
@2f

@x2
(xc(�);�) � 0

Si nous negligeons des corrections d�ordre exp[�const� �],nous pouvons restreindre

l�integration à un voisinage �ni (xc + "; xc + ") de xc, mais avec e arbitrairement petit.

En e¤et, les contributions hors de cet intervalle sont bornees par :

(b� a)

bZ
a

dxe
@2f

@x2
(xc) :�:"2�2

ou nous avons utilise la propriete "n 1 de sorte que

f (x)� f (xc) s
1

2
f 00 (xc) (x� xc)

2

Le developpement de Taylor de la fonction f s�ecrit alors

f(x;�) = Fc(�)+
f 00(�)

2
(x�xc(�))2+

f 000(�)

6
(x�xc(�))3+

f 0000(�)

24
(x�xc(�))4+O((x�xc(�))3)
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On voit qu�a 1�ordre dominant il su¢ t de garder le terme quadratique. a cause du

caractere negligeable des contributions loin du col,on peut alors integrer sur [�1;+1].

On est ramene a une integrale gaussienne

I (�) =

+1Z
�1

dxe��x
2

on à (2; 3) : � (�) = 1p
c
= 1p

2�
= (2�)�

1
2

@f

@x
(xc(�);�) = 2�x = 0) xc = 0

en remplace dans (2; 4) on obtenu

Icol (�) s
r
�

�
(3.4)

3.3 Application 2 :Calcul de propagateur d�une par-

ticule libre à une dimension :

Dans ce cas l�Hamiltonien de système s�écrit sous la forme :

H =
P 2

2m
; o�u V (X) = 0 (3.5)

Suite à (1; 27) le propagateur devient

K (B;A) = lim
N!1

"
N�1Y
n=1

Z
dxn

#"
NY
n=1

r
m

2i"�~

#
� exp

"
i

~

NX
n=1

m

2"
(xn � xn�1)

2

#
(3.6)

Pour e¤ectuer l�ntégration sur les xn ,on essaye de s�impli�er l�intégrale en prenant

seulement la variable x1 puis on généralisé sur tous les xn:

L�ntégrale sur x1 s�écrit
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Z
dx1

�r
m

2i"�~

� �r
m

2i"�~

�
� exp

�
i

~
m

2"

�
(x2 � x1)

2 + (x1 � x0)
2�� (3.7)

On dévelope l�éxposant :

�r
m

2i"�~

� Z
dx1

�r
m

2i"�~

�
exp

��
i

~
m

"

�
x21 �

�
i

~
m

"

�
(x2 � x0)x1

�
�exp

��
i

~
m

2"

��
x21 + x20

��
(3.8)

Par identi�cation avec (1; 2) on obtient :

a = � i
~
m

"
; b =

�
i

~
m

"

�
(x2 � x0) (3.9)

3.3.1 Par la méthode de Gauss

En remplace (3; 9) dans(1; 2) l�équation (3; 8) donne [11] :

r
m

2i�~ (2")
exp

"
i

~
m

2

(x2 � x0)
2

2"

#
(3.10)

Et de la même manière on integre sur x2::::xn�1,donc si on généralisé sur tout les

intégrales dxn ,le propagateur d�une particule libre devient :

K (xB; tB;xA; tA) = lim
N!1

r
m

2i�~ (tB � tA)
exp

"
i

~
m

2

(xB � xA)
2

(tB � tA)

#
(3.11)

3.3.2 Par la méthode du Col

Par identi�cation (2,1) et (3,1) on obient

f(x; �) = f (x; a) = ax2 � bx
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Les minima correspondent à des points xc caracterises par

@f

@x
(xc(�);�) = 2ax� b = 0) xc =

B

2A
(3.12)

xc =

�
i
~
m
"

�
(x2 � x0)

2
�
� i
~
m
"

� (3.13)

En calcul f (xc; a) on obtient

Fc (a) = f (xc; a) = ax2c � bxc =
i

h

m

2

(x2 � x0)
2

2"
(3.14)

En calcul @2f
@x2
(xc(�);�)

@2f

@x2
(xc(�);�) = 2a = 2

�
� i
~
m

"

�
(3.15)

en remplace dans (2; 4) on obtient

�r
m

2i"�~

� �r
m

2i"�~

� p
2�q

2
�
� i
~
m
"

�e ih m
2
(x2�x0)

2

2"

v
r

m

2i�~ (2")
exp

�
i

~
m

2

(x2 � x0)

2"

�
(3.16)

Donc et de la même manière on applique la même méthode sur x2::::xn�1,donc si on

généralisé sur tout les intégrales dxn ,le propagateur d�une particule libre devient :

Icol (a) v K (xB; tB;xA; tA) = lim
N!1

r
m

2i�~ (tB � tA)
exp

"
i

~
m

2

(xB � xA)
2

(tB � tA)

#
(3.17)
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Conclusion générale
Le cadre général de ce travail est la modélisation mathématique des processus phy-

siques ainsi que la résolution des équations mathématiques qui régissent leurs évolutions.

Notre attention s�est focalisé sur l�estimation des intégrales qui apparaissent dans la plu-

part de ces équations. Ainsi, nous nous sommes intéréssés tout particulièrement à la

méthode du col pour l�estimation d�une intégrale et qui s�avére une thèchnique très éf-

�cace. Dans une première étape, nous avons �xé le cadre général de l�approche par les

intégrales de chemins. Ceci est fait par la présentation d�un certain nombre de résultats

classiques bien connus des spécialistes. Dans la deuxième partie, nous avons introduit la

méthode du col pour l�estimation d�une intégrale, cette technique est basé sur la notion

du dévellopement limité et asymptotique d�une fonction. Quand au troisième et dernier

chapitre, il a été consacré à l�évaluation des performances de notre méthode à travers

la présentation de deux applications réelles. Les résultats obtenus indiquent que notre

méthode est une très bonne alternative aux techniques de calcul classiques notamment

dans le cas d�une intégrale gaussienne.

Le travail e¤ectué dans le cadre de ce mémoire nous a permis de dégager plusieurs

perspectives de recherches très intéressantes et qui reste d�actualité. En e¤et, il pourrait

donner lieu à des prolongement notamment :

1.Il serait intéressant dans un travail futur de réaliser une étude comparative en

e¤ectuant des simulations sur d�auttre formes d�intégrales et de fonctions et dans des

dimensions plus élevées de l�espace (intégrales multiples).

2.Il serait intéressant aussi d�explorer d�autres approches et thechniques comme l�ap-

proche stochastique avec les méthodes de Monté-Carlo basées sur le calcul de l�espérance

mathématique d�une variable aléatoire.

3.Il Essayer de réaliser d�autres applications pratiques et réelles dans d�autres do-

maines de la physique..
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Abstract 

The col method is the principal alternative for the estimate of an 

integral. This relies on its ease of interpretation and its good 

properties. In this work, we have introduce the general concepts of 

this method based on an asymptotic development. The path integrals 

approach was also presented. In order to evaluate the performances 

of our method, we have considered two pratical applications. The 

results obtained show that this method have a better perfomance in 

particular wuth Gaussian integrals. 

 ملخص

طريقة كول هي البديل الرئيسي لحساب تكامل، و هذا لتفسيرها البسيط و خصائصها الجيدة 

لنشر المتقارب على االمبادئ العامة لهذه الطريقة التي تقوم  العمل قمنا بعرض ،وفي هذا

 عرض على تكامل المسارات. قمنا بتقديم الطريقة هذه لتقييم و للدالة ،

اثنين من التطبيقات العملية ،و أظهرت النتائج ان هذه الطريقة فعالة جدا و  اعتبرناكما 

 خاصة في حالة تكاملات غوص .



Résumé 

La méthode du col est la principale alternative pour l’estimation d’une 

intégrale. Ceci est du à son interprétation simple et ses bonnes propriétés. 

Dans ce travail, nous avons introduit les principes générales de cette 

méthode basée sur le développement asymptotique d’une fonction. Un 

exposé sur l’approche par les intégrales de chemins a été également 

présenté. Afin d’évaluer les performances de notre méthode, nous avons 

considéré deux applications pratiques. Les résultats obtenus montrent 

que cette méthode est très efficace notamment dans le cas des intégrales 

gaussiennes. 
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