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Introduction générale

La cosmologie est 1’étude de I'univers dans son ensemble a tres grande échelle, de son
évolution dans le temps et de ses propriétés globales. Nous possédons de précieuses infor-
mations sur notre univers. Il est plat et il est constitué de 70 % de forme d’énergie dite
énergie sombre, elle est responsable de 'accélération récente de I’expansion de I'univers.
Dans les équations d’Einstein, qui relient la géométrie de I'univers a son contenu énergé-
tique, elle apparait sous la forme de la constante cosmologique. Du point de vue théorique,
la cosmologie s’appuie principalement sur la relativité générale et la physique des parti-

cules. Du point de vue observationnel, elle repose sur plusieurs piliers importants [1-3]:

— L’expansion de 'univers constaté en particulier grace au décalage vers le rouge de

la lumiere nous provenant des astres lointaines,

— L’abondance des noyaux légers!, qui s’explique par la nucléosynthese primordiale?,

— Le fond de rayonnement diffus cosmologique?,

— La formation des grandes structures.

Le modele cosmologique standard, dit du Big-Bang, permet de rendre compte de fagon
précise de ces phénomenes, Néanmoins il a quelques limites: le probleme de I’horizon, le
probleme de la platitude. Comme le stipule le principe cosmologique, 'univers est homo-
gene a grande échelle. C’est d’ailleurs ce qu’indiquent toutes les observations. Les galaxies
sont réparties de facon homogene a grande échelle.

Les problemes du Big-Bang ont donné naissance a la cosmologie moins standard, en ci-

tant la cosmologie inflationnaire, le couplage non minimal de la gravitation avec les autres

1. La composition de l'univers s’avere dominée par les éléments chimiques les plus légers et les plus

simples. L’hydrogene et I’hélium constituent ainsi 98% de notre Soleil.
2. la nucléosynthese primordiale s’est manifestée a 1’échelle de 'univers tout entier, durant les premieres

dizaines de minutes suivant le Big-Bang. Elle est résponsable de la formation des noyaux légers.
3. Le fond diffus cosmologique est le nom donné au rayonnement électromagnétique issu de I’époque

dense et chaude qu’a connue 1’Univers par le passé.
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champs physiques et la cosmologie quantique. Dans ce mémoire, on a étudie la cosmologie
inflationnaire en introduisant deux termes de couplage dérivatif non minimal du champ
scalaire et la courbure de l'espace-temps. Les terme de couplage sont de type ki R¢ ¢
et koR,@H@” ou ki et ky sont des parametre de couplage de dimension d'un carré d'une

longueur et on a déduit les solutions cosmologique de cette théorie [4-8].

Ce mémoire est organisé comme suit

— Le premier chapitre est un rappel de quelques éléments d’analyse tensoriel, qui est
le cadre mathématique de la relativité générale et éventuellement de la cosmologie.

— Le deuxieme chapitre est une présentations de certaines notions de cosmologie stan-

dard.

— Le troisieme chapitre est ’étude de la cosmologie, dite inflationnaire, avec couplage

dérivatif non minimal de type ki R¢ 0" et kR, ¢Ho".



CHAPITRE 1

Eléments d'analyse tensorielle

Dans ce chapitre, on fait quelques rappels sur I’analyse tensorielle utilisés pour décrire
la cosmologie en particulier la cosmologie avec couplage dérivatif nonminimal. A savoir la
notion du tenseur, dérivée covarante, des opérateurs différentiels et le comportement du

tenseur de courbure [1,9-11].

1.1 Introduction a la notion du tenseur

1.1.1 Composantes contravariantes et covariantes d’un vecteur

. —_ . . . . .
Soit une base quelconque (‘€’,) d'un espace vectoriel euclidien E, de dimension n.

H
On appelle composantes contravariantes d'un vecteur A de E,,, les quantités { A*} tel que

—_
A =Are, (1.1)

et composantes covariantes les quantités {Au} tel que
A, =A7, (1.2)

H
ces composantes sont des projections du vecteur A sur les axes portant les vecteurs de

—
base ¢€,,.

1.1.2 Coordonnées curvilignes

On considere un point M d’un espace vectoriel euclidien et un systeme de coordonnées

{z,}. On associe & M un repere naturel en admettant M pour origine et {¢ ,} pour base

6
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Fig. 1.1 — Coordonnées covaraintes et contravariantes d’un vecteur dans un repere bidi-

menstonnel.
tel que
OM = x“?u
— 00M
et dOM = dzt
oxH
—
or dOM = dx“?ﬂ
—
1 - 00OM
alors ¢, = D

Soient {z#} et {a'"} deux systemes de coordonnées reliés par

o= M) 1< pu<n

et ' = 2*(") 1<v<n

On a d’une part

d’autre part d’apres (1.7) et (1.8)

dz* = dx”
T
Oz dx'v

0z'v OxP

on déduit

ox'v OxP
ox'* O

oxv Oz'r

(1.9)
(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)
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Si on associe les reperes (M, € ) et (M,€",) aux systémes de coordonnées {z#} et {a"*}

respectivement, alors

—_— —_—
_,, _ 00OM _ 9OM dx*

v T Torv T o axv
ort
- a%,y?# (1.15)
ox'v
de méme T, = aiu e (1.16)
H
alors pour un vecteur A
— Iy 1y 81’“
A = Ae,=A"e =A 895’”—)“ (1.17)
— " ox'
A = AVE = ArE, = AF oy e (1.18)

H
on aura les relations de transformation des coordonnées contravariantes du vecteur A lors

d’un changement de systeme de coordonnées

n
A = gj,uA’” (1.19)
Av = gfgﬁ"‘ (1.20)

Quant aux coordonnées covariantes, en tenant compte des relations (1.2) et (1.16), on

aura
ox'”
A, = aqul” (1.21)
ox¥
/ j—
A= o (1.22)

1.1.3 Définition d’un tenseur

Un scalaire est un tenseur d’ordre zéro. Un vecteur est un tenseur d’ordre un. On ap-

pelle composantes p fois contravariantes et ¢ fois covariantes d’un tenseur mixte d’ordre
s 2 AV1, e, Up .

p+ q toute quantité A, i se transforment comme le produit de p composantes contra-

variantes et ¢ composantes covarainte d'un veceteur lors d’'un changement de coordonnées

i i I .
rh — xt =g H(z¥), autrement dit

ox™  Ox'r Ox™M Oxta

/ ...,Tho
AVsre Apl’ P 1.23
Ko bg OxPr OxPr Ox'H Qxtra” A ( )
ox¥t ox*» Ox'™M Oxa
gy = 0P LA (1.24
K1y ees Hg o', ox'Pe Okt Oxta 1y Agq

Un tenseur d’ordre p + ¢ dans un espace a n dimension a n?™? composantes.
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Notes

1. La somme de deux tenseurs contravariants a pour composantes les sommes de leurs
composantes de meémes indices, de méme pour les composantes covariantes et mixtes
des tenseurs.

2. Le produit d’'un tenseur par un scalaire est un tenseur dont les composantes sont
égales au produit de ses composantes par ce scalaire, ainsi munis des lois d’addition
et de multiplication par un scalaire, les tenseurs d’un type donné forment un espace
vectoriel.

3. Le produit tensoriel d’un tenseur par un autre permet de former de nouveaux ten-
seurs. Soit 71" et T2’\ ” les composantes contravariantes respectives des tenseurs T}

et T5. La multiplication des composantes entre elles donne les quantités
TV v oA
THAP =T T3P

qui sont les composantes contravariantes d’'un nouveau tenseur 7.

1.1.4 Contraction des indices

L’opération de contraction des indices consiste, aprés avoir choisi deux indices 1'un
convariant et I’autre contravariant, a les égaler et sommer par rapport a cet indice deux
fois répété.

Le produit scalaire est un cas particulier d’une opération de contraction des indices. On
. N H H .

consideére deux vecteurs A et B de composantes respectives A* et B,,.

On forme le produit tensoriel de ces deux vecteurs, on obtient le tenseur T = A* B,.

I’application de la regle de contraction des indices, en donnant les mémes valeurs aux

indices p et v, puis on effecte la sommation par rapport a p, on obtient

TH—A"B — A . B
" p :

— —
c’est 'expression du produit scalaire des vecteurs A et B, qui est une grandeur invariante

par changement de base.

1.1.5 Tenseur métrique

On consideére un systéme cartésien orthonormé {z(9#} et un systéme curviligne {z*}.

—_
Soient (A(O)“, B(O)“) les composantes contravariantes dans {z(9*} de deux vecteurs A et
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ﬁ
B respectivement et (A“,B“) leur composantes contravariantes dans {x*} respective-
ment. D’apres (1.19)

&E(O))‘

(U2 2

AN — S A (1.25)
(0)A

BON _ 8(;5# B (1.26)
X

comme {z(O#} est un systéme orthonormée, alors la relation d’orthonormalisation s’écrit

70 20—, (1.27)

. . — —
le produit scalaire des deux vecteurs A et B est

A.B = A0 Bor g0 20

On introduit la quantité

G = Oxp e On” (1.28)
alors
A.B = gu A" B (1.29)
comme Zﬁ = A“B”?u.?y
alors ¢, = ?u L€, (1.30)

9w forme les composantes d'un tenseur d’ordre deux, appelé tenseur métrique’.
Un espace est dit "a une métrique” si on possede un moyen de mesurer 'intervalle séparant
deux points infiniment voisins. On appelle le vecteur ds un segment de droite orienté

séparant deux points sinfiniment voisins

ds = dat€, (1.31)
or
Os
_ p
ds = aa;udx (1.32)
Os
alors €, = @zﬁus (1.33)

1. Par analogie, le tenseur métrique associé a une base orthonormée est J,,,, le symbole de Kroneker.
Le tenseur métrique est symétrique, g, = gu,u, du fait que le produit scalaire de deux vecteurs est

commutatif.
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1.1.5.1 La forme quadratique fondamentale

L’intervalle qui sépare deux point infiniment voisins dans la base cartésienne {z(0#}

noté, ds?, et tel que

ds* = ds . ds = g, dz" dz". (1.34)
En effet

ds?> = (de'OM)? + (dz 9% + - 4 (daOm)?

= O drO> g0
OO ot o 0)p

ax(O)A 8'1: (0)p
_ n v
- 5)\/3 Ok O dxt dz
= gMV dﬂju dZL“V

1.1.5.2 Passage entre composantes covariantes et contravariantes

On constate, en tenant compte des relations (1.2), (1.1) et (1.30), que le passage de

composantes covaraites aux composantes contravariantes d’un vecteur est donné par
— v
Ay =guw A (1.35)

On note G' la matrice a composantes les composantes du tenseur métrique, G = (g,,,). On

défini g" les éléments de la matrice inverse, G™' = (g"), alors g, g™ = o7 De (1.35)
gpﬂ A# — gpu gm/ Al/ — 55 Al/ — AP
AP = g A, (1.36)
On généralise les relations (1.35) et (1.36), on écrit

ABrbp — g,ull/l .. .g'U‘PVP Aylmyp (137)

ANlmMp — gﬂl’/l ce. gMpr Al/l.-.l/p (138)

1.1.6 Tenseurs particuliers

Mis a part les scalaires, il existe trois tenseurs remarquables

1.1.6.1 Tenseur nul

Un tenseur est dit nul si toutes ses composantes sont nulles.
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1.1.6.2 Tenseur de Minkowski

Le tenseur de Minkowski, noté 7,,, avec u = 0,3, v = 0, 3, est le tenseur métrique d’un

espace quadridiemnsionnel décrivant I’espace-temps plat. Il est donné par
-1 si p=v=0,
g;w:n;w:nwj: 1 si [L:V%O,
0 si a#p0,

I'intervalle ds? s’écrit alors

ds® = n,detds” = —dt* + dx'dz’ (1.39)

1.1.6.3 Tenseur de Levi-civita

c’est un tenseur de rang N dans un espace a N dimensions,completement antisymé-
trique et qui change de signe pour une permutation de deux indices.
Les composantes covariantes dans un espace a quatre dimensions par exemple sont définies

par:

1 pour une permutation paire de 0.1.2.3,
€apys = €(€a €3 €4 €5) = ¢ —1 pour une permutation impaire de 0.1.2.3,

0 autrement.

La composante covariante du tenseur de Levi-civita est de signe opposé a la composante

contravariante:

Capys = —€P1° (1.40)

1.2 Les symbodles de Christoffel

Soient M et M’ deux points infiniment voisin qu’on associe les deux reperes naturels

(M€ ) et (M',7€7).

On écrit
— — —
OM' = OM+dOM (1.41)
(M',€) = (M€, +de,) (1.42)
— a?,u p— a9 — o v o —
de, = ——di’=0,¢,dz" =T}, dz" €, (1.43)

oxP
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de (1.30) on constate que les symboles de Christoffel? s’écrivent en fonction du tenseur

métrique comme suit

1 log
7, = 59" (01500 + Do — 09y (1.44)

En fonction des coordonnées, ils s’écrivent

dzr  Ox(OA
p . I G
Vi = Oz OA Qxrdxv (1.45)

1.3 La dérivée covariante

Soit un tenseur défini en tout point d’un espace & N dimension muni d'une base {7 ,}.
Si 'espace est plat, la direction des vecteurs de base est toujours la méme et 'opération
de dérivation n’affecte pas la direction de ces vecteurs. Par contre si I’espace est courbe,
la direction des vecteurs e x change quand on passe d’un point z# a un point infiniment
voisin x* + dz*, une telle dérivation dite dérivation covariante. Donc la dérivation d’un
tenseur affecte la direction des vecteurs de base et fait que la dérivée d'un vecteur n’est
plus un vecteur.

La dérivée covariante d’un vecteur contravariant A* est donnée par

DA* = D, A* dz¥
= A", da
— (Q,AF 4T AP) da

DA* = (A", +T% AP) da” (1.46)

La dérivée covariante d’un vecteur covariant A, est donnée par
"

DA, = D, A, dz"
= (B, —T%, A,) da” (1.47)

La dérivée covariante d’un tenseur cotravariant 7" est donnée par

DT"™ = D, T" dx”

= (9, +Th, T + 1%, T") da? (1.48)

2. Les symboles de Christoffel ne sont pas des tenseurs car ils n’obéissent pas a la loi de transformation

tensorielle, mais on définit les symboles de Christoffel de 1% espece ,I',, ., tel que I, =9"T .o

3. Les symboles de Christoffel sont symétriques par rapport aux indices du bas,I';,, =17 ,.
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La dérivée covariante d’un tenseur covariant 7, est donnée par
%

DT, = D,T,, dz*

= (0T — T, Toy — T, T)n) da” (1.49)
La dérivée covariante d’un tenseur mixte 7)) est donnée par

DIY = D, TV dz*

A A
= (8PT: + I\ T =T, TY) dz* (1.50)
L’application de la dérivée covarainte au tenseur métrique g,,, donne le théoreme de Ricci

D, gw = 0 (1.51)
D, g% = 0 (1.52)

1.4 Opérateurs différentiels

1.4.1 Le gradiant

Le gradiant, V,, d'un scalaire S’ est un vecteur donné par

V.S=S5,=0,8=5, (1.53)

1.4.2 Le rotationnel
Le rotationnel d’un vecteur est un tenseur donné par
(rotV), = V.V, —V,V,

= Vl/;u - VM;V
= OV, -0V, (1.54)
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1.4.3 La divergence

1.4.3.1 La divergence d’un vecteur contravariant V, V'*

La divergence est ’application du gradiant au vecteur, a savoir

OV H 5
vﬂ VN = V;fli = axu -+ FZV V
1 8\/§
_ wy (o z
9, V" + (\@ax#) Vv
10

v 1 - CAGENTAYAD (1.55)

1.4.3.2 La divergence d’un vecteur covariant V, V,

De méme

ov,

Vu Vi = Vi = Ot L Vo
1 09
= 9V, — <ﬁ &W) v, (1.56)

1.4.3.3 La divergence d’un tenseur

De facon analogue

oT™
oz
— 9+ (%%

Du fait que les symboles de Christoffel sont symétriques, on écrit

V, T = T =

T, T T, T

g) " + 1T, T

14 1 14 1 14
VT =0, (\/g ™ ) 50 (17 + 1) (1.58)
Pour un tenseur antisymétrique, A" = —A"*, le dernier terme s’annule, on écrit

v, AW = % Ou(vg A) (1.59)

Pour un tenseur mixte 7

1
Vi T = = O (vo 1) -miT) (1.60)
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1.4.4 D’alembertien

Si la composante A, d'un tenseur est la dérivée d'une fonction ¢ scalaire
A, = 0,0 (1.61)
L’action du tenseur métrique donne sa composante contravariante
A = g A= g 0,6 = 0" (1.62)
On définit le D’Alembertien par
V, Vit =V, 0" (1.63)
car VF¢p = 0"¢

V, V' =V, 06 = % 9,(:/3 9" 0,6) = 0 ¢ (1.64)

Une fonction ¢ est dit harmonique si O¢ = 0.

1.5 Tenseur de courbure

1.5.1 Tenseur de Riemann-Christoffel

Il est définit par

”V p)\Al/ - v)xva,u - vpv)\Ay, (165)
ce qui donné l'expression suivante
R[’f ox = O, — 8gl“g)\ + T, %, =TI, (1.66)

o . - .
On définit les composantes covaraintes R,, o) = gpr \o

Propriétés du tenseur de courbure

1. Symétrique: R,, xo = Rao pu
2. Antisymétrique: R,, xo = —Rup xo = —Rpp or = Rup oa

3. Cyclicité: R, ro + Rp/é T Ry 5,=0
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1.5.2 Tenseur de Ricci et courbure riemanienne scalaire

Tenseur de Ricci

C’est un tenseur symétrique donné par

R, =R , =98,% —9,0 +T° 7 —T7I?

© TP pv pp= TV

La courbure riemanienne scalaire est

R=R/!=g"R,,

(1.67)

(1.68)



CHAPITRE 2

Quelques notions de cosmologie

Dans ce chapitre, on introduit brievement quelques relations utiles pour I'étude de

I'expansion de 1'Univers, et plus généralement en cosmologie [1-3].

2.1 Le modele standard cosmologique

Le modele standard de la cosmologie, dit aussi modele standard de Friedmann-Robertson-
Welker (FRW) ou modele du Big-Bang utliise le Principe Cosmologique qui stipule
que I’Univers doit étre isotrope (identique suivant n’importe quelle direction) et homogene
(la densité moyenne est la méme en tous points de I'espace). Il est basé sur 1'utilisation des
équations d’Einstein avec une constante cosmologique A nulle. I1 décrit I’Univers comme

un fluide parfait® constituant un Univers homogene et isotrope dans un systéme de coor-

1. Le fluide cosmique peut étre assimilié par analogie & la thermodynamique a un fluide parfait, décrit
entierement par sa densité p et sa pression p.
L’hypothese du fluide parfait sur le contenu matériel de I’'Univers est di pratiquement a ce que les
dimensions des particules qui le constituent (les galaxies, amas de galaxies, ...) sont négligeables devant

les distances qui séparent ces particules.

18
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données comobiles?.

L’évolution de I’Univers est décrite par les équations de Friedmann. La solution de ces
dernieres suggere que I’Univers a commencé par un état tres chaud et tres dense qui n’a

cessé de s’expandre depuis le big bang.

2.1.1 La métrique de Friedmann-Robertson-Walker

Le principe cosmologique permet d’introduire une métrique découlant de la relativité
générale, la métrique de FRW

dr?

ds? = —dt* + a*(t) | ———
s +a()1—kr2

+ 72(d6? + sin? 0 dyp?) (2.2)

k est un entier , dit parametre de courbure de I’Univers, exprimant la courbure spatiale

avec

e k= +1 correspond au modele isotrope fermé décrivant un espace courbe fermé de géo-

métrie sphérique et de volume fini.
e k= 0 correspond au modele isotrope euclidien décrivant un espace plat infini.

e k= -1 correspond au modele isotrope ouvert décrivant un espace courbe ouvert de

géométrie hyperbolique et de volume infini.

2.1.2 Les équations de Friedmann

La métrique de Friedmann-Robertson-Walker décrit la géométrie la plus simple qui
soit, compatible avec un Univers homogene et isotrope. L’évolution temporelle de 'espace

est décrite par un parametre unique a(t), dit facteur d’échelle, qui varie au cours du temps

2. La matiere emplissant I’Univers sert souvent en cosmologie de systéme de référence. En effet, pour
étudier la métrique spatio-temporelle isotrope, nous allons nous placer dans un systeme de référence qui,
en chaque point de ’espace, se meut avec la matiere. Ce systeme de référence est dit comobile. Dans
ce systeme, la matiere est immobile et la distance comobile entre deux galaxies quelconques est donc
constante.

On relie la coordonnée radiale comobile r a la coordonnée radiale physique p

o= ar (2.1)
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selon les équations de Friedmann qui s’écrivent sous la forme

a
ou G désigne la constante de la gravitation universelle, p,, la densité de masse moyenne

dans "Univers et A la constante cosmologique.

On peut réécrire I’équation (2.3) en utilisant le parametre de Hubble H, tel que H = (%)

8stGpn kA
H? = m —
3 a? 3

(2.4)
Cette équation joue un role tres important en cosmologie. Elle permet de déterminer I’age
et la taille de I’Univers si I'on connait les parametres qui interviennent dans I'équation.

En divisant les deux membres par H?2, on trouve

~ 81Gpm, k A

1= — 2.5
3H? a’H? + 3H? (25)

Les termes de droite ont une signéfication précise en cosmologie. On note

87 G pm »
Q, = 7; HIZ densité de masse (2.6)
k
Qp = e courbure (2.7)
A s rs . .

Qpn = 3 densité d’énergie du vide (2.8)

2.1.3 Equation de conservation de I’énergie

L’hypothese d’homogénéité et d’isotropie de 1’Univers restreint le contenu du tenseur

énergie-impulsion 7}, a sa forme diagonale:

e 000
p 0 0
0 p O
00 p

o o O

¢ est la densité d’énergie® de 1'Univers et p est la densité de pression associée. A partir les

lois de la thermodynamique, 1’équation de conservation de 1’énergie de 1’Univers s’écrit

£ = —3%(5 +p) (2.10)

3. La densité d’énergie € = c?p,,, Ol py, est la densité de matiere.
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2.1.4 Equation d’état

Pour résoudre les équations (2.3) et (2.10), il manque un parametre qui est la pression
p. Ce parametre est fourni par I'équation d’état p = p(e) de la matiere. Consédérons

séparément trois cas:

1. L’Univers est constitué de matiere classique, pour laquelle %va < me?. Alors
p=0 (2.11)
2. L’Univers est constitué de matiere relativiste, pour laquelle v est proche de c. Alors
p=z¢€ (2.12)
3. L’Univers est dominé par une sorte d’énergie du vide, pour laquelle

p=—¢ (2.13)

2.1.5 Densité d’énergie
La densité d’énergie dans I’Univers est une combinaison de ces trois composantes:
€ = Ematitre cI T Ematitre rel T Evide (214)

Ces dernieres interviennent différemment dans la densité d’érengie totale, avec une impor-
tance fonction du temps. Le tableau suivant reprend les caractéristiques fondamentales de

la dynamique de 1’Univers plan lorsque celui-ci est dominé par une des trois composantes

d’énergie.
€ a a H = 2 | Conclusion
Ematidre cl >0 <0|>0 Expansion avec décélération
Ematitrerel | > 01 <0 | >0 Expansion avec décélération
Ematicre vide | >0 >01] >0 Expansion avec accélération

2.1.6 Densité critique

Comme vu précédement, la dynamique de I’Univers est régie par sa courbure, et onc
par la variable discrete k. Il est également possible de décrire I’Univers en terme de sa

densité, en introduisant un nouveau parametre.
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La densité critique est définie comme la densité d'un Univers isotrope euclidien. Celle-ci

est directement donnée par 'équation de Friedmann-Lemaitre (2.3)

3H?>
= 2.15
=37 (2.15)
Ce rapport appelé parametre de densité, qui est utilisé
€
Q(r) = — (2.16)
€o

Il est possible de réécrire I'équation (2.3) sous une forme ou la relation entre densité et

courbure est évidente

k

Q1=

(2.17)

e Le modele isotrope fermé (k > 0) >correspond a un Univers ou §2 > 1.
e Le modele isotrope ouvert (k < 0) >correspond & un Univers ou § < 1.
e Le modele isotrope euclidien (k = 0) >correspond a un Univers ou {2 = 1.

Alors ce parametre §2 et la courbure détermine I’évolution future de I’Univers.

2.2 L’Univers inflationnaire

2.2.1 Problemes avec le Big Bang

Dans les année 1980, le modele du Big Bang était devenu le modele favori pour décrire
I’Univers. Toutefois, il y avait au moins trois difficultés que ce modele ne pouvait pas
expliquer:

1. La platitude de I’Univers: D’apres la théorie de la relativité générale, ’espace-temps
doit étre courbé par la masse qu’il contient. Dans les années 1980, il est apparu que
la densité de I'Univers était tres proche de la valeur critique, pour laquelle on a un
Univers plat.

2. Probleme de I’horizon: Si I’Univers est agé de 13,7 milliards d’années, alors dans des
directions opposées on observe des régions qui sont séparées de 27 milliards année-
lumiere?. Comment ces régions peuvent-elles avoir des rayonnements de fond aussi

similaires? La température de ’Univers correspond a un rayonnement de fond de

4. I’année lumiére est la distance parcourue par la lumiere dans le vide en une année julienne de 365,25
jours (31 557 600 secondes), & la vitesse de 299 792 458 m/s, en dehors de tout champ gravitationnel ou
magnétique, 1al = 9,460730472580800.10'° m
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3K, dans toutes les directions que 1’on observe. Comment deux régions peuven-elles
se trouver a 102 m 'une de I'autre, incapables de communiquer I'une avec I’autre,
et avoir des températures si similaires?

3. Pourquoi n’a-t-on pas détecté de monopoles magnétiques? Ces monopoles rendent les
équations de I'électomagnétisme de Maxwelle plus symétriques et ils interviennent

naturellement dans plusieurs autres théories physiques.

2.2.2 L’inflation

Ces diffécultés ont été considérablement allégées en 1981, lorsqu’Alan Guth suggéra
une variaton du modele standard du Big Bang. Il proposa que pendant une periode com-
prise entre 1073 s et 1073! 5, la taille de 1'Univers a subitement augmenté d'un facteur
10%Y. Cette période est appelée I'époque de ’inflation. Elle pourrait étre due a la sépa-
ration des forces nucléaires et électrofaibles. Apres la période inflationnaire, I’Univers a

repris son évolution selon le modele standard du Big Bang.

2.3 Couplage non minimal

2.3.1 Principe de covariance

En n’importe quel point d’espace-temps dans un champ graviationnel, il est possible

de choisir un systeme de référence inertiel localement plat.

Pour d’écrire 'effet de la gravitation en un point de I’espace-temps, on commence donc
par définir un systeme localement plat en ce point. On exprime les lois de la physique
sous forme tensorielle et on utilise le principe de correspondance, en relativité générale,
on 'appelle principe de covariance, qui consiste a remplacer la métrique de Minkowski
N par la métrique riemannienne g, et toutes les dérivées ordinaires d, par les dérivée

covariantes V, et le lagrangien L par la densité lagrangienne £ = /|g|L.

2.3.2 champs scalaire

Les champs scalaires sont devenus des objets importants dans la cosmologie spécu-

lative. Pour I'Univers primordial, les champs scalaires sont supposés dominer 1’Univers
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pendant 1’époque inflationnaire.

2.3.3 Couplage minimal

Lorsque 'effet du champ gravitationnel est obtenu par la simple application du principe
de covariance, on dit qu’on utilise le couplage minimal du champ gravitationnel avec le

champ considéré.

2.3.3.1 Exemple

Soit un champ scalaire réel ¢(x) de masse m décrit par une densité lagrangienne

£(a) = SV [0000 — (m? + €R)?] (2.18)

Cette derniere est la densité scalaire habituelle d’'un champ scalaire de masse m avec un
terme cinétique %@qba“gb et un terme potentiel m2¢. L’insertion du champ gravitationnel

est fait par le principe de covariance.

Le couplage entre le champ scalaire ¢ et le champ gravitationnel, présenté par le
tenseur g" et le tenseur de courbure de l'espace-temps via la courbure scalaire R, est

représenté explicitement par le terme & R?.
Le équation du champ scalaire est obtenue par variation de l’action hamiltonienne
S = [ L(z)d*z par rapport au champ ¢. elle s’écrit
(O+m?+ER)p =0 (2.19)
L’équation (2.20) pour £ = 0 conduit a 1’équation de Klein-Gordon,
(O +m*)¢ =0, (2.20)

d’un champ scalaire de masse m.

2.3.4 Couplage non minimal

Le couplage non minimal du champ scalaire avec le champ gravitationel est obtenu
du coupalge minimal en ajoutant a la densité lagrangienne du champ gravitationnel une

densité lagrangienne dépendante du champ scalaire et de la courbure de I'espace-temps.



CHAPITRE 3

La cosmologie avec couplage dérivatif non

minimal

Dans ce chapitre, on se propose de faire une application du couplage dérivatif non-
minimal du champ scalair ¢ et la courbure de 'espace-temps R du type kiR¢,¢" et
koR,, 0t ¢" avec ki et kg sont deux parametres de couplage de dimension d’une longueur
au carré.

En général, Les équations du champ de cette théorie contiennent des dérivées troisieme du
champ gravitationnel g,, et du champ scalaire ¢. Cependant, dans le cas —2k; = ks = k
les termes de couplage se réduisent au terme kG, ¢ 9", avec G, est le tenseur d’Ein-
stein, et les équations des champs deviennent quadratiques. On étudie ici le modele plat de
Friedmann-Robertson-walker avec le facteur d’échelle a(t) et puis on dérive les solutions

cosmologiques. Tout d’abord en dérive les équations d’Einstein [4-8,11-14].

3.1 Les équations d’Einstein

Les équations d’Einstein s’obtiennet par l’application du principe de moindre ac-

tion' & Paction d’Hilbert-Einstein, en dérivant par rapport au tenseur métrique g,,,. Elles

1. Le principe de moindre action s’énonce ainsi: "Parmi toutes les trajectoires admissibles faisant passer
le systeme d’une position P; a l'instant t; a une position P, a Uinstant to, une trajectoire naturelle

correspond a une valeur stationnaaire de I'action”. Cela se traduit mathématiquement comme suit

05 =0

25
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s’écrivent

1
Gul/ = R/ﬂ/ - 5 Guv R=0 (31)

& savoir Paction d’Hilbert-Einstien est 2

1
Sy = %/ d*z \/|g| R (3.2)

d’on
0Sy
0Guw
3

R, est le tenseur de Ricci et R est La courbure scalaire”.

G;w =0 (33)

En effet la variation de S, est

8, =5 [ @ [GVId) B+ VI (R (3.10)

On calcul les variations qui apparaissent dans le second membre séparément.

1. La variation de +/|¢]|

1
5\/@ = 2—\/m5|9|

Si on ajoute au lagrangien du systéme un terme sous forme d’une divergence totale ou si on la multiplie

par une constante, les équations de mouvement ne changent pas.
2. Lors du passage a la limite du champ faible, la constante k& vaut en unités naturelles, ¢ = h = 1,

871G et g = det(gu)-

3.

L’élément de volume quadri-dimensionnel d*z = dtdedydz (3.4)
représentant 1’espace-temps (3.5)
La courbure scalaire R = ¢*®Rup (3.6)
Tenseur de Ricci Rag = Ri 5 (3.7)
Tenseur de Riemann-Christoffel v oap = Oal')3— 00, + FK&F;B - KﬁI‘ﬁ&&S)
Symbdles de Christoffel L, = %gaﬂ(aug,@u + 0u9.u8 — 089ur) (3.9)
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On a pour n’importe qu’elle matrice M qu’on applique pour la matrice g,

S(In|detM|) = Tr(M M)

1

o(ln = —)

(In|g]) ] 9|

d(nlg]) = Tr(g"dgu) = g9
Slgl = 1glg" 09,

1
Wlgl = ——=l9l9"" 09,
21/ g
1
= 5VI9lg" 09 (3.11)

Or, du fait que g"*gy, = 6*, alors

69" gny + ¢"0gr, = 0

gukdg,\u = —g,\u(SQW\
99000 = —Gupgrvdg"
8oy = —Gupgrv0g"
0w = —GupIa09™ (3.12)

Donc

1
lgl = 5V 1919,09"" (3.13)

2. La variation de R

SR = 6(¢"Ry)
= (69" Ry + " (0R,) (3.14)

A partir de (3.7) et (3.8), on aura
OR = 0,01}, — 0,01, + ((Tgp)FZV + Ff;p(dfzy) — (5FZP)F§V — sz(df‘gy) (3.15)

Puisque les 0I'7, sont des éléments d’un tenseur, contrairement aux '}, on peut

alors calculer leurs dérivées covariantes

V000, = 9,600, + T8 6T, — 7 678, — T 510

V0% = 9,6T0, — T 8¢ (3.16)



3.1. Les équations d’Einstein 28

d’ou on déduit
0,6T%, = V,6T%, —T% 6T, +T7 6T%, 417,677, (3.17)
a,0rt, = V0% +T7 0T% . (3.18)
En portant (3.17) et (3.18) dans (3.15), on obtient

0R., = V,0I%, —T% 80 47600, 4T 6% —V,60% — 0 §T% 5% 17

opT pv

+ Iy, 007, —ory Iy, —T7 017,
Apres simplification, on a
ORy, = Vol —V,0I7 . (3.19)

En tenant compte aussi de ces deux relations
Vp(g‘“’éffw) = g"V,olv, (3.20)
Vl,(g‘“’éFpr) = g"V,oly .

Alors

/ |g|g“”((5RW)d4:c = / lg|lg"” [Vp(SFZV — Vl,éfzp} d*z

= [ [VIsI9ulgsrs,) = VIgl9.(goT, ) dat3.21)

Comme chaque divergence d’un quadrivecteur s’écrit aussi

VA = ——0,(\/glA") (3.22)

Vgl

alors 'équation (3.21) s’annule car les dérivées de I'/, ) sont nulles sur la frontiere

/\/ 919" (ORw)d'z = / 10,(v/Iglg™oT%,) = ,(y/Iglg™ o1, | d'e = 0
on aura
[ Vislg Rt =0 (3.23)
On tient compte des équations (3.13), (3.14) et (3.23), I'équation (3.10) devient

1 1
6S, = %/d‘lx Vgl [—5 G R+ Ry 0" (3.24)

Comme les 0g"” sont indépendants, on déduit les équations d’Einstein données par I’équa-

tion (3.1).
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3.2 Couplage dérivatif non minimal

On ajouter le terme cinétique du champ scalaire et des termes de couplage entre le
champ scalaire ¢, la courbure scalaire R et le tenseur de Ricci R, de type k1¢ ,0*R et

ko R, ¢ ¢" dans I'action d’Hilbert-d’Einstein.

1
S:/ d*z /9| [ﬂ R+¢r¢ ,+kio 0" R+k Ry qﬁ’“gb’”} (3.25)

telque k; et ko sont deux parametres de cuplage avec [k] = [ko] = L* = cst.

3.2.1 Equation du champ gravitationnel

La variation de I’action donnée dans I’équation (3.82) par rapport au tenseur métrique

g, donne I'équation du champ gravitationnel, on note

1
55 — 5[/ d'z \/]g] (% R+¢"6 uhr &, & Rtks Ry & & )] (3.26)
§S = 8S,+8S,+ 0k, + 08y, (3.27)

Le terme 05, donne le tenseur d’Einstein G, .

La variation du terme cinétique S,

La variation de ce terme par rapport au tenseur g, sera

58, = 5[/d4x VIgl 6. 6,0 9|
= [ [5/I5D 6.0 6+ Vgl 60 6,0 00”]
= [l [~ 5 00 0 gt 6.0 0] 3
= [l [ 576 g + 6 0. g (3.28)

La variation du premier terme de couplage Sy,

La variation du premier terme de couplage Sk, sera

3Sn = ki 5[/d4x Vgl 6., 6" R}
-k / d'x [0v/1oD) 6. & "R+ V1] 806, & )R+ /1l 6., & "5R(3.29)
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On calcule ces termes séparément

1.
[daevide,orm = = [doll(Voraurig (330
2.
[daVidse,onr = [ dayidses 0 )R
= / d*z+\/|glo, u0. , REG" (3.31)
3.

[devigo iR = [ dol(Vorsie” R)
= [ eV Gl[(VOP R + (VPR (332
En tenant compte de la relation de 6 R, avec le tenseur métrique g,,,

1
ORu, = §9m (0907 60 +0Gux; u — 09w A8 — 09rg 5 v (3.33)

le deuxieme termes de ’équation (3.32) sera

1
/ d*z \/|9|(V¢)*¢"oR,, = 3 / d*z\/|g|(Ve)?g" g™’ [59uA;ﬁu+59u/\;ﬁu
—0GuAg — 59/\ﬁ;w]
1

= 3 / a'o/Tgl (Vo)™ 93 gnn
+(V¢)ngjg/\ﬁégu)\;ﬁu
_(V¢)29uyg)\ﬁ§gm/;>\ﬁ

_(v¢)29uyg)\569)\ﬂ;uy> (334)

On change les indices muets de 2°™¢ et 4°™¢ termes, (v «— u) et (uv < \3) respecti-

vement, alors
1
[ el ore sr, = 5 [ e Vgl((V0Pe s g + (707" g 890
_(v¢)2gwgw§gw’;>\ﬁ - (V¢)2g)‘ﬂg“1’59w;,\@>

N / d'z\/191(V$)*9" 96 guriu

. i
g

0
- [ @t/ I5l(70 9 ¢ g (3.35)

N J/
-~

(11)
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De méme, on calcule ces deux termes séparément

() = / d' Igl((W)Qg“”gWVungm;ﬁ)
- /d%\/gv ( 9" Aﬁ>59ukﬂ+/d x\/gv <Vq§ gWgAﬁagMﬁ)

v~

/d4x8,,<(v¢)2g“”g’\ﬂ(5gw;g> =0
- / d'z+/[g]V. ( g W)vg(sgﬂA
= [ atevIal[Ts (TP g) a0 [ v Io19s[V. (190705 30

J/

-~

[ dss[.((vorg Aﬁ)égﬂx] =0
- / d*z\/ 19|V 5V, (V) g 16 g
- / d*z/19][V 5V, (V) 9" 959,01
_ / e /191V 5V (V) 9" 15,

1 = - / Lo /g][V,V, (V§))6g™ (3.36)
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1) = [ e Vl((96F 9" 5V asgm)

= [ ValVa (90205 ) sgn + [ o1V (96705 5000

J/

-

/ d496\/@3ﬁ<(v¢)29“”gw 5g,uu;/\> =0

[ eI (V695 Vb,

[ J/

/d%\/@@,\[(Vﬁ((VQS)Qg“”gAB))(SgW} =0
_ / 'o\/IV (7Y 5(V0)20" ) 69,

= [ oVl (Va9 (VP ) s

(a0 = [ e yI(E76Pg )i
I'équation (3.35) devient en tenant compte des résultats (3.36) et (3.37)
/ d'2/191(V )" SR, = / a'oy/9] |D(V6) g0 — (VuVu(V0)?) |89
(3.38)
d’ou, I’équation (3.32) s’écrira
[daVidvorsr = [t VIG[(V62 Ru + OV 0P g~ (V9,707 5
(3.39)
donc 05k, , en tenant compte de (3.30), (3.31) et (3.39), sera
1
5Su = [ oVl - 5(VoPguR+ 6,40
(V) R + O(V6) g — (VuVul(V0)?) | 69" (3.40)

Or

0Sk, = /d4:c lg] [(V(ﬁ)QGW + ¢ 0. R+ 0(VP) g — VuVZ,(V@ﬂ dg""(3.41)

/ a'o\/gIVA | (V5((T0)%9 6*) ) g0 | - / 'o\/l9IVA (Vs((99)20 6 ) 351

(3.37)
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La variation du deuxiéme terme de couplage Sy,

La variation du premier terme de couplage S, sera

08k = k2| / d'o\/Igl Ry " 6" |
— ko [ dta 6Vl Bt 0" + VIl Rud(670") + VIgl0R) 040" (3.42)

On calcule les deux derniers termes séparément

1.

/ /9| R (6% 6") = / d'w/19] Ry (9" 9" 6.00,5)
- /d%\/@]ﬂw [(59Ha)gyﬁ¢,a¢ﬂ + g#a(égyﬁ)¢’a¢’ﬂ]
B /d4x |g| :Rﬂugb,agb’yégua + RMV¢7M¢765‘QVB}

- /d4x V—9 RMU¢,V¢’J(59MI + R0M¢7U¢’Végyu}

= /d4.T ‘g‘ _Rug¢,u¢’a + RO’U¢7U¢,H:| 6gﬁ“j
= 2/d41‘\/ |g|R;w¢,V¢7059W/
/ d*z+/|g|Rud(d" ") = 2 / d'z+/|g| Ry 0.009" (3.43)

1
/ A /19l6(Ru )" e" = 5 / d'z\/19|6" 6" 9 [8Gn0 + 09uron — 0Guirs — 09apu]

On change les indices muets du deuxieme terme

1

/d4:17\/ |9|¢7M¢7V5(R;w) = §/d4$ |g|9m[§5’u¢’y5gu>\;ﬁv+¢7V¢7M5gu>\;ﬂg

Ils sont identiques
=9V 0gung — (b’“(b’”ég)\g;w}
14 1 14
= /d4x\/ lglo* e gAﬁ(Sgu/\;ﬁV ) /d4x\/ lgl¢™ e gwdguwkﬂ

~~ N

1
_5/ d*z+/|gl6" 0" 6 grpi

(1 11 ) (3.44)
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34

R RN T
= /d493\/ 19|V, (ot ”gwﬁsg,mﬁ /d v/ g1V (" 9)0 g

/ d'z0,(¢" 9" 9"’ 6g,xs) = 0
= — /d4x ’g’ |:vy<¢,,u¢,1/g)\6):| vﬁ(sgﬂ)\

=~ [dViaivs [vy<<z>’~¢v”gwagm] = [ @t /BI[Tav(6"6 )|

J/

/ @203V, (66" 6 5g,n) | = 0
= [l (Vaviorors)
/ a'oy/Ig] (V, Va6 6" ) g,
[ (5,965

(1) = = [ doVBl(V. 50,0700

(11 = / '/ [916% 6" 9V 56 g
- / P 19049 ) - / 2/ I91V (676" ) g

/ d‘*waﬁ(qb’%vvwdgw;» 0
- /dmgw " PNV GG

(3.45)

- ‘/ d'z\/[g[ VAV 5(6" 6" 9)8g,0] + / d'z\/ g1V AV 5(6" 6" 5)]8g,

-~

[ desl¥aor o7 )og,) =0
o RO L T
= [ @I035,
(I = — / d*z/=9(0¢ ,6,,)59"

(3.46)
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(I1I) = /d4x\/|g|gb’“¢’”g’\ﬁvyég,\gm
—~ / d*z/19|V, (9" 6" g ng / d*z/ 191V (676" 570954

-~

/d4xau(¢’ﬂ¢’ygw59/\ﬁ;u) =0
= [ VIV 5V s
= —/d4$\/IQIVM[VV(cb%’”gw)@w /d4xx/lgv ("¢ g")]0gxs

-~

[ 0,196+ )0 = 0
S LA SR
= [ e VlV.5a(6°0 %5 g
= [ oVl a67 g )i (3.47)

donc §Sy,, on tenant compte des équations (3.43), (3.44), (3.45), (3.46) et (3.47), sera

1
55 = o [ oVl - G0 Rapo"0” 4 256,00 - Vo Val0"0%) + 50000,

5 VaVs(6°07g)] g (3.48)
L’équation (3.27) devient, en tenant compte des équations (3.24), (3.28), (3.41) et (3.57)

1 1
55 = [ v/l [ 15O — 59V + 0,40

+k1 ((V(b) G,LLI/ + ¢,,u¢,uR + D(v¢)2guu - vuvu(v¢)2>

1 1
(= 500 Rasd"0” + 216,00 = V'Va(96") + $0(6,6,)

+§vavﬂ(¢va¢ﬂgw)>} g (3.49)

d’ou I’équation du champ gravitationnel est

1 1
RGMV - §guu(v¢)2 + ¢, M¢, v

1 [ (VO) G + 600 B+ DUVO) g = VY, (V)|

G B0 07 + 2R 00— VVa(6#6%) + 2 0(6,6.)

+%VQV5(¢’Q¢’ﬂg”V)] —0 (3.50)

+k52[—
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3.2.2 Equation du champ scalaire

L’équation du champ scalaire s’obtient par variation de l’action S par rapport au

champ scalaire ¢

55 = 4 / d'o\/1g][R + ¢ "6, , + k16,0 R + ko, R "

_ / 4[5S, + 55y + 65k, + 55k, (3.51)

La variation du premier terme de S, 6.9, est nulle car il ne dépend pas du ¢, on écrit

S, =0 (3.52)
La variation du terme cinétique par rapport au champ ¢
550 = o[ [ate Vgl 6 0"
= 2 [ dtay/lglo 56,
= 2 / d*z+\/|g|V*$oV .6
= 2 / d*z\/|g|V 6V 06
= 2 [ dtay/Jgl[Vi(9650) - Do)
= —2/d4x\/ED¢5¢ (3.53)

La variation du premier terme de couplage Sk, par rapport au champ scalaire donne

Sk, = —2k; / d*z+/|g]| [RW“ + RD¢] 8¢ (3.54)
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En effet
6% = o / d'oy/Igl6,40" | (3.55)
= b [ dtay/gIR [ (56,6, + 9 (50,)0,
= 2 [ deVlglRg 0,50,
= 2k / d*z\/1g|Rg" 6.,V 106
= 2%k / d*z/1g|V .(Rg™ ¢ ,06¢) —2k; / d*z\/1g|V .(Rg" ¢,,)6¢

[ J/

~~

/ d*z0,(Rg" ¢ ,6¢) = 0
- 9k / d*z\/1g|V .(R¢*™)5¢)
B / diz |g|[R,#¢’”+RVMq§’“} 56
Sk = —2%k / d'z/]g| [R#gb’“JrRng} 56
La variation du deuxieme terme de couplage Si, par rapport au champ scalaire donne
58, = —2k / d'z+/Tg] [Rﬂ;d),ﬁmww] 56 (3.56)
En effet
58, = k:gé[ / d%@}%@%ﬂ - /@5[ / d%ﬂR%,uqy] (3.57)
— ky / d*z\/|g|R™ (6 u0.)
— ko [ dle/gIR 50,6, + 0,60,
= 2k [ da/IgIR"0,50,
= 2k, / d*z+/|g|R* ¢ ,0V ,
— 2k / d*z+\/1g|R" ¢,V 66

65 = 2y / 3o/ [91V0 (R 6,56) —/ 191V, (R ,,)56

[ J/
-~

2k / d*z0,(R" ¢,0¢) =0

— ok, / /ol [(VuR™)o,. + R™V,0,160

S = <2 [ diay/[gl[R% 0+ 76,50
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On porte les équations (3.52), (3.53), (3.54) et (3.56) dans (3.51), on aura
55 = —2 / A/ |06 + b (R0% + ROO) + k(R0 + B 6,,)|66 =0 (3.58)
L’équation du champ scalaire s’écrit alors
O¢ + k(R 0" + ROQ) + ko (R, b, + R d,p) =0 (3.59)

En général, I’équation du champ gravitationnel contient des dérivées troisieme du champ
scalair, tandis que I’équation du chmap scalair contient des dérivées troisieme du champ
métrique. Cependant, une caractéristique importante de cette théorie est que l'ordre de
dérivation dans les équations peut se réduire pour un choix spécifique de ky et de ko, a

savoir

2k = ky = k (3.60)

3.3 Le modele cosmologique

On considere le modele cosmologique plat décrit par la métrique la métrique de

Friedman-Robertson-Walker
ds® = —dt* +a*t)[dr® + r*(d6® + sin*0 dp?)] (3.61)

ou a(t) = exp(2a(t)), or sous forme matricielle, le tenseur métrique s’écrit ainsi

-1 0 0 0
0 a?(t) 0 0
Guv = (362)
0 0 a*(t)r? 0
0 0 0 a®(t) r’sin?0

dans ce cas les équations du champ gravitationnel et du champ scalaire se réduisent aux

équations suivantes

36% = 412 (1 — 9kar)? (3.63)
26 — 302 = 4md? [1 + k<2d 1362+ 4@&545—1)} (3.64)

& + 3¢ — 3k [a%’b’ 4 24dd + 3@%} —0 (3.65)
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Premierement, on déscute le cas simple & = 0 qui correspond a l’absence du couplage

dérivatif, alors les solutions des équations précidentes s’écrivent

alt) = ag+ %ln(t — to) (3.66)
1
o(t) = ¢o+ 2\/§ln<t — o) (3.67)

ol ag, ¢p et tg sont des contantes d’intégration. On peut poser ag = 0 et ¢ = 0, la

métrique (3.83) associée est
ds? = —dt* 4 (t — to)*3[dr* + r*(d6* + sin®60 dp?)] (3.68)

L’espace-temps de métrique (3.68) a une singularité initiale a ¢ = t,.

On considere maintenant le cas générale k # 0. De ’équation (3.83), on peut écrire

: 362 A ?
2 _ _— or 0'42 = - 3.69
O {1 = 0k 3(1 + 127ke?) (3:69)

ce qui impose des conditions sur & et ¢ suivantes

1 —9ka* >0 (3.70)

1+ 127k¢* > 0 (3.71)

Pour séparer les équations pour « et ¢, on résoud les équations (3.84) et (3.85) en tenant
compte de & et gf) en éliminant ng et &, on obtient

362(1 — 3ka?)(1 — 9ka?)
v o= 3.72
@ 1 — 9ka? + 54k264 (3.72)

2/3rdA(L + 8kd?) (1 + 127k?) /2

¢ = : . (3.73)
1+ 127k@? + 9672 k2 p*

Pour £ > 0 la limite de t — o0, « et ¢ soient égales a

1

1

oll (i €t P sont des contantes d’intégration. Ces deux solutions ne dépendent pas du
parametre k et elles coinsident avec les solutions obtenues pour k£ = 0.

A la limite de t — #; « et ¢ soient égales a

2
Qg = O + g ln(t — tl) (376)
t

2/3mlk|

Gt—t;, = Qi t (3.77)
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ou vy, ¢; et t; sont des contantes d’intégration. la métrique (3.83) associée est
ds? = —dt? + &2 (t — t;)*3[dr? + r2(d6? + sin®0 dp?)] (3.78)
L’espace-temps de métrique (3.78) a une singulatité a ¢t = t;.
Pour k£ < 0 a la limite t — —o0, les solutions sont données par
Grrce = o+ Ce VR (3.79)
t
= (3.80)

Ny g — — =
t 3\/E

ou ¢, et C sont des contantes d’intégration. la métrique (3.83) associée prend la forme

asymtotique de de Sitter
ds?__ = —dt® + 2t — t,)"3[dr? 4 r*(d6* + sin®0 dp?)]

avec H = (3v/k)™!

(3.81)



Conclusion générale

Dans ce mémoire nous avons traité la cosmologie avec couplage dérivatif non minimal,
a savoir, nous avons montionné quelques notions générales sur la cosmologie et éventuel-

lement des éléments d’analyse tensorielle.

Les champs scalaire joue un role fondamentale en cosmologie. En effet, leur dynamique
permet d’étudier en détail I'une des phases les plus importante de I'univers primordial: la

phase d’exponsion accélérée connue sous le nom d’inflation.

Danc ce mémoire, on a étudié le champ scalaire couplé avec la courbure de I’espace-

temps donné par I’ction d’Hilert-Einstein

S:/ d*z /9| [i R+¢ "¢ ,+ki ¢, ¢" Rtk R ¢ ¢ (3.82)

olt ky et ky sont des parametres de cuplage avec [ki] = [ke] = L? = cst. Puis on a les
équations du champ gravitationnel

1 1 )
mex - §guu<v¢) + ¢, u¢, v

1 [(V) G + 6,00 R+ (V)G = Y,V (V6)?)
[ = S0 Rapt" 07 4 2RE0u60 — VTal06%) + 20(6,0,)
5 VaVal(6°67g)| =0

et du du champ scalaire

D¢ + k1 (R 0" + RU) + ko (R, 0, + B dyu) = 0.

Dans le modele cosmologique plat décrit par la métrique la métrique de Friedman-Robertson-

Walker
ds® = —dt* + a®(t)[dr? + r*(d6” + sin®6 dy?)]

41
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ou a(t) = exp(2a(t)).
Les équations du champ gravitationnel et du champ scalaire se réduisent aux équations

suivantes

362 = 4w d*(1 — 9kar)? (3.83)
_926 — 34% = 4m [1 n k<2d +3a% 4+ 4@&&‘1)} (3.84)
é + 3¢ — 3k [a%}é + 2066 + 3@%} —0 (3.85)

Les solutions de ces équations sont: pour k = 0 (absence du couplage dérivatif)

alt) = %ln(t ) (3.86)

1
i In(t — to) (3.87)

Pour k£ > 0, les solutions « et ¢ sont égales a

alt) = %ln(t—too) (3.88)

ot) — 2\}% In(t — £.0) (3.89)

Ces deux solutions ne dépendent pas du parametre k et elles coinsident avec les solutions

obtenues pour k£ = 0.

Pour k£ < 0, les solutions sont données par

o(t) = e tVE (3.90)

at) = —— (3.91)
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