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We present a numerical model of the two dimensional flow boundary layer in stepped channels with steep slope,

which is based on a finite differences scheme.

From the mass and linear momentum conservation equations taking into account characters of the boundary layer, a
system of non linear equations governing the flow has been developed.
Macro roughness effect has been introduced by the presence of step along the channel features out-flow and conside-

red as boundary condition of the model.

The discrete system of equations obtained by a finite difference scheme in three points, allows to calculate the velo-
city profile, the boundary layer thickness and the position of the inception of air entrainment. The latter has been
determined as intersection between the boundary layer and the free surface.

The results of inception point have been found very close to experimental data on the scale model spillway raw of

M’Bali.

I B INTRODUCTION

L’expérience a montré que les vitesses d’écoulement sur le
coursier d’un évacuateur de crues peuvent atteindre 50 m/s
[1]. Dans ces conditions les dommages dus a 1’érosion par
cavitation sont importants. Pour parvenir a ralentir cette éro-
sion, il est possible d’utiliser des bétons spéciaux, des revé-
tements en acier, etc. Malheureusement ces solutions sont
coliteuses et ne sont pas satisfaisantes pour des vitesses
supérieures a 30 m/s.

Dans les canaux lisses a forte pente, il a été observé
I’apparition, a une certaine distance de la créte, de 1’eau for-
tement aérée. Cette présence d’air dans 1’écoulement permet
de réduire I’effet de I’énergie libérée par I’implosion des
cavités. Sur un fond rugueux, on observe un taux d’entraine-
ment d’air (9C,,,,/0x) plus importante que sur un fond lisse
[2 et 12]. D’ou l'intérét de placer des marches le long du
coursier qui forment une macro-rugosité et accélerent le pro-
cessus d’entrainement d’air. Ainsi le point d’apparition de
I’écoulement aéré est plus haut dans le coursier en marches
d’escaliers que dans le coursier lisse.

La détermination de la position du point d’apparition de
I’eau blanche, appelé point d’inception est aussi importante
que complexe.

Les analyses statistiques des données de plusieurs cher-
cheurs ont indiqué que les propriétés de 1’écoulement sont
bien représentées par les formules [2] :
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avec, X, positions du point d’inception, d; profondeur de
I’écoulement au point d’inception, F,, nombre de Froude, d,
hauteur de la marche et o, pente du canal (fig. 7).

Les travaux expérimentaux effectués sur modele réduit de
I’évacuateur de crues du barrage M’Bali, ont conduit a 1’éla-
boration d’'un modéle semi-empirique pour la détermination
du point d’inception.
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Figure 1: Schéma et notations.

Dans le présent travail, un modele numérique permettant
la résolution du systeme d’équations non linéaire gouvernant
I’écoulement a couche limite dans les canaux a forte pente
en marches d’escalier a été développé.

La répartition des vitesses ainsi que 1’épaisseur de la
couche limite peuvent étre déterminées pour chaque section
du canal et permettent le calcul de la ligne d’eau et la posi-
tion du point d’inception.

II @ MODELE MATHEMATIQUE

Les travaux de Lane (1939) [11], Hickox (1945) [10] et
Halbronn (1952, 1953) [8 et 9] ont montré que le phéno-
mene d’entrainement d’air commence a partir du point ou la
couche limite atteint la surface libre de 1’écoulement.

L’écoulement de 1’eau sur un canal en marche d’escalier,
peut étre assimilé a 1’écoulement d’un fluide visqueux
incompressible sur un profil rugueux et par conséquent régi
par les équations de la conservation de la masse et de la
quantité de mouvement.

Se basant sur la théorie de la couche limite et les hypo-
theses suivantes :

e L’écoulement est permanent (9/d t = 0).

* On considere la pression constante a 1’intérieur de la
couche limite : Le gradient de pression selon 1’axe du
canal x est nul [6] ;

e [’écoulement est bidimensionnel (effet de parois négli-
geable) ;

I’écoulement est régi par le systeme :

W DU nay )
dx dy g Xayz
du,9v )
dx dy

avec, , viscosité cinématique du fluide.

III @ MODELE NUMERIQUE

La résolution numérique du probleme nécessite une dis-
crétisation de la formulation différentielle ci-dessus.
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® III.1 Discrétisation

Pour les problemes du type couche limite, SCHLICH-
TING [13] propose un schéma aux différences en trois

points (fig. 2) :

al: 3ui+1,) —du(i)+u(-1,) 3)
Jdx 2A x
Qu _ uistj+1) = u(i+1,j-1) 4)
dy 2Ay
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Figure 2 : Maillage.

L’utilisation d’un schéma en trois points implique une
erreur de troncature de I’ordre de (Ax)? dans la direction ox
et (Ay)? dans la direction oy.

Pour le traitement des termes non linéaires, on utilise
I’expression :

UGi+1§) = 2Uij) — UGi-1,)

dx

Dans leur forme linéarisée, les expressions du type u
deviennent :

[21«1(1',]‘) _ u(i—l,j)] |:3 u(i+1,j) - 42uA(:CJ) + M(i—l, ]):|

L’équation a résoudre est transformée en un systéme
linéaire donné par 1’expression :

AGui+ -1y + Boua+ij) + Coudrt jt) = F() (6)

G (2v(f,j)—v(ffl,ﬂ)—x(fy")z

B(])=%[2u(i,j) —u(-1)]+ X%
. A
c(j):ﬁ(z V)= V(1) (AyX)2

F(;) =%[2u(i,j)— u(i-1.)][4ui.)) - u(i-1.)]+gsin aAx

L’expression (6) constitue un systeme d’équations linéaires,
ol le nombre d’inconnues est égal au nombre d’équations.
Le probleme de la résolution de 1’équation aux dérivées par-
tielles se trouve alors, transféré en la résolution d’un sys-
teme algébrique linéaire pour chaque pas Ax. Ce dernier a la
forme suivante :




M] {Ug} = A{q} @)
La matrice [M] est tridiagonale, elle a la forme suivante :
FBI Cl 1
4, B, C,
()]
A./B.icj
Anlenfl
Le vecteur {qj} est donné par :
F =U(i+10) 4
F,
©
F;
Fn—l bl U(i+l,n)Cn_]

Dans le calcul de la distribution de la composante hori-
zontale de la vitesse dans chaque section (i), on aura besoin
de la distribution de la composante transversale en chaque
section (i — 1). Pour cela, I’équation de continuité est discré-
tisée par le schéma aux différences suivant :

al: u(i+1,7) — u(irj) (10)
dx Ax

v _ v+ ) = v(i+1,-1)

11
3y Ay an

D’ou :
A
V(i+1,j) =v(i+1,j —1) —(Ai)[u(iﬂ,j) —u(i,/)] a2

® II1.2 Condition aux limites

Les conditions aux limites considérées sont :

cAla paroi

A la paroi la tension visqueuse est beaucoup plus impor-
tante que la tension turbulente, c’est sa contribution le long de
la surface des marches qui fournit la trainée de frottement.
Souvent on utilise la quantité u, appelée vitesse de frotte-
ment ; elle est liée a la contrainte pariétale et au coefficient de
frottement par [6] : U=Us = ’Co/p avec T, : la contrainte
de cisaillement définie par: T, = f'p U%/& ou U, la vitesse de
I’écoulement uniforme, et f, le coefficient de frottement pris

égal a 0,2 pour des écoulements extrémement rugueux [5].

e En dehors de la couche limite
Q Poury>d,ona:u=u/x)etv=0.
ol u, vitesse de I’écoulement libre donnée par :

u) =4/2gkxsino + h)

O Pourx=0,0on:au=u0)etv=0.

* Calcul de Iépaisseur de la couche limite

On définit, dans une section quelconque, I’épaisseur & de
la couche limite comme la distance a la paroi du point ou la
vitesse atteint 99 % de la valeur de la vitesse extérieure ul
dans la section correspondante [6]. Par définition donc :
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Pour y =8, u=0,99u,.

* Calcul de la ligne d’eau :
La distribution des vitesses étant déterminée en chaque
section (i), la ligne d’eau sera calculée par :

o[
u,

IVE APPLICATIONS ET RESULTATS

H= +8

Les relevés expérimentaux sur la mesure de la position du
point d’inception dont nous disposons, proviennent des tra-
vaux réalisés a 1’université de Liége [14] sur le modele
réduit de I’évacuateur de crues de barrage M’Bali en répu-
blique Centrafricaine a 1’échelle 1/21,33 [14].

Le coursier de I’évacuateur de crues de ce barrage est en
marches d’escalier. Il a une forme rectangulaire, trés large et
de forte pente. Ces principales caractéristiques se résument
comme suit :

> La pente du coursier est o = 51,34°.

> Le coefficient de rugosité est k, = 50.

> Le profil du déversoir de 1’évacuateur de crue du bar-
rage M’BALI est du type Creager, dont le coefficient de
débit est pris constant et égal a : C,=0,52.

Plusieurs débits ont été simulés. Les résultats expérimen-
taux sont donnés dans le rableau 1.

Tableau 1.

q (m%s) | 10,00 | 1344 | 1532 | 17,40 | 26,41 | 36,97
X, (m) | 15,83 | 18,10 | 19,23 | 20,36 | 26,02 | 32,00

Les valeurs de la position du point d’inception calculées
par la corrélation proposé par Chanson [2] sont reportées
dans le tableau 2.

Tableau 2.

q (m%s) | 10,00 | 1344 | 1532 17,40 | 26,41 | 36,97

X, (m) |2426 | 2983 | 32,7 | 3575 | 47,87 | 60,58

L’exécution du programme que nous avons élaboré a
donné les résultats suivants pour la position du point
d’inception (fableau 3) :

Tableau 3.

q (m%s) | 10,00 | 13,44 | 1532 | 17,40 | 2641 | 36,97
X, (m) |1498 | 17,87 | 19,19 | 20,60 | 26,47 | 34,0

Pour chaque débit simulé, les pas d’intégrations suivant
les deux axes x et y ont été déterminés et raffinés. En dehors
des faibles débits les valeurs de la position du point d’incep-
tion calculées numériquement sont plus proches des valeurs
expérimentales que celles obtenues par la formule proposée
par CHANSON basée sur plusieurs modeles [2].

La Figure 3 montre pour le cas étudié, que la position du
point d’inception évolue selon une loi de puissance.

On constate que le point d’inception s’éloigne de la créte
du déversoir au fur et & mesure que le débit augmente.
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Figure 3 : Validation du modeéle numérique.

La figure 4 illustre I’évolution de couche limite et le tracé
de la ligne d’eau le long du coursier pour un débit donné
(26,41 m?s). L’intersection des deux courbes donne bien la
position du point d’inception, et ceci conformément a la
définition donnée a ce point [1].
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Figure 4 : Détermination du point d’inception
pour un debit ¢ = 26,41 m%s.

A T’amont du point d’inception, I’allure de la ligne d’eau
montre que 1’écoulement est accéléré et le développement de
la couche limite devient de plus en plus important.

A T’aval de ce point, I’écoulement devient aéré et le
modele numérique ne peut étre retenu.

On constate dans la figure 5 1’accroissement, de plus en
plus important de 1’épaisseur de la couche limite avec 1’aug-
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Figure 5 : Influence du débit sur I’epaisseur
de la couche limite.
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mentation du débit. Lorsque le nombre de Reynolds R_
prend une valeur tres élevée, la couche limite elle-méme
devient instable et turbulente : le transport de quantité de
mouvement par convection turbulente fait augmenter d beau-
coup plus rapidement que dans le cas laminaire [7].

Pour tous les débits simulés, la couche limite a une forme
qui s’approche de celle d’une parabole.

En s’éloignant de la créte du déversoir Creager, la forme
de la couche limite devient presque linéaire et son épaisseur
croit rapidement.

V B CONCLUSIONS

Un modele numérique de I’écoulement extrémement
rugueux bidimensionnel a couche limite et non linéaire dans
les canaux a forte pente (oo > 20°) en marches d’escalier a
été développé en vue de la détermination de la position du
point d’inception.

Comparativement au modele basé sur I’analyse statistique
des données d’autres chercheurs, les résultats numériques
obtenus concordent mieux avec les résultats expérimentaux
pour les moyens et grands débits.

La résolution numérique pour plusieurs débits a révélé
que :

1 — Pour le cas d’étude considéré, les positions du point
d’inception évoluent suivant une loi de puissance.

2 — L’épaisseur de la couche limite croit rapidement avec
I’augmentation du débit et ceci est dii au fait que le
transport de quantité de mouvement par convection
augmente 1’épaisseur de la couche limite ;

3 — La position du point d’inception s’éloigne de la créte
type Creager du déversoir avec 1’accroissement du
débit.

Le modele numérique développé est recommandé pour le
calcul de la position du point d’inception dans les canaux a
forte pente (o > 20°) en marches d’escalier.

Le modele reste valable pour une créte de déversoir lisse
suivi de petites marches. Par contre, avec une géométrie
complexe de la créte, I’analyse du développement de la
couche limite devient extrémement difficile.

Notations

C, [ 1] Coefficient de débit.

d [m] Hauteur de la marche.

d, [m] Profondeur de I’écoulement au point
d’inception.

f [-1] Coefficient de frottement.

F, [ 1] Nombre de Froude.

g [m/s?] Accélération de la pesanteur.

h [m] Epaisseur de la lame déversante.

H [m] Hauteur de la ligne d’eau.

k, [m] Coefficient de rugosité de Strikler.

P [N/m?] Pression.

q [m?/s] Débit d’écoulement.

u,vetw [m/s] Composantes de la vitesse selon les
axes ox, oy et oz.

u, [m/s] Vitesse de 1’écoulement libre.

u, [m/s] Vitesse de frottement a la paroi.




X; [m] Positions du point d’inception.

Yo [m] Hauteur uniforme de I’écoulement.
a [°] Pente du canal.

I} [m] Epaisseur de la couche limite.

Ax [m] Pas horizontal.

Ay [m] Pas vertical.

X [m%s] Viscosité cinématique du fluide.

P [Kg/m?®]  Masse volumique du fluide.

T [N/m?] Contrainte de frottement a la paroi.
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