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Résumé
Dans ce travail, la méthode de perturbation d’homotopie (en anglais Homotopy Perturbation
Method abrégée HPM) est utilisée pour déterminer une solution analytique approximative d’un
problème de contrôle optimal linéaire ou non linéaire.
L’idée consiste à dériver les conditions d’optimalité en appliquant le principe du minimum de
Pontryaguine qui sont données sous forme d’un problème aux limites.
Pour déterminer la solution du problème aux limites obtenu, nous appliquons la méthode HPM
qui donne la solution de manière itérative en commençant par une approximation initiale.
L’approximation initiale est choisie comme la condition initiale du problème considéré si elle est
connue si non, elle est choisie comme un vecteur de paramètres inconnus qui sera déterminé en
imposant les conditions aux limites.
Pour montrer l’efficacité de la méthode proposée, nous avons traité trois problèmes numériques et
une comparaison avec d’autres méthodes est effectuée, où les résultats sont très proches les uns
des autres.

Les mots clés :
contrôle optimal, équation différentielle, HPM, Polynôme de He, Principe du maximum de

Pontryaguine, . . .

Abstract
In this work, the homotopy perturbation method (HPM) is used to determine an approximate
analytical solution for linear or nonlinear optimal control problem.The idea consist in deriving the
optimality conditions using the minimum principle of Pontryaguine, that are given by two-point
boundary value problem (TPBVP). To determine the solution of the obtained (TPBVP), we use
the HPM method that gives the solution iteratively starting by initial approximation.
The initial approximation is chosen as the initial condition of the problem if it is known, or is
chosen as a vector of unknown parameters to be determined by imposing the boundary conditions.
To show the effecacity of the proposed method, three numerical problems are treated and a com-
parison with other methods is done, where the results are very close to each other.

Key word : optimal control, differential equations, Homotopy Perturbation Method, He’s poly-
nimial, minimum principle of Pontraguine, . . .
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Notations

∀ : pour tout

∃ : il existe

lim : la limite
Rn : R×R×R× · · · ×R n fois

∂A : Frontière de A

‖V ‖ : la norme d’un vecteur V

<> : le produit scalaire

|X| : la valeur absolue de x

det(A) : le déterminant de la matrice A

eA ou exp(A) : exponentielle de la matrice A

A’ : la transposée de la matrice A

Acc(x0, T ) : l’ensemble accessible depuis x0 en temps T

ET : l’application entré sortie rn temps T

⊥ : perpendiculaire

∇f : le gradient de f

max : maximum

min : minimum

rangA : le rang de la matrice A

| : tel que

Cste : constante
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Introduction Générale

La théorie du contrôle est une branche interdisciplinaire de l’ingénierie et des mathématiques.
La théorie du contrôle analyse les propriétés des systèmes commandés, c’est-à-dire les systèmes
dynamiques sur lesquels on peut agir au moyen d’un contrôle [10]. L’objectif alors est de déterminer
un contrôle qui permet de transférer le système d’un état initial à un état final. Cet objectif doit
être réalisé en optimisant une certaine fonction coût, appelée critère, tout en satisfaisant un certain
nombre de contraintes, ce qu’on appelle problème de contrôle optimal.

La théorie du contrôle optimal regroupe un nombre de sujets et de domaines extrêmement vastes :
économie, mécanique, médecine, chimie, robotique, aéronautique et biologie,. . .etc. En effet, de
nos jours, les systèmes automatisés font complètement partie de notre quotidien ayant pour but
d’améliorer notre qualité de vie et de faciliter certaines taches : système de freinage ABS, assistance
à la conduite, contrôle des flux routiers, photographie numérique, contrôle de procédés chimiques,
chaines industrielles de montage, systèmes médicaux automatisés, guidage aérospatiaux,. . .etc.

La théorie moderne du contrôle optimal a commencée dans les années cinquante, avec la formu-
lation du principe du maximum de Pontryagin, qui généralise les équations d’Euler-Lagrange du
calcule des variations.

Les différentes approches proposées dans la littérature pour la résolution d’un problème de
contrôle optimal peuvent être scindées en deux classes [43, 4, 31]. La première, dite approche
directe, consiste à transformer le problème de contrôle optimal en un problème d’optimisation
statique en faisant une discrétisation totale [12, 43, 30, 33] qu’on peut résoudre ensuite par des
méthodes d’optimisation déterministe ou stochastique [52]. La deuxième approche, dite approche
indirecte , consiste à dériver d’abords les conditions d’optimalité en utilisant soit la programmation
dynamique ou le principe du minimum de Pontryagin.

Les conditions d’optimalité d’un problème de contrôle optimal sont obtenues soit par la program-
mation dynamique ou par le principe du minimum de Pontryagin. La programmation dynamique
basée sur le principe de Bellman [40] conduit à l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman. Cette
équation, donnée par une équation aux dérivées partielles, est une condition suffisante d’optima-
lité, tandis que le principe du minimum de Pontryagin [35] qui est une généralisation de la théorie
des variations, [36] fournit une condition nécessaire d’optimalité de la loi du contrôle optimal. Ces
conditions nécessaires sont données sous forme d’un système d’équations différentielles ordinaires
appelé équations de Hamilton-Pontryagin.

Depuis longtemps, des chercheurs se sont intéressés à la résolution des problèmes de contrôle
optimal en approchant la solution des conditions d’optimalité, et plusieurs méthodes ont été déve-
loppées pour obtenir la solution numérique de l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman ; telle que
la méthode d’approximation de Galerkin [42], les méthodes de collocation [38, 13, 6], ainsi que la
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solution numérique des équations de Hamilton-Pontryagin, en utilisant la méthode de tir [17], la
méthode de tir multiple [34] et les méthodes de collocation indirectes [4].

Ces dernières années, des méthodes semi-analytiques pour la résolution des équations différen-
tielles ont été développées dans la littérature [29]. Ces méthodes ont été utilisées par des mathé-
maticiens pour résoudre une très grande variété d’équations : linéaires, non linéaires, homogènes et
non homogènes. Elles permettent de déterminer la solution exacte, si elle existe, tandis que dans
l’autre cas, si la solution exacte n’existe pas, ces méthodes donnent une solution approchée avec
une très grande précision. La solution est obtenue en utilisant des processus itératifs en choisissant
une approximation initiale déterminée en considérant les conditions initiales et/ou les conditions
aux limites du problème considéré. Parmi ces méthodes, on peut citer la méthode de décomposi-
tion d’Adomian [15, 16], la méthode des itérations variationnelles [28], la méthode de perturbation
d’homotopie [22, 23, 25]. Ces méthodes itératives sont aussi utilisées pour la résolution des pro-
blèmes de contrôle optimal décrits par les équations différentielles, en résolvant l’équation de HJB
[1], les équations de Hamilton-Pontryagin [53, 14, 50].

La méthode de perturbation d’homotopie introduite par le mathématicien chinois Ji Huan He,
en 1998, a été démontrée par plusieurs chercheurs qu’elle est fiable et efficace à des fins analytiques
et numériques. Des études de comparaison rapportées dans la littérature révèlent la supériorité
de la méthode et sa simplicité. Ceci est justifié par le nombre important des applications de cette
méthode dans différents domaines. Dans ce mémoire, la méthode de perturbation d’homotopie
est adoptée pour la résolution des conditions d’optimalité d’un problème de contrôle optimale en
utilisant le principe du minimum de Pontryagin.

Le reste du mémoire est structuré comme suit :

Le premier chapitre de ce manuscrit présente des définitions et des généralités sur le contrôle
optimal, les conditions d’existence de solutions optimales de problèmes de contrôle décrits par des
équations différentielles ordinaires, ainsi que les conditions nécessaires d’optimalité déduites en
utilisant le principe du minimum de Pontryagin.

Le deuxième chapitre est consacré à la présentation de quelques méthodes numériques pour
la résolution des équations différentielles ordinaires.

Dans le troisième chapitre, on aborde tout en expliquant le principe la méthode de pertur-
bation d’homotopie et son applications à la résolution des équations différentielles linéaires et non
linéaires.

Dans le quatrième chapitre, on présente une application de la méthode de perturbation
d’homotopie pour la résolution des problèmes de contrôle optimal.

Enfin, on a terminé ce travail par une conclusion générale qui résume tous les résultats
importants obtenus dans le cadre de ce travail et quelques perspectives
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Chapitre 1

Le contrôle optimal

1.1 Introduction
La théorie de contrôle analyse les propriétés des systèmes commandés, c’est-à-dire les systèmes

sur lesquels on peut agir au moyen d’une commande. Le but est alors d’amener le système d’un
état initial à un certain état final en respectant éventuellement certains critères.
Les systèmes abordés sont multiples : systèmes différentiels, systèmes discrets, systèmes avec bruit,
avec retard,...etc. Leurs origines sont très divers : mécanique, électricité, électronique, économie...
Un contrôle optimal est défini comme celui qui minimise (maximise) une certaine mesure de per-
formance.

1.2 Formulation du problème
La formulation d’un problème de contrôle optimal exige une description mathématique du pro-

cessus à contrôler, une proclamation des contraintes physiques et la détermination du critère de
performance.
Dans ce qui suit, la performance de contrôle est évaluée par une mesure de la forme

J(u(t)) = g(T, x(T )) +

∫ T

0

f 0(t, x(t), u(t))dt;

ou g(T, x(T )) est le cout terminal, et la partie∫ T

0

f 0(t, x(t), u(t))dt;

exprime l’objectif à optimiser sur le l’horizon du contrôle
Après modélisation, on obtient un système comportant beaucoup de variables et de paramètres, les
variables nommées variables d’état seront notéesxi(t), i = 1, ..., n ; ou t désigne le temps défini en
[0,T], les n variables xi(t)seront gouvernées par n équations différentielles du premier ordre, sous
la forme :

ẋ(t) =
dx

dt
= f(t, x, u), (1.1)

f est un vecteur de n composantes fi(t), i = 1, ..., n, f peut être linéaire ou non linéaire.
La formulation d’un problème de contrôle optimal est donnée par
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J(u(T )) = g(T, x(T )) +
∫ T

0
f 0(t, x(t), u(t)) dt −→ minu

ẋ(t) = f(t, x, u)

x(0) = x0 ∈M1

x(T ) = x1 ∈M2

u ∈ Ω ⊂ Rm; t ∈ I = [0, T ],

(1.2)

où M1 et M2 sont deux variétés de Rn, x(0) et x(T ) sont respectivement la position initiale et
terminale du système (1.2), I un intervalle de R, u(.) est le contrôle de système (1.1), Ω est
l’ensemble des contrôles admissibles à valeurs dans Rm.

Avant de résoudre un problème de contrôle optimale, on se pose les questions suivantes
–Question1 : Existe-il un contrôle u ∈ Ω tel que la trajectoire associée joigne l’état initial x0 ∈ Rn

à un certain état final x1 ∈ Rn en un temps fini ? c’est le problème de contrôlabilité
–Question2 : Si le système est contrôlable, on peut vouloir déterminer un contrôle u ∈ Ω tel
que la trajectoire associée à ce contrôle joigne l’état initiale x0 ∈ Rn à un certain état final
x1 = x(T ) ∈ Rn, en minimisant un certain critère de performance.

1.3 La contrôlabilité
Définition 1.1. Le système ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), x(0) = x0, est dit contrôlable ; si pour tout
point x0 ∈M1 et x1 ∈M2, il existe un contrôle u(.) tel que la trajectoire associée à u relie x0 à x1

en un temps fini.

Figure 1.1 – Contrôlabilité

1.3.1 Contrôlabilité des systèmes linéaires autonomes

On définit un système de contrôle optimale linéaire autonome par :{
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

x(0) = x0

(1.3)
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où x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état ; u(t) ∈ Ω ⊂ Rm est le vecteur de contrôle ; A et B sont des
matrice de n× n et n×m respectivement et x0 est la condition initiale du système (1.3).

Définition 1.2. L’ensemble accessible à partir de x0 en temps fini T est défini comme suit :

Acc(x0, T ) = {xu(T ), u ∈ Ω}

où xu(.) est la solution de (1.3) associée à u.

Figure 1.2 – Ensemble accessible

Autrement dit, Acc(x0, T ) est l’ensemble des extrémités des solution de système (1.3) lorsque
on fait varier le contrôle u.

Définition 1.3. Le système (1.3) est contrôlable en temps T si Acc(0, T ) = Rn ; c’est-à dire pour
tout x0,x1 ∈ Rn il existe un contrôle tel que, la trajectoire associée relie x0 à x1 en temps fini.

Le critère de Kalman

Le théorème suivant nous donne une condition nécessaire et suffisante de contrôlabilité des
systèmes linéaires autonomes.

Théoréme. [41] On suppose que Ω = Rm (pas de contraintes sur le contrôle). Le système
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) est contrôlable en temps T, si et seulement si, la matrice

K = (B,AB, . . . , An−1B)

est de rang n.

La matrice K est appelée matrice de Kalman, et la condition rangK = n appelée condition de
Kalman .

Remarque 1.1. La condition de Kalman ne dépend ni de x0 ni de T . Autrement dit, si un système
linéaire autonome est contrôlable depuis x0 en un temps T , alors il est contrôlable depuis tout point
en tout temps.

10



Lemme 1.1. [41] La matrice K est de rang n si et seulement si l’application linéaire

φ : L∞
(
[0, T ], Rm

)
→ Rn

u→
∫ T

0

exp(T−t)ABUdt (1.4)

est surjective.

Exemple 1. Considérons le système dynamique linéaire autonome suivant{
ẋ1(t) = x2(t) + u(t)

ẋ2(t) = −x1(t)
(1.5)

où A =

(
0 1
−1 0

)
et B =

(
1
0

)
Pour vérifier la contrôlabilité il suffit de calculer le déterminant de la matrice de Kalman.

Par conséquent, la matrice de Kalman est donnée par K = (B,AB) =

(
1 0
0 −1

)
det(K) = 1 6= 0 donc le rang(K) = 2 d’ou le système (1.5) est contrôlable.

1.3.2 Contrôlabilité des systèmes linéaires non autonomes

On définit un système de contrôle linéaire non autonome par{
ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t)

x(0) = x0

(1.6)

La solution du systeme (1.6) en temps t est

x(t) = M(t)x0 +

∫ t

0

M(t)M−1(s)B(s)u(s)ds t ∈ [0;T ]

où M(t) est la solution du système {
Ṁ(t) = A(t)M(t)

M(0) = Id

ou Id est la matrice identité dans Rn

Le théorème suivant nous donne une condition nécessaire et suffisante de contrôlabilité dans ce
cas.

Théoréme. [41] Le système ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) est contrôlable en temps T si et seulement
si la matrice

C(T ) =

∫ T

0

M(t)−1B(t)B(t)T (M(t)−1)Tdt

est inversible

C(t) est dite matrice de contrôlabilité
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Exemple 2. Considérons le systeme linéaire non autonome suivant{
ẋ1(t) = −x2(t) + u(t) cos(t)

ẋ2(t) = x1(t) + u(t) sin(t)
(1.7)

où
A =

(
0 −1
1 0

)
et B =

(
cos(t)
sin(t)

)
La résolution du système {

Ṁ(t) = AM(t)

M(0) = Id

est(
ṁ1(t) ṁ2(t)
ṁ3(t) ṁ4(t)

)
=
(

0 −1
1 0

) (
m1(t) m2(t)
m3(t) m4(t)

)
; M(0) =

(
1 0
0 1

)
Ce qui donne le système d’équation 

ṁ1(t) = −m3(t)

ṁ2(t) = −m4(t)

ṁ3(t) = m1(t)

ṁ4(t) = m2(t)

La solution est de la forme {
m1(t) = α1 cos(t) + α2 sin(t)

m2(t) = α3 cos(t) + α4 sin(t)

Par conséquent

M(t) =

(
cos(t) sin(t)
sin(t) − cos(t)

)
et M(t)−1 =

(
cos(t) sin(t)
sin(t) − cos(t)

)
La matrice de contrôlabilité est donnée par

C =
∫ T

0

(
cos(t) sin(t)
sin(t) − cos(t)

)
×
(

cos(t)
sin(t)

)
×
(

cos(t)
sin(t)

)
×
(

cos(t) sin(t)
sin(t) − cos(t)

)
dt

Alors

C =
∫ T
O

(
1 1
O 0

)
=

(
T T
0 0

)
On a det(C) = 0 donc la matrice C n’est pas inversible, et par conséquent, le systeme (1.7)

n’est pas contrôlable

1.3.3 Contrôlabilité des systèmes non linéaire

Pour les système de contrôle non linéaire, il est impossible d’étudier la contrôlabilité globale
(du fait qu’on peut pas utiliser la caractérisation de Kalman), c’est pour cela qu’on s’intéresse à
l’étude de la contrôlabilité locale du système{

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t))

x(0) = x0

(1.8)

où f ∈ C1 sur R1+n+m

Définition 1.4. Soit x1 ∈ Rn, on dit que le système (1.8) est localement contrôlable au voisinage
de x1 en temps T depuis x0 si x1 ∈ Acc(x0, T ).
Autrement dit, il existe un voisinage v dans v(x1) tel que v ⊂ Acc(x0, T ).
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Proposition 1.1. [10] Considérons le système (1.8) avec f(x0, u
0) = 0. On note A = ∂f

∂x
(x0, u

0)

et B = ∂f
∂u

(x0, u
0) si rang(A,AB, . . . , An−1B) = n alors le système(1.8) est localement contrôlable

en x0

En général, le problème de contrôlabilité est difficile, cependant, il existe des techniques qui
permettent de déduire la contrôlabilité locale dans le cas des systèmes linéarisés.

Application entré-sortie

Soit T > 0, l’application entré-sortie en temps T du système (1.8) initialisé à x0 est l’application

ET : Ω → Rn

u→ xu(T )

Ω est l’ensemble des contrôles u tel que la trajectoire associée est bien définie sur [0,T].
Étant donné un point x1 ∈ Rn, le problème est donc de trouver un temps T et un contrôle u sur
[0,T] telle que, la trajectoire associe à u solution de système (1.8) vérifie xu(0) = x0, xu(T ) = x1,
avec xu est la solution du système (1.8) associe au contrôle u initialisé à x0 au temps T = 0.

On donne une autre caractérisation de contrôlabilité locale.

Définition 1.5. Soit x1 ∈ Rn. On dit que le système (1.8) est localement contrôlable au voisinage
de x1 en temps T depuis x0 si ∃V ∈ V (x)∀y ∈ V, ∃u ∈ Ω tel que y = ET (u).

Remarque 1.2. L’application entré-sortie est différentiable au sens de Fréchet.

Calculons sa différentielle à l’ordre un

Et(u+ δu) = ET (u(t)) + dET (u(t))δu+ o(‖δu‖)

Soit
ẋu+δu(t) = Axu+δu(t) +B(u+ δu)(t) ; xu+δu(0) = x0; t ∈ L∞[0, T ]

Notons par δx(t) = xu+δu(t)− xu(t) la variation de la trajectoire xu(t).

δẋ(t) = ẋu+δu(t)− ẋu(t)
= Axu+δu(t) +B(u+ δu)(t)− Axu(t)−Bu(t)

= A[xu+δu(t)− xu(t)] +B(u+ δu)(t)−Bu(t)

= Aδx(t) + dB(u(t))δu(t); t ∈ [0, T ]

De la condition d’admissibilité en δx(0) = 0, on obtient le système suivant :{
δẋ(t) = Aδx(t) + dB(u(t))δu(t)

δx(0) = 0;u ∈ Ω; t ∈ [0, T ]
(1.9)

Définition 1.6. Le système (1.9) est appelé système linéarisé de (1.8) le long de u(t).

La solution du système linéarisé en temps T est donné par

δx(t) =

∫ T

0

e(T−t)AdB(u(t))δu(t)dt

dEt(u)δu = xu+δu(T )− xu(T )

où dET (x) est l’application entré-sortie du système (1.9)
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Proposition 1.2. [10] dET (u) est surjective si et seulement si le système linéarisé est contrôlable.

Proposition 1.3. [10] Le système (1.8) est localement contrôlable au voisinage de x1 ∈ Rn si et
seulement si ET est localement surjective au voisinage de x1.

Remarque 1.3. Si le système linéarisé est contrôlable alors dET est surjective ; En utilisant le
théorème des fonction implicites, on déduit que ET est localement surjective, de la proposition 1.2,
on déduit que le système (1.8) est localement contrôlable au voisinage de x1.

Théoréme. [10] le système linéarisé est contrôlable en temps T si et seulement si la matrice :

D =

∫ T

0

e−tAdB(u(t))dB(u(t))
′
e−tA

′

dt

est inversible.

Exemple 3. Soit le problème de contrôle non linéaire suivant{
ẋ1(t) = x2

ẋ2(t) = sin(x1)− u cos(x1)
(1.10)

On a

∂f

∂x
=

(
0 1

cosx1 + u sinx1 0

)
et

∂f

∂u
=

(
0

− cos(x1)

)
Pour (x0, u

0) = ((0, 0)t, 0)

A =
∂f

∂x
(x0, u

0) =

(
0 1
1 0

)
;

B =
∂f

∂u
(x0, u

0) =

(
0
−1

)
Calculons la matrice de Kalman

K = (A,AB) =

(
0 −1
−1 0

)
detK = 1 6= 0 alors rangK = 2
D’où le système (1.10) est localement contrôlable en x0.

1.4 L’existence de trajectoire optimale
On s’intéresse maintenant au problème d’optimalité, c’est-à dire ; parmi toutes les solutions du

système (1.1), trouver une trajectoire qui maximise la fonctionnelle J(.). Une telle trajectoire si
elle existe, est dite optimale pour ce cout.
L’existence de trajectoire optimale dépend de la régularité du système, il se peut aussi qu’un
contrôle optimale n’existe pas dans la classe de contrôles considérées, mais existe dans un espace
plus gros. En particulier, on a l’intérêt à travailler dans un espace de contrôles complet et qui ait
de bonnes propriétés de compacité.
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Théoréme. [10] Considérons le système de contrôle

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) ;

où f ∈ c1 de R1+n+m dans Rn, les contrôles u sont à valeurs dans un compact Ω ⊂ Rm ;
Soient f 0 une fonction de c1 sur R1+n+m et g une fonction continue sur Rn+1. On considère le
cout

J(u) = g(t(u), x(t(u))) +

∫ t(u)

0

f 0(t, x(t), u(t)dt;

ou t(u) > 0 et tel que x(t(u)) ∈M1. On suppose que
−∃b > 0 \ ∀u ∈ U,∀t ∈ [0, t(u)]‖xu(t)‖ 6 b
−∀(t, x) ∈ R1+n, l’ensemble de vecteurs vitesse augmenté

v̄ = {f 0(t, x, u), f(t, x, u)|u ∈ Ω}

est compact. Alors il existe un contrôle optimal u sur [0.t(u)] tel que la trajectoire associée joint
M0 à M1 en temps t(u) et en cout minimal.

1.5 Les conditions d’optimalité
Une fois la performance d’un système de contrôle a été choisie, la tache suivante consiste

à déterminer une fonction de contrôle minimisant (maximisant) ce critère. Les deux méthodes
permettant d’atteindre l’optimalité sont le principe de maximum de Pontryaguine et la méthode
de programmation dynamique.

1.5.1 Principe de maximum de Pontryaguine

L’objectif de cette section est d’énoncer le principe du maximum de Pontryaguine (PMP), qui
nous donne une condition nécessaire d’optimalité.

Théoréme. [35] On considère le système de contrôle

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) (1.11)

où f est de R×Rn×Rm → Rn est de classe C1 et où les contrôles sont des applications mesurables
et bornées définies sur un intervalle [0, te(u)] de R+ et à valeurs dans Ω ⊂ Rm. Soient M0 et M1

deux sous-ensembles de Rn. On note U l’ensemble des contrôles admissibles u dont les trajectoires
associées relient un point initial de M0 à un point final de M1 en temps t(u) < te(u).
par ailleurs on définit la fonction cout d’un contrôle u sur [0, t]

J(t, u) =

∫ t

0

f 0(s, x(s), u(s))ds+ g(t, x(t)),

où f 0 : R × Rn × Rm → R et g : R × Rn → R sont de C1, et x(.) est la trajectoire solution de
(1.11) associée au contrôle u.
On considère le problème de contrôle optimal suivant : déterminer une trajectoire reliant M0 à M1

et minimisant le cout. Le temps final peut être fixé ou non.
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Si le contrôle u ∈ U associé à la trajectoire x(.) est optimal sur [0, T ], alors il existe une applicationp(.) :
[0, T ] → Rn absolument continue appelée vecteur adjoint , et un réel p0 6 0, tels que le couple
(p(.), p0) est non trivial, et tels que, pour presque tout t ∈ [0, T ],{

ẋ(t) = ∂H
∂p

(t, x(t), p(t), p0, u(t))

ṗ(t) = ∂H
∂x

(t, x(t), p(t), p0, u(t))
(1.12)

où H(t, x(t), p(t), p0, u(t)) =< p, f(t, x, u) > +p0f 0(t, x, u) est le Hamiltonien du systeme, et on a
la condition de maximisation presque partout sur [0, T ]

H(t, x(t), p(t), p0, u(t)) = max
v∈Ω

H(t, x(t), p(t), p0, v) (1.13)

Si de plus le temps final pour joindre la cible M1 n’est pas fixé on a la condition au temps final T

max
v∈Ω

H(T, x(T ), p(T ), p0, v) = −p0∂g

∂t
(T, x(T )). (1.14)

Si de plus M0 et M1 (ou juste l’un des deux ensembles) sont deux variétés de Rn ayant des espaces
tangents en x(0) ∈ M0 et x(T ) ∈ M1, alors le vecteur adjoint peut être construit de la manière à
vérifier les conditions de transversalités aux deux extrémités (ou juste l’un des deux)

p(0)⊥Tx(0)M0 (1.15)

et

p(T )− p0 ∂g

∂x
(T, x(T ))⊥Tx(T )M1 (1.16)

Remarque 1.4. Si la variété M1 s’écrit sous la forme

M1 = {x ∈ Rn|F1(x) = . . . = Fp(x) = 0}

où les Fi sont de classe C1 sur Rn, alors la condition (1.16) se met sous la forme

∃λ1, . . . , λp ∈ R|p(T ) =

p∑
i=1

λi∇Fi(x(T )) + p0 ∂g

∂x
(T, x(T )) (1.17)

Remarque 1.5. Dans les conditions du théorème précédent, on a de plus pour presque tout
t ∈ [0, T ]

d

dt
H(t, x(t), p(t), p0, u(t)) =

∂H

∂t
(t, x(t), p(t), p0, u(t)). (1.18)

En particulier, si le système est autonome , et le temps final est fixé , alors on a
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∀t ∈ [0, T ]; max
v∈Ω

H(t, x(t), p(t), p0, v) = Cste (1.19)

Par contre si le système est autonome et le temps final est libre alors

∀t ∈ [0, T ]; max
v∈Ω

H(t, x(t), p(t), p0, v) = 0 (1.20)

Remarque 1.6. La convention p0 6 0 conduit au principe de maximum. La convention p0 ≥ 0
conduirait au principe de minimum.

Remarque 1.7. Dans le cas ou Ω = Rm,i.e. Lorsqu’il n’y a pas de contraintes sur le contrôle, la
condition de maximum (1.13) devient ∂H

∂u
= 0

Définition 1.7. Les conditions (1.15) et (1.16) sont appelées conditions de transversalité sur le
vecteur adjoint.

Définition 1.8. Les conditions (1.19) et (1.20) sont appelées conditions de transversalité sur le
Hamiltonien.

Exemple 4. soit le problème de contrôle optimal suivant
max J(u(t)) = 1

2

∫ 2

0
u2dt

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = −x2(t) + u(t)

déterminer le contrôle optimal u∗(t) qui transforme le système de l’état initiale x(0) = 0 vers la
droite d’équation

x1(t) + 5x2(t)− 15 = 0

x(2) ∈M1 avec

M1 = {x(t) ∈ R2|F (x(t)) = 0} = {x(t) ∈ R2|x1(t) + 5x2(t)− 15 = 0}

le Hamiltonien de système est

H(x(t), u(t), p(t), t) = 1
2
u2 + p1(t)x2(t) + p2(−x2(t) + u(t))

les conditions nécessaires d’optimalité
ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = −x2(t) + u(t)

ṗ1(t) = 0

ṗ2(t) = −p1(t) + p2(t)

et puisque on a pas des contraintes sur le contrôle u(t) alors

∂H

∂u
= 0

donc
u(t) = −p2(t)

Avec les conditions aux limites {
x1(0) = 0

x2(0) = 0

au temps t = 2
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x1(2) + 5x2(2)− 15 = 0 et p(2) = λ∇F (x(2))

alors {
p1(2) = λ

p2(2) = 5λ

la résolution de système d’équation de Hamilton-Pontryagin et les équations obtenues à partir des
conditions aux limites nous donnent

x1(t) = 0.8983t+ 0.2432et + 1.1414e−t − 1.3846

x2(t) = 0.8983 + 0.2432et − 1.1414e−t

p1(t) = −0.8983

p2(t) = −0.8983− 0.4863et

et le contrôle optimal

u∗(t) = 0.8983 + 0.4863et

1.5.2 La programmation dynamique

Le principe de programmation dynamique pour les problèmes de contrôle optimal a été introduit
par Belleman en 1952 et conduit à une équation au dérivées partielles connue sous le nom de
l’équation d’Hamilton-Jacobi-Belleman (HJB), qui est une condition suffisante d’optimalité. Le
principe s’annonce comme suit
Si un contrôle u(t) est optimal entre 0 et tf pour la condition initiale x(0) alors, il est aussi optimal
entre t et tf avec la condition initiale au temps t

position du problème

Soit le problème de contrôle décrit par l’équation d’état

ẋ(t) = f(x(t), u(t), t) (1.21)

et le critère de performance à minimiser

J = g(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t0

f 0(x(t), u(t), t)dt (1.22)

où g et f 0 sont des fonctions spécifiées On définit la fonction valeur comme suit

V (x(t), t) = min
u(t),t6τ6tf

( ∫ tf

t

f 0(x(τ), u(τ), τ))dτ + g(x(tf , tf )
)

(1.23)

En subdivisant l’intervalle [t, tf ], on aura

V (x(t), t) = min
u(t)

( ∫ t+∆t

t

f 0dτ +

∫ tf

t+∆t

f 0dτ + g(x(tf ), tf )
)

(1.24)

Selon le principe d’optimalité que nous avons

V (x(t), t) = min
u(t)

( ∫ t+∆t

t

f 0dτ + V (x(t+ ∆t), t+ ∆t)
)

(1.25)
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où V (x(t + ∆t), t + ∆t) est la fonction valeur pour l’intervalle du temps t + ∆t 6 τ 6 tf et avec
l’état initial x(t+ ∆t)
En utilisant la série de Taylor d’ordre 1 pour V (x(t+ ∆t), t+ ∆t) au point (x(t), t) on obtient

V (x(t), t) = min
u(t)

( ∫ t+∆t

t

f 0dτ+V (x(t), t)+[
∂V

∂t
(x(t), t)]∆t+[

∂V

∂x
(x(t), t)]T [x(t+∆t)−x(t)]+O(∆t)

)
(1.26)

Pour ∆t petit

V (x(t), t) = min
u(t)

(
f 0(x(t), u(t), t)∆t+V (x(t), t)+[

∂V

∂t
(x(t), t)]∆t+[

∂V

∂x
(x(t), t)]T [f(x(t), u(t), t)]∆t+O(∆t)

)
(1.27)

alors

0 =
∂V

∂t
(x(t), t)∆t+ min

u(t)

(
f 0(x(t), u(t), t)∆t+ [

∂V

∂x
(x(t), t)]T [f(x(t), u(t), t)∆t] +O(∆t)

)
(1.28)

Divisant par ∆t et prenant la limite pour ∆t→ 0, on obtient

0 =
∂V

∂t
(x(t), t) + min

u(t)

(
f 0(x(t), u(t), t) +

∂V

∂x
(x(t), t)(f(x(t), u(t), t))

)
(1.29)

L’équation (1.29) est appelée l’équation de Hamilton-Jacobi-Belleman
Pour trouver la condition au limite de l’équation (1.29), poser t = tf on trouve

V (x(tf , tf )) = g(x(tf ), tf ) (1.30)

On définit le Hamiltonien comme suit

H(x, u,
∂V

∂x
, t) = f 0(x(t), u(t), t) +

∂V

∂x
(x(t), t)(f(x(t), u(t), t)) (1.31)

et
H(x, u∗(x(t),

∂V

∂x
, t),

∂V

∂x
, t) = minH(x(t), u(t),

∂V

∂x
, t) (1.32)

La minimisation de Hamiltonien conduit à l’expression du loi de contrôle *u* en fonction de x(t),
∂V
∂x

(x(t) et t défini par

u(t) = ψ(x(t),
∂V

∂x
, t) (1.33)

En substituons la loi de contrôle dans la fonction Hamiltonienne on obtient

H(x(t), u(t), t) = H(x(t), ψ(x(t),
∂V

∂x
, t), t) (1.34)

el l’équation HJB devient

−∂V
∂t

= H((x(t), ψ(x(t),
∂V

∂x
, t), t)) (1.35)

Contrôle optimal linéaire en temps minimum
On définit un problème en temps minimal par

min
∫ T

0
dt = T

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t)

x(0) = x0

x(T ) = xT ou libre
u ∈ Ω
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Définition 1.9. Le contrôle u est dit extrémal sur [0, T ] si la trajectoire de systeme (1.1) associe
à u vérifie

x(t) ∈ δAcc(x0, t), t ∈ I = [0, T ]

Définition 1.10. Un contrôle u0(t), t ∈ I est dit optimal, si u0(.) est extrémal et J(u0(t)) < J(u(t))
pour tout contrôle extrémal u(t), t ∈ I

Énonçons le résultat suivant

Théoréme. [10] considérons le système

∀t ∈ [0;T ], ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), x(0) = x0

supposons que le domaine de contrôles est compact. Soit T > 0 le contrôle u est extrémal sur I si
et seulement si, il existe une solution non trivial p(t), t ∈ I de l’équation

ṗ(t) = −p(t)A(t)

telle que
p(t)B(t)u(t) = max

v∈Ω
p(t)B(t)v (1.36)

pour presque tout t ∈ I

Cas particulier
Si Ω = [−a, a], a ∈ R positif, la condition (1.7) signifie que

u(t) = asign(p(t)B(t))

On dit que u(t) est bang-bang.

Définition 1.11. Dans ce cas, la fonction γ(t) = p(t)B(t) est appelée fonction de commutation.

Nombre de commutation

Théoréme. [8] Considérons le système de contrôle linéaire autonome

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

où la paire (A,B) vérifie la condition de Kalman
1–Si toute valeur propre de la matrice A est réelle, alors tout contrôle extremal a au plus n − 1
commutation sur R+

2–Si toute valeur propre de la matrice A a une partie imaginaire non nulle, alors tout contrôle
extremal a un nombre infini de commutation sur R+

Définition 1.12. Le temps Tc auquel le contrôle extrémal u(t), t ∈ I change de signe est appelé
temps de commutation

Exemple 5. Soit le problème de contrôle optimal en temps minimal suivant
min

∫ T
0
dt

ẋ(t) = x(t) + u(t)

x(0) = 5; x(T ) = 11

−1 6 u(t) 6 1
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Avec T est libre
Le Hamiltonien de système
H = 1 + p(x(t) + u(t))
les conditions nécessaires d’optimalité{

ẋ(t) = ∂H
∂p

= x(t) + u(t)

ṗ(t) = −∂H
∂x

= −p(t)

La condition de minimisation nous donne

u∗(t) =

{
+1 si p(t) < 0

−1 si p(t) > 0

La solution de l’équation de l’état adjoint donne
p(t) = p(0)e−t

Détermination du signe de p(t)
puisque le temps final est libre est le hamiltonien ne dépend pas explicitement de t alors H(x(T ), p(T ), u(T )) =
0 ce qui implique 1 + p(t)[x(T ) + u(T )] = 0 d’où p(t) < 0 donc

u∗(t) = +1

La résolution de l’équation d’état donne

x(t) = 6et − 1

et T = ln(2)

1.6 Méthodes de résolution
La nécessité de résoudre numériquement les problèmes de contrôle optimal a donnée lieu à un

large éventail d’approches numérique, ces dernières sont divisées en deux grandes catégories : les
méthodes directes et les méthodes indirectes.

1.6.1 Méthodes directes

Les méthodes directes consistent à transformer le problème de contrôle optimal en un problème
d’optimisation non linéaire en dimension finie.

Méthode de discrétisation totale

C’est la méthode la plus évidente lorsqu’on aborde un problème de contrôle optimal. En discré-
tisant l’état et le contrôle, on se ramène à un problème d’optimisation non linéaire en dimension
finie (ou problème de programmation non linéaire) de la forme

min
Z∈D

F (Z)

ou Z = (x1, . . . , xn, u1, . . . , xm) et

D = {Z|Ci(Z) = 0, i = 1, . . . , r;Cj(Z) ≤ 0, j = r + 1, . . . , q}

On se donne donc une subdivision

0 = t0 < t1 < . . . < tn−1 < tn = T
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de l’intervalle [0, T ]. On peut choisir par exemple des contrôles constants par morceaux selon cette
subdivision. Par ailleurs, on choisit une discrétisation de l’équation différentielle, par exemple, si
on choisit la méthode d’Euler explicite, on obtient :

xi+1 = xi + γif(ti, xi, ui)

avec γi = ti+1 − ti
L’ensemble D représente les conditions initiales, finales, les contraintes sur la solution et les
contraintes sur le contrôle.F est la fonction à optimiser. Dans le cas du problème en temps mini-
mal, on prend F (Z) = T
On se ramène à résoudre un problème de la programmation non linéaire suivant :

xi+1 = xi + γif(ti, xi, ui)

minD(x1, . . . , xn, u1, . . . , xm)

ui ∈ Ω, i = 1, . . . ,m

Remarque 1.8. Ce problème peut être résolu, par exemple, par la méthode de Sequential Qua-
dratic Programming (SQP) [39]

Remarque 1.9. Il existe un grand nombre de variantes pour les méthodes directes selon le choix
de l’approximation du contrôle (contrôle constant par morceaux, affine par morceaux, spline, etc.)
sur chaque subdivision du temps (subdivision totale ou partielle de l’intervalle de temps), le choix
de la méthode d’intégration de l’équation différentielle et le choix de la méthode de la discrétisation
de l’équation différentielle : méthode d’Euler (explicite ou implicite), Runge-Kutta, etc. et le choix
de la méthode dépend de la nature du problème abordé.

1.6.2 Les méthodes indirectes

Les méthodes indirectes sont basées sur le principe de maximum de Pontryagin qui donne une
condition nécessaire d’optimalité. On cherche ensuite les trajectoires vérifiant ces conditions et qui
numériquement se ramène à une méthode de tir (tir simple par exemple). Le choix de ces méthodes
s’explique par leurs avantages à savoir, la bonne rapidité de convergence (quant il y a convergence)
et leur grande précision dans le traitement des problèmes de contrôle optimal.

Méthode de tir simple

Considérons le problème de contrôle suivant

J(u(T )) = g(T, x(T )) +
∫ T

0
f 0(t, x(t), u(t))dt −→ maxu

ẋ(t) = f(t, x, u)

x(0) = x0 ∈M1

x(T ) = x1 ∈M2

u ∈ Ω ⊂ Rm; t ∈ I = [0, T ],

(1.37)

Et supposons que le temps final T est fixé, le principe de maximum donne une condition nécessaire
d’optimalité et affirme que toute trajectoire optimale est la projection d’une extrémale. Si on est
capable à partir de la condition de maximum d’exprimer le contrôle en fonction de (x(t), p(t)),
alors le systeme extremal est un systeme différentiel de la forme

Ż(t) = F (t, Z(t))ouZ(t) = (x(t), p(t))
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et les conditions initiales, finales et de transversalité se mettent sous la forme

R(Z(0), Z(T )) = 0

Finalement, on obtient le problème aux valeurs limites{
Ż(t) = F (t, Z(t))

R(Z(0), Z(T )) = 0

Avec Z(t, Z0) est la solution du problème de Cauchy{
Ż(t) = F (t, Z(t))

Z(0) = Z0

et posons : G(Z0) = R(Z0, Z(T, Z0)) ; le problème aux valeurs limites est alors équivalent à

G(Z0) = 0

i-e : il s’agit de déterminer un zéro de la fonction G (on peut la résoudre par une méthode de
Newton par exemple)

Remarque 1.10. Si le temps final T est libre, on peut se ramener à la formulation précédente
en considérant T comme une inconnue auxiliaire. On augmente alors la dimension de l’état en
considérant l’équation supplémentaire dT

dt
= 0. On peut utiliser le même artifice si le contrôle est

bang-bang. pour déterminer les temps de commutation . Il peut cependant s’avérer préférable,
lorsque le temps final est libre, d’utiliser la condition de transversalité sur le Hamiltonien.

Remarque 1.11. La méthode de tir est basée sur la méthode de Newton. La convergence de la
méthode de Newton est très liée aux conditions initiales. Il faut localiser la valeur cherchée dans
un intervalle, suffisamment petit pour que la fonction soit dérivable et que la dérivée ne s’annule
pas sur l’intervalle. Cela implique que la convergence de la méthode de tir est attachée au choix
des valeurs initiales. Par conséquent, la difficulté de la méthode de tir simple est de trouver les
conditions initiales de vecteur adjoint p(0). Cette difficulté dépend de la nature du problème de
contrôle traité.

le tableaux suivant(Table1.1) résume les caractéristique des méthodes directes et indirectes

1.7 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons abordé quelques notions de base d’un problème du contrôle

optimal. Où nous trouvons qu’il varie en terme du type et le choix de la méthode de résolution
dépend de la nature du problème considéré.
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méthode directe méthode indirecte
mise en ouvre simple, sans
connaissance a à priori

connaissance à priori de la
structure de la trajectoire
optimale

peu sensible au choix de la
condition initiale

très sensible au choix de la
condition initiale

facilité de la prise en compte
de contraintes sur l’état

difficulté théorique de
la prise en compte de
contraintes sur l’état

contrôles globalement opti-
maux en boucles fermés

contrôles (localement) opti-
maux en boucles ouvertes

précision numérique basse
ou moyenne

très grande précision numé-
rique

efficace en basse dimension efficace en toute dimension
gourmandise en mémoire calculs parallélisable
problème de minima locaux petit domaine de conver-

gence

Table 1.1 – Caractéristique des méthodes directes et indirectes
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Chapitre 2

Résolution numérique des équations
différentielles

2.1 Introduction
IL existe plusieurs méthodes pour la résolution des équations différentielles : les méthodes

analytiques et les méthodes numériques.
La résolution numérique des équations différentielles est probablement le domaine de l’analyse
numérique où les applications sont les plus nombreuses.
Parmi leurs avantages, les méthodes numériques permettent d’étudier des problèmes complexes
pour lesquels on ne connait pas de solution analytique, mais qui sont d’un grand intérêt pratique.
Parmi ces méthodes on citera : La méthode d’Euler,la méthode de Runge Kutta, La méthode de
tir ( problème aux limites).
Dans ce qui suit, on détaillera les méthodes ci-dessus.

2.2 Généralisation sur les équations différentielles

2.2.1 Définitions fondamentales

Définition 2.1. Une équation différentielle, en mathématique, est une relation entre une ou plu-
sieurs fonctions inconnues et leurs dérivées. L’ordre d’une équation différentielle correspond au
degré maximal de différenciation auquel une des fonctions inconnues a été soumise.

Définition 2.2. Soit x =ϕ(t) une fonction réelle d’une variable réelle définie sur un intervalle
I ⊂ R. Supposons qu’elle soit dérivable jusqu’à l’ordre n au moins et que, en tout point t de I, il
existe entre x et ses n premières dérivées une relation de la forme :

φ(t, x,
∂x

∂t
, .....,

∂x

∂tn
) = 0 (2.1)

Cette équation, dans laquelle la fonction x = ϕ(t) est considérée comme indéterminée est appelée
"équation différentielle d’ordre n ".

Définition 2.3. Toute fonction x = ϕ(t), t ∈ I qui vérifie l’équation (2.1) en tout point de
l’intervalle I est appelée "solution" où "intégrale" de cette équation.
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2.2.2 Types d’équations différentielles

Équation différentielle à variables séparées :

une équation différentielle est dite à variables séparée si elle peut s’écrire sous la forme :

ẋ(t) = g(x)f(t)

Pour la résoudre, on intègre les deux membres séparément, sans oublier les constantes d’intégration.

ẋ(t) =
dx

dt
= g(x)f(t) =⇒ dx

g(x)
= f(t)dt

Par intégration, on obtient : ∫
dx

g(x)
=

∫
f(t)dt

ED linéaire d’ordre1 à coefficients constants,homogènes

Forme de l’équation :
ce sont des équations différentielles du type :

ay′ + by = 0

où a et b sont des réels.

Exemple 6. L’équation 3y′+5y = 0, est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 à coefficients
constants, homogène. Les coefficients sont 3 et 5.

ED linéaire d’ordre2 à coefficients constants, homogènes

Forme de l’équation :
Ce sont les équations du type :

ay′′ + by′ + cy = 0

où a,b,c sont des réels. On suppose que a 6=0, sinon l’équation est en fait de degré 1.

Exemple 7. L’équation y′′ + 2y′ + 7y = 0, est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 à
coefficients constants, homogènes .Les coefficients sont 1, 2 et 7.

ED linéaire d’ordre2 à coefficients constants,avec second membre :

Forme de l’équation :
Le cas général est celui d’une équation :

ay′′ + by′ + cy = g(t)

où a, b et c sont des réels,et g est une fonction de la variable réelle t,définie sur une partie de R.

Exemple 8. y′′ + 4y′ + 13y = t exp t, est linéaire d’ordre 2 à coefficients constants, avec second
membre. Les coefficients sont 1 et 4 et 13 et g(t) = t exp t, t ∈ R.
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ED linéaire d’ordre1 à coefficients constants, avec second membre

Forme de l’équation :
Il s’agit d’équations linéaires de type :

ay′ + by = g(t)

où a, b sont des réels et g est une fonction de la variable réelle t, parfois définie seulement sur
certains intervalles.

Exemple 9. L’équation :
2y′ + 3y = tan t

est linéaire d’ordre1 à coefficients constants, avec second membre. Les coefficients sont 2 et 3 et
g(t) = tan t; t ∈ R.

2.3 Résolution numérique des équations différentielles

2.3.1 Problème de Cauchy

Le problème de Cauchy (aussi appelé problème aux valeurs initiales) consiste à trouver la so-
lution d’une équation différentielle ordinaire (EDO). Scalaire ou vectorielle, satisfaisant des condi-
tions initiales.

Position de problème

On considère U un ouvert de R × Rm et f : U −→ Rm une application continue, On considère
la relation :

y′ = f(t, y) ⊂ U, (t, y) ∈ U, t ∈ R, y ∈ Rm (2.2)

La relation (2.2) est appelée équation différentielle du premier ordre.
Une solution de (2.2) sur un intervalle I = [0.T ] ⊂ R est une fonction dérivable y : I −→ Rm, tel
que : {

∀t ∈ I; (t, y(t)) ∈ U,
; y′(t) = f(t, y(t)).

L’inconnue de l’équation (2.2) est en fait une fonction de t.
Soit (0, y0) ∈ U le problème de Cauchy consiste à trouver une solution : y : I −→ Rm de(2.2) sur
I contenant 0, tq : y(0) = y0 ; Ce problème est formulé de la manière suivante :{

y′ = f(t, y(t)),

y(0) = y0, t ∈ [0, T ]
(2.3)

Dans la pratique, la variable t représente le temps et y représente l’état d’un système matériel
donné. L’équation (2.2) traduit physiquement la loi d’évolution du système considérée en fonction
de temps.
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Théorème de Cauchy-Lipschitz

Considérons le problème de Cauchy :{
y′(t) = f(t, y(t))

y(t0) = y0, t0 ∈ [0;T ]
(2.4)

*f est continue sur I ×Rp.
*f est lipschitzienne en y, uniformisent en t :∃L > 0 tq :
∀t ∈ I,∀y1, y2 ∈ VRp(y0)‖f(t, y1)− f(t, y2)‖ 6‖y1 − y2‖.
Alors le problème de Cauchy possède une unique solution. Cette solution est définie sur un intervalle
contenant t0.

2.3.2 Méthode d’Euler explicite

La méthode d’Euler explicite est de loin la méthode la plus simple de résolution numérique
d’équations différentielles ordinaires. Elle possède une belle interprétation géométrique et son em-
ploi est facile. Toutefois, elle est relativement peu utilisée en raison de sa faible précision. On la
qualifie d’explicite car elle ne nécessite pas de résolution d’équation non linéaire contrairement à
la méthode d’ Euler dite implicite.
Reprenons l’équation différentielle (2.4) et considérons plus attentivement la condition initiale
y(t0) = y0. Le but est maintenant d’obtenir une approximation de la solution en t = t1 = t0 + h.
Avant d’effectuer la première itération, il faut déterminer dans quelle direction on doit avancer à
partir de point (t0, y0) pour obtenir le point (t1, y1), qui est une approximation de point (t1, y(t1)).
Nous n’avons pas l’équation de la courbe y(t), mais nous en connaissons la pente y′(t) en t = t0.
En effet, l’équation différentielle assure que : y′(t0) = f(t0),y(t0) = f(t0 ,y0)
On peut donc suivre la droite passant par (t0, y0) et de pente f(t0, y0). L’équation de cette droite,
notée d0(t), est : d0(t) = y0 + f(t0, y0)(t− t0)et est illustrée à la figure (2.1). En t = t1 on a :
d0(t1) = y0+ f(t0, y0)(t1 − t0)=y0+ hf(t0, y0)=y1

En d’autres termes,d0(t1) est proche de la solution analytique y(t1), c’est-à-dire :
y(t1) ≈ y1 = d0(t1) = y0 + hf(t0, y0) il est important de noter que, le plus souvent y1 6= y(t1).

Figure 2.1 – Méthode d’Euler explicite

Cette inégalité n’a rien pour étonner, mais elle a des conséquences sur la suite de raisonnement.
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En effet, si l’on souhaite faire une deuxième itération et obtenir une approximation de y(t2), on
peut refaire l’analyse précédente à partir de point (t1, y1). On remarque cependant que la pente de
la solution analytique en t = t1 est :
y′(t1) = f(t1, y(t1))
On ne connait pas exactement y(t1), mais on possède l’approximation y1 de y(t1). On doit alors
utiliser l’expression : y′(t1) = f(t1, y(t1)) ' f(t1, y1) et construire la droite (Figure 2.1) :
d1(t) = y1 + f(t1, y1)(t − t1), qui permettra d’estimer y(t2). On constate que l’erreur commise
à la première itération est réintroduite dans les calculs de la deuxième itération. On a alors :
y(t2) ' y2 = d1(t2) = y1 = hf(t1, y1)

Remarque 2.1. Le développement qui précède met en évidence une propriété importante des
méthodes numériques de résolution des équations différentielles. En effet, l’erreur introduite à la
première itération a des répercussions sur les calculs de la deuxième itération, ce qui signifie que les
erreurs se propagent d’une itération à l’autre. Il en résulte de façon générale, que l’erreur :|y(tn)−yn|
augmente largement avec n

On en arrive donc à l’algorithme suivant :

Algorithme de la méthode d’Euler explicite

1.Étant donné un pas de temps h,une condition initiale (t0, y0), et un nombre maximale d’ité-
rations N.
2.pour 0 ≤ n ≤ N :
yn+1 = yn + hf(tn, yn)
tn+1 = tn + h
Écrire tn+1 et yn+1

3.Arrêt.

Exemple 10. [2] Soit l’équation différentielle y′(t) = −y(t) + t+ 1, et la condition initiale y(0) =
1 .On a donc t0 = 0 et y0 = 1, et l’on prend un pas de temps h = 0.1. De plus on a :

f(t, y) = −y + t+ 1

On peut donc appliquer la méthode d’Euler explicite et obtenir successivement des approximations
de y(0, 1), y(0, 2), y(0, 3)...,notées y1, y2, y3...,le premier pas de temps produit :
y1 = y0 + hf(t0, y0) = 1 + 0.1f(0, 1) = 1 + 0.1(−1 + 0 + 1)= 1
« Le deuxième pas de temps fonctionne de manière similaire :
y2 = y1 + hf(t1, y1) = 1 + 0.1f(0.1; 1) = 1 + 0.1(−1 + 0.1 + 1) = 1.01
En parvient ensuite à :
y3 = y2 + hf(t2, y2) = 1.01 + 0.1f(0.2; 1.01) = 1.01 + 0.1(−1.01 + 0.2 + 1) = 1.029
Le tableau suivant rassemble les résultats des dix premiers pas de temps.

La solution analytique de cette équation différentielle est :
y(t) = exp(−t) + t,ce qui permet de comparer les solutions numérique et analytique et de constater
la croissance de l’erreur. On peut aussi comparer les résultats à la figure (2.2)

Les résultats précédents nous amènent à parler de précision et donc d’erreur.
La figure(2.2) montre une légère différence entre la solution numérique et la solution analytique.

On peut se demander comment se comporte cette erreur en fonction de pas de temps h. La
définition qui suit aidera à apporter une réponse. Elle s’applique à la plupart des méthodes étudiées
dans ce chapitre.
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ti y(ti) yu |y(ti)− yi|
0.0 1.000000 1.000000 0.000000
0.1 1.004837 1.000000 0.004837
0.2 1.018731 1.010000 0.008731
0.3 1.040818 1.029000 0.011818
0.4 1.070302 1.056100 0.O14220
0.5 1.106531 1.090490 0.016041
0.6 1.148812 1.131441 0.17371
0.7 1.196585 1.178297 0.018288
0.8 1.249329 1.230467 0.018862
0.9 1.306570 1.287420 0.019150
1.0 1.367879 1.348678 0.019201

Table 2.1 – Méthode d’Euler explicite :y’(t)=-y(t)+t+1 ; pour y(0)=1

Figure 2.2 – Méthode d’Euler explicite : y’(t)=-y(t)+t+1, pour y(0)=1

Définition 2.4. une méthode de résolution d’équations différentielles est dite à un pas si elle est
de la forme :

yn+1 = yn + hφ(tn, yn) (2.5)

Où φ est une fonction quelconque. Une telle relation est appelée équation aux différence. La
méthode est à un pas si, pour obtenir la solution en t = tn+1, on doit utiliser la solution numérique
au temps tn seulement. On désigne méthodes à pas multiples les méthodes qui exigent également
la solution numérique et aux temps tn−1, tn−2, tn−3,......

La méthode d’Euler explicite est bien sùr une méthode à un pas où φ(t, y) = f(t, y). Dans cette
section l’attention est principalement portée sur les méthodes à un pas. Nous pouvons maintenant
définir l’ordre de convergence de ces méthodes.

Définition 2.5. On dira qu’un schéma à un pas converge à l’ordre p si :

max
1≤n≤N

(y(tn)− yn) = O(hp) (2.6)
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L’ordre de convergence d’une méthode à un pas dépend de l’erreur commise à chaque pas de temps
via l’erreur de troncature locale que nous allons maintenant définir

.

Définition 2.6. L’erreur de troncature locale au point t = tn est définie par :

Tn+1(h) = (y(tn+1)− y(tn))/(h)− (φ(tn, y(tn))) (2.7)

L’erreur de troncature locale mesure la précision avec laquelle la solution analytique vérifie l’équa-
tion aux différentielle (2.5

2.4 La méthode de Runge Kutta

2.4.1 Principe général de la méthode

On considère le problème de Cauchy :{
y′ = f(t, y(t)),

y(0) = y0, t ∈ [0, T ]

L’idée est de calculer par récurrence les points (tn, yn) en utilisant des points intermédiaires
(tn,i, yn,i) avec :
tn,i = tn + cihn , 1 ≤ i ≤ q, ci ∈ [0, 1]
A chacun de ces points, on associe la pente correspondante :

pn,i = f(tn,i, yn,i)

Soit y une solution exacte de l’équation , on a :
y(tn,i) = y(tn) +

∫ tn,i

tn
f(t, y(t))dt

= y(tn) + hn
∫ ci

0
f(tn + uhn, y(tn + uhn))du

Ceci grâce au changement de variable t = tn + uhn.
De même ;y(tn+1) = y(tn) + hn

∫ 1

0
f(tn + uhn, y(tn + uhn))du

On se donne alors pour chaque i = 1, 2, ..., q une méthode d’intégration approchée :∫ ci

0

g(t)dt '
∑

1<=j<=i

aijg(cj), (2.8)

On se donne également une méthode d’intégration approchée sur [0 ;1] :∫ 1

0

g(t)dt '
∑

1<=j<=q

bjg(cj) (2.9)

En appliquant ces méthodes à g(u) = f(tn + uhn, y(tn + uhn))du
y(tn,i) ' y(tn) + hn

∑
1<=j<=i aijf(tn,j, y(tn,j)),

y(tn+1) ' y(tn) + hn
∑

1<=j<=q bjf(tn,j, y(tn,j))
La méthode de Runge -Kutta correspondante est définie par l’algorithme :

tn,i = tn + cihn,

yn,i = yn + hn
∑
aijpn,j, 1 <= i <= q,

pn,i = f(tn,i, yn,i)

(2.10)
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{
tn+1 = tn + hn,

yn+1 = yn +
∑

1<=j<=q bjpn,j
(2.11)

On la représente traditionnellement par le tableau (2.2) :
Où les méthodes d’intégration approchées correspondent aux lignes. On pose par convention

(M1) C1 0 . . . 0
(M2) C2 a21 . . . 0
...

...
... . . . ...

(M − q) Cq aq1 . . . 0
(M) b1 . . . bq

Table 2.2 – Représentation de la méthode de RK

aij = 0 pour j >=i.

Exemple 11. Pour q=1, le seul choix possible est (voir le tableau (2.3) :

0 0
1

Table 2.3 – Méthode de RK d’ordre 1

On a ici : c1 = 0, a11 = 0, b1 = 1.L’algorithme est donné par :
pn,1 = f(tn, yn)

tn+1 = tn + hn,

yn+1 = yn + hnpn,1

(2.12)

Il s’agit de la méthode d’Euler

Exemple 12. Pour q=2 ; On considère les tableaux de la forme (voir tableau 2.4) :

0 0 0
a a 0

1− 1
2a

1
2a

Table 2.4 – Méthode de RK d’ordre 2

L’algorithme s’écrit ici : 

pn,1 = f(tn, yn)

tn,2 = tn + αhn,

yn,2 = yn + αhnpn,1,

pn,2 = f(tn,2, yn,2)

tn+1 = tn + hn,

yn+1 = yn + hn(1− 1
2α

)pn,1 + 1
2α
pn,2

(2.13)

ou encore, sous forme condensée :
yn+1 = yn + hn((1− 1

2α
)f(tn, yn) + 1

2α
f(tn + αhn; yn + αhnf(tn, yn)))
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Exemple 13. Méthode de Runge-Kutta "classique" (q = 4) :
Il s’agit de la méthode définie par le tableau (2.5) :

0 0 0 0 0
1
2

1
2

0 0 0
1
2

0 1
2

0 0
1 0 0 1 0

1
6

2
6

2
6

1
2

Table 2.5 – Méthode de RK d’ordre 4

L’algorithme correspondent s’écrit :

pn,1 = f(tn, yn)

tn,2 = tn + 1
2
hn,

yn,2 = yn + 1
2
hnpn,1,

pn,2 = f(tn,2, yn,2)

yn,3 = yn + 1
2
hnpn,2,

pn,3 = f(tn,2, yn,3), noterquetn,3 = tn,2,

tn+1 = tn + hn, noterquetn,4 = tn+1, yn,4 = yn + hnpn,3,

pn,4 = f(tn+1, yn,4),

yn+1 = yn + hn(1
6
pn,1 + 2

6
pn,2 + 2

6
pn,3 + 1

6
pn,4),

(2.14)

2.5 Les problèmes aux limites
Les problèmes aux limites sont des problèmes plus généraux que les problèmes aux valeurs

initiales.Dans celles-ci, on cherche une solution y(t) d’un système de n équations différentielles
ordinaires,

y′ = f(t, y), y ∈ Rm, f(t, y) = fi(t, y1, ......yn), i = ¯1, n, t ∈]a, b[ (2.15)

satisfaisant une condition aux limites de la forme :

y(a) = ya; y(b) = yb (2.16)

Les conditions aux limites(2.16) sont linéaires (plus précisément affines) en y(a), y(b).
De temps en temps,on rencontre aussi des conditions aux limites non linéaires du type :

r(y(a), y(b)) = 0. (2.17)

Qui sont formés au moyen d’un vecteur r de n fonctions ri, i = 1, ....n,de 2n variables.
r(u, v) = ri(u1, ...un, v1, .....vn)
Les problèmes aux valeurs initiales sont normalement résolus de manière unique, les problèmes aux
limites peuvent également ne pas avoir de solutions ou avoir plusieurs solutions.

Exemple 14. [34] L’équation différentielle

W ′′ +W = 0 (2.18)
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Pour la fonction réelle W : R −→ R, avec la notation y1(x) := W (x) , y2(x) := W ′(x), peut être
écrite sous la forme(2.15) {

y′1 = y2

y′2 = −y1

Elle a la solution générale : W (t) = c1sin(t) + c2cos(t) ,c1, c2 arbitraires. La solution spéciale
w(t) := sin(t) est la seule solution satisfaisant les conditions aux limites{

W (0) = 0,

W (π
2
) = 1

(2.19)

Toutes les fonctions W (t) = c1sin(t) , avec c1 arbitraire, satisfont aux conditions aux limites

W (0) = 0,W (π) = 1 (2.20)

Bien qu’il n’y ait pas de solution W (t) de (2.18) obéissent aux conditions aux limites.

W (0) = 0,W (π) = 1 (2.21)

L’exemple ci-dessus montre qu’il n’existe pas de théorème comme le théorème de Cauchy Lipschitz
indiqué dans la section précédente pour l’existence et l’unicité des solutions des problemes aux
limites.

2.5.1 La méthode de tir simple

Nous voulons d’abord expliquer la méthode de tir simple à l’aide d’un exemple.
Supposons qu’on donne le problème aux limite :{

w′′ = f(t, w, w′),

w(a) = α,w(b) = β.
(2.22)

avec des conditions aux limites séparées. Le problème de la valeur initiale{
w′′ = f(t, w, w′),

w(a) = α,w′(a) = s.
(2.23)

En général a une solution uniquement déterminée w(t) = w(t; s) qui dépend bien sur du choix du
la valeur initiale s pour w′(a). pour résoudre le problème aux limites(2.22),il faut déterminer s = s̄
de manière à satisfaire la deuxième condition aux limites,w(b) = w(b; s̄)− β.
Autrement dit,il faut trouver un zéro s̄ de la fonction :

F (s) := w(b; s)− β.

pour chaque argument s, la fonction F (s) peut être calculée. Pour cela, il faut déterminer (par
exemple avec les méthodes de la section précédente)la valeur w(b) = w(b; s) du problème de la
valeur initiale(2.23) au point t = b.
Le calcul w(t; s) de F (s) revient donc à résoudre un problème de valeur initiale.
pour déterminer un zéro s̄ de F (s), on peut utiliser, si on sait, par exemple, les valeurs s(0),s(1)

avec :
F (s(0)) < 0,F (s(1)) > 0, (voir figure 2.5.1) on peu calculer s̄ au moyen d’une simple méthode de
bissection [2].
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Figure 2.3 – Tir simple

Puisque w(b; s), et donc F (s), sont en général des fonctions continuellement différentiables de
s [34] , on peut également utiliser la méthode de Newton [44] pour déterminer s̄.
A partir d’une approximation initiale s(0),il faut ensuite calculer itérativement les valeurs s(i) en
fonction de la prescription

s(i+1) = s(i) − F (s(i))

F ′(s(i))
. (2.24)

w(b; s(i)), et donc F (s(i)), peuvent être déterminés en résolvant le problème de la valeur initiale

w′′ = f(t, w, w′), w(a) = α,w′(a) = s(i). (2.25)

la valeur de dérivée de F,

F ′(s) =
∂

∂s
w(b, s),

Pour s = s(i) peut être obtenu, par exemple, en joignant un problème supplémentaire de valeur
initiale (voir [34]), on vérifie que la fonction
v(x) :≡ v(x; s) = ∂

∂s
w(x; s) satisfait

v′′ = fw(t, w, w′)v + fw′(x,w,w′)v′, v(a) = 0, v′′(a) = 1. (2.26)

En raison des dérivées partielles fw,fw′ ,le problème de la valeur initiale (2.26) est généralement
beaucoup plus complexe que(2.25).
pour cette raison, en remplace souvent les dérivées F ′(s(i)) dans la formule de Newton (2.24) par
un quotient de différence,

4F (s(i)) :=
F (s(i) +4s(i))− F (s(i))

4s(i)
,

où 4s(i) est choisi "suffisamment" petit.F (s(i) +4s(i)) est calculé, comme F (s(i)), en résolvant un
problème de valeur initiale. les difficultés suivante se posent alors :
Si4s(i) est choisi trop grand,4F (s(i)) est une mauvaise approximation de F ′(s(i)) et de l’itération
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s(i+1) = s(i) − F (s(i))

4F (s(i))
converge vers s̄ considérablement plus lentement que (2.24).

Si4s(i) est choisi trop petit, alors F (s(i)+4s(i)) ≈ F (s(i)), et la soustraction F (s(i)+4s(i))−F (s(i))
est sujette à une annulation, de sorte que même de petites erreurs le calcul de F (s(i)) et F (s(i) +
4s(i)) altèrent fortement le résultat 4F (s(i)). La solution des problèmes de valeur initiale(2.25),

Figure 2.4 – Graphe de F (s) = W (1, s)− 1

c’est-à-dire le calcul de F, doit donc être effectué aussi précisément que possible. L’erreur relative
de F (s(i)) et F (si + 4s(i)) est seulement autorisé à avoir l’ordre de grandeur de la précision de
la machine eps. Une telle précision peut être atteinte avec des méthodes d’extrapolation [2]. Si
4s(i) est alors choisi de manière à ce que ,dans le calcul à t-chiffres, F (s(i)) et F (s(i) +4s(i)) aient
approximativement les premiers t/2 chiffres en commun, 4s(i) 4 F (s(i)) ≈ √epsF (s(i)), alors les
effets de l’annulation sont encore tolérables. En règle générale, c’est le cas de choix4s(i) =

√
epss(i).

Exemple 15. Considérer le problème des valeurs limites{
w′′ = 3

2
w2,

w(0) = 4, w(1) = 1.

En suivant(2.23), on trouve la solution du problème de la valeur initiale{
w′′ = 3

2
w2,

w(0; s) = 4, w′(0; s) = s

Le graphe de F (s) := w(1; s)−1 est choisis sur la figure(2.4). On voit que F (s) a deux zéros s̄1,s̄2.
L’itération selon

si+1 = si − F (si

∆F (si)

donne : {
s̄1 = −8.0000000000,

s̄2 = −35.8585487278.

La figure(2.5) montre les graphiques des deux solutions wi(x) = w(x; s̄i),i = 1, 2, du problème de
la valeur limite. Les solutions ont été calculées avec une dizaine de chiffres après la virgule. Ces
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solutions peuvent être exprimées sous forme fermée par :
w(x, s̄1) = 4

(1+x)2
,

w(x, s̄2) = C2
1(1−cn(c1x−c2 k2)

1+cn(c1x−c2 k2)
− 1√

3
)

Figure 2.5 – Les solutions w1 et w2

, où cn(ξ/k2) désigne la fonction elliptique Jacobienne avec module K =

√
2+
√

3

2
.

de la théorie des fonctions elliptiques [51], et en utilisant une méthode itérative [49], on obtient
pour les constantes d’intégration c1,c2 les valeurs :
c1 = 4.30310990.....,
c2 = 2.33464196.....,

pour la résolution d’un problème général de la valeur limite(2.15)),(2.17 )impliquant n fonctions
inconnues yi(t), i = 1, ....., n,

y′ = f(t, y), r(y(a), y(b)) = 0, y = [y1 − yn]. (2.27)

où f(t, y) et r(u, v) sont des vecteurs de n fonctions.On procède comme dans l’exemple précé-
dent.On tente à nouveau de déterminer un vecteur de départ s ∈ Rn pour le problème de la valeur
initial

y′ = f(t, y), y(a) = s. (2.28)

de telle sorte que la solution y(t) = y(t; s) obéisse aux conditions aux limites de(2.27) r(y(a; s), y(b; s)) ≡
r(s, y(b; s)) = 0.
Il faut donc trouver une solution s = [σ1, σ2, .....σn]T de l’équation :

F (s) = 0, F (s) :≡ r(s, y(b; s)) (2.29)

Cela peut être fait, par exemple, au moyen de la méthode du Newton[44]

si+1 = si −DF (s(i))−1.F (s(i)) (2.30)
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A chaque itération, il faut donc calculer F (s(i)) , la matrice jacobienne

DF (s(i)) = [
∂Fj
∂σk

]s=si ,

et la solution di := si − si+1 de système d’équations linéaire DF (si)di = F (si).Pour le calcul de
F (si) = r(s(i), y(b; s(i))) on doit déterminer y(b; s(i)) c’est -à-dire résoudre le problème de valeur
initial (2.28) pour s = si.
pour le calcul de DF (s(i)) on observe

DF (s) = Dur(s, y(b; s)) +Dvr(s, y(b; s))z(b; s), (2.31)

avec les matrices
Dur(u, v) = [∂ri(u,v)

∂uj
],

Dvr(u, v) = [∂ri(u,v)
∂vj

],

z(b; s) = Dsy(b; s) = [∂yi(b;s)
∂σj

].
Dans le cas de fonctions non linéaires r(u, v), toutefois, on ne calculera pas DF (s) à l’aide de ces
formules compliquées, mais au lieu de cela se rapprochent au moyen de quotients du différence.
Ainsi, DF (s) sera approximé par la matrice 4F (s) = [41F (s), ........,4nF (s)],où

4jF (s) =
1

4σj
(F (σ1, ...., σj +4σj, ...., σn)− F (σ1, ...., σj, σn)) (2.32)

Compte tenu de F (s) = r(s, y(b; s)),le calcul de 4jF (s) bien sur que y(b; s) = y(b;σ1.......σn) et
y(b;σ1, ....., σj +4σj, ....., σn) soient déterminées par la solution des problèmes de la valeur initiale
correspondants.
pour conditions aux limites linéaires, c’est à dire les conditions aux limites de la forme

Ay(a) +By(b) = C

tels que A et B deux matrice carrées d’ordre n et C est un vecteur de Rn

r(u, v) ≡ Au+Bv − C,Dur = A,Dvr = B, les formules simplifient quelque peu. On a
F (s) ≡ As+By(b; s)− C,
DF (s) ≡ A+BZ(B; s).
Dans ce cas pour former DF (s), il faut déterminer la matrice
Z(b; s) = [∂y(b,s)

∂σ1
, ...., ∂y(b,s)

∂σn
]. comme on vient de la décrire, la jime colonne ∂y(b; s)/∂σj de Z(b; s)

est remplacé par un quotient de différence
4jy(b; s) := 1

σj
(y(b;σ1, ...., σj +4σj, ...σn)− y(b;σ1, ....σj, σn)).

On obtient l’approximation {
4F (s) = A+B 4 y(B; s)

4y(b; s) = [41y(b; s), ...,4ny(b; s)]
(2.33)

Donc, pour mener à bien, la méthode approximative de Newton

s(i+1) = s(i) −4F (s(i))−1F (s(i)), (2.34)

Ce qui suit doit être fait :
(0) Choisir un vecteur de départ s(0).
pour i = 1, 2, 3, ..... :
(1) Déterminer y(b; s(i)) en résolvant le problème de la valeur initiale(2.28) pour s = si,et calculer
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F (s(i)) = r(s(i), y(b; s(i))).
(2)Choisir des nombres (suffisamment petits) 4σj 6= 0,j = 1, ...., n, et déterminer y(b; s(i) + σjej)
en résolvant les n problèmes de valeur initiales (2.28) pour
s = s(i) +4σjej = [σi1, ...., σ

i
j +4σj, ..., σin]T .

(3) Calculer 4F (s(i)) au moyen de (2.32) ou bien (2.33) ainsi que la solution di du systèmes
d’équations linéaires 4F (s(i))d(i) = F (s(i)) , et mettre
s(i+1) := s(i) − d(i).
A chaque étape du procédé,il faut donc résoudre n+1 problèmes de valeur initiales et un système
d’équations linéaires d’ordre n.
Compte tenu de la simple convergence locale de la méthode de Newton (approximative)[2], celle-ci
divergent à moins que le vecteur de départ s(0) ne soit pas suffisamment proche d’une solution s̄
de F (s) = 0. Comme, en règle générale, de telles valeurs initiales ne sont pas connues, la méthode
sous la forme (2.30) ou (2.34) n’est pas très utile dans la pratique.

2.6 Conclusion
La modélisation des problèmes de contrôle se fait généralement par des équations différentielles.

Ceci procure aux équations différentielles un rôle moyen dans la théorie du contrôle. La résolution
numérique des équations différentielles est le domaine de l’analyse numérique ou les applications
sont les plus nombreuses.
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Chapitre 3

La méthode de perturbation d’homotopie

3.1 Introduction
La méthode du perturbation d’homotopie, (en anglais Homotopy Perturbation Method (HPM))

a été proposée par Ji-Haun He [25] en 1998. Cette méthode a été appliqué par plusieurs auteurs à
différent problèmes linéaire et non linéaire [20],[21], [24],[27]
la solution selon la méthode HPM est de considérer une série de fonctions qui converge rapidement
vers la solution exacte (quand elle existe). Cette méthode permet de transformer la résolution d’un
problème difficile en un problème simple à résoudre.
la méthode HPM est basée sur l’hypothèse de l’existence d’un petit paramètre P ∈ [0.1] affublé à
l’équation étudiée.

3.2 Principe de la méthode
Pour illustrer le principe de la méthode de pertubation d’homotopie [25], considérons l’équation

différentielle sous la forme canonique :

L(y(t)) +N(y(t)) = h(t), t ∈ I ⊂ R, (3.1)

où L est un opérateur linéaire, N est un opérateur non linéaire et h est une fonction analytique
donnée.

La méthode HPM consiste à introduire un paramètre artificiel p ∈ [0, 1] déformant le problème
de départ en construisant une homotopie

v(t, p) : I × [0, 1]→ R, (3.2)

comme suit :

H(v(t, p), p) = (1− p)
[
L(v(t, p)− L(y0(t))

]
+ p

[
L(v(t, p) +N(v(t, p))− h(t)

]
= 0, (3.3)

t ∈ I, p ∈ [0, 1], qu’on peut arranger pour obtenir

H(v(t, p), p) = L(v(t, p)− L(y0(t)) + pL(y0(t)) + p
[
N(v(t, p)− h(t)

]
= 0, (3.4)

où y0(t) est l’approximation initiale de la solution du problème de départ. Supposons que la solution
de l’équation (3.4) est donnée sous la forme d’une série de puissance de la forme

v(t, p) =
∞∑
i=0

pi vi(t), (3.5)
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et le terme non linéaire N(v(t, p)) est donné sous la forme d’une série infinie de polynômes

N(v(t, p)) = N(v0(t)) + pN(v0(t), v1(t)) + p2N(v0(t), v1(t), v2(t)) + · · · (3.6)

où N(v0(t)), N(v0(t), v1(t)), · · · , N(v0(t), v1(t), · · · , vm(t)) sont les polynômes de He qui sont dé-
finis comme suit [3] :

N(v0(t), v1(t), . . . , vn(t)) =

[
1

n!

∂n

∂ pn
N

(
n∑
i=0

pi vi(t)

)]
p=0

, n = 0, 1, 2, . . . (3.7)

En remplaçant les équations (3.5) et (3.6) dans (3.4), et en regroupant les coefficients p de
même puissance, on obtient :

p0 : L(v0(t))− L(y0(t)) = 0,

p1 : L(v1(t))− L(y0(t)) +N(v0(t))− h(t) = 0, (3.8)
p2 : L(v2(t)) +N(v0(t), v1(t)) = 0,

...

En résolvant ce système d’équations, on déduit les composantes vi(t) (i = 0, 1, . . .). Alors, en posant
p = 1, on obtient une approximation de la solution de équation (3.1) donnée par :

y(t) ≈ yN(t) = lim
p→1

n∑
i=0

pi vi(t). (3.9)

3.3 Analyse de convergence
Dans cette section on étudie la convergence de la méthode HPM

On peut réécrire (3.4) comme suit

Lv(t, p)− Ly0(t) = p
[
h(t)− Ly0(t)−Nv(t, p)

]
(3.10)

et on remplaçant (3.5) dans (3.10), on obtient

L
( ∞∑
i=0

pivi
)
− Ly0(t) = p

[
h(t)− Ly0(t)−N

( ∞∑
i=0

pivi
)]

(3.11)

Ainsi
∞∑
n=0

L(vip
i)− Ly0(t) = p

[
h(t)− Ly0(t)−N

( ∞∑
i=0

vip
i
)]

(3.12)

Selon le développement de Maclaurin de N
(∑∞

i=0 vip
i
)
par rapport à p, nous avons

N
( ∞∑
i=0

vip
i
)

=

[
1

n!

∂n

∂ pn
N

(
n∑
i=0

pi vi(t)

)]
p=0

pi (3.13)

D’après [3] on obtient :

∂n

∂ pn
N
[( ∞∑

i=0

pi vi(t)
)]
p=0

=
∂n

∂ pn
N
[( n∑

i=0

pi vi(t)
)]
p=0

(3.14)
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Alors

N
[( ∞∑

i=0

pi vi(t)
)]

=

[
1

n!

∂n

∂ pn
N

(
n∑
i=0

pi vi(t)

)]
p=0

pi (3.15)

Posons

Hn(v0, . . . , vn) =
1

n!

∂n

∂ pn

[
N

(
n∑
i=0

pi vi(t, p)

)]
p=0

n = 0, 1, ... (3.16)

Hn sont appelés polynômes de He [3]. Alors

N
[( ∞∑

i=0

pi vi(t)
)]

=
∞∑
i=0

Hip
i (3.17)

En remplaçant (3.17) dans (3.12) on obtient
∞∑
i=0

L(vip
i)− Ly0(t) = p

[
h(t)− Ly0(t)−

∞∑
i=0

Hip
i
]

(3.18)

En identifiant les termes avec ceux de même puissance de p, on trouve

p0 : Lv0(t)− Ly0(t) = 0,

p1 : Lv1(t) = h(t)− Ly0(t)−H0, (3.19)
p2 : Lv2(t) = −H1,

...
pn+1 : Lvn + 1(t) = −Hn,

...

Donc on conclut

p0 : v0(t) = y0(t),

p1 : v1 = L−1h(t)− y0 − L−1H0, (3.20)
p2 : v2 = −L−1H1,

...
pn+1 : vn + 1 = −L−1Hn,

...

Théoréme. [5] La solution de l’équation (3.1) obtenue par la méthode de perturbation d’homotopie
est équivalente à la détermination Sn donnée par

Sn = v0 + v1 + v2 + · · ·+ vn, S0 = 0 (3.21)

en utilisant le schéma itératif

Sn+1 = −L−1Nn(Sn, v0)− y0(t) + L−1(h(t)) (3.22)

où

Nn

( n∑
i=0

vi
)

=
n∑
i=0

Hi (3.23)
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Preuve. Pour n=0, d’après (3.22), on a :

S1 = −L−1N0(S0 + v0)− y0(t) + L−1(h(t)) = −L−1(H0)− y0(t) + L−1(h(t)) (3.24)

alors
v1 = −L−1(H0)− y0(t)− L−1(h(t)) (3.25)

Pour n=1

S2 = −L−1N1(S1 +v0)−y0(t) +L−1(h(t)) = −L−1(H1 +H0)−v0 +L1(h(t)) =−1
L (H1) +v1 (3.26)

Selon S2 = v1 + v2

v2 = −L−1(H1) (3.27)

Ce théorème sera démontré par induction . Supposons que

vk+1 = −L−1(Hk), k = 1, 2, . . . , n− 1

donc

Sn+1 = −L−1Nn(Sn + v0 − y0(t) + l−1(h(t)) = −L−1
( n∑
i=0

Hi

)
− y0(t) + L−1(h(t)) (3.28)

Sn+1 = −
n∑
i=0

L−1(Hi)− y0 + L−1(h(t)) = v1 + v2 + . . . , vn − L−1(Hn) (3.29)

puis à partir de (3.21)
vn+1 = −L−1(Hn) (3.30)

Ce résultat est identique à celui de (3.20) obtenu par la méthode HPM

Théoréme. [47] Soit B un espace de Banach
1.
∑∞

i=0 vi converge vers S ∈ B si

∃
(
0 ≤ λ ≤ 1

)
telque

(
∀n ∈ N⇒ ‖vn‖ ≤ λ‖vn−1‖ (3.31)

2. S =
∑∞

i=1 vi vérifie
S = −L−1N(S + v0)− y0 + L−1(h(t)) (3.32)

Preuve. 1. On a

‖Sn+1 − Sn‖ = ‖vn+1‖ 6 λ‖vn‖ 6 λ2‖vn−1‖ 6 . . . 6 λn+1‖v0‖ (3.33)

Pour tout n,m ∈ N, n > m

‖Sn − Sm‖ = ‖(Sn − Sn−1) + (Sn−1 − Sn−2) + . . .+ (Sm+1 − Sm)‖,
6 ‖(Sn − Sn−1)‖+ ‖(Sn−1 − Sn−2)‖+ . . .+ ‖(Sm+1 − Sm)‖,
6 λn‖v0‖+ λn−1‖v0‖+ . . .+ λm+1‖v0‖,
6
(
λn + λn−1 + . . .+ λm+1

)
‖v0‖,

6
(
λm+1 + . . .+ λn + . . .

)
‖v0‖,

6
(
λm+1

)(
1 + λ+ . . .+ λn + . . . ‖v0‖,

6
λm+1

1− λ
‖v0‖ (3.34)
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Ainsi
lim

n,m→∞
‖Sn − Sm‖ = 0 (3.35)

(Sn)n>0 est une suite de Cauchy dans B complet. Elle est donc convergente,i-e

∃S ∈ Bavec lim
n→∞

Sn =
∞∑
n=1

vn = S (3.36)

2. d’après(3.22) on a

lim
n→∞

Sn+1 = −L−1 lim
n→∞

Nn

(
Sn + v0

)
− y0 + L−1(h(t)),

= −L−1 lim
n→∞

Nn

( ∞∑
i=0

vi
)
− y0 + L−1(h(t)) (3.37)

S = −L−1 lim
n→∞

Nn

( n∑
i=0

Hi

)
− y0 + L1(h(t)),

= −L−1
( ∞∑
i=0

Hi

)
− y0 + L−1(h(t)) (3.38)

Par (3.23) et (3.17) pour p = 1, il vient

∞∑
i=0

Hi = N
( ∞∑
i=0

vi
)

(3.39)

Ainsi

S = −L−1N
( ∞∑
i=0

vi
)
− y0 + L−1(h(t)),

= −L−1N
(
S + v0

)
− y0 + L−1(h(t)) (3.40)

3.4 Application numérique
Dans cette section, on traitera quelques exemples numériques linéaires et non linéaires, des

problèmes ayant des solutions exactes et des solutions approchées.

Exemple 01 (solution exacte)

Considérons l’équation différentielle non linéaire d’ordre 1 suivante

y
′
(t) + y2(t) = 0 (3.41)

avec
y(0) = 1 (3.42)

d’où la solution exacte de cette équation est

y(t) =
1

1 + t
(3.43)
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Pour résoudre l’équation différentielle (3.41) avec la condition initiale (3.42) par la méthode HPM
on construit l’homotopie suivante

H : Ω × [0, 1]→ R, (3.44)

qui satisfait
v

′
(t, p)− y′

0(t) + pN(v(t, p)) = 0 (3.45)

La méthode d’homotopie permet d’écrire la solution y(t) sous la forme

y(t) =
∞∑
i=0

pivi (3.46)

et le terme non linéaire N(y(t)) = y2(t) sera exprimé sous la forme N(y(t)) = N(v0(t)) +
pN(v0(t), v1(t)) + p2N(v0(t), v1(t), v2(t)) + . . . où N(v0(t)), N(v0(t), v1(t)), . . . sont les polynômes
de He qu’on peut déterminer par la formule (3.7) pour obtenir :

N(v0(t)) = v2
0(t)

N(v0(t), v1(t)) = 2v0(t)v1(t)

N(v0, v1(t), v2(t)) = v2
1(t) + 2v0(t)v2(t)

N(v0(t), v1(t), v2(t), v3(t)) = 2v1(t)v2(t) + 2v0(t)v3(t)

:

(3.47)

En remplaçant (3.46) et (3.47) dans (3.45), on obtient(
v0(t)+pv1(t)+p2v2+. . .

)′
−y′

0(t)+y
′

0(t)+p
(
N(v0(t)+pN(v0(t), v1(t)+p2N(v0(t), v1(t)+v2(t))+. . .

)
= 0

En assimilant les coefficients de même puissance en p, on aura

p0 : v
′

0(t)− y′

0(t) = 0,

p1 : v
′

1(t) + y
′

0(t)) + v2
0(t) = 0, v1(0) = 0

p2 : v
′

2(t) + 2v0(t), v1(t)) = 0, v2(0) = 0

...

En choisissant v0(t) = 1, on obtient

v0(t) = 1,

v1(t) = −t,
v2(t) = t2,

v3(t) = −t3,
v4(t) = t4,

...

et la solution y(t) est

y(t) = lim
p→1

∞∑
i=0

pivi(t) = 1− t+ t2 − t3 + t4 + . . .

qui converge vers la solution exacte

y(t) =
1

1 + t

obtenue en utilisant la formule de Taylor pour 1
1+t

.
La figure 3.1 exprime la solution numérique selon HPM avec 5 et 15 itérations comparée avec la
solution exacte.
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Figure 3.1 – Comparaison de la solution exacte et la solution HPM avec 5 et 15 itérations

Exemple 02 (solution numérique)

Considérons le système non linéaire suivant

ẋ1(t) = −βx1(t)x2(t)

ẋ2(t) = βx1(t)x2(t)− γx2(t)

ẋ3(t) = γx2(t)

x1(0) = 20; x2(0) = 15; x3(0) = 10

β = 0.01; γ = 0.02

(3.48)

Pour ce problème, on construit trois homotopies

v
′

1(t, p)− x′

10(t) + px
′

10(t) + βpN
(
v1(t, p), v2(t, p)

)
= 0 (3.49)

v
′

2(t, p)− x′

20(t) + px
′

20(t)− βpN
(
v1(t, p), v2(t, p)

)
− γ(v2(t, p)) = 0 (3.50)

v
′

3(t, p)− x′

30(t) + px
′

30(t)− γpv2(t, p) = 0 (3.51)

Supposons que la solution s’écrite comme
v1(t) =

∑∞
i=0 p

iv1i(t)

v2(t) =
∑∞

i=0 p
iv2i(t)

v3(t) =
∑∞

i=0 p
iv3i(t)

(3.52)

et le terme non linéaire N(x1(t), x2(t)) = βx1(t)x2(t) sera exprimée sous la forme

N(v1(t, p), v2(t, p)) = N(v10(t), v20(t)) + pN(v10(t), v20(t), v11(t), v21(t))

+ p2N(v10(t), v20(t), v11(t), v21(t), v13(t), v32(t) + . . .

où N(v10(t), v20(t)), N(v10(t), v20(t), v11(t), v21(t)), . . . désigne les polynômes de He qu’on peut dé-
terminer par la formule(3.7)
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et, on obtient

N(v10(t), v20(t)) = v10(t)v20(t)

N(v10(t), v20(t), v11(t), v21(t)) = v10(t)v21(t) + v11(t)v20(t) (3.53)
N(v10, . . . , v12, v22) = v10(t)v22(t) + v11(t)v21(t) + v12(t)v20(t)

...

En remplaçant (3.52) et (3.53) dans (3.48), et en regroupant les termes en même puissance en p,
on obtient

p0 :


v

′
10(t)− x′

10(t) = 0,
v

′
20(t)− x′

20(t) = 0,
v

′
30(t)− x′

30(t) = 0,
...

p1 :


v

′
11(t) + x

′
10(t) + βv10v20 = 0,

v
′
21(t) + x

′
20(t)− βv10v20 + γv20 = 0,

V
′

31(t) + x
′
30(t)− γv20 = 0, ,

...

p2 :


v

′
12(t) + β

(
v10(t)v21(t) + v11(t)v20(t)

)
= 0,

v
′
22(t)− β

(
v10(t)v21(t) + v11(t)v20(t)

)
− γv21(t) = 0,

v
′
32(t)− γv21(t) = 0,
...

...

En choisissant 
v10(t) = x10(t) = 20

v20(t) = x20(t) = 15

v30(t) = x30(t) = 10

les autres approximations sont

v11(t) = −3t

v21(t) = −2.7t

v31(t) = 0.3t

...

v12(t) = −0.045t2

v22(t) = 0.018t2

v32(t) = 0.027t2

...

d’où la solution 
x1(t) = 20− 3t− 0.045t2 + . . .

x2(t) = 15 + 2.7t+ 0.018t2 + . . .

x3(t) = 10 + 0.3t+ 0.027t2 + . . .

La méthode converge après(20) itérations
Les résultat obtenues sont représentés sur la figure (3.2). Une comparaison se faite avec la méthode
RK4. Les résultats sont très proches ce qui montre que la méthode est prometteuse.
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Figure 3.2 – Comparaison de la solution selon HPM et la solution RK4

Exemple 03 (problème aux limites)

Considérons le problème suivant :{
x

′′
(t) = 2x(t) t ∈]0, 1[

x(0) = 1, x(1) = 0
(3.54)

Pour résoudre ce problème avec la méthode HPM, on construit l’homotopie suivante

H(v(t, p), p) = v
′′
(t, p)− x′′

0(t) + px
′′

0(t)− 2pv(t, p) = 0,

=
(
v0(t) + pv1(t) + . . .

)′′
− x′′

0(t) + px
′′

0(t)− 2p
(
v0(t) + pv1(t) + p2v2(t) + . . .

)
,

= 0 (3.55)

En assimilant les termes de même puissance au p, on aura :

p0 : v
′′

0 (t)− x′′

0(t) = 0, v0 = 1, v
′

0 = a

p1 : v
′′

1 (t) + x
′′

0(t)− 2v0(t) = 0, v1(0) = 0, v
′

1(0) = 0

p2 : = v
′′

2 (t)− 2v1(t) = 0, v2(0) = 0, v
′

2(0) = 0

... (3.56)

En choisissant v0(t) = x0(t) = 1+at, où a est un paramètre inconnu qu’on déterminera en imposant
la condition x(1) = 0. Les approximation de vi(t) sont comme suit

— Première approximation :

v1(t) = t2 +
1

3
a t3, (3.57)

et la première approximation de x1(t) est :

x1(t) = 1 + a t+ t2 +
1

3
a t3. (3.58)

En imposant la condition x(1) = 0, on obtient :

a = −1.5. (3.59)
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— Deuxième approximation

v2(t) =
1

6
t4 +

1

30
a t5 (3.60)

ce qui donne

x2(t) = 1 + a t+ t2 +
1

3
a t3 +

1

6
t4 +

1

30
a t5, (3.61)

et la valeur de a est
a = −1.588537. (3.62)

— Troisième approximation

v3(t) =
1

90
t6 +

1

360
a t7, (3.63)

ce qui donne

x3(t) = 1 + a t+ t2 +
1

3
a t3 +

1

6
t4 +

1

30
a t5 +

1

90
t6 +

1

360
a t7, (3.64)

et la valeur de a est
a = −1.59165. (3.65)

— Quatrième approximation

v4(t) =
1

2520
t8 +

1

22680
a t9, (3.66)

ce qui donne

x4(t) = 1 + a t+ t2 +
1

3
a t3 +

1

6
t4 +

1

30
a t5 +

1

90
t6 +

1

360
a t7 +

1

2520
t8 +

1

22680
a t9, (3.67)

et la valeur de a est
a = −1.59189. (3.68)

— Cinquième approximation

v5(t) =
1

113400
t10 +

1

1247400
a t11, (3.69)

ce qui donne

x5(t) = 1 + a t+ t2 +
1

3
a t3 +

1

6
t4 +

1

30
a t5 +

1

90
t6 +

1

360
a t7

+
1

2520
t8 +

1

22680
a t9 +

1

113400
t10 +

1

1247400
a t11, (3.70)

et la valeur de a est
a = −1.59189. (3.71)

La méthode converge après 5 itérations, avec la solution approchée

x(t) = 1− 1.59189 t+ t2 − 0.53063 t3 +
1

6
t4 − 0.053063 t5 +

1

90
t6 − 0.0025268 t7

+
1

2520
t8 − 0.00007 t9 +

1

113400
t10 − 0.1276166426e− 5 t11. (3.72)

Les résultats obtenus comparés avec la solution exacte sont représentés dans la Figure 3.3
, ce qui montre que les résultats sont très proches.

3.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté le principe général de la méthode de perturbation d’ho-

motopie et, nous l’avons appliqué pour résoudre trois problèmes d’équations différentielles. Nous
verrons dans le chapitre suivant que cette méthode peut être étendu à la résolution des problèmes
de contrôle optimal.
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Figure 3.3 – Comparaison de la solution HPM (avec une et 5 itérations) et la solution exacte
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Chapitre 4

Résolution d’un problème de contrôle
optimal par la méthode de perturbation
d’homotopie

Dans ce chapitre, nous appliquons la méthode de perturbation d’homotopie pour résoudre trois
problèmes du contrôle optimal linéaire et non linéaire, avec conditions initiales et finales fixes ou
libres ou appartiennent à une cible.

4.1 position du problème
On considère le problème de contrôle optimale suivant

J(u(T )) = g(T, x(T )) +
∫ T

0
f 0(t, x(t), u(t)) dt −→ minu

ẋ(t) = f(t, x, u)

x(0) = x0 ∈M1

x(T ) = x1 ∈M2

u ∈ Ω ⊂ Rm; t ∈ I = [0, T ],

(4.1)

où M1 et M2 sont deux variétés de Rn, x(0) et x(T ) sont respectivement la position initiale et
terminale du système (4.1), I un intervalle de R, u(.) est le contrôle de système (4.1).

Les conditions nécessaires d’optimalité

Pour déterminer les conditions nécessaires d’optimalité du problème (4.1), on applique le prin-
cipe de maximum de Pontryaguine.
Soit H la fonction hamiltonienne donnée comme suit

H(t, x(t), p(t), p0, u(t)) =< p, f(t, x, u) > +p0f 0(t, x, u) (4.2)

les conditions nécessaires d’optimalité sont données comme suit{
ẋ(t) = ∂H

∂p
(t, x(t), p(t), p0, u(t))

ṗ(t) = ∂H
∂x

(t, x(t), p(t), p0, u(t))
(4.3)

pour résoudre les équations de Hamilton-Pontryaguine décrites par (4.3) par la méthode de per-
turbation d’homotopie , on propose l’approche suivante
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4.2 Approache proposée
Dans cette section, on propose une approche basée sur la méthode HPM pour la solution des

équations de Hamilton-Pontryagin (4.3). Les differentes étapaes sont données comme suit :

Etape 1 − Dériver la loi du contrôle optimal u(t)

Etape 2 − Dériver les équations détat et les équations de l’état adjoint
Etape 3 − Construire les homotopies v(t, p) et w(t, p) pour les équations obtenues de létape

2, et écrire leurs systèmes différentiels correspondant, pour obtenir les composantes vi(t) et
wi(t), i ≥ 0.

Etape 4 − Poser N = 1 and choisir ε > 0 comme precision désirée.
− choisir des approximations initiales v0(t) et w0(t).
Etape 5 − Calculer les composantes vi(t) et wi(t) pour i = 1, N et déterminer les approxima-

tions xN(t) et λN(t) en utilisant les formules suivantes :

xN(t) = lim
p→1

N∑
i=0

pi vi(t), (4.4)

λN(t) = lim
p→1

N∑
i=0

piwi(t), (4.5)

comme les approximations d’ordre N de x∗(t) et λ∗(t).
Etape 6 − deduire le contrôle optimal u(t).
Etape 7 − Évaluer la fonction objectif JN(u(t)).
Etape 8 − Si | JN(u(t))−JN−1(u(t)) | ≤ ε alors stop, sinon poser N = N+1 et aller à l’étape

5.

4.3 Exemples numériques

4.3.1 Exemple 1

Considérons le probème de contrôle optimal suivant [54]

min
u(t)

J(u(t)) =

∫ 1

0

(
x2

1(t) + x2
2(t) + u2(t)

)
dt, (4.6)

ẋ1(t) = x2(t) + u(t), (4.7)
ẋ2(t) = u(t), (4.8)
x(0) ∈M0 (4.9)
x1(1) = libre, x2(1) = 1, (4.10)

où M0 est donné comme suit :

M0 =
{
x(t) ∈ R2|x1(t) + x2(t)− 3 = 0

}
.
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les conditions néccesaire sont données par le système suivant :

ẋ1(t) = x2(t)− 1

2
p1(t)− 1

2
p2(t), (4.11)

ẋ2(t) = −1

2
p1(t)− 1

2
p2(t), (4.12)

ṗ1(t) = −2x1(t), (4.13)
ṗ2(t) = −2x2(t)− p1(t), (4.14)

et la loi du contrôle est :
u(t) = −1

2
p1(t)− 1

2
p2(t). (4.15)

les conditions à t = 0 sont :

x1(0) + x2(0) = 3, (4.16)
p1(0) = p2(0) = µ, (4.17)

et les conditions à t = 1 sont

x2(1) = 1, (4.18)
p1(1) = 0. (4.19)

Pour déterminer une solution approchée des équations de Hamilton-Pontryagin (4.11)−(4.14) avec
la méthode HPM, on construit les homotopies suivantes :

v̇1(t, p)− ẋ10(t) + p ẋ10 + p

(
−v2(t, p) +

1

2
w1(t, p) +

1

2
w2(t, p)

)
= 0, (4.20)

v̇2(t, p)− ẋ20(t) + p ẋ20 + p

(
1

2
w1(t, p) +

1

2
w2(t, p)

)
= 0, (4.21)

ẇ1(t, p)− λ̇10(t) + p λ̇10 + 2 p v1(t, p) = 0, (4.22)

ẇ2(t, p)− λ̇20(t) + p λ̇20 + p (2 v2(t, p) + w1(t, p)) = 0, (4.23)

La méthode de perturbation d’homotopie permet d’écrire la solution comme suit :

v1(t, p) = v10(t) + p v11(t) + p2 v12(t) + · · ·+ pn v1n, (4.24)
v2(t, p) = v20(t) + p v21(t) + p2 v22(t) + · · ·+ pn v2n, (4.25)
w1(t, p) = w10(t) + pw11(t) + p2w12(t) + · · ·+ pnw1n, (4.26)
w2(t, p) = w20(t) + pw21(t) + p2w22(t) + · · ·+ pnw2n, (4.27)
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En substituant les équations (4.24) − (4.27) dans (4.20) − (4.23), et en collectant les termes du
même puissance, nous obtenons :

p0 :


v̇10(t)− ẋ10(t) = 0,
v̇20(t)− ẋ20(t) = 0,

ẇ10(t)− λ̇10(t) = 0,

ẇ20(t)− λ̇20(t) = 0,

(4.28)

p1 :


v̇11(t) + ẋ10(t)− v20(t) +

1

2
w10(t) +

1

2
w20 = 0, v11(0) = 0,

v̇21(t) + ẋ20(t) +
1

2
w10(t) +

1

2
w20 = 0, v21(0) = 0,

ẇ11(t) + λ̇10(t) + 2 v10(t) = 0, w11(0) = 0,

ẇ21(t) + λ̇20(t) + 2 v20(t) + w10(t)) = 0, w21(0) = 0,

(4.29)

p2 :


v̇12(t)− v21(t) +

1

2
w11(t) +

1

2
w21 = 0, v12(0) = 0,

v̇22(t) +
1

2
w11(t) +

1

2
w21 = 0, v22(0) = 0,

ẇ12(t) + 2 v11(t) = 0, w12(0) = 0,
ẇ22(t) + 2 v21(t) + w11(t) = 0, w22(0) = 0,

(4.30)

...

pn :


v̇1n(t)− v2n−1(t) +

1

2
w1n−1(t) +

1

2
w2n−1 = 0, v1n(0) = 0,

v̇2n(t) +
1

2
w1n−1(t) +

1

2
w2n−1 = 0, v2n(0) = 0,

ẇ1n(t) + 2 v1n−1(t) = 0, w1n(0) = 0,
ẇ2n(t) + 2 v2n−1(t) + w1n−1(t) = 0, w2n(0) = 0.

(4.31)

Puisque les conditions initiales pour les variables d’état ne sont pas spécifiées, nous posons
x1(0) = a, x2(0) = b, et λ1(0) = λ2(0) = µ. où a, b et µ sont des paramètres inconnus à déterminer
en imposant les conditions suivantes :

x1(0) + x2(0) = 3,

x2(1) = 1,

λ1(1) = 0.,

En choisissant v10(t) = x10(t) = x1(0) = a, v20(t) = x20(t) = x2(0) = b, w10(t) = λ10(t) = λ1(0) =
µ, et w20(t) = λ20(t) = λ2(0) = µ, on obtient :

— Première itération : N = 0

v11(t) = (b− µ) t,

v21(t) = −µ t,
w11(t) = −2 a t,

w21(t) = −(2 b− µ) t,
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alors

x1(t) = lim
p→1

N∑
i=0

pi v1i(t) = a+ (b− µ) t, (4.32)

x2(t) = lim
p→1

N∑
i=0

pi v2i(t) = b− µ t, (4.33)

λ1(t) = lim
p→1

N∑
i=0

piw1i(t) = µ− 2 a t, (4.34)

λ2(t) = lim
p→1

N∑
i=0

piw2i(t) = µ− (2 b− µ) t. (4.35)

Pour déterminer les constantes a, b et µ, on impose les conditions

x1(0) + x2(0) = 3,

x2(1) = 1,

λ1(1) = 0.,

pour obtenir les trois équations linéiares suivantes :

a+ b− 3 = 0,

b− µ− 1 = 0,

µ− 2 a = 0,

ayant pour solution :

a = 0.6666667, b = 2.333333, µ = 1.333333. (4.36)

En remplçant ces valeurs dans les expressions (4.32) − (4.35), on obtient les premières
approximations de x1(t), x2(t), λ1(t), et λ2(t) qui sont données comme suit :

x1
1(t) = 0.6666667 + 1.000000 t,

x1
2(t) = 2.333333− 1.333333 t,

λ1
1(t) = 1.333333− 1.3333334 t,

λ1
2(t) = 1.333333− 5.999999 t,

et la loi du contrôle optimal est :

u1(t) = 1.3333330− 3.66666620 t. (4.37)

— Deuxième itération : N = 1

v11(t) = −1

2
µ t2 +

1

2
a t2 +

1

4
(2 b+ µ) t2

v21(t) =
1

2
a t2 +

1

4
(2 b+ µ) t2,

w11(t) = −(b− µ) t2,

w21(t) = µ t2 + a t2,
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alors

x2
1(t) = lim

p→1

N∑
i=0

pi v1i(t) = a+ (b− µ) t− 1

2
, µ t2 +

1

2
a t2 +

1

4
(2 b+ µ) t2

x2
2(t) = lim

p→1

N∑
i=0

pi v2i(t) = b− µ t+
1

2
a t2 +

1

4
(2 b+ µ) t2,

λ2
1(t) = lim

p→1

N∑
i=0

piw1i(t) = µ− 2 a t− (b− µ) t2,

λ2
2(t) = lim

p→1

N∑
i=0

piw2i(t) = µ− (2 b− µ) t+ µ t2 + a t2.

et ainsi de suite. Les résultats rapportés dans Table 4.1. En considérant ε = 10−6, la méthode HPM

Table 4.1 – Les résultats obtenus pour exemple 1.

k a b µ Jk
| Jk+1 − Jk |
| Jk |

0 0.66666667 2.3333333 −1.3333333 5.740740667 −
1 1.7272727 1.2727273 −2.3636364 4.402892551 0.3038566353
2 1.0909091 1.9090909 −2.3496503 4.377023739 0.0059101374
3 1.2448980 1.7551020 −2.4163265 4.168768892 0.0499559588
4 1.2038277 1.7961723 −2.4186827 4.216459644 0.0113106150
5 1.2108197 1.7891803 −2.4217869 4.206231839 0.0024315837
6 1.2095715 1.7904285 −2.4218565 4.207906773 0.0003980440
7 1.2097244 1.7902756 −2.4219336 4.207651508 0.606668e− 4
8 1.2097032 1.7902968 −2.4219346 4.207681291 0.707824e− 5
9 1.2097052 1.7902948 −2.4219357 4.207677664 0.861995e− 6

converge après 10 itérations et donne la loi de contrôle optimal approximative suivante :

u(t) = −2.42193570 + 4.21096785 t− 20.13164090 t2 + 1.105273484 t3 − 0.2543594959 t4

+ 0.07543594961 t5 − 0.01103607502 t6 + 0.002276386308 t7 − 0.0002427410743 t8 (4.38)
+ 0.3828720253e− 4 t9 − 0.3204548674e− 5 t10,

et les trajectoires approximatives suivantes :

x1(t) = 1.2097052− 0.6316409 t+ 0.8945160750 t2 − 0.0087189919 t3 + 0.0986816292 t4

+ 0.00439177499 t5 + 0.004094008398 t6 + 0.000219511893 t7 + 0.8747552070e− 4 t8 (4.39)
+ 0.4645246038e− 5 t9 + 0.1131597205e− 5 t10,

x2(t) = 1.7902948− 2.4219357 t+ 2.105483925 t2 − 0.7105469669 t3 + 0.2763183708 t4

− 0.05087189919 t5 + 0.01257265826 t6 − 0.001576582144 t7 + 0.0002845482887 t8 (4.40)
− 0.2697123048e− 4 t9 + 0.3828720253e− 5 t10.

Dans les figures 4.1− 4.2, la solution approchée obtenue à partir de la méthode proposée et celles
obtenues à l’aide de la méthode de tir [17] et de l’algorithme de restauration de gradient séquentiel
[54], sont tracés, ce qui montre que les résultats sont très proches.
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Figure 4.1 – Trajectoires optimales selon HPM comparées avec la méthode de tir et SGR

Figure 4.2 – Contrôle optimal selon HPM comparé avec la méthode de tir et SGR

4.3.2 Exemple 2

Considérons les manœuvres optimales suivantes d’un engin spatial asymétrique rigide [18].

min
u(t)

J(u(t)) =

∫ 100

0

1

2

[
u2

1(t) + u2
2(t) + u2

3(t)
]
dt (4.41)

ẋ1(t) = −(I3 − I2)

I1

x2(t)x3(t) +
1

I1

u1(t), (4.42)

ẋ2(t) = −(I1 − I3)

I2

x1(t)x3(t) +
1

I2

u2(t), (4.43)

ẋ3(t) = −(I2 − I1)

I3

x1(t)x2(t) +
1

I3

u3(t), (4.44)
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avec des conditions initiales x(0) = (0.1, 0.005, 0.001) r/s et des conditions finales x(100) =
(0, 0, 0) r/s. Où x1, x2 et x3 sont les vitesses angulaires de vaisseau spatial, u1, u2 et u3 sont
les contrôles de moment de torsion. I1 = 86.24 kgm2, I2 = 85.07 kgm2, I3 = 113.59 kgm2 sont les
inerties principales du vaisseau.
Les conditions nécessaires d’optimalité sont :

ẋ1(t) = −(I3 − I2)

I1

x2(t)x3(t)− 1

I2
1

p1(t), (4.45)

ẋ2(t) = −(I1 − I3)

I2

x1(t)x3(t)− 1

I2
2

p2(t), (4.46)

ẋ3(t) = −(I2 − I1)

I3

x1(t)x2(t)− 1

I2
3

p3(t), (4.47)

ṗ1(t) =
(I1 − I3)

I2

x3(t) p2(t) +
(I2 − I1)

I3

x2(t) p3(t), (4.48)

ṗ2(t) =
(I3 − I2)

I1

x3(t) p1(t) +
(I2 − I1)

I3

x1(t) p3(t), (4.49)

ṗ3(t) =
(I3 − I2)

I1

x2(t) p1(t) +
(I1 − I3)

I2

x1(t) p2(t), (4.50)

avec les condition initiales x(0) = (0.1, 0.005, 0.001)T , et p(0) = (a, b, c)T , où a,b et c sont des
paramètres inconnus à déterminer en imposant la condition finale x(100) = (0, 0, 0).
La loi du contrôle optimal est :

u1(t) = − 1

I1

p1(t), (4.51)

u2(t) = − 1

I2

p2(t), (4.52)

u3(t) = − 1

I3

p3(t), (4.53)

En se basant sur la méthode HPM, les résultats obtenus sont reportés dans la Table 4.2. En

Table 4.2 – Les résultats des itérations pour l’exemple 2.

k a b c Jk+1 | Jk+1 − Jk |
| Jk+1 |

0 0.7314359361 0.3851118899 0.1356718959 0.004689128998 −
1 0.7454116299 0.3581016008 0.1272376200 0.004685651750 0.3477248e− 5
2 0.7438201686 0.3617129336 0.1281719579 0.004687107794 0.1456044e− 5
3 0.7437324697 0.3618513022 0.1291057277 0.004687885574 0.777780e− 6

choisissant ε = 10−6, la méthode HPM converge après 4 itérations, et les solutions approchées
des trajectoires x1(t), x2(t), x3(t) et la loi du contrôle u1(t), u2(t) et u3(t), respectivement, sont
représentées dans les Figures (4.3)− (4.4).

Dans la table 4.3, une comparaison est faite entre la solution obtenue par la méthode proposée
et celles obtenues par les polynômes de Quasilinearisation et de Chebyshev [18] et la méthode de
différences finies de Chebyshev composite [37].

4.3.3 Exemple 3 :

Régulation d’un processus thermique [56]
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Figure 4.3 – Trajectoires optimales obtenues par HPM

Figure 4.4 – Contrôles optimales obtenues par HPM

Table 4.3 – Résultats de comparaison de la méthode HPM et d’autres méthodes
La méthode Valeur de J

Quasilinearisation Chebyshev polynomials 0.004687
Composite Chebyshev finite difference method 0.004687
méthode HPM 0.004687

On considère un systeme physique composé d’un four vertical, dont la cheminée duquel est
placé un barreau (voir (Figure4.5)) ; le but de l’étude est d’amener la température relevée en trois
points du barreau à une température désirée Zd, en temps fini T .
Dans la suite, y(t) ∈ R3représente la température de la cheminée en 3 points.
Soit u(t) ∈ R3 le vecteur de contrôle qui représente l’intensité des courants envoyés dans cha-
cun des 3 enroulements de chauffage. On aura donc à déterminer le contrôle u, de tel sorte
que au bout du temps T, la température Z du barreau soit uniformément égale à Zd. Soit
x(t) = (Z1, y1, Z2, y2, Z3, y3) = (x1, x2, x3, x4, x5, x6) le vecteur d’état du système ; alors le modèle
mathématique obtenu par linéarisation de l’équation de la chaleur auteur d’un point de fonction-
nement est représenté sous la forme suivante
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Figure 4.5 – représentation du four

min
u(t)

=
1

2

∫ 10

0

[
(x1(t)− z1d)

2 + (x3(t)− z2d)
2 + (x5(t)− z3d)

2 + 10
‖ zd ‖2

‖ ud ‖2
‖ u(t)− ud ‖2

]
dt,

(4.54)
subject to

ẋ(t) = Ax(t) +B u(t), (4.55)

avec les conditions initiales x1(0) = x2(0) = · · · = x6(0) = 0 et les conditions terminales
x1(10) = x2(10) = · · · = x6(10) = 30, où zd = (30◦C, 30◦C, 30◦C) est la temperature désirée,
ud = (164.55, 245.30, 419.69) est le contrôle qui conduit asymptotiquement à la température pres-
crite zd.

Les conditions do’optimalité sont :

ẋ(t) = Ax(t) +B ud −
1

l
B BT p(t), (4.56)

ṗ(t) = −AT p(t)− CT C x(t) + CT zd, (4.57)

et la loi du contrôle optimal est :

u(t) = ud −
1

l
BT p(t). (4.58)

où l = 10
‖ zd ‖2

‖ ud ‖2
, A =


−0.03 0.013 0.0077 0.0071 0.00017 0.00065
0.0017 −0.012 0.00009 0.00033 0.00008 0.00029
0.0075 0 −0.040 0.016 0.0077 0.00073

0 0.0030 0.0019 −0.014 0.00009 0.0033
0 0 0.0075 0 −0.029 0.012
0 0 0 0.0030 0.0014 −0.013
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B =


0 0 0

0.00125 0 0
0 0 0
0 0.00125 0
0 0 0
0 0 0.00125

 , C =

 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0


En choisissant v(0)(t) = x(0)(t) = x(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0)T et w(0)(t) = p(0)(t) = p(0) = (a, b, c, d, e, f)T ,
où le vecteur des paramètres inconnus (a, b, c, d, e, f)T sera déterminé en imposant la condition fi-
nale x(10) = (30, 30, 30, 30, 30, 30)T .

En prenant ε = 10−6, la méthode converge après 8 itérations. Courbes de simulation de la loi
des contrôles ui(t), i = 1, 2, 3 et des trajectoires xi(t), i = 1, · · · , 6, pour k = 8 sont montrées
dans les Figures (4.6)− (4.7), respectivement. En outre, une comparaison entre la solution HPM et
celles obtenues par la méthode de tir est effectuée, ce qui montre que les résultats sont très proches
les uns des autres.

Figure 4.6 – Contrôle optimal : comparaison entre HPM et la méthode de tir

4.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons résolu trois problèmes de contrôle optimal par la méthode de

perturbation d’homotopie qui nous a conduit à obtenir des résultats intéressants en comparaison
avec quelques méthodes classiques.
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Figure 4.7 – Trajectoires optimales : comparaison entre HPM et la méthode de tir
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Conclusion Générale

La problématique traitée dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre du contrôle optimale des
systèmes décrits par les équations différentielles. Le travail est principalement axé sur le principe
du minimum de Pontryagin et l’application de la méthode de perturbation d’homotopie pour la
résolution de problèmes de contrôle.

En utilisant la méthode de perturbation d’homotopie, les conditions d’optimalité, c’est-à-dire
les équations de Hamilton-Pontryagin, peuvent être intégrées itérative-ment à partir des approxi-
mations initiales.

Une fois les équations de Hamilton-Pontryagin, sont intégrées, par la méthode HPM, les pa-
ramètres inconnus sont déterminés en résolvant un système d’équations algébriques obtenu en
imposant les conditions aux limites.

La méthode proposée a été mise sous forme d’un algorithme dont les différentes étapes ont été
expliquées. La méthode proposée a été illustrée par trois exemples d’application : deux exemples
pédagogiques et un exemple modélisant un phénomène de régulation thermique, et les résultats
obtenus montrent l’efficacité de la méthode proposée.

La méthode présente quelques avantages par rapport aux autres méthodes existantes dans la
littérature : premièrement la méthode détermine la solution en un nombre minime d’itérations ce
qui montre que la méthode converge rapidement. deuxièmement la méthode proposée attaque le
problème de manière directe sans discrétisation ce qui signifie que la méthode n’est pas affectée
par les erreurs d’arrondis. Un autre avantage, pour les termes non linéaires qui présentent des
difficultés dans les calculs, la méthode HPM utilise les polynômes de He qui facilitent la tache.

En perspective, le travail présenté dans ce mémoire peut être étendu pour les systèmes à para-
mètres distribués linéaires et non linéaires, et appliquer la méthode proposée pour des problèmes
de contrôle optimal avec des contraintes sur le contrôle et sur l’état.
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